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n esta ocasion nuestras propuestas girarn en torno

a diferentes maneras de calcular y a la actitud re-
flexiva que pretendemos promover en los alumnos
con relacion a esta actividad matematica. Pretende-
mos con nuestras propuestas propiciar discusiones
con los alumnos sobre qué calculos tiene sentido
realizar mentalmente, cuales con lapiz y papel y cua-
les con la ayuda de una calculadora. Propondremos
algunas actividades en las que el calculo con lapiz y
papel no es sinénimo de la ejecucion de un algo-
ritmo, sino de la puesta en marcha, de manera flexi-
ble, de deducciones a partir de otros calculos de re-
sultado conocido. También comentaremos la
necesidad de no restringirnos al calculo exacto in-
cluyendo entre nuestras propuestas situaciones en
las que sea mas pertinente un calculo aproximado.
Todas estas situaciones demandan que el alumno
antes de disponerse a calcular reflexione sobre qué
tipo de calculo se le pide y cudl es la manera mas
eficiente de dar la respuesta.

Calculo aproximado

Tradicionalmente la ensefianza del calculo ha tenido
como objetivo principal preparar a [@s alumn@s
para solucionar situaciones de la vida cotidiana.
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Aunque esta vida cotidiana ha variado sensible-
mente, en la mayorfa de escuelas se contintia prepa-
rando a 1@s alumn@s, sin mayores variaciones, en
la ejecucion correcta y rapida de algoritmos asocia-
dos al calculo exacto y en la resolucion de los lla-
mados “problemas aritméticos escolares” que a me-
nudo poco tienen que ver con los calculos que
realizamos los adultos en la vida diaria.

El redondeo, que si aparece como contenido de di-
versos cursos de primaria, no se relaciona de manera
relevante con el calculo. En el mejor de los casos,
se trata la estimacién de resultados de calculos como
un ejercicio de aplicacion del redondeo y no como
una solucién valida para dar respuesta a problemas
aritméticos contextualizados o como estrategia de
control de resultados de un cilculo exacto.

El calculo y la vida cotidiana

La realidad es que la mayoria de situaciones que se
nos presentan en la vida cotidiana no precisan de
calculo exacto y cuando lo precisan recurrimos a
las maquinas. Habitualmente utilizamos el calculo
aproximado, redondeando los nimeros para tener
una idea del computo global, pero estas situaciones
no siempre se reflejan en las aulas. Podrian hacerse
presentes, por ejemplo, con pequefios cambios en
los enunciados que proponemos habitualmente en
el aula. Si en el enunciado:

Un bocadillo cuesta 2,98 €, somos cinco amigos y quere-
mos comprarnos un bocadillo para cada uno, équé precio
pagaremos?

cambiamos la pregunta por:

étendremos suficiente con 15 €?

promovemos el cambio del que estamos hablando.
Seguramente algunos alumnos lo resolveran por
calculo exacto, pero existe la posibilidad de que se
presente un segundo tipo de razonamiento:

—S1 cada bocadillo costara 3 €, el precio seria 15 €.
Como cuestan menos de 3 €, tendremos suficiente
con 15 € para comprarnos cinco.

Ante este segundo razonamiento, en la discusion
grupal se abren las puertas a la posibilidad de refle-
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xionar sobre la pertinencia del céalculo
exacto o del calculo aproximado en la vida
cotidiana.

Cdlculo escrito:
aproximar para controlar

Otro aspecto a considerar es la utilizacion
del calculo aproximado como instrumento
de control o valoraciéon previa de un
calculo. Imaginemos que proponemos a
un alumno que calcule 48x75 y realiza el
calculo que vemos en la imagen 1

48
X 75

240
336

576

Imagen 1

Mas alla de analizar el error cometido en
la ejecucion del algoritmo (no colocé el
3306 desplazado un lugar hacia la izquierda
probablemente porque en nuestro pafs no
ponemos un 0 en el lugar de las unidades
de la segunda multiplicacién parcial
cuando estamos multiplicando por 70)
queremos detenernos en el pensamiento
que nos cruza la mente ante este tipo de
situaciones:

—:Coémo es que le da este resultado y no
se inmuta?

—:No se da cuenta que no puede dar esto?

Es posible que el alumno le asigne la
misma importancia a este error que
cuando se descuida «las que lleva» en al-
guna operacion o cuando se equivoca en
el resultado de 7x8. Pero el tipo de error
que comentamos aqui es de categoria dis-
tinta: es un error de magnitud, un tipo de
error detectable cuando se antepone la
reflexion al calculo y que vale la pena dis-
cutir en nuestras clases.

Si promovemos la actitud de estimar el
resultado de una operacion antes de bus-



car el resultado exacto, ante la pregunta
del resultado de 48x75, un alumno pen-
sarfa: «redondeo 48 a 50 y 75 a 80; por
tanto, el resultado final dard aproximada-
mente 4000 (80x50)».

Cuando ese alumno acabe de ejecutar el
algoritmo para dar la respuesta exacta po-
dra detectar que ha cometido algin error,
sabra que no es posible que 576 sea el re-
sultado correcto de una operacion que da
aproximadamente 4000.

Un tipo de actividades que puede ayudar-
nos a promover esta actitud reflexiva de-
lante del calculo es el planteamiento de
preguntas de multiple opcién como las
que vemos en las imagenes 2y 3.

dAproximar o acotar?

En la imagen 3 vemos que utilizar el re-
dondeo para determinar si una operacion
tiene un resultado «razonable» puede pre-

sentar dificultades: ¢cual es limite para que la dis-
tancia o diferencia entre el resultado real obtenido
en el intento de calculo exacto y el obtenido a partir
del redondeo sea considerada como indicadora de
errot?

Una estrategia a tener en cuenta es el uso de cotas
para definir el intervalo en el que estara la solucion.
Es decir, mas que aproximar los numeros que in-
tervienen en la operaciéon siguiendo las reglas de
redondeo, se tratarfa de dar dos valores que indiquen
un intervalo donde con total seguridad estara el re-
sultado de la operacién.

Veamos un primer ejemplo con el caso de la resta
765 — 629 cuya discusion podemos acompafiar del
uso de la linea numérica (imagen 4).

—Buscamos la cota superior del resultado: como
765 es menor que 800 y 629 es mayor que 600, la
distancia a la que estan 765 y 629 es menor que
200.

—Buscamos la cota inferior: como 765 es mayor que
750 y 629 es menor que 650, la distancia a la que
esta 765y 629 es mayor que 100.

—El resultado de la resta, por tanto, necesa-
riamente ha de estar entre 100 y 200.

Veamos un segundo ejemplo con la multi-
plicacion 375,65x6,23.

—Buscamos la cota superior del resultado:
como 375,65 es menor que 400 y 6,23 es
menor que 7, el resultado no puede ser su-

977 + 944 1.746 - 482
a 9.921 a 164
b 921 b 1.264
¢ 1.921 ¢ 1.864
Imagen 2
5.977 + 4944 746 - 482
a 9.921 a 164
b 10.921 b 264
¢ | 11.921 c 364
Imagen 3

00

I

100

perior a 2800 (400x7).

—Buscamos 1a cota inferior: como 375,65
es mayor que 300 y 6,23 es mayor que 6, el
resultado de la multiplicacién no puede ser
inferior a 1800 (300x0).

—— e e 9

600 629 650

Imagen 4

750 765 800
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—El resultado de la multiplicacion necesariamente
ha de estar entre 1800 y 2800.

El ejemplo anterior nos lleva a hacer un comentario
respecto a las dudas que nos plantea la ejercitacion
de multiplicaciones de decimales con largas listas
de estas multiplicaciones simplemente para que eje-
cuten un algoritmo entre numeros enteros y practi-
quen la correcta colocacion de la coma.

Silo que pretendemos es que practiquen el algo-
ritmo de la multiplicacién entre numeros enteros
seguro que encontramos actividades de practica mas
productiva que la que aqui aparece involucrada y
podremos discriminar mejor, en aquellos alumnos
que no encuentran el resultado correcto, donde esta
el fallo: si en el trabajo con nimeros naturales o
con los decimales. Pero si queremos trabajar las par-
ticularidades involucradas en la multiplicaciéon de
decimales pueden ser mas adecuadas otro tipo de
propuestas como las de las imagenes 5y 6.

42 x 56 = 2.352 132 x 15 = 1.980

4,2 X 56 = 132X 15 =
4,2 x 56 = 132 x15=
42 X 5,6 = 132X 15 =

Imagen 5. Deduce los resultados de estas multiplicaciones

2,57 x1,4=3598 15,2 x 45 =684
4,25x1,6 =68 0,7x56 =392

Imagen 6. Coloca una coma para que las siguientes
igualdades sean correctas

Para actividades como esta ultima la estrategia de
contar cifras decimales de los factores para deducir
la colocacién de la coma en el resultado suele fallar,
pero la acotacion se presenta como una estrategia
inmejorable.

El resultado de la operacion 11,6x3,45 estara entre
33 (11x3) y 48 (12x4), por lo que si debemos colocar
una coma al niumero 4002 no lo haremos ni entre el
4yel0(4,002) ni entre el 0y el 2 (400,2). El resul-
tado adecuado es 40,02, que esta entre 33 y 48.

La existencia de este tipo de actividades no implica
denostar el «truco» de contar cifras después de la

DAviD BARBA URIACH Y CECILIA CALVO PESCE

coma (es mucho mas rapido y es el mé-
todo que oiran de sus padres), sino que
se trata de analizar sus limitaciones y su
alcance y reflexionar sobre qué matema-
ticas se esconden tras éL

Cuando para calcular 2,57x1,4 multipli-
camos 257x14 debemos ser conscientes
que multiplicamos el primer factor por
100 y el segundo por 10, con lo cual el
resultado que buscamos ha quedado mul-
tiplicado por 1000. Al mover la coma
tres lugares hacia la izquierda estamos
dividiendo entre 1000 el numero obte-
nido para compensar el desajuste gene-
rado por considerar a los numeros sin
sus comas.

Antes de dejar este tema, quisiéramos ha-
cer un ultimo comentario sobre la multi-
plicaciéon de decimales, el redondeo y el
contexto de la vida cotidiana. Delante de
una situacion del tipo:

¢Cuanto pagaré por 1,250 kg de carne que
cuesta 9,75 €/kg?

una respuesta exacta como 12,1875 € ca-
rece de todo sentido. La respuesta que es-
peramos de nuestros alumnos, y para ello
debemos plantear la discusion correspon-
diente, es el resultado redondeado. Es de-
cir, 12,19 € o, mejor aun, 12,20 €.

Calculo exacto

¢ Mentalmente, con ldpiz y papel
o con calculadora?

La respuesta a esta pregunta depende de
las circunstancias en que se haya de rea-
lizar el calculo. Si es un calculo que se
plantea en el contexto cotidiano, la res-
puesta dependera de las herramientas dis-
ponibles en aquel momento: ¢son nime-
ros pequenos?, stenemos una calculadora
o papel y lapiz a mano? Si se plantea en



un contexto escolar depende de los ob-
jetivos didacticos que se persigan con la
propuesta.

Si estamos evaluando la automatizacion
de las tablas pediremos que lo hagan men-
talmente. Por ejemplo, proponiendo el
trabajo con applets como el que aparece
en la entrada «Juegos de ejercitacién» del
blog del PuntMat', con una actividad que
involucre el estudio de regularidades como
el que se propone en la entrada «Practica
productiva de tablas» del mismo blog?, o
con otro tipo de actividades donde no ne-
cesariamente se asocie el calculo mental
al célculo rapido, sino al calculo sin ano-
taciones ni calculadoras’.

En la imagen 6 vemos a una alumna rea-
lizando una de estas tareas: se trata de cla-
sificar los nimeros de dos cifras segin la
cantidad de pasos que necesite el producto
de sus cifras para llegar a un nimero me-
nor que 10. Por ejemplo, el numero 17
solo necesita un paso: 1x7=7. Anna esta
pintando de amarillo las celdas de todos
los nimeros que requieren solo un paso.
El nimero 28 requiere de dos pasos por-
que 2x8=16 y 1x6=06. Por eso Anna esta
pintando de verde las celdas de los nu-
meros que requieren dos pasos. El nu-
mero 98 requiere tres pasos: 9x8=72,

Imagen 6

7x2=14 y 1x4=4 (Anna esta pintando de naranja
las celdas de los numeros que requieren tres pasos).

Las preguntas que podemos plantearle en este mo-
mento son interesantes:

¢Cuantos colores necesitara?
¢Qué nimero de dos cifras requiere mas pasos?

¢Por qué se aprecia una suerte de simetria en el cuadro
que esta obteniendo?

Si estamos practicando un algoritmo, el calculo se
hara con lapiz y papel. Claramente, aunque hablemos
de practica de un algoritmo lo podemos plantear en
un ambiente de resolucién de problemas. Por ejemplo,
en substitucién de una pagina repleta de multiplica-
ciones de nimeros de 5 cifras por numeros de una
cifra podemos proponer a los alumnos que completen
el diagrama que aparece en la imagen 7 de todas las
maneras posibles usando un 2, un 4, un 5y un 9, que
efectien todas las multiplicaciones resultantes (24 en
total) y a partir de allf les podemos pedir que identi-
fiquen los dos mayores resultados obtenidos, que ex-
pliquen por qué han obtenido tan pocos resultados
de tres cifras, que indiquen si entre los resultados
obtenidos hay mas pares o impares, u otras cuestiones
que el maestro considere interesantes (se pueden
cambiar los nimeros propuestos por 1, 2, 3y 4 o
por 6,7, 8 y 9 para que las multiplicaciones resulten
mas adecuadas al nivel de dificultad buscado).

X

Imagen 7

Silo que estamos haciendo es profundizar en nues-
tro conocimiento sobre el comportamiento de las
operaciones permitiremos el uso de la calculadora.
Por ejemplo, si queremos ir un poco mas alla que
simplemente decir que la potenciacién no es con-
mutativa podemos proponer a los alumnos que, cal-
culadora en mano, decidan cual de los elementos
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de cada pareja es mayor: ¢3" 0 10°2, :5° 0 6°?...Po-
dran conjeturar que el resultado mayor se obtiene
cuando el nimero mas grande estd en el exponente,
afirmaciéon que debemos apenas matizar propo-
niendo algunas parejas en que intervienen el 1 o el
2, como: 2*y 4?0 1"y n'.

Deducciones en el ambito del cdlculo

El calculo mental esta presente tanto en la ejecucion
de algoritmos como en el deseable control del re-
sultado de una operacion realizada con calculadora:

—Si pedimos a una calculadora que multiplique
127x816 y nos da 109347 debemos saber de inme-
diato que algo hemos hecho mal (en este caso apun-
tar 861 en lugar de 8106), porque un nimero termi-
nado en 7 multiplicado por un numero terminado
en 6 no puede terminar en 7.

—Si pedimos a una calculadora que multiplique 127
x 816 y nos da 13872 debemos saber de inmediato
que algo hemos hecho mal (en este caso apuntar 17
en lugar de 127), ya que 127 x 816 tiene que ser
mayor que 81600.

El calculo mental no esta presente Gnicamente en
los calculos exactos sino también en los calculos
aproximados (cuando acotamos 45,8 x 7,3 entre 280
y 460 o cuando decimos que 738 : 4 es aproximada-
mente 20 estamos haciendo calculos mentales).

Esta extensa presencia del calculo mental en las
diferentes actividades aritméticas hace necesario
dedicarle tiempo a practicarlo y a mejorarlo, pero
para ello es fundamental tener muy presente que
la base de un buen cilculo mental no es la memo-
rizacién de resultados sino el establecimiento de
fuertes vinculos entre diferentes calculos que per-
mitan a partir de los calculos memorizados deducir
nuevos resultados.

Citaremos algunos ejemplos de las deducciones a
las que hacemos referencia:

67 +9dalomismoque 67 +10-1
82 : 4 da lo mismo que la mitad de 41
El 5% de 360 es igual que la mitad de 36

84 :7dalomismoque70:7+14:7
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La expresion decimal de dieciséis tercios es
5,333..,porque 16 /3=5+%

Entendemos que es fundamental fomen-
tar que «ell@s tengan la palabra». Tene-
mos que generar espacios para discutir
como hemos hecho un calculo mental
para contrastar estrategias y evolucionar
en el desarrollo de las mismas.

Para fomentar estas discusiones nos gusta
proponer lo que Fosnot & Dolk (en su li-
bro Young mathematicians at work, publicado
por Heinemann en 2001) llaman minilec-
ciones. En las imagenes 8, 9 y 10 expone-
mos algunos ejemplos donde ilustramos
la idea basica de estas minilecciones: pro-
ponemos un calculo con su resultado, pre-

135-19=

¢ Por que?

Imagen 8

126 .7 =

¢, Por qué?

Imagen 9

La mitad de 16,10 es ...

Imagen 10



guntamos el resultado de un célculo rela-
cionado con el primero y pedimos expli-
citacion de la estrategia utilizada.

Esto lo podemos hacer en una discusion
grupal de manera oral y también se puede
hacer de manera individual y por escrito
(en este caso la importancia de la explica-
cién es central porque no faltara aquel
alumno que se siente mas seguro si-
guiendo mecanicas y dara el resultado de
la segunda operacion sin siquiera mirar el
resultado de la primera).

Las deducciones de calculos también de-
ben ser fomentadas en el ambito de los
calculos con lapiz y papel. En este ambito
no solo calculamos ejecutando algorit-
mos sino que también podemos trabajar
la deduccion de resultados de calculos a
partir de otros resultados conocidos ha-
ciendo anotaciones sobre el papel. Algu-
nos ejemplos:

—Calculando 1002-756 podemos anotar
999-753 que facilmente nos lleva al resul-
tado 246 (el uso de propiedades, como la
compensacion en la resta, no esta restrin-
gido a los calculos mentales, también las
podemos usar cuando el tamafo de los
numeros hacen natural el uso de anota-

JO HO FAIG | JO FAIG 265 + 100 I
SUMANT EN  DESPRES EN RESTO 2.

COLUMNES.
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disponiendo de la ayuda de un papel y un lapiz)
—Dividiendo 4200 : 12 podemos anotar 2100 : 6 que
tendra el mismo cociente, a su vez anotar 700: 2y
concluir que el resultado es 350.

—Calculando el 15% de 380 podemos anotar:
10% de 380 = 38

5% de 380 =38:2=19

15% de 380 = 38 + 19 =57

Para alentar a los alumnos que ante un calculo, men-
talmente o disponiendo de material para hacer ano-
taciones, utilicen estrategias alternativas eficientes
les proponemos actividades que involucran la con-
frontacion entre las estrategias de dos personajes a
los que podriamos bautizar «el algoritmico» y «el
vida facil». En la imagen 11 se ven los dos personajes
afrontando una situacion que requiere sumar 265
+ 98: el «algoritmico» lo hace sumando en columnas 47
y el «vida-facil» se plantea calcular 265 + 100 — 2. 80

Reflexion final

En esta entrega de «Ell@s tienen la palabra» hemos
comentado la necesidad de llevar al aula la existencia
de diferentes tipos de calculo: aproximado y exacto.

Imagen 11. Extraida de Barba, D & Calvo, C (2005) 3x6.mat Ed. Barcanova

REFLEXIONSR ANTES DE CALCULAR



NoOVIEMBRE
2015

48

80

No con la intencién de presentarlos como contra-
puestos sino como complementarios. Hemos co-
mentado el papel del calculo aproximado en el con-
trol de la correccién de calculos exactos pero
también se complementan en relacién a que el
calculo aproximado necesita de calculos exactos
aunque este se haga con numeros mas accesibles,
por su tamafio o por tratarse de unidades seguidas
de ceros.

Hemos intentado presentar situaciones y tareas que
promocionen que los alumnos tomen la palabra en
el momento de decidir qué tipo de calculo es mas
pertinente en cada momento, si lo haran mental-
mente, con lapiz y papel o con la ayuda de una cal-
culadora y si haran el calculo que les hemos pro-

1 «Juegos de ejercitacion»:
<http://appletspuntmat.blogspot.com.es/2013/09/
jocs-dexercitacio.html>

2 “Préactica productiva de tablas”:
<http://puntmat.blogspot.com.es/2015/05/
practica-productiva-taules.html>
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puesto u otro que ellos consideren mas
facil, que los conduzca al mismo resultado,
pudiendo explicar el motivo de esta coin-
cidencia.

Para profundizar
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3 «Casillas de multiplicacion»::
<http://appletspuntmat.blogspot.com.es/2013/09/
graella-multiplicacio.html>

«Tablas y poliedros:»:
<http://appletspuntmat.blogspot.com.es/2014/05/
taules-i-poliedres.html>



