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mace trescientos cincuenta afios, en 1661, moria en Parfs,
Lyon o Condrieu, no se sabe a ciencia cierta, Gérard
Désargues, el padre de un bello edificio geométrico, a caballo
entre el arte, la ingenierfa y la ciencia.

Désargues habia nacido en Lyon en 1591, en el seno de una
noble y rica familia. Era el menor de ocho hermanos, de los
cuales cuatro eran varones. Su padre, ferviente mondrquico al
servicio de la Corona Francesa, ocupé diversos cargos en su
ciudad de Lyon, desde inquisidor hasta notario real pasando
por recaudador de diezmos, tanto de la ciudad como de la
didcesis. Su infancia no le resulté nada facil, debido a la tem-
prana muerte de su madre por tuberculosis, cuando solo con-
taba con treinta y tres anos, y el pequefio Gérard tenia seis.

Dada la buena posicién familiar, debié gozar Désargues de
todo tipo de facilidades para los estudios y disponer de los
mejores maestros, aunque no se sabe con certeza nada sobre
el particular. Se sabe que practicé las profesiones de ingenie-
ro y arquitecto, lo que le llevé a reflexionar sobre diversas téc-
nicas, referentes a la perspectiva, al corte y tallado de piedras,
a la construccion de relojes de sol, etc. Como ingeniero, por
ejemplo, disefié un sistema para la elevacién de aguas en las
cercanias de Paris, y como arquitecto, son de senalar los pla-
nos de varios edificios particulares tanto en Paris como en
Lyon. De este modo, a partir de sus trabajos, fue conducido
Désargues a la bisqueda de métodos geométricos generales
para el tratamiento de las diferentes técnicas a las que debi6
de enfrentarse.

Désargues: un gedmetra sin medida

Era un gran aficionado a las matemadticas, y le gustaba mucho
viajar. Asi que pasaba varias temporadas en Parfs, donde tenia
ocasién de reunirse con los mejores matematicos de la época.
Establecié amistad con Pascal, Mersenne, Mydorgue, Hardy,
y conocié a Descartes y Fermat, a todos los cuales comunica-
ba sus inquietudes y el resultado de sus reflexiones. En 1636,
publicé un pequeno texto de perspectiva, a la que considera-
ba como una aplicacién directa de la geometria. Esta obrita
fue muy apreciada por Descartes y Fermat, que vieron en ella
el gran talento geométrico de su autor. No asi ocurrié con los
otros matemadticos de la época para los cuales pasé sin pena
ni gloria.

Conocedor de la obra de Apolonio, Désargues se interesé por
la teoria de las cénicas y elaboré nuevas ideas sobre el tema,
siempre en el terreno de la geometria sintética. A finales de
1638, comunicé a Descartes los detalles de su teoria sobre las
conicas que estaba a punto de publicar en un breve tratado.
No pareci6 agradarle mucho a Descartes, discutieron ambos
cientificos, pero Désargues no desisti6é de su propdsito, y en
los primeros meses de 1639, publicé su tratado bajo el titulo
Brouillon projet d’une atteinte événements des rencontres
dun cone avec un plan (que Boyer traduce como “Borrador
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de un ensayo que trata de los resultados de los encuentros de
un cono con un plano”), mas apropiado para una tesis o un
discurso que para un libro.

El Borrador, como se lo conoce abreviadamente, estd imbui-
do de las ideas sobre perspectiva de los pintores renacentistas
y por el principio de continuidad de Kepler. Se sabe que si se
proyecta una circunferencia desde un punto exterior al plano
que la contiene, se obtiene un cono, y las formas de las sec-
ciones de este cono por un plano varian segtn la inclinacién
del plano respecto al eje del cono, del mismo modo que la
proyeccién de los rayos de luz de una ldmpara proyectan el
borde de su pantalla produciendo distintas figuras segtn inci-
dan sobre una pared o sobre el techo.

No fue bien acogido EI Borrador. Recibi6 ataques desde todos
los frentes, de una manera especial por parte de Jean de
Beaugrand, pudiendo decirse que fue despreciado y olvidado
de forma casi general. Hay que exceptuar a Pascal, que supo
apreciarlo en todo su valor, y apoyarse en él incluso para algu-
nos de sus propios trabajos.

Désargues publico, como era su costumbre, s6lo unos pocos
ejemplares del librito (50 copias), sin afdn crematistico, y para
repartir entre sus colegas de Paris. Del escaso interés con que
fue recibido da cuenta el hecho de que han desaparecido los
cincuenta ejemplares distribuidos. No se supo nada de
Désargues y su obra hasta dos siglos después. Habian sido
borrados de la historia. Quedaba, eso si, una cierta memoria
de su paso por este mundo, a través de la referencia que de él
hacia Pascal. Asi, en su Essay pour les coniques, después de
citar un teorema de Désargues, escribe, en referencia al autor:

Quisiera decir que debo a sus escritos lo poco que he des-
cubierto por mi mismo sobre el tema.

Ademads de El Borrador, habia publicado Désargues otras
obras, como los cuadernos Lecciones de tinieblas, sobre las
conicas, y un Manual de perspectiva dirigido a los tedricos.

Los antecedentes

Para comprender la obra de Désargues conviene tener en
cuenta las ideas y los problemas planteados por los pintores
del renacimiento. A diferencia de los pintores medievales, con
sus figuras mds bien simbdlicas y de formas planas, los rena-
centistas tienen como principal objetivo la descripcién del
mundo real. Esto les plantea el problema de cémo trasladar al
lienzo plano el mundo real tridimensional. Sobreviene asi el
uso de la perspectiva.

Aunque algin pintor anterior se ocupé ya de esta cuestion,
fue Leon Batista Alberti (1404 — 1472) el primero que dedicé

una obra, Della Pittura (1435), al tema de la perspectiva. Al
tratar de reproducir en el lienzo una escena real, decia, el ojo
humano actiia como un punto desde el cual se proyectan los
rayos visuales sobre la escena, y de este modo el cuadro resul-
ta ser una seccion de esa proyeccion.

Poco antes de 1480, es Piero Della Francesca el que establece
los principios matemadticos de la perspectiva en su obra De
perspectiva pingendi. Incluso Leonardo da Vinci trat6 el pro-
blema de la perspectiva en un libro que se perdi6, y era tan
consciente Leonardo del trasfondo matemadtico del tema que
en su Trattato Della pintura comienza diciendo: “Nadie que
no sea matemadtico lea mis obras” Desgraciadamente, los
matematicos de la época no se percataron del trasfondo mate-
matico que habia en el tema de la perspectiva.

Hubo de pasar un siglo para que surgiera entre los matemati-
cos la pregunta: ;Qué propiedades geométricas se conservan
entonces en el paso de la escena real a la escena pintada? Este
es el problema que trataban de abordar los matemaéticos del
siglo xvil y que toma Gerard Désargues como principal ocu-
pacién. Sin embargo, cabe plantearse por qué no orientd
Désargues su actividad a trabajar con los métodos algebraicos
siguiendo a los grandes de la época, como Descartes, Fermat,
y todos los asiduos al Circulo de Mersenne. Probablemente,
porque Désargues era a fin de cuentas un ingeniero y arqui-
tecto, por tanto un técnico mds que un cientifico, que no
admite la teoria por si misma, no le interesan la investigacion
y la elaboracién teérica més que en la medida en que:

...puedan ofrecer al espiritu un medio de lograr algin
conocimiento...de las cosas que puedan traducirse en
actos para la conservacion de la salud o en sus aplicaciones
en la practica de algun arte.

Cuando elabora su teoria sobre las cénicas, en El Borrador, no
pretende otra cosa que encontrar los principios geométricos
que permitan racionalizar la perspectiva, el trazado de pla-
nos, la construccion de relojes de sol... en definitiva, las dis-
tintas técnicas gréficas en cuyas aplicaciones trabaja.

Le ocurrié a Désargues con la geometria sintética algo pare-
cido a lo que le pasé a Fermat con la teoria de nimeros.
Ninguno de los dos encontré eco entre los colegas para sus
preocupaciones.

EL Borrador

En El Borrador trata Désargues de unificar la visién de las
cénicas utilizando sus ideas sobre la perspectiva. Considera
dos operaciones, la proyeccion y la seccidn, y establece una
serie de conceptos que le permiten encontrar los invariantes
a través de estas operaciones.



a. El punto del infinito

Segun se ha dicho uno de los elementos inspiradores de sus
teorias para Désargues ha sido el principio de continuidad de
Kepler. Este principio, lleva a Kepler a considerar que las rec-
tas no se interrumpen en los extremos, sino que continian a
través de un nuevo punto que llama punto del infinito. Resulta
asi que las rectas pueden ser consideradas como circulos,
cuyos extremos se unen a través del punto del infinito, y cuyo
centro estd asi mismo en el infinito.

Se sabe que practico las profesiones
de ingeniero y arquitecto, lo que le
llevé a reflexionar sobre diversas
técnicas, referentes a la perspectiva,
al corte y tallado de piedras, a la
construccion de relojes de sol, etc.

Désargues, retoma esta idea aunque en un sentido diferente a
Kepler. Lo que le interesa no es tanto la continuidad como la
generalidad, asi en lo que se refiere a la interseccién de dos
rectas. Al completar los puntos de la recta con el punto del
infinito, se puede decir que dos rectas siempre tienen al
menos un punto en comun, incluso en el caso de las paralelas.
Para estas ultimas el punto comtn es el del infinito, resultan-
do ser el mismo punto para cada conjunto de rectas paralelas.
Como quiera que hay infinitos conjuntos de rectas entre si
paralelas, semejante convenio introduce en el plano una infi-
nidad de puntos del infinito. Si consideramos el plano deter-
minado por dos rectas paralelas, sobre él existe ya esa infini-
dad de conjuntos distintos de paralelas, esto es, una infinidad
de puntos del infinito, todos los cuales supone Désargues se
hallan sobre una recta, que es la recta del infinito del plano, y
supone asi mismo que esta recta es comun a todo conjunto de
planos paralelos entre si.

Estas suposiciones de Désargues no contradicen, antes bien
completan, el espacio euclideo. Lo amplian, evitando tener
que recurrir en su discurso a los casos de excepcion.

b. La raz6n doble

Pappus (s. 1v) habia definido el concepto de razén doble de
cuatro puntos alineados A, B, C y D como el cociente

B b
BC DC
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de razones de segmentos orientados, esto es, considerados
con su signo.

Anteriormente, Menelao (s. II) habia introducido este mismo
concepto pero sobre circulos maximos de una esfera.

Ambos matemdticos habian probado que dados cuatro pun-
tos alineados, A, B, C y D, para otros cuatro puntos A}, B;, C;
y Dy, en posicién tal como indica la figura, no varia la corres-
pondiente razén doble.

Désargues vuelve sobre este concepto pero desde su propio
punto de vista, a saber, con las operaciones de proyeccion y
seccion, si bien conserva la definicién de razén doble como un
concepto métrico. Prueba entonces que la razén doble de cua-
tro puntos en linea recta es invariante si se someten los cua-
tro puntos a las operaciones de proyecciéon y seccién. Tal
resultado no aparece en el Borrador, de 1639, sino en el apén-
dice de la obra Maniére universelle de G. Désargues pour prac-
tiquer la perspective (1648), de su amigo y alumno Abraham
Bosse (1611-1678).

c. Concepto de involucién

El término de involucién es el unico de los ideados por
Desargues que se ha conservado hasta hoy, y resulta central en
el pensamiento del autor. Lo define como la relacién que exis-
te entre un par de puntos A, B y otro par Aj, By, situado en la
recta AB, si se puede encontrar un quinto punto O tal que

El punto O es el centro de la involucién. Puede haber varias
parejas de puntos que estén en una misma involucién. En par-
ticular, si un punto C es tal que

OA-OB=0C’
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C es un punto doble de la involucién. En ese caso, existen dos
puntos dobles simétricos respecto del centro. Los puntos A y
B, se dicen conjugados, como cualquier pareja de puntos que
pertenezcan a una involucién. Un punto doble es conjugado
de si mismo. Désargues se plantea entonces, dado que en una
involucién cualquier punto tiene su conjugado, ;cudl es el
conjugado del centro? Y responde, el punto del infinito.

A continuacién pasa Désargues a demostrar que cuatro pun-
tos en involucién se transforman, a través de proyecciones y
secciones, en otros cuatro puntos también en involucién. Es
decir, una relacién involutiva se conserva a través de proyec-
ciones y secciones.

d. Cuaterna armonica

Hoy conocemos como cuaterna armdnica la formada por cua-
tro puntos alineados cuya razén doble es igual a —1, segtn la
definicién de Moebius (1827), pero Désargues habia introdu-
cido esta nocidén de otra forma. Para él, los puntos A, B, Cy D
forman una cuaterna armonica si pertenecen a una involucién
en que C y D son los puntos dobles y A y B son conjugados.
Como quiera que se trata de una involucidn, y segtin se dedu-
ce de lo anterior, la cuaterna arménica se conserva a través de
proyecciones y secciones.

e. Polos y polares
Supongamos una circunferencia y un punto P exterior a ella.

Consideremos todas las rectas que pasando por P cortan a la
circunferencia, incluidas las tangentes.

P

Cada recta cortard a la circunferencia en dos puntos, por
ejemplo, la recta r corta a la circunferencia en A y B. Entonces,
en r habrd un cuarto punto Q en posicién armonica respecto
de P, A y B. El conjunto de los cuartos puntos de todas las rec-
tas consideradas demuestra Désargues que estdn sobre una
recta, que llama polar de P. Si el punto P es exterior a la cir-
cunferencia, como en la figura, la polar de P une los puntos de
tangencia, M y N. Si P es interior, sigue un razonamiento ana-
logo para ver que la polar es exterior a la circunferencia.

Como hace con frecuencia, Désargues proyecta esta figura
desde un punto exterior al plano que la contiene, y considera
una seccion de esa proyeccion. La circunferencia se transfor-
ma en una cénica, y, al conservarse la cuaterna armonica,
extiende Désargues sus resultados sobre polos y polares a una
cénica cualquiera.

Conocedor de la obra de
Apolonio, Désargues se intereso
por la teoria de las conicas y
elabord nuevas ideas sobre el
tema, siempre en el terreno de la
geometria sintética.

Define entonces un didmetro de una cénica como la polar de
un punto del infinito. Demuestra, a partir de aqui, diversas pro-
piedades sobre didmetros, didmetros conjugados y asintotas.

En todo esto parte Désargues de las teorias de polos y polares
de Apolonio, si bien, mientras Apolonio hace su estudio por
separado segun el tipo de conica de que se trata, Désargues,
como ya se ha indicado, unifica el estudio de todas las conicas,
tratdndolas como un solo objeto.

El teorema de Désargues

Este teorema es quizd lo més conocido y divulgado de
Désargues. No aparece en su Borrador, y fue publicado en
1648 por su amigo Abraham Bosse, como apéndice de su libro
Maniére universelle de G. Désargues pour pratiquer la pers-
pective (El método universal de Désargues para la practica de
la perspectiva). Dice as:

Si dos tridngulos estdn situados de manera que las rectas

que unen pares de vértices correspondientes concurren en

un punto, entonces los puntos de interseccién de los pares

de lados correspondientes estdn en linea recta, y recipro-
camente.



Asi, las rectas AA; , BB; , CC; concurren en el punto O, y
entonces las parejas de lados ABy A;B; , ACyA,C,,BCy
B,C;, se cortan, respectivamente, en los puntos N, M y P, que
yacen sobre la misma recta.

Désargues demostrd este teorema tanto para el plano como
para el espacio. La demostraciéon para el caso de las tres
dimensiones es bastante sencilla y sélo exige los axiomas de
incidencia, pero para dos dimensiones es mds complicada vy,
curiosamente, requiere una hipétesis anadida, la de existencia
del espacio de tres dimensiones. Es decir, paraddjicamente, hay
que salirse del plano para demostrar una propiedad del plano.

EL fracaso de Desargues

Cabe ahora preguntarse, ;por qué no fueron aceptadas en su
dia las teorfas de Désargues? Los historiadores suelen aducir
dos tipos de razones. Una razén atribuible al propio
Désargues, y otra a las tendencias de la época.

El lenguaje que utilizaba era practicamente ininteligible para
los contemporédneos. Asi, por ejemplo, llamaba palmas a las
rectas. Cuando en una recta aparecian sefialados varios pun-
tos, la llamaba tronco, pero, si en la recta aparecian tres pares
de puntos en involucién, entonces era un drbol. A una seccién
cénica la llamaba coup de rouleau (un golpe de rodillo), etc.
Parece que con esta terminologia pretendia comunicarse

Poncelet

Désargues

SUMA 68
Noviembre 2011

mejor con los ingenieros y arquitectos de poca formacién
matemadtica, eliminando por otra parte la ambigiiedad de los
términos usuales en la época. Lo cierto es que hacia su lectu-
ra dificil y engorrosa para los matematicos.

El Borrador, como se lo conoce
abreviadamente, estd imbuido de las
ideas sobre perspectiva de los pintores
renacentistas y por el principio de
continuidad de Kepler.

La segunda razén que suele apuntarse como causa del escaso
éxito de sus trabajos la puso muy bien de manifiesto
Descartes, quien al conocer del propio Désargues los detalles
de sus trabajos, aun reconociendo el valor de la obra y el talen-
to de su autor, no pudo por menos de quedarse defraudado
por no contemplar Désargues el punto de vista algebraico,
caballo de batalla de las ideas de la época. Hay que tener en
cuenta que para los problemas cientificos del momento y los
calculos requeridos por la nueva tecnologia resultaban mucho
mds efectivos los métodos algebraicos que las consideraciones
de la geometria sintética.

El renacimiento de Desargues

Sin embargo, si resulta sorprendente su fracaso inicial, mas
sorprende si cabe que, aunque hubo de esperar doscientos
afios, Désargues surgiera de nuevo de entre las cenizas. ;Cudl
fue la suerte de este su renacimiento? ;Cémo es posible que
esa extrana geometria en que no se postula ningin tipo de
métrica, tan despreciada en su dia, haya podido convertirse
en la base y fundamento de la geometria proyectiva, desarro-
llada por matemadticos de primera fila de los siglos x1x y xx?

Chasles

Philippe de la Hire
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En medio de la hostilidad general hacia la geometria sintética,
y en particular hacia la geometria proyectiva, fueron dos
alumnos y amigos de Désargues, los que se ocuparon de tra-
bajar y comunicar las ensefianzas del maestro. Eran estos,
Abraham Bosse (1611-1678), autor del citado libro Maniére
universelle de G. Désargues pour pratiquer la perspective, y
Philippe de la Hire (1640-1718), que entusiasmado con las
ideas de Désargues, se dedicé a profundizar en el tema, lle-
gando a demostrar unos 300 teoremas recogidos en su obra
mds importante, Secciones Conicae (1685), todo ello después
de haber encargado realizar una copia manuscrita de El
Borrador, para su uso personal, que le servirfa de punto de
partida en su iniciacién. Pero, la copia habia sufrido andlogo
destino que los ejemplares de la propia obra.

Casualmente, en el afo 1847, el matematico francés Michel
Chasles encontré una copia de El Borrador en una libreria de
viejo de Paris. No era el original, se trataba de la copia reali-
zada para Philippe de la Hire. Sirvid, al menos, para que N. G.
Poudra editara la obra de Désargues en 1864.

El término de involucion es el
tinico de los ideados por
Désargues que se ha
conservado hasta hoy, y
resulta central en el
pensamiento del autor.

Muy recientemente, hacia 1950, las investigaciones de René
Taton, con la ayuda al parecer de Pierre Moisy, permitieron
descubrir en la Biblioteca Nacional de Paris un ejemplar del
original, que tiene la particularidad de contener un apéndice
y una fe de erratas del propio Désargues.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Con todo, puede decirse que Désargues siguid y sigue siendo
un desconocido, pues poco se difunde y se comenta de sus
trabajos si exceptuamos el citado teorema sobre los triangulos
perspectivos, que llegé hasta nosotros no como contenido de
sus obras sino a través de uno de sus alumnos, como produc-
to de sus lecciones.

La geometria proyectiva

Durante el siglo xvii, lo mismo que en el xvii, no resulté la
geometria sintética digna de atencion por parte de los mate-
maticos. Y es en el xix cuando aparecieron los trabajos de
Gaspard Monge (1746 — 1818), bajo el titulo de Tratado de
geometria descriptiva (1799), la figura de Charles Brianchon
(1785 — 1864) con su estudio sobre la aplicacion de la geome-
tria a los problemas militares, y, sobre todo, la obra de J.
Victor Poncelet (1788 — 1867), Tratado de las propiedades
proyectivas de las figuras, aparecida en 1822, aunque elabora-
da ocho o nueve afos antes, y en la cual destaca sobretodo su
principio de dualidad.

Msés tarde, es el suizo Jacob Steiner (1796 — 1863) quien, siguien-
do el camino de Poncelet, lleva el principio de dualidad hasta las
ultimas consecuencias. Asi, dice que una cénica, en virtud del
principio de dualidad, se puede considerar formada tanto por
puntos como por rectas, éstas tangentes a la conica, que resulta
ser de ese modo la envolvente del conjunto de rectas.

En este ambiente de trabajos, ocurre el mencionado hallazgo,
por parte de Chasles (1793 — 1880), de la copia de El Borrador
de Désargues. Se comprende el avance que supuso en el desa-
rrollo de la geometria proyectiva. El propio Chasles después
de publicar en 1852 su Tratado de geometria superior, y reco-
nociendo sin duda la validez de las ideas de Désargues, saca a
la luz un Tratado de las secciones cénicas (1865). Todavia defi-
ne en él la razén doble como razén de longitudes, es decir
recurriendo a una métrica. Es el aleman Karl von Staud (1798
— 1880) quien libera a la geometria proyectiva de todos sus
recursos a la métrica, definiendo la razén doble a partir del
cuadrilatero completo.
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