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memostraci()n ingenua (con figuras), demostra-
cion geométrica (euclidea)

En la entrega anterior de estas historias, “El calculo con la
cosa’; acabé examinando cémo al-Khwarizmi demuestra unos
cdlculos con radicales utilizando para ello la representacion
de las magnitudes con las que hay que calcular mediante seg-
mentos, y como otros calculos hechos con especies dice que
no puede demostrarlos de la misma manera, porque a un cél-
culo de ese estilo “no le conviene ninguna figura’, y los
demuestra “por la expresién” o “en palabras” Ademads, dije
que las demostraciones que al-Khwarizmi hace con figuras
son demostraciones cuya garantia de verdad se sustenta en lo
que se ve, y que no son, por tanto, demostraciones cuya
garantia de verdad sea del estilo que los griegos establecieron
y que puede encontrarse en practica en los Elementos de
Euclides.

En aras de la concisiéon, hemos llamado “ingenuas” a las
demostraciones que al-Khwarizmi hace con figuras (Puig,
2008; Infante y Puig, 2011a, 2011b), queriendo indicar con ese
calificativo de ingenuas precisamente que la garantia de ver-
dad estd en lo que se ve, y que, por tanto, ni quien presenta
una demostracion hecha de esta manera ni quien la lee o la
escucha pone en duda lo que se ve, lo que se muestra. Y
hemos llamado “geométricas” a las demostraciones euclideas,

en las que la garantia de verdad ya no estd en lo que se ve, en
lo que se muestra, sino en el entramado de nociones comu-
nes, postulados y definiciones, y en los razonamientos que se
hacen sobre las figuras. Por otro lado, la demostracién que al-
Khwarizmi hace con palabras, aunque sea porque en ese caso
no puede hacer una figura que es lo que probablemente le
hubiera gustado hacer para poder mostrar en la figura la ver-
dad de lo que va sélo a decir con palabras, podemos calificar-
la de demostracion “algebraica’; al menos en germen. En el
libro de dlgebra de al-Khwarizmi podemos encontrar pues, en
este sentido, demostraciones ingenuas (hechas usando figu-
ras geométricas) y demostraciones algebraicas en germen
(hechas unicamente con palabras, “por la expresién”), pero no
demostraciones geométricas (hechas a la manera euclidea,
que usa también figuras geométricas).

El hecho de que en al-Khwarizmi no hay demostraciones
euclideas ya lo senial6 hace casi setenta y cinco anos el histo-
riador austriaco Solomon Gandz al comparar las demostra-
ciones de al-Khwarizmi de las formas candnicas compuestas,
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con las proposiciones del libro segundo de Euclides que han
querido verse como algebra tratada en términos geométricos.
Gandz rebate la idea de que lo que Euclides esta haciendo en
el libro segundo de los Elementos sea dlgebra en el mismo sen-
tido que adquiere el dlgebra en el libro de al-Khwarizmi, y
califica lo que hace Euclides en ese libro, de forma contun-
dente, como muy antiguo, si se mira como dlgebra. Pero es
igual de contundente a la hora de calificar el cardcter de las
demostraciones de al-Khwarizmi:

Algebraicamente, al-Khwarizmi estd 1000 afnos por delante
de Euclides; geométricamente, estd 1000 afios detras. Sus
demostraciones se basan completamente en la intuicién. No
tiene ninguna otra cosa en que basarlas. En su geometria, los
axiomas, definiciones, teoremas y proposiciones de Euclides
se ignoran por completo (Gandz, 1937, p. 519).

Pero no hace falta recurrir a un historiador de las matemati-
cas nacido en el siglo xix: el que las demostraciones de al-
Khwarizmi no siguen el patrén euclideo ya lo constataron sus
inmediatos seguidores. La mejor prueba de que el asunto se
vefa asi la tenemos en un opusculo publicado por Thabit Ibn
Qurra (836-901), que habia nacido en Harran (Turquia) y se
instal6 a trabajar en Bagdad como ya habia hecho anos atras
el propio al-Khwarizmi. El opusculo de Thabit Ibn Qurra es
muy breve, dos piginas y media en la edicién de Luckey
(1941), y lleva un titulo que no puede ser mds explicito: La rec-
tificacion de los problemas del dlgebra mediante demostracio-
nes geométricas.

Las demostraciones que ha presentado al-Khwarizmi en su
libro no las ve pues Thabit Ibn Qurra como demostraciones
geométricas, y lo que hace en este opusculo es establecer de
nuevo los algoritmos que resuelven las formas canoénicas
compuestas demostrandolos a partir de las proposiciones 5 y
6 del libro segundo de los Elementos de Euclides!. Thabit Ibn
Qurra ya no acepta como garantia de verdad lo que se ve en
las figuras que al-Khwarizmi muestra, sino que precisa una
garantia de verdad de otro tipo: la que da el entramado eucli-
deo. En esta entrega de las historias de al-Khwarizmi exami-
naremos el aspecto que tienen esas demostraciones no eucli-
deas que hace al-Khwarizmi y qué hace al-Khwarizmi con las
figuras que usa en ellas, y veremos un ejemplo de cémo es la
rectificacién de Thabit Ibn Qurra y qué nuevo papel desem-
penan las figuras en ella. Pero antes diré un par de cosas sobre
la demostracién euclidea.

Mostrar, demostrar

La demostracién matematica se constituye por primera vez en
la Grecia clasica, y se constituye precisamente separandose de
una manera previa de demostrar cuyo fundamento estaba en
mostrar que se ve que lo que se quiere demostrar es asi. En
Puig (1994) sefialé que Arpad Szabé argumenta en su libro Les

débuts des mathématiques grecques (Szabd, 1977) que la geo-
metria griega era primitivamente una especie de historia, una
indagacion empirica sobre las propiedades de las figuras geo-
métricas, basada en la vista, e indiqué que, “por eso, cuando,
como hace Euclides, los objetos de la geometria se definen
desprendiéndose de las propiedades sensibles de las figuras
geométricas trazadas en la tierra, como medios de organiza-
cién de éstas (“Un punto es lo que no tiene partes.” “Una linea
es una longitud sin anchura’’), esas definiciones han de acom-
paniarse del postulado de las condiciones mismas del discurso
en el que ha de dialogar el lector” (Puig, 19944, p. 6).

La transformacién de la demostracién basada en la vista en la
demostracion euclidea tiene ese componente ontolégico (los
objetos de los que trata la geometria no son las figuras traza-
das en la tierra, sino los conceptos que organizan los fenéme-
nos del contorno), y, como consecuencia de ello, tiene tam-
bién un componente pragmadtico: como la demostracién
depende de un marco discursivo, los nuevos objetos exigen un
marco discursivo nuevo, ya no basta como garantia de verdad
mostrar que algo se ve que es asi.

Mas ain, como subraya el mismo Szabé en su libro Laube des
mathématiques grecques (Szabo, 2000), en el que repasa y
amplia afos después sus tesis expuestas en (Szabd, 1977), en
una demostracién por reduccién al absurdo, el gran invento
griego, “lo esencial del razonamiento no se puede presentar a
la vista, no hay que prestar atencién a los segmentos que se
dibyjan, sino sélo a las definiciones” (Szabo, 2000, p. 254). Las
figuras dibujadas pueden ser un apoyo para los razonamien-
tos, los razonamientos pueden desarrollarse haciendo refe-
rencia a figuras que estdn dibujadas, pero lo que se ve en éstas
ya no puede ser la garantia de la verdad de lo que se afirma.
Esa garantia hay que buscarla en otro sitio.

El verbo griego deikmyni, del que deriva la expresion con la
que Euclides termina las demostraciones de todos los teore-
mas, que traducimos corrientemente por “como queriamos
demostrar’, significaba en la lengua cldsica griega, nos cuenta
Szabé (1997, p. 202) tanto “hacer ver, mostrar, indicar” como
“hacer conocer mediante la palabra, explicar” o “demostrar”.
El significado mds primitivo parece ser el de “mostrar’, y, asi,
arguye Szabd, se puede ver en accion en el famoso pasaje del
diadlogo Mendn de Platén en el que Sdcrates le enseria al escla-
vo cdmo construir un cuadrado de drea doble de un cuadrado
dado. Sdcrates le muestra al esclavo la figura y le hace ver que
si dobla el lado, el cuadrado obtenido no es el doble sino el
cuddruple. Todo el peso de la demostracién se soporta en la
vista, en lo que Sdcrates hace ver al esclavo en las figuras
dibujadas en la tierra. Sin embargo, las cosas ya no son asi en
los Elementos de Euclides, y cuando en éstos se dice que algo
se ha demostrado, lo que se ha hecho no ha sido mostrar la
figura construida para que se vea que es asi.



En el Mendn, Sécrates sélo le pregunta al dueio del esclavo
“;Es griego y habla griego?” Ese es todo el marco discursivo
que Sécrates necesita compartir con el esclavo para poder
enseniarle, para poder mostrarle la verdad de una proposicién
matemadtica. El esclavo aceptard lo que se le muestra como
prueba, porque mostrar es demostrar en ese marco discursi-
vo. La demostracién que hace Sécrates es, como las que hace
al-Khwarizmi, una demostracién de las que hemos llamado
“ingenuas”

Luis Vega, en su libro La trama de la demostracion, que sub-
titul6 “Los griegos y la razén tejedora de pruebas” (Vega,
1990), sefiala como acepciones del verbo griego deikmyni
tanto mostrar algo, como probar que algo es el caso; y éste
probar que algo es el caso puede ser segin él “probar de modo
vago o genérico’, significado que le atribuye a la aparicién de
ese verbo en la indicacion que Sécrates le da al esclavo cuan-
do le dice “Y si no quieres hacer calculos, muéstrala en un
dibujo’, refiriéndose a la diagonal del cuadrado que resuelve el
problema de encontrar el cuadrado de drea doble (Vega, 1990,
p- 20). Los célculos no serian segtn esto una “prueba vaga o
genérica’, sino una demostraciéon concluyente, un argumento
con poder de conviccidn en el marco discursivo euclideo, el
significado que deikmyni acaba teniendo.

Al subrayar, como lo estoy haciendo, el papel del marco dis-
cursivo en la caracterizaciéon de a qué se considera una
demostracion, lo que estoy queriendo decir, como lo dice
Vega (1990) es que un argumento es una demostracién por
razones pragmaticas. Es decir, una demostracion se caracteri-
za por ser una argumentacién que en un determinado marco
discursivo se reconoce por quien la realiza y quien la escucha
como demostracion. Pero no estoy diciendo que se trate de un
acuerdo que se establece entre dos personas en el curso de un
dialogo, el marco discursivo es un conjunto de reglas pragma-
ticas socialmente establecidas, en un momento histérico con-
creto, por una comunidad, en el caso que nos ocupa, por una
comunidad matemadtica.

Cuando se abandona el mostrar con el dedo como forma de
presentar una prueba, y la vista como garantia de verdad, es
decir, cuando este marco discursivo que sustenta las demos-
traciones que hemos llamado “ingenuas” deja de regir, y la
argumentacion, la manera de dar cuenta y razdn, toma la
forma de una deduccion légica, resulta preciso establecer un
nuevo marco discursivo en el que se acuerde qué cosas son las
que no va a ser preciso deducir de otras. Esos primeros prin-
cipios adoptan en el texto euclideo dos formas: las nociones
comunes y los postulados. En el marco discursivo que consti-
tuye los Elementos el didlogo es posible, la realizacion de
demostraciones es posible, porque aceptamos que hay cosas
que no hay que demostrar, y esto por dos motivos: el primero,
porque estamos de acuerdo en que son verdaderas, ésas son
las nociones comunes; y el segundo, porque aceptamos que
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son verdaderas para que el didlogo pueda comenzar, ésos son
los postulados. Szab6 (1977) afirma que la palabra que usa
Euclides y que traducimos por postulado, aitémata, designa
en la dialéctica una peticién a la que el interlocutor no asien-
te de inmediato, sino ante la que tiene reservas. Por eso
Euclides escribe en los postulados en imperativo: “Postulese el
trazar una linea recta desde un punto cualquiera hasta un
punto cualquiera”. Y de ahi la historia en particular del quinto
postulado, que, puesto en duda reiteradamente, acabé abrien-
do otros marcos discursivos para la geometria.

Las demostraciones euclideas, las que hemos llamado “geo-
métricas’, son las que se desarrollan en ese marco discursivo
compuesto por definiciones, nociones comunes, postulados y
deducciones légicas. Nada de esto estd presente en las demos-
traciones de al-Khwarizmi de los algoritmos de las formas
candnicas compuestas.

Un esquema para describir las demostraciones
ingenuas de al-Khwarizmi

En varias ocasiones he mostrado en detalle cémo hace al-
Khwarizmi la demostracién del algoritmo de solucién de la
quinta forma candnica (segunda forma candnica compuesta)
“tesoro y nimeros igual a raices” Lo esbocé por primera ver
en las 7% JAEM, que se celebraron en Madrid en 1995 (Puig,
1995), una explicacién més minuciosa apareci6 en México
como capitulo de un libro (Puig, 1998) y puede descargarse de
mi web en una versién ligeramente retocada en 2003
(http://www.uv.es/puigl/mexico96revisado03.pdf), y, final-
mente, una version inglesa en la que ademas hablo de los pro-
cedimientos de cortar y pegar en el dlgebra babildnica tal y
como la reinterpreta Hoyrup (2002) y de mi uso de ese tipo de
procedimientos para entender algunas proposiciones del De
Numeris Datis de Jordanus de Nemore, ha aparecido como un
capitulo del libro Recent Developments on Introducing a
Historical Dimension in Mathematics Education, publicado
por la Mathematical Association of America (Puig 2011).
Aqui voy a mostrar un esquema de lo que hace al-Khwarizmi
en este caso.

La quinta forma candnica es el caso mas dificil, lo que ha
hecho que en algebras posteriores se presentara en ultimo
lugar, en vez de en el quinto. Lo que lo hace mas dificil es el
hecho de que cabe que la ecuacién tenga una solucién, dos
soluciones o ninguna solucidén, cosa que no sucede en las
otras dos formas candnicas compuestas, y que, por tanto,
haya que discutir la existencia de esas posibilidades. Al-
Khwarizmi enuncia el algoritmo de solucién de esta forma
candnica usando como caso genérico “un tesoro y veintiin
dirhams igual a diez raices’, es decir, el equivalente a nuestra
la ecuacién x? + 21 = 10x. Si escribimos esa ecuacion genéri-
ca en general x> + ¢ = 10D, las instrucciones del algoritmo las
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podemos representar por la siguiente secuencia de operacio-
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En la secuencia hemos sefialado conjuntamente las dos opcio-
nes finales, que al-Khwarizmi enuncia por separado.

nes:

< Mg VL)
os ” +
R o 1
G il
L o5 gty falt o o U Lyon sl 5 )1 5
=Sl PRI i e s Gereal s g
b Gl oo ala s
SLTS K LS ha e o s SR
CEhsbhsfastlagl i
e

4N

Eol e oy s
Sl S plaki A i 1
Mo BE g Tl 3bs il
PP CE b S S )
_:H:’J?,l"-.‘:"_?' E e A "';p_r..,[r
i polap ;rle:»wa;-,:.{fj;? s
T e B G g B
SUO I T ol e s
TSl p bl ek
i %*‘W'-“ﬁﬂ‘i;féigjubg[ﬂm

5 e B R
[T T et

TS el e i sy
Wit Glala e
B PRy AT

Qi

Figural. Pagina del manuscrito del libro de dlgebra de la bibliote-
ca Bodleyan de Oxford en que aparece la demostracién de la
quinta forma candnica

En la figura 1, estd reproducida la pagina del manuscrito del
libro de al-Khwarizmi conservado en la biblioteca Bodleyan
de Oxford* en la que al-Khwarizmi presenta la demostracién
de este algoritmo. En ella puede verse que hay una figura. De
hecho, la figura estd colocada al final de la demostracion, pre-
cedida de la expresion “ésta es la figura” Todo el texto que pre-
cede a la frase que muestra, indica, la figura lo que hace es
construir progresivamente la figura y manipularla mostrando
que determinadas partes de ella son iguales a otras, sin mds
argumento que el hecho de que asi se ve en la construccion.
En el anexo 2 presento el texto de la demostracién en detalle,
acompanado de unas figuras explicativas, que no estin en el
texto de al-Khwarizmi, y que van siguiendo la construccion de
la figura que presenta al-Khwarizmi y las manipulaciones que
hace con ella (de hecho, mi figura es la de al-Khwarizmi gira-
da 180°). Indico también la relacién entre el texto de al-
Khwarizmi y los pasos del algoritmo. Aqui presentaré el
esquema de la demostracion y sus rasgos fundamentales.

El esquema de la demostracion puede describirse asi:
1. Justificacién de la representacion de las especies de

numeros, es decir, de los objetos del dlgebra, mediante

figuras, y representacién de la ecuacion.

1.1. Un tesoro se representa con un cuadrado

1.2. Representacion diferenciada de la raiz del tesoro y de
la raiz de la superficie, que permite expresar la ecua-
cién como una adicién de areas.

2. Justificacion paso a paso del algoritmo.

2.1. Primeros pasos que preparan el uso del método aka-
dio.

2.2. Operaciones de cortar, mover y pegar en las que se
busca un gnomon equivalente a un rectingulo (el
método akadio).

2.3. Pasos finales de recorrido del algoritmo en la figura.

Me parece importante sefialar que, en la primera parte, al-
Khwarizmi justifica cdmo esta representando las especies de
numeros mediante figuras. Un tesoro no es un cuadrado, sino
que se representa mediante un cuadrado. En la entrega ante-
rior de estas historias vimos que al-Khwarizmi no podia
representar un trinomio mediante una figura y que decia que
a un trinomio

no le conviene ninguna figura porque estd compuesta por
tres especies diferentes, tesoros, raices y nimeros, y no hay
con ellas lo que les sea igual, para que pueda ser representa-
do en una figura (Rashed, 2007, pp. 140-141; Hughes, 1986,
pp. 246-247).

Es decir, al-Khwarizmi dice que para poder hacer una figura
necesita que haya una ecuacién. Esto es asi porque el modo
que tiene al-Khwarizmi de representar las tres especies de
numeros permite combinar las tres especies en las dos dimen-
siones de las figuras planas que utiliza para representarlas.
Para que las tres especies se puedan representar en las dos
dimensiones, lo que al-Khwarizmi hace es lo siguiente. El
tesoro, que siempre es uno porque las formas canénicas estan
enunciadas para un tesoro®, se representa mediante un cua-
drado. Las raices, en plural, se representan mediante un rec-
tangulo. Para ello, al-Khwarizmi recurre a un artificio que
explica minuciosamente en la parte 1.2 de nuestro esquema.
La raiz del tesoro es lineal y se representa mediante un seg-
mento, en concreto, el lado del cuadrado que representa al
tesoro, pero la raiz de la superficie, la raiz del rectangulo, es
un rectdngulo de largo la raiz del tesoro (el lado del cuadrado)
y de ancho una unidad. Es una linea “ancha’; como las llama
Hoyrup (1995), que traza su uso desde el dlgebra babilonica.
Asi, las raices, en plural, puede ser un rectangulo que se obtie-
ne reiterando la raiz de la superficie tantas veces como sea
necesario (como diga el numero de raices que haya).
Finalmente, los simples nimeros se representan también
como un rectdngulo, cuya drea mide ese nimero: esto es lo
que permite que se construya la ecuacion, el hecho de que
finalmente todas las especies aparecen representadas como
superficies rectangulares.



En la segunda parte de la demostracion, la parte crucial es la
aplicacién del método akadio, un método propio del algebra
babilénica que cortando, moviendo y pegando partes de un
rectangulo, lo convierten en un gnomon de igual drea, lo que
permite “completar un cuadrado” Eso es lo que estd mostrado
en la parte 2.2 de nuestro esquema. El resto de la demostra-
cidén, antes y después de 2.2, recorre los pasos del algoritmo en
la figura.

Figuras que perduran: al-Khwarizmi, Euclides,
Babilonia

He dicho que la parte crucial de la demostracién de al-
Khwarizmi es la aplicaciéon del método akadio, un método que
maneja las figuras de forma concreta cortdndolas, moviéndo-
las y pegandolas, sin tener duda alguna sobre que, al hacer
esas manipulaciones, las figuras que se obtienen son las que
aparecen a la vista. Se ve que lo que resulta es un cuadrado, o
que es un rectdngulo, y se muestra: “ésta es la figura’, como
dice al-Khwarizmi.

Figura 2. El fragmento mas antiguo de los Elementos de Euclides

que se conserva

Como senala Heyrup (2002), el libro segundo de los
Elementos de Euclides se puede interpretar como la critica de
esos procedimientos de cortar y pegar babilénicos.
Interpretado asi, Euclides esta rectificando la ingenuidad de
esos procedimientos, el hecho de que su garantia de verdad
sea lo que se ve. Euclides usa una figura, pero lo esencial de la
demostracion ya no estd en ella sino en el hecho de que todas
las afirmaciones que se hacen sobre ella estin fundadas en
nociones comunes, postulados y definiciones, y con los argu-
mentos propios del nuevo marco discursivo. Las cosas no son
as{ porque se ven en la figura, sino que lo que se ve se pone en
duda hasta que se demuestra que es asi.

Euclides y al-Khwarizmi estdn usando de forma distinta un
mismo sustrato babilénico. Uno incorpora el método akadio
al nuevo marco discursivo en que la garantia de verdad no esta
en lo visible, sometiéndolo a critica, para lo que demuestra las
propiedades geométricas que son pertinentes para establecer
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que lo que se ve es efectivamente el caso, con lo que no hace
dlgebra, sino geometria. El otro, incorpora el método akadio
sin critica alguna en el marco discursivo del dlgebra que él ha
constituido. Parafraseando a Gandz (1937), su forma de
demostrar estd (mds de) mil afios atrds de Euclides, aunque su
dlgebra esté mil afios por delante de Euclides. Pero como el
sustrato es el mismo, las figuras que usan al-Khwarizmi y
Euclides pueden verse como ligeras variantes de una figura
primaria: la que explica el método akadio.

El fragmento mds antiguo que se conserva de los Elementos
de Euclides es un papiro que los historiadores dataron inicial-
mente alrededor del afio 300 de nuestra era, y que més recien-
temente ha sido datado por Eric Turner atin méds atrds, entre
el 75 y el 125 de nuestra era. En ese fragmento, reproducido
en la figura 2, aparece precisamente la figura que acompana la
proposicién 5 del libro segundo, una de las proposiciones en
que Euclides més explicitamente esta rectificando el método
akadio.

La figura 3 muestra la reconstruccién de Hoyrup (2002) del
método akadio aplicado al problema de encontrar el largo y el
ancho de un rectdngulo cuando se conocen el drea y la suma
del largo y el ancho.

Figura 3

Figura 4 Figura 5

La proposicién I1.5 de Euclides dice en la traduccion de Maria
Luisa Puertas:

Si se corta una linea recta en (segmentos) iguales y desigua-
les, el rectangulo comprendido por los segmentos desiguales
de la (recta) entera junto con el cuadrado de la (recta que
estd) entre los puntos de la seccidn, es igual al cuadrado de la
mitad (Euclides, 1991, p. 272).

En la demostracién de Euclides el momento crucial es cuando
establece que los rectangulos sombreados en la figura 4 son
iguales. En la demostracién de al-Khwarizmi de la quinta
forma candnica, el momento crucial, como ya hemos sefala-
do es cuando establece la igualdad de los rectangulos sombre-
ados en la figura 5. Euclides y al-Khwarizmi no hacen lo
mismo, ni en los detalles ni en la intencidn, ni en el marco dis-
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cursivo de referencia de sus demostraciones, pero todo estd
preparado para rectificar la demostracién ingenua de al-
Khwarizmi con la demostracién geométrica de Euclides.

Thabit ibn Qurra rectifica a al-Khwarizmi

Lo que hace Thabit ibn Qurra para rectificar las demostracio-
nes de al-Khwarizmi sigue un esquema muy distinto del que
organiza las demostraciones de éste, y, ademads, las figuras que
aparecen desempeiian un papel bien diferente. EI momento
crucial de la demostracién no va a ser ninguna operacién rea-
lizada con la figura, sino la identificacién del problema que se
quiere resolver (la solucién de la forma canénica) con un pro-
blema que ya estd resuelto en los Elementos de Euclides. Y la
figura por tanto no va a ser objeto de transformaciones de
cortar, mover y pegar, sino que, una vez construida de mane-
ra que represente la ecuacién que se trata de resolver, ya no es
mds que una referencia para el discurso demostrativo, que se
fundamenta en el edificio euclideo y no en lo que se ve.

En su opusculo La rectificacion de los problemas del dlgebra
mediante demostraciones geométricas, Thabit Ibn Qurra re-
suelve las tres formas candnicas compuestas. Aqui examina-
remos cémo lo hace utilizando como ejemplo la primera de
ellas, es decir, la cuarta forma candnica. Para que sirva de
referencia, en el anexo 1, presento el algoritmo de solucién tal
y como lo plantea al-Khwarizmi en su libro de édlgebra, y una
explicacién de su demostracién. Como en el caso de mi andli-
sis de la quinta forma candnica que hemos examinado antes,
la figura que al-Khwarizmi s6lo presenta al final de la demos-
tracion tras la frase “ésta es la figura’, la construyo yo siguien-
do los pasos de la demostracion.

Lo primero que distingue a Thabit ibn Qurra de al-Khwarizmi
es que lo que hace es resolver la forma candénica tomada como
un problema enunciado en términos generales. Thabit ibn
Qurra no enuncia un caso concreto numérico, para usarlo
como caso genérico, a la manera de al-Khwarizmi, sino que se
plantea resolver el problema en la expresion general que es la
forma candnica, en el caso de la cuarta, tesoro mds raices
igual a nmeros.

La demostracién recorre esquemdticamente los siguientes
pasos:

1. Anuncio.

2. Justificacién de la representacion de las especies de
nameros (los objetos del dlgebra) mediante figuras, y
representacion de la ecuacion, en términos generales.

3. Reduccion a un problema conocido.

4. Recurso a una proposicién de los Elementos, en este caso
la proposicién 11, 6.

5. Paralelismo con el algoritmo.

Obsérvese que Thabit ibn Qurra no parte del algoritmo, sino
que se plantea resolver el problema, no demostrar el algorit-
mo. Sélo al final, verd que la solucién que él ha encontrado se
corresponde con “el procedimiento de los algebristas’, es
decir, con el algoritmo.

Veamos en parte coémo transcurre la demostracion®.
1. Anuncio.

Thabit ibn Qurra comienza anunciando explicitamente que
“la manera de resolver esto” se basa en Euclides II, 6.

2. Justificacién de la representacion de las especies de niime-
ros (los objetos del dlgebra) mediante figuras, y representa-
cién de la ecuacidn, en términos generales.

Pongamos el tesoro como un cuadra- == |
do ABGD y pongamos en BH tantas
veces la unidad con la que se miden
las lineas como la cantidad dada de
raices, y completemos la superficie
DH. ?
Asi laraiz es AB, porque el tesoro es el
cuadrado ABGD, y esto es en el campo de los niimeros y el
cdlculo como el producto de AB por la unidad con la que se
miden las lineas.

Pero en BH hay tantas veces la unidad como la cantidad dada
de raices, asi que el producto de AB por BH es también igual
a las raices del problema, en el campo de nimero y célculo.
Y el producto de AB por BH es la superficie DH, porque AB
es igual a BD. Entonces la superficie DH también es igual a
las raices del problema.

Por tanto, la superficie total GH es igual al tesoro con las rai-
ces anadidas.

3

3. Reduccién a un problema conocido.

Pero el tesoro con las raices es igual a un ndme-
ro conocido. Asi que la superficie GH es conoci-
da, y es igual al producto AH por AB, porque AB D B
es igual a AG. Por tanto, el producto HA por AB
es conocido y la linea BH es conocida, porque el
numero de sus unidades es conocido.

LW
Y asi el asunto resulta ser un problema geomé-
trico conocido:
La linea BH es conocida, y AB se le anade, y el

H

producto de HA por AB es conocido.

4. Recurso a una proposicion de los Elementos, en este caso la
proposicion II, 6.

Ahora bien, se ha demostrado en la proposiciéon sexta del
segundo libro de Euclides que, cuando la linea BH se corta en
dos mitades en el punto W, el producto de HA por AB con el
cuadrado en BW es igual al cuadrado en AW.

Pero el producto HA por AB es conocido y el cuadrado en
BW es conocido.

Asi que el cuadrado en AW es conocido y AW también es



conocido, y substrayendo de él BW, que es conocido, resulta
AB conocido, que es la raiz.

Y multiplicado por si mismo, el cuadrado ABGD es conoci-
do, es decir, el tesoro. Y esto es lo que queriamos demostrar.

5. Paralelismo con el algoritmo.

Este procedimiento se corresponde con el procedimiento de
los algebristas para resolver estos problemas.

Cuando ellos dividen por dos el nimero de raices, es como
cuando nosotros dividimos en dos la linea BH [...] y cuando
la multiplican [la raiz] por si misma y conocen asi el tesoro,
es como cuando nosotros hemos conocido a partir de AB su
cuadrado, que es el tesoro. (Luckey, 1941, pp. 105-106 y 110-
111; Rashed, 2007, 33-34)

Thabit ibn Qurra obtiene pues el procedimiento para resolver
la cuarta forma candnica, que él ve como un problema, de
manera independiente del algoritmo de al-Khwarizmi, y luego
muestra que su procedimiento de solucién, que estd demos-
trado a la manera euclidea, se corresponde con el procedi-
miento “de los algebristas’, que no estd demostrado a la mane-
ra euclidea. No busca la garantia de la verdad del algoritmo de
los algebristas en el marco discursivo de éstos, sino en un
marco discursivo distinto: el de la demostracién geométrica
en préctica en los Elementos de Euclides.

Para ello, Thabit ibn Qurra se plantea la solucién de la cuarta
forma candnica como un problema. Y, a diferencia de al-
Khwarizmi, lo plantea en términos generales: se trata de
demostrar que si “el tesoro con las raices es igual a un niime-
ro conocido’, entonces tanto la raiz como el tesoro también
son conocidos. Es decir, Thabit ibn Qurra se plantea un teo-
rema, un problema de demostrar, del mismo estilo que los que
Euclides se plantea en su libro Data, y del mismo estilo de los
problemas, en ese caso aritmético-algebraicos, que Jordanus
de Nemore de planteé en el siglo X111 en su libro De Numeris
Datis, que analicé en Puig (1994b). De hecho, usa la proposi-
cién II, 6 de los Elementos, porque el problema geométrico al
que traduce el problema algebraico de resolver la cuarta
forma canénica es Data, 59, o, por permanecer en los
Elementos, una generalizacion de la proposicién VI, 29.

Como expliqué en Puig (1994b), un enunciado como el pro-
blema de demostrar, el teorema, que se plantea Thabit ibn
Qurra, es un teorema sobre la posibilidad de resolver una
clase de problemas, en este caso, todos los que se reducen a la
cuarta forma candnica. Lo que Thabit ibn Qurra hace es tra-
ducir ese problema, que estd enunciado en los términos del
dlgebra, y, por tanto, es un problema algebraico, a un proble-
ma geométrico que estd en la caja de herramientas para el
andlisis que son las proposiciones ya demostradas de los
libros de Euclides. Eso es lo que hace en la parte 3 en que he
dividido su demostracién, que es analitica, es decir, sigue el
método de andlisis y sintesis, al ir de lo que se quiere demos-
trar a algo conocido. En la parte 4, el argumento sigue tam-
bién el método de anilisis y sintesis desarrollando una argu-
mentacién que busca ahora derivar conocido de conocido,
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gracias a la proposicion II, 5 de los Elementos. La palabra
“conocido” se repite una y otra vez a lo largo de la demostra-
cién.

Por otro lado, la figura que Thabit ibn Qurra construye en la
parte 2 de la demostracién, no se manipula una vez construi-
da, lo que se ha hecho para representar la cuarta forma cané-
nica y poder realizar la traduccién a un problema geométrico.
La argumentacidén analitica la usa s6lo como referencia para
desplegar lo que es importante, que no es lo que se ve en la
figura, sino lo que dicen las proposiciones de la caja de herra-
mientas para el andlisis que son las proposiciones de los libros
de Euclides.

Coda. Nuevas figuras

Algunos siglos después de esta parte de la historia del dlgebra
que he presentado, en el Occidente drabe medieval, es decir,
en al-Andalus y el Magreb, se desarrolla una forma de repre-
sentar las especies de nimeros mediante abreviaturas que

” «

usan la primera letra de las palabras arabes “ntimero’, “raiz’,

“tesoro’, “cubo’, y combinaciones de esas letras, colocadas
encima de los niimeros escritos con las cifras hindues que al-
Khwarizmi introdujo en el mundo arabe, asi como la ultima
letra de la palabra drabe “igual’, y con ello se escriben de forma
abreviada polinomios y ecuaciones. En la figura 8, tomada de
Requena (2008) pueden verse en rojo abreviaturas de ese esti-
lo de dos ecuaciones en un texto del matematico al-Qalasadj,
nacido en Baza en 1412, en el reino nazari de Granada, y
muerto en Béja (actualmente en Tiinez) en 1486, a donde emi-
gré por la inestabilidad que imperaba en los dltimos afios del
reino de Granada.
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Figura 8

En textos como el de al-Qalasadi, las demostraciones ya no se
hacen mediante figuras a la manera “ingenua” de al-
Khwarizmi, ni tampoco usando figuras en una demostracién
geométrica euclidea como Thabit ibn Qurra. No hay recurso
de ningun tipo a figuras geométricas, pero, en esos textos,
esas abreviaturas también se llaman “figuras’, el discurso
argumentativo se refiere a ellas, y esas nuevas figuras se mani-
pulan: las demostraciones son algebraicas. Pero ésa es otra
historia.

HISTORIAS W
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Anexo 1. La cuarta forma candnica

Pero tesoro y raices iguales a un niimero es como si dices: tesoro y diez raices
son iguales a treinta y nueve dirhams. Cuyo significado es: ;qué tesoro al que
se le anaden diez de sus raices, el total que se agrega es treinta y nueve?

Cuya regla es que divides por dos las raices, lo que en este problema resulta
cinco. Luego multiplicalo por si mismo, y resulta veinticinco. Afiddele treinta
y nueve, y son sesenta y cuatro. Cuya raiz extraes, que es ocho. Entonces rés-
tale la mitad de las raices, que es cinco. Queda pues tres, que es la raiz del teso-
ro, y el tesoro es nueve. (Hughes, 1986, p. 234; Rashed, 2007, pp. 100-101.)
La ecuacién usada como caso genérico es x> + 10x = 39, o, en general, x>
+ bx = ¢, y el algoritmo de solucién lo podemos representar con la secuen-
cia de acciones siguiente:

SORH R BRSO
e el B el I N | I I | I I
2 2 2 2 2 2

La demostracion transcurre como sigue:

La causa es la siguiente. Un tesoro y diez raices son iguales a treinta y
nueve dirhams. Haz pues para ello una superficie cuadrada de lados
desconocidos, que es el tesoro que queremos conocer, asi como su raiz.
Sea la superficie AB.

rafz del tesoro
Pero cada uno de sus lados es su raiz, y cada uno de sus lados,
si se multiplica por un niimero cualquiera, entonces el nime-
ro que se afiade por ello es el nimero de raices, cada una de 1B
las cuales es como la raiz de esta superficie.

Al

raiz de la superficie

Asi, ya que se habia dicho que habia diez raices con el tesoro,
tomemos un cuarto de diez, que es dos y medio, y hagamos
con cada cuarto una superficie con uno de los lados de la A
superficie. Se hacen asi con la primera superficie, que es la B
superficie AB, cuatro superficies iguales cuyas longitudes son K
iguales cada una a la raiz de AB y cuya anchura es dos y
medio, que son las superficies G, H, T, K.

H

Se engendra pues una superficie de lados iguales y desconoci-
dos a la que le falta lo que se le ha quitado en los cuatro dngu- | |
los, a saber, en cada uno de los dngulos falta el producto de [ . A
dos y medios por dos y medio. Lo que es necesario pues en B
ndmeros para completar la cuadratura de la superficie es cua- | | g
tro veces el producto de dos y medio por dos y medio. Y la &
suma de todo ello es veinticinco.

Ahora bien, sabemos que la primera superficie es el tesoro, y las cuatro super-
ficies que la rodean, que son diez raices, son treinta y nueve en nimeros.
Entonces, si les afladimos veinticinco, que son los cuatro cuadrados que estan
en los dngulos de la superficie AB, completamos la cuadratura de la superficie
mayor que es la superficie DE. Pero sabemos que todo esto es sesenta y cuatro.
Uno pues de sus lados es su raiz, que es ocho. Restemos por tanto lo que es
igual a dos veces un cuarto de diez de los dos extremos de la superficie mayor,
que es la superficie DE, y queda de su lado tres, que es el lado de la primera
superficie, que es AB, y es la raiz de ese tesoro.

Como puede observarse, la figura que al-Khwarizmi construye no sigue
exactamente el algoritmo que quiere demostrar, sino el algoritmo siguien-
te:

2 2 2 2 2
é—)(é) —>4(£) —)4(é) +c— 4(3) +c = 4(é) +c—2é
4 4 4 4 4 4 4

Esta incongruencia la resuelve al-Khwarizmi estableciendo con palabras
una identidad algebraica, la que muestra que lo obtenido al final es igual
a lo que se queria obtener:

Sin embargo, nosotros dividimos por dos las diez raices, y multiplicamos eso
por si mismo, y le afiadimos el niimero, que es treinta y nueve, para que se nos
complete la cuadratura de la figura mayor con lo que falta en los cuatro dangu-
los. En efecto, si se multiplica un cuarto de cualquier nimero por si mismo, y
luego lo que resulta, por cuatro, es igual que lo que resulta del producto de su
mitad por si misma. Nos basta pues con el producto de la mitad de la raiz por
si misma, en vez de cuatro veces el producto de la cuarta parte por si misma.
Y ésta es la figura. (Hughes, 1986, pp. 236-237; Rashed, 2007, pp. 108-111.)

Como lo que ha demostrado con la figura no ha sido el algoritmo que
habia presentado al principio sino otro y ha tenido que completar la
demostracién mediante la figura de otro algoritmo, con una demostra-
cién con palabras de que los algoritmos son equivalentes, al-Khwarizmi
hace en este caso una segunda demostracién que ésa si que sigue los
pasos del algoritmo de solucién. Esa segunda demostracién transcurre
como sigue:

Hay otra figura que conduce a lo mismo: que es la superficie AB, que es

el tesoro. Queremos afadirle diez de sus raices.

Dividimos entonces diez en dos mitades y resulta cinco. Y N
hacemos de ella dos superficies en las dos partes de AB, G
que son las superficies G y D, cuya longitud es igual a los B
lados de la superficie AB, y cuya anchura es cinco, que es
la mitad de diez. Nos queda por tanto sobre la superficie
AB un cuadrado que es de cinco por cinco, que es la mitad
de diez raices que habiamos afiadido en las partes de la pri-
mera superficie.

Sabemos que la primera superficie es el tesoro y que las N
dos superficies que estdn sobre sus dos partes son diez de G
sus raices, y que todo es treinta y nueve, y que falta para
completar la figura mas grande el cuadrado de cinco por
cinco. Este es veinticinco, que anadimos a treinta y nueve
para completar la superficie mas grande, que es la superfi-
cie NH. Se obtiene de todo esto sesenta y cuatro.

"

Tomamos su raiz, que es un lado de la superficie mds grande, que es ocho. Si
le quitamos lo mismo que le habiamos anadido, que es cinco, queda tres, que
es el lado de la superficie AB, que es el tesoro, y por tanto es su raiz, y el teso-
ro es nueve. (Rashed, 2007, pp. 110-113; Hughes, 1986, p. 238)



Anexo 2. La quinta forma canénica

La ecuacién usada como caso genérico es x> + 21 = 10x, o, en general, x>
+ ¢ = bx, y el algoritmo de solucién lo podemos representar con la
secuencia de acciones siguiente:

b (bY (bY bY b, |(bY

=== =22l | —c=>=%, = | —c

2 2 2 2 2 2
La demostracion transcurre como sigue:
1. Justificacién de la representacién de las especies de nimeros, es decir,
de los objetos del dlgebra, mediante figuras, y representacién de la ecua-
cién.

1.1. Un tesoro se representa con un cuadrado

Cuando un tesoro y veintitin dirhams son iguales a diez raices, D
representamos el tesoro por un cuadrado cuyo lado no conocemos

A
A éste unimos un paralelogramo, la superficie HB, D B
cuyo ancho, el lado HN, es igual a uno de los lados de
la superficie AD. c yi H
La longitud de las dos superficies juntas es igual a la |L|

linea HC. Sabemos que esta longitud es diez en
ndmeros, ya que un cuadrado tiene los lados y los
angulos iguales, y, c H

1.2. Representacion diferenciada de la raiz del tesoro y de la raiz de la
superficie, que permite expresar la ecuaciéon como una adicién de éreas.

si uno de sus lados se multiplica por uno, es la raiz
de la superficie,

C H
raiz de la superficie

y por dos, dos de sus raices.

C H
raiz de la superficie

Como se ha dicho que un tesoro y veintitin dirhams es
igual a diez raices, concluimos que la longitud del lado
HC es igual a diez, c H

raiz de la superficie

10
)] ——

ya que el lado CD es la raiz del tesoro.

C? H
raiz del tesoro

2. Justificacién paso a paso del algoritmo.

2.1. Primeros pasos que preparan el uso del método akadio.
Por tanto dividimos el lado CH en dos mitades en D, B T N
el punto G y levantemos sobre él la linea GT. Se ve
entonces que la linea GC es igual a la linea HG. Y
también es evidente para nosotros que la linea GT c
es igual a la linea CD.

CRES

4 G H

Ahora le afiadimos a la linea GT algo igual a lo que 2 B T N
supera la linea CG a la linea GT, para cuadrar la
superficie, es decir la linea GK. Se hace asi la linea TK
igual a KM, ya que GH es igual a TN, resulta una
superficie cuadrada, la superficie MT. K M
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Y ésta es la que se obtiene de la multiplica- £ B T N

cién de la mitad de las raices por si misma, lo G »Y

que es cinco por cinco, y esto es veinticinco. y, H |2
K M

2.2. Operaciones de cortar, mover y pegar en las que se busca un gno-
mon equivalente a un rectdngulo (el método akadio).

Sabemos que la superficie HB es los veintiuno que
fueron afadidos al tesoro.

De ella separamos una parte por la linea KT, que es

uno de los lados de la superficie MT, de manera que
s6lo queda la superficie TA. G H
¢ A
M
Ahora quitamos de la linea KM la linea KL, que es D B T N
igual a GK.
GR
o o I I
K L M

Sabemos que la linea TG es igual a ML, y la linea LK,
que ha sido separada de KM, es igual a KG. Asi que la
superficie MR es igual a la superficie TA.

K L M

Sabemos que la superficie HT aumentada con la superficie MR es igual a la
superficie HB, que es veintiuno.

B T B

I P
M
2.3. Pasos finales de recorrido del algoritmo en la figura

Ya vimos nosotros que la superficie MT es

veinticinco. Por tanto, si substraemos de la R bY
superficie MT la superficie HT y la superficie 5] ¢
MR, que son veintiuno, nos queda una super- K

ficie pequena que es la superficie RK. Y ésta
es lo que sobra entre veintiuno y veinticinco. Y esto es cuatro,

2
GR by _,
A I 2
Pero CG es la mitad de las raices, que es
cinco. Si substraemos de ella GA, que G R b bY
es dos, queda tres que es la linea AC, ] I 2 \l2 —¢
que es la raiz del tesoro. Y el tesoro es

cuya raiz es RG, que es igual a GA, y es dos.

nueve.
Pero si la anades a la linea GC, que es 5

la mitad de las raices, entonces la suma R b + by c
es siete, o la linea RC, que es la raiz de I 2 2

un tesoro mas grande. Si afiades vein-
tiuno a este tesoro, entonces la suma serd también igual a diez de sus raices.

Y esto es lo que queriamos demostrar. Esta es la figura.

D BT N
G R

¢4 11
K L M

(Rosen, 1831, pp. 16-18 de la version inglesa, y 11-13 del drabe; Hughes, 1998,
pp. 238-239; Rashed, 2007, pp. 112-117.)
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NOTAS

! El historiador egipcio Roshdi Rashed parece que no puede admitir que al-
Khwarizmi no siguiera el estilo euclideo. En la introduccién a su reciente
edicién del algebra de al-Khwarizmi (Rashed, 2007) hace equilibrios para
afirmar que aunque al-Khwarizmi no parezca seguir a Euclides, en reali-
dad lo que hace estd inspirado en Euclides. Asi, escribe que una identidad
algebraica “sin estar formalmente enunciada por al-Khwarizmi, sin
embargo fundamenta su forma de actuar’, con lo que “se puede suponer
que al-Khwarizmi se habia inspirado en la forma de actuar de Euclides”
(Rashed, 2007, p. 39). O también que “el estilo geométrico que observa al-
Khwarizmi [...] incluso si no casa exactamente con el de Euclides [...] le
estd emparentado”. “Se puede suponer”, “inspirado”, “emparentado”, todo
expresado de forma vaga y sin especificar cudles son las caracteristicas
diferenciales de los razonamientos demostrativos de los Elementos de
Euclides y los que presenta al-Khwarizmi en su libro. Por supuesto que
entre el libro segundo de los Elementos de Euclides y esas demostraciones
de al-Khwarizmi hay relaciones, lo que hace posible entre otras cosas que
Thabit ibn Qurra use esas proposiciones de Euclides para rectificar las
demostraciones de al-Khwarizmi, pero lo que tienen en comidn no es de
ningdin modo lo que tiene que ver con el estilo de la demostracién y lo que
constituye la garantia de verdad, sino un hecho que Rashed parece igno-
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