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Ahora somos un poco mas elegantes

El viernes 14 de junio, a propuesta de la ministra de Educacion y Formacion
Profesional, Maria Isabel Celaa Dieguez, y previa deliberacion del Consejo de
Ministros en su reunion del dia 14 de junio de 2019, se nos concedio, por el
Real Decreto 383/2019, la Corbata de la Orden Civil de Alfonso X el Sabio.

La Orden Civil de Alfonso X El Sabio se destina a premiar a las personas fisicas
y juridicas y a las entidades tanto espafnolas como extranjeras, que se hayan dis-
tinguido por los méritos contraidos en los campos de la educacion, la ciencia, la
cultura, la docencia y la investigacion o que hayan prestado servicios destacados

en cualquiera de ellos en Espafia o en el ambito internacional.

La categoria de la corbata es la mas alta distincion destinada a corporaciones,

instituciones, personas juridicas, organismos o entidades publicas o privadas.

Este reconocimiento ha sido posible gracias al trabajo de los miles de mujeres y
de hombres que desde su fundacion han participado de una manera u otra en el
desarrollo de la Federacion Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas
(FESPM). Que después de su jornada diaria, en el aula, dedican su tiempo libre
a su mejora profesional y la mejora del aprendizaje y de la ensefanza de las ma-

tematicas en general.

La FESPM se fundo en el afio 1988, formada en un principio por las sociedades
Aragonesa, Canaria y las dos existentes en aquellos momentos en Andalucia

(que luego se convertiria en la SAEM «Thales»). Se fundo con los fines de:

— Orientar a las sociedades federadas en el objetivo de mejorar la ensehanza
de las matematicas en todos los niveles. Asesorar a las mismas en cuantos
problemas e iniciativas se planteen.

— Representar a las sociedades ante los poderes publicos, entidades y orga-

nismos.



— Estimular y organizar el intercambio de informacion entre las sociedades
federadas.
— Promover encuentros nacionales e internacionales para debatir sobre la

ensenanza de las matematicas.

Desde entonces hasta la fecha, la federacion ha seguido un proceso continuo de
crecimiento, hasta llegar a estar formada en la actualidad por 20 sociedades y

contar con mas de 6 000 socios, de todas las etapas educativas.

Ademas hemos impulsado la creacion de la Federacion Iberoamericana de So-
ciedades de Educacion Matematica (FISEM) <http://www.fisem.org/> y de

la Federacion Europea de Asociaciones de Profesores de Matematicas (FEAPM).

También es miembro del Comite Espanol de Matematicas (CEMAT) <http://
matematicas.uclm.es/cemat/es/>, ostentando en la actualidad la presidencia

de su Comision de Educacion.

En todo este tiempo la FESPM se ha caracterizado por realizar un trabajo
riguroso en formacion del profesorado bajo la premisa de la formacion entre
iguales. Donde la cooperacion ha primado a la competicion y la constitucion de
redes de intercambio de experiencias y buenas practicas se ha impuesto a los
discursos de los nuevos «gurus» que venden recetas magicas que solo ellos co-
nocen, pese tener nula o poca experiencia docente garantizando el exito si las
abrazamos sin ninglin cuestionamiento. Cuando todas y todos sabemos que en
educacion no hay certezas absolutas, solo podemos encontrar modelos locales

que en algunas circunstancias funcionan relativamente bien.

Ejemplo de estos son las Jornadas para el Aprendizaje y la Ensenanza de las Ma-
tematicas (JAEM), los seminarios federales (lugar de encuentro, analisis y dis-
cusion sobre temas que se considera de interés para los asociados y para los pro-
fesores de matematicas en general), jornadas/encuentros sobre un tema
monografico, la revista Suma, las multiples publicaciones del Servicio de Publi-
caciones o la presencia en las redes sociales. También, junto a la Real Sociedad
Matematica Espafiola (RSME) organizamos bienalmente la Escuela Miguel de

Guzman.

En este campo tiene especial relevancia el apoyo al uso de las tecnologias en el
aula. Ejemplo de esto es la apuesta decidida por el uso de programas, como
GeoGebra, con la creacion de institutos especificos adscritos a muchas de las
sociedades federadas y la creacion de redes de cooperacion tanto europeas como

latinoamericanas.

También merece una mencion especial la apuesta por el uso de las calculadoras.
En la FESPM pensabamos que a estas alturas del siglo xx1 el debate sobre el uso
de las calculadoras en las clases de matematicas estaria superado y nos ocupariamos
de los nuevos retos que nos ofrecen las tecnologias de la informacion (redes so-
ciales, aplicaciones para moviles, tabletas...). Pero aunque la investigacion en
didactica de las matematicas ha mostrado que el uso de tecnologia, calculadoras
en particular, favorece el aprendizaje de ciertos procesos y conceptos y ayuda a

superar algunos obstaculos, estas innovaciones no se ven reflejadas en el dia a



dia de la mayoria de aulas y no se encuentran entre las que se presentan en los

libros de texto habituales.

Por eso la FESPM ha decidido continuar manteniendo abierto el debate y pro-
curando proporcionar al profesorado de matematicas que lo desee, un abanico
de posibilidades para abordar el extenso curriculum de matematicas de la ESO

integrando el uso de la calculadora cientifica.

Otro foco de interées al que le dedicamos mucho esfuerzo es el alumnado. Esto
se puede ver en que ya llevamos 30 ediciones de nuestra Olimpiada Matematica,
en la que han participado miles y miles de nifias y nifios de segundo de la ESO
(en su momento octavo de EGB) en un ambiente de cooperacion resolviendo
problemas de matematicas, bien individualmente o en equipo, realizando paseos
matematicos... Desde 2018 se ha iniciado la Olimpiada Nacional dirigida al
alumnado de Educacion Primaria, las dos primeras ediciones han tenido lugar
en Melilla.

Figura 1. La Corbata y otras distinciones de la Orden Civil de Alfonso X el Sabio

También dedicado al alumnado celebramos cada 12 de mayo el Dia escolar de
las matematicas. La fecha elegida coincide con el nacimiento del insigne mate-
matico y educador espanol Pedro Puig Adam. Con ¢l se inicio, en buena parte,
la renovacion de la ensefianza de las matematicas en Espafa en la década de los
cincuenta del siglo pasado, movimiento del que la FESPM se siente heredera.
Desde entonces, cada afio ha tenido lugar esta celebracion centrandola en un

tema que relaciona las matematicas con algn otro campo del conocimiento.

En el ambito de la cooperacion internacional participamos en el proyecto europeo
«Mobile MAthsTRails in Europe» (MOMATRE), programa Erasmus + que
tendra su continuidad con «Math Trails in School, Curriculum and Educational
Environments of Europe» (MaSCE). Asi como venimos realizando un encuentro
anual con nuestros companeros portugueses de la Associagao de Professores de
Matematica (APM).
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Estas son algunos de los méritos y circunstancias, como recoge el Real Decreto
de concesion, que han hecho acreedora a la FESPM de la mas alta distincion del
Estado en los campos de la educacion, la ciencia, la cultura, la docencia y la in-
vestigacion.

El acto de entrega de la distincion, en Madrid el 4 de julio de 2019, coincidio
con el segundo dia de las 19 JAEM en A Coruna (del 3 al 6 de julio). Asistieron

al evento el secretario y el presidente de la FESPM, asi como otros miembros

de la FESPM, tal como muestra la fotografia.

Figura 2. De izquierda a derecha: Alejandro Tiana Ferrer (secretario de Estado de Educacion),

Luis Balbuena Castellano, Maria Jesus Luelmo Verdu, Maria Isabel Celaa Diéguez (ministra de

Educacién y Formacién Profesional), Francisco Martin Casalderrey, Agustin Carrillo de Albor-
noz Torres y Onofre Monzé del Olmo
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Las investigaciones sobre la ensefianza de las matematicas
problematica han comenzado a focalizarse en la
construccion de un conocimiento matematico profesional
necesario para buenas practicas docentes. Presentamos
un camino hacia el horizonte matematico del concepto de
areas de figuras planas. Esto nos permite tensionar la
matematica escolar y la matematica de la formacion, asi
como consolidar un esquema para el disefio de
dispositivos de formacion profesional de profesores de
matematica, tanto en formacion como en ejercicio.

Palabras clave: Conocimiento matematico para la
ensefianza, Horizonte del conocimiento matematico,
Desarrollo profesional de profesores de matematica.

Mathematics to teach or mathematics for teaching. The
case of computing areas of plane figures

Research on the teaching of mathematics has begun to
focus on the construction of a professional mathematical
knowledge necessary for good teaching practices. We
present a path towards the mathematical horizon of the
concept of area of plane figures. This allows us to constrat
the school mathematics and the mathematics of teacher’s
development, as well as to consolidate a scheme for the
design of professional development devices for both pre-
and in-servce mathematics teachers.

Keywords: Mathematics knoledge for teaching, Horizon
content knowledge, Profesional development of
mathematics teachers.

Matematica a ensenar

0 matematica para ensefar.
El caso del calculo

de areas de figuras planas

GABRIEL R. SOoTO
CINTIA M. NEGRETTE
ANAHI L. Diaz

¢Cuanta matematica tiene que saber quien ensefia
matematica? LLa vigencia de esta pregunta se evi-
dencia en los trabajos de Klein (2016), Santal6
(1993), Ma (2010), Ball, Hill y Bass (2005), Usis-
kin (2002), Schoenfeld y Kilpatrick (2008), Go-
dino (2009), Proulx (2009), Carrillo, Climent,
Contreras y Mufioz-Catalan (2013). Estos autores
proponen tensionar la matematica escolar y la
matematica de la formacién, para lograr una
comprension mas profunda acerca de la mate-
matica escolar, como una herramienta efectiva
de desarrollo profesional.

Inspirados en el concepto de horigonte del co-
nocimiento matematico HCK), introducido por Ball,
Thames y Phelps (2008: 403) y que identifica el
tipo de conocimiento matematico que un profe-
sor debe saber para establecer relaciones entre
todos los conceptos matematicos incluidos en el
mapa curricular de la escuela, comenzamos a
buscar oportunidades para explicitar dichas ten-
siones: numeros racionales (Soto, 2016), seccio-
nes coénicas (Soto, 2012) y resolucién de ecua-
ciones algebraicas (Soto, 2015), entre otras.

El presente trabajo contiene el analisis del
horizonte matematico del concepto de area de
figuras planas, que funcioné como base de un
dispositivo de formacién destinado a profesores
de ensefianza primaria y secundaria en ejercicio.



Uno de los objetivos de este dispositivo es el de
analizar como se deben modificar las formas de
calcular areas de figuras planas a medida que sus
propiedades geométricas y topologicas cambian.
Empezamos identificando al tridngulo como figura
basica para calcular areas de poligonos simples para
mostrar como la nocion de triangulacion de figuras
planas se modifica cuando la propiedad de simzple
se abandona. Esto nos permite obtener la férmula
general de Green para el calculo de areas de figuras
planas, que aparece recurrentemente en la forma-
ci6én de profesores de matematicas.

Areas de figuras planas

El calculo del area de rectangulos ha sido un pro-
blema enfrentado por la humanidad desde hace
mas de 3000 afios aproximadamente (Soto, 2015),
y este concepto y su calculo se introducen pri-
meramente en la escuela. Justamente, el concepto
de drea de figuras planas y su calculo esta presente
en los disefios curriculares a partir del cuarto y
hasta el noveno afio de escolaridad en Argentina,
(ver Nucleos de Aprendizajes Prioritarios, 2018).
Si nos concentramos en el calculo de areas de
triangulos: la férmula mas popular en los progra-

Area=

(B+b)xh
2

Perimetro x Apotema
2

Area=

Figura 1. Poligonos para los que usualmente se obtienen
en la escuela formulas para el calculo del area

mas de la escuelaes (b X 4)/2 , donde b es la me-
dida de alguna de las bases del triangulo y /4 es la
altura correspondiente. La validez de esta formula
se basa en el hecho de que siempre un triangulo
se puede pensar como la mitad de un rectangulo
(¢por quér). Y es a partir de la férmula para cal-
cular el area de un triangulo como se obtienen
féormulas para el calculo de areas de poligonos de
nlados como se indica en la figura 1.

Es importante puntualizar que existen otras
féormulas para calcular el area de un triangulo, al-
gunas de las cuales se presentan en el siguiente :

Teorema (Férmulas para el cdlculo del drea de un
tridngulo). Dado un triangulo ABC, donde las longi-
tudes de sus lados son respectivamente ¢, a y b,
sus angulos son A, By Cy el radio de la circunferen-
cia que contiene a sus vértices es R, su area se
puede obtener mediante las siguientes férmulas:

i. A:\/sx(s—a)x(s—b)x(s—c)

donde s:%w
i A:axbxsenc
2
aZ
=—xsenBxsenC
ji. A=-2
sen(B+C)
v, A=axbxc
4R

La primera féormula es la férmula de Heron.
Una demostracién muy interesante se puede en-
contrar en Nelsen (2001). La prueba de la validez
de este teorema queda a cargo del lector.

Uno de los ingredientes para obtener las f6r-
mulas de areas de la figura 1 es la posibilidad de
triangular figuras planas. Para fijar ideas necesita-
mos la siguiente definicion:

Sea P un poligono simple de n lados. Una triangu-

lacion para P es una descomposicion de P en trian-

gulos que satisfacen las siguientes condiciones:

1. cada tridngulo esta totalmente contenido en P;

2. los vértices de cada triangulo son vértices de P;

3. los tridngulos dos a dos tienen a lo sumo un lado
en comun.

Se sigue entonces que la descomposicion del
pentagono regular de la figura 1 no satisface una
de las condiciones de la definicién (gpor quér).
Sin embargo las descomposiciones del pentagono
de la figura 2 si satisfacen las condiciones de la
definicién.



Figura 2. Triangulaciones diferentes de un pentagono

Este tipo de triangulaciones depende de la
existencia de diagonales en poligonos simples
entendidas como segmentos cuyos extremos son
vértices de Py estan contenidas en P. El hecho
de que siempre es posible triangular una figura
plana simple de acuerdo a la anterior definicion
se resume en el siguiente teorema:

Teorema (de triangulacién). Todo poligono P simple
de n vértices puede ser particionado en tridngulos
afiadiendo cero o mas diagonales.

La demostracion de este resultado se puede
ver en O’Rourke (1993). Se basa en que todo
poligono de # vértices tiene un vértice convexo
(o un angulo interior menor a 180°) y una diago-
nal, como las definidas en la figura 3.

/

Figura 3. El cuadrilatero HIJK tiene dos diagonales,
una totalmente contenida en el interior y la otra no.

Cada triangulacion de un poligono de # vér-
tices utiliza #» — 3 diagonales y produce 7 — 2
triangulos (¢por quér) (O’Rourke, 1993). Leonard
Euler, en 1758 aproximadamente, demostré que
cualquier poligono convexo de # lados admite

(2n—4)!

=—"= 7 triangulaciones diferentes.
" (n=Dl(n—2)!

Este numero, se denomina e/ n-ésino nimero de
Catalan (Gardner, 2014). Un detalle interesante es
que en 1730 el matematico chino Antu Ming es-
tudio estos nimeros, independientemente del tra-
bajo de Euler (Larcombe, 2011). Por ejemplo, el
ndamero de triangulaciones diferentes de un pen-
tagono es /£ = 5, como se muestra en la figura 2.

Como vivimos en el mundo de las coordena-
das, gracias a René Descartes (jpor supuesto!), y
tres puntos no alineados determinan un dnico
triangulo (¢por qué?), resulta interesante pregun-
tarse si es posible utilizar las coordenadas de los
vértices del triangulo para obtener su area.

Teorema (Férmula para el drea de un triangulo). El
area de un triangulo de vértices A, By C, denotado
por (A, B, C), cuyas coordenadas son respectiva-
mente (x,, y,), (x,, ¥,) ¥ (x;, y,), sera:

x oy 1
(A,B,C):% x, y, 1 1]
x, y. 1

3

w

Para demostrarlo basta considerar los lados
del triangulo como vectores y usar el producto
vectorial. Ver Poole (2007: 26), Grossman (2007:
257) y Klein (2016: 5), entre otros.

La férmula [1] involucra el determinante de
una matriz 3X 3, lo que sugiere que el orden en el
que enumeramos los vértices del triangulo va a
fijar su signo: si los vértices del triangulo se recorren
en sentido antihorario, va a tener signo positivo
(@por qué?). En general, para un poligono simple
de 7 lados se tiene el siguiente resultado, conocido
como la fdrmmla de la lazada (Braden, 19806):

Teorema: Si los vértices de un poligono simple de n
lados de coordenadas (x,, y,), (x,, ,), .., (X, ¥.), s&
ordenan de acuerdo al recorrido antihorario de su
perimetro, entonces su area es:

5 % | g
2 i=1 Xi+1 yi+1
donde X=X &€V =N

LLa demostracion se basa en la posibilidad de
triangular cualquier poligono simple, haciendo
induccion sobre el nimero de vértices.

Hasta ahora todos los resultados asociados al
calculo de areas encerradas por poligonos re-
quieren que los mismos sean simples, es decir,
poligonos cuyos lados no se intersecten entre si
en puntos que no sean sus vértices. Cabe pre-



guntarse entonces si es posible generalizar la for-
mula [2] para calcular el area de un poligono 7o
simple, como el que se muestra en la figura 4.

El resultado establecido en el teorema de trian-
gulacion para un poligono depende de la existencia
de diagonales, entendidas estas como se menciono
anteriormente. Ahora bien, en el caso de poligonos
no simples, la existencia de diagonales enteramente
contenidas en el interior deja de ser cierta como
se puede observar en la figura 4.

Figura 4. Poligono no simple
sin diagonales contenidas en su interior.

Supongamos que etiquetamos con 1, 2, 3...
n— 1, nlos vértices del poligono que queremos
triangular, de modo que sean recorridos en sen-
tido antihorario. Si denotamos (1, 2, ..., #) el
area del poligono 1,2,3,...7—1,7y si 0 es cualquier
punto del plano, entonces el area del poligono
estara dada por el siguiente resultado:

Teorema (Férmula para el drea de un poligono). Si
la frontera del poligono se recorre en sentido anti-
horario 1,2,...,n-1,n, su area es:

1,2,...,n)=(0,1,2)+(0,2,3)+...

...+(0,n—1,n)+(0,n,1) 3]

donde cada terna representa el area del tridngulo cu-
yos Vvértices son las coordenadas de dicha terna. Cada
area se calcula utilizando la férmula [1]. Mas aun,
(1,2, ..., n) no depende de la eleccidn del punto 0.

Para demostrarlo se hace induccion sobre el
numero de vértices (Klein, 2016: 12).

Si queremos calcular el area del poligono HIJK
de la figura 3 usando la férmula [3], tenemos que
enumerar sus vértices. Por ejemplo, H=1,1= 2,
J =3y K= 4 entonces la férmula [3] se lee:

1,2,3,4)=(0,1,2)4(0, 2, 3)
+(0,3,4)+(0,4,1)
donde el punto 0 coincide con H. Entonces

0, 1, 2) = 0 (gpor qué?), (0, 2, 3) corresponde al

area del triangulo HIJ, (0, 3, 4) corresponde al area
del triangulo HJK que es negativa al ser recorrido
en sentido horatio y (0, 4, 1) = 0 (gpor quér).

R

"""""""""""""""""""""""""""" TN U
Figura 5. Triangulacion del cuadrilatero RSTU
utilizando un punto auxilar 0.

Ejercicio 1
Para el poligono que aparece en la figura 4, utilizar la triangula-
cién sugerida en la figura 5 para determinar las coordenadas de

sus vértices de modo tal que el area encerrada resulte cero, po-
sitiva o negativa.

Figura 6. Estrella pitagorica

Ejercicio 2

Calcular el area encerrada por la estrella pitagérica que aparece
en la figura 6 utilizando la férmula [3].

La idea de triangulacioén que utiliza la férmula
[3] sirve también para aproximar areas de figuras
curvilineas. Veamos el caso del area encerrada por
una circunferencia de centro O y radio 7. Para ello
dividamos la region encerrada por la circunferencia
en triangulos ORT como indica la figura 7.
Siel punto O es el origen, utilizando la represen-
tacién de puntos del plano mediante coordenadas
polares y la férmula [4], se tiene que:

ORT :VZXSCI]E . )
(O.RT) =250 (;por qué?)



Notar que el area (O, R, T) es positiva, (¢por
qué?). Si definimos € = 2w/#7, donde 7 es el nu-
mero de triangulos de la triangulacion, el area
del circulo se aproxima por:

nxr? xsen 2T

n
2
Si aumentamos el numero de triangulos, o

equivalentemente 7 — 9, el area del circulo re-
sulta 4 = T X7~

Figura 7. Triangulacion de una circunferencia

Si pensamos ahora en una figura curvilinea
cualquiera, podemos aproximar su area como hi-
cimos con la circunferencia y estableciendo el
sentido de recorrido antihorario, obtenemos el

siguiente corolario del conocido teorema de
Green (Marsden y Tromba, 2004: 505):

Teorema (Area encerrada por curvas planas). Si la
frontera de una curva cerrada simple se recorre en
sentido antihorario, el drea encerrada por ella es:

%f(xdyfydx) [4}

Para demostrarlo seguimos las ideas de Klein
(2016: 14). Sin pérdida de generalidad tomamos
el punto O como el origen de coordenadas del
plano cartesiano. Definiendo el triangulo OPP,
cuyos vértices tienen coordenadas (0, 0), (x, 9) y
(> + dx, y + dy), como se muestra en la figura 8,
entonces tenemos:

0 0 1
OPR)=1 x5 1 |=1(dh—ydv)
xtde ytdy 1

2\ (x+dx, y+dy)

Figura 8. Triangulacion del area encerrada por la curva C

Para aproximar el area encerrada por la curva
C, sumamos las areas de todos los triangulos como
el anterior mediante los que particionamos el area.
St hacemos que dx — 0y dy — 0 simultineamente
obtenemos la clasica formula de Green [4].

Reflexiones finales

Este trabajo pretende presentar una forma de ten-
sionar la relacion entre la matematica escolar y la
matematica profesional en el contexto de disposi-
tivos de formacion docente. Hacer explicito el ho-
rizonte de un concepto de la matematica escolar
ofrece una herramienta de desarrollo profesional
tanto para futuros profesores como para profe-
sores en ejercicio, asi como también permite esta-
blecer relaciones con generalizaciones de concep-
tos enseflados —la férmula de Herén es un caso
particular de la férmula de Bramagupta (Coxeter
y Greitzer, 2013: 73-76)—, o con matematica es-
pecializada (Rosenberg, Spillane y Wulf, 2008).
Los caminos hacia el hotizonte no son unicos,
por tanto el presente trabajo lejos esta de ser ex-
haustivo. A modo de cierre queremos dejar las
preguntas para la reflexion que emergieron en la
implementacién de este dispositivo sobre las
practicas docentes:
— ¢Es necesario ensefiar un catalogo de for-
mulas para hallar el area de figuras planas?
—¢Qué saberes movilizan los estudiantes al-
rededor del concepto de area?
— ¢Coémo esta realizacion del horizonte mate-
matico del concepto de area puede incidir
en la forma de pensar y planificar la ense-



fianza del concepto de area y su calculo en
la escuela?

— ¢Cémo incide el uso de las tecnologias (soft-
ware de geometrfa dindmica) en la perti-
nencia de este horizonte matematico al mo-
mento de pensar la enseflanza del concepto
de calculo de area de figuras planas?

Este trabajo fue financiado por la Secretaria
de Ciencia y Técnica de la Universidad Nacional
de la Patagonia San Juan Bosco (FI 028). Agra-
decemos a Marfa de Gracia Mendonga, Monica
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durante el desarrollo de este trabajo.
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Sl

Presentamos una breve secuencia formativa realizada en
la asignatura de Aprendizaje de las Matematicas con
futuros maestros del grado de Educacion Primaria. Se
propone a los estudiantes disefiar mediante el lenguaje de
programacion por bloques Scratch un pequefio videojuego
del Pong, donde una pelota se mueve aleatoriamente y
rebota por toda la pantalla, y mediante una pala se debe
evitar que la pelota se cuele por la parte inferior de la
pantalla. El disefio de este videojuego lleva a los
estudiantes a enfrentarse en pequefios grupos a distintos
retos, tanto matematicos como computacionales, a partir
de los cuales surgen diferentes estrategias de resolucién. A
través de la discusion de las estrategias llevadas a cabo por
los estudiantes pretendemos identificar algunas de las
oportunidades diddcticas que ofrece Scratch en la
ensefianza y aprendizaje de la matematica escolar.

Palabras clave: Scratch, Programacién, Pensamiento
computacional, Geometria, Resolucion de problemas.

Computational thinking and mathematics learning using
Scratch

We present a brief instructional sequence in Mathematics
Education course for pre-service primary school teachers.
Students have to design a simple Pong videogame using
programming language Scratch, in which a ball moves
randomly around the screen, and players have to move a
spade to avoid the ball slip down. The design process
brings students to face both mathematic and
computational challenges, and different strategies arise.
By discussing those strategies, we aim to identify some of
the learning opportunities offered by Scratch for
mathematics teaching and learning in school.

Keywords: Scratch, Programming, Computational thinking,
Geometry, Problem solving.

Pensamiento
computacional

y aprendizaje

de las matematicas
a través de Scratch

ViCcTOR LOPEZ
EDELMIRA BADILLO
CRISTINA SIMARRO
DigNA Couso

En los dltimos afios ha habido una eclosion de
herramientas educativas vinculadas a las activi-
dades de programacion, robética y otras activi-
dades que se engloban dentro del paraguas lla-
mado «pensamiento computacional». Esta idea
aparece actualmente en muchos de los nuevos
curriculos y planes educativos. Por ejemplo, la
idea de «usar las matematicas y el pensamiento
computacional» se considera una de las ocho
practicas cientificas clave del K12 Next Genera-
tion Science Education Standards (NRC, 2012),
y también es uno de los elementos centrales del
reciente paradigma educativo STEM o STEAM
(Simarro, Lopez, Cornella, Peracaula, Niell y Es-
tebanell, 2016). Las actividades de programacion
y robotica se multiplican tanto en contextos for-
males (en asignaturas de programacion, vinculada
a la ensefianza-aprendizaje de otros contenidos
curriculares, a través de proyectos STEAM) como
no formales (extraescolares, clubs de programa-
cioén, concursos y ligas de disefio de robots), y
su presencia se observa en todas las etapas edu-
cativas (desde las beebots preescolares hasta las
competiciones universitarias de robots).

Detras de este enfoque educativo subyace la
idea de que aprender a pensar computacional-
mente (y aprender pensando computacional-
mente) es clave para la resolucién de problemas



y para el disefio de todo tipo de soluciones (Wing,
2006), usando estrategias como la division de pro-
blemas complejos en médulos de tamafio inferior,
la secuenciacion de procesos largos y complejos
en pasos, la organizacion de datos reconociendo
patrones 16gicos, la generalizacion de casos con-
cretos para llegar a situaciones abstractas y gene-
ralizables, el uso de algoritmos para automatizar
soluciones, o la validacién y revision constante
de las soluciones propuestas (Selby y Woollard,
2014). Por un lado, este enfoque construccionista
esta en clara sintonifa con el enfoque indagativo y
modelizador del ambito cientifico (Wagh, Cook-
Whitt y Wilensky, 2017), pero por el otro, no se
trata de habilidades excluyentes para los profe-
sionales STEM, sino de competencias transver-
sales para la ciudadania (Zapata-Ros, 2015). En
este sentido, autores como Brennan y Resnick
(2012) han puesto el énfasis en que aprender a
pensar computacionalmente no pasa solamente
por aprender conceptos computacionales (se-
cuencias, bucles, paralelismos, eventos, condicio-
nales, operadores y datos), sino ademas por pat-
ticipar de las practicas computacionales (incre-
mentar e iterar, testear y depurar, reutilizar y com-
binar, abstraer y modularizar) y de las perspectivas
computacionales (expresar, conectar y cuestionar).
Estas practicas y perspectivas, ademas, ayudan a
entender la proxima naturaleza de las practicas
profesionales cientificas, matematicas e ingenie-
riles, cada vez mas inmersas en un mundo digital
y donde la modelizacién computacional ha rede-
finido la propia naturaleza de estas disciplinas
(Weintrop y otros, 2016).

El lenguaje de programacion Scratch

Dentro del amplio abanico de herramientas que
promueven el desarrollo del pensamiento com-
putacional, la plataforma de programacion Scratch
es sin duda la que mas acogida y éxito esta te-
niendo en la escuela (Maloney y otros, 2010). He-
redero del lenguaje de programacion LOGO, se
trata de un sencillo lenguaje de programacion por
bloques desarrollado por el MIT (Massachusetts
Institute of Technology) que puede ser usado
tanto online como offline. Permite a los estudiantes

a partir de 6 afios crear y compartir una gran va-
riedad de creaciones (animaciones y narraciones,
presentaciones, imagenes interactivas, simulacio-
nes, juegos, etc.), mediante la construccion de
bloques de programacion a partir de piezas, como
si se tratara de un sencillo rompecabezas. Cada
pieza constituye una linea de cédigo, con los que
el usuario puede definir variables, cambios en la
apariencia de los personajes, funciones condicio-
nales («si», «solo si», «siempre quey, etc.), funciones
légicas y operadores matematicos («y», «ow, «+»,
«mayor que, etc.), asi como los /nputs que hagan
ejecutar cada elemento del programa («al pulsar
una teclar, «al mover el ratény, etc.). Los distintos
colores (figura 1) representan diferentes tipos de
funciones: azul para el movimiento de los objetos,
morado para la apariencia, marrén para los even-
tos, verde para los operadores matematicos y ama-
rillo para los elementos de control. Su interfaz de
programacion permite ver a la vez el codigo que
se crea (las piezas en bloques) y un escenario con
personajes que interactian segun las reglas que
se le determina con este cédigo. Cada usuario
puede guardar y compartir sus pequefios proyec-
tos, pero también reusar los proyectos de otros
usuarios.

Figura 1. Principales piezas de cddigo que,
debidamente conectadas y secuenciadas,
permiten generar pequefios programas

Scratch, pensamiento computacional
y aprendizaje de las matematicas

Una de las areas del conocimiento donde este
lenguaje de programacion ofrece mayor interés
es la de matematicas. Las primeras investigaciones



en torno al papel de Scratch en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas resaltan su po-
tencial en la construccion de significado de las
ideas matematicas. Benton, Hoyles, Kalas y Noss
(2017) proponen un enfoque metodologico Seraz-
chMaths, que resulta ser facilitador tanto para pro-
fesorado como alumnado en primaria para cons-
truir el concepto de algoritmo y de giro total de
360° en un poligono. A su vez, Calao, Moreno-
Le6n, Correa y Robles (2015) encuentran una
mejora significativa del pensamiento matematico
en grupos experimentales de estudiantes de sexto
de primaria (11-12 afios) que han recibido for-
macion en Scratch cuando se evalia sus habilida-
des de modelizacién matematica, razonamiento,
formulacion y resolucién de problemas y com-
paracion y ejecucion de procesos y algoritmos.
No es casual que el curriculo de matematicas para
primaria en Catalufia, por ejemplo, incluya dentro
de la dimensién «resolucion de problemasy, que
la programacion y la robética educativa requieren
estrategias que favorecen las habilidades de reso-
lucién de problemas. De igual manera, se resalta
la importancia del papel de los recursos, como
por ejemplo los materiales manipulativos, visuales
y las TIC, puesto que favorecen la experimenta-
cion, el razonamiento y la comprension de las
ideas matematicas, asi como su transferencia para
la interpretacion de fenémenos del mundo (Bur-
gués y Sarramona, 2013).

Un ejemplo de reto matematico
y computacional:
disefiar un mini-juego de Pong

Una actividad que ejemplifica este potencial edu-
cativo de Scratch para promover el pensamiento
computacional en el area de matematicas es el di-
sefio del mini-juego llamado Pong. Es una activi-
dad inspirada en la que propone Cérdova (2013)
con estudiantes de primaria, y consiste en definir
los elementos basicos del juego y sus interacciones
usando el lenguaje Scratch. En este juego, se es-
pera que la pelota pueda moverse libremente por
toda la superficie de la pantalla, y rebotar al tocar
los laterales y el extremo superior (figura 2). El

jugador, controlando el movimiento horizontal
de la pala, debe interceptar la pelota siempre que
se desplaza hacia el extremo inferior de la panta-
lla, hacerla rebotar y evitar asi que el balén se
cuele por la parte inferior de la pantalla. Este
juego para un jugador es, de hecho, la version
previa para hacer un juego de Ping-Pong para
dos jugadores, uno de los primeros videojuegos
de primera generacion que aparecié en las ma-
quinas recreativas de los afios setenta del siglo

pasado (David, 2004).

Figura 2. Representacion de los elementos
del juego Pong y de sus movimientos

Esta actividad no solo ha sido ampliamente
usada en Scratch (en la plataforma hay decenas de
programas hechos por estudiantes de todo el
mundo), sino que se enmarca en la Competencia 1
del listado de competencias basicas del ambito ma-
tematico (Burgués y Sarramona, 2013), que se con-
creta en la capacidad de traducir un problema en
lenguaje matematico o una representacion mate-
matica utilizando variables, simbolos, diagramas y
modelos adecuados.

Esta actividad ha sido realizada en el curso
2017-18 en la asignatura Aprendizaje de las Ma-
tematicas, dentro del grado de Educacion Pri-
maria de la UAB. En ella han participado un total
de 80 estudiantes, organizados en pequefios gru-
pos de 3-4 miembros. La actividad se plantea en
forma de taller, de 2 horas y 30 minutos de du-
racion, y se enmarca en una secuencia formativa
mas amplia en la que los estudiantes posterior-
mente deben exponer las ideas clave desarrolladas
durante el taller. Para guiar el trabajo en pequefios
grupos, a lo largo del taller se plantea a los estu-
diantes tres retos:



— El reto de definir y ejecutar el movimiento
del balén y de la pala.

— El reto de definir la interaccién entre el
balén y la pala.

— El reto de refinar o ampliar el juego para
mejorar su funcionamiento e incorporar
comportamientos que afiadan realismo y
motivacion.

A través de los retos que se plantean al alum-
nado participante, a continuacion, presentamos
y discutimos cuales son las estrategias de resolu-
cién que emergen en los diferentes grupos de
trabajo, asi como las oportunidades didacticas
que identificamos tanto para desarrollar el pen-
samiento matematico como el computacional.

El reto de definir y ejecutar
el movimiento del balon y de la pala

El taller, de hecho, empieza planteando a los es-
tudiantes qué elementos debe tener el juego para
funcionar. En una actividad de exploracion de
ideas previas seguida de una puesta en comuin
en la pizarra digital (figura 3), los estudiantes
identifican los objetos fisicos; las magnitudes que
definen el comportamiento de estos objetos fisi-
cos; las reglas que determinan la interaccion entre
los personajes; asi como otros elementos que
permitirfan mejorar el juego, haciéndolo mas rea-
lista 0 mas emocionante para un jugador.

Una vez realizada la discusion inicial, se pro-
pone a los estudiantes el reto de definir y ejecutar

Figura 3. Puesta en comun en la pizarra
de los elementos que debe contener el juego

el movimiento de los dos principales objetos que
intervienen en el juego: el balén y la pala. Para
ello, se les plantea la siguiente demanda:

a) El lenguaje Scratch tiene un conjunto de bloques de
programacién de color marrén llamado «Eventos», que son
necesarios para ejecutar cada bloque de piezas. éDe qué
maneras se puede hacer ejecutar el movimiento de la pelota
y el movimiento de la pala? ¢Qué diferencias existen y por
qué?

b

El lenguaje Scratch tiene un conjunto de bloques de
programacion de color azul, que permiten definir el
movimiento de los personajes. éDe qué maneras se puede
definir el movimiento de los objetos con Scratch y cual es
mas conveniente para definir el movimiento de la palay el
movimiento de la pelota?

A partir de esta doble demanda (definir cada
movimiento mediante bloques de programacion
y a su vez definir ]a manera en cémo se ejecuta
cada bloque), afloran multiples discusiones. Los
estudiantes se percatan de las diferencias entre
el movimiento del balén y de la pala: el balon se
mueve en todas direcciones, mientras que la pala
solo lo hace en el ¢je horizontal. Esto les lleva a
preguntarse qué tipo de coordenadas ayudan a
describir mejor cada movimiento, apareciendo
asf la distincién entre describir el movimiento
mediante los ejes X e Y (coordenadas cartesianas)
o mediante pasos en una direccién y giros res-
pecto esta direccion (coordenadas polares).

Figura 4. Dos propuestas diferentes para definir
el movimiento de la pala, mediante
coordenadas cartesianas (arriba) y polares (abajo)



En la figura 4 se observan las dos propuestas
para definir el movimiento de la pala, ambas pen-
sadas para que el jugador controle este movi-
miento con las flechas laterales del teclado. Mien-
tras un grupo aboga por definir el desplazamiento
lateral sumando y restando valores a la posicion
X de la pala, el segundo grupo aboga por girar la
pala 180° y hacerla avanzar siempre hacia la di-
reccion en la que apunta. A su vez, este disenso
lleva a una nueva cuestion: ¢cual es la mejor so-
luciéon desde el punto de vista computacional?
Esto permite plantear una importante perspectiva
computacional: stodo cédigo en un programa
informatico debe tender al maximo de simplici-
dad?

Ademas de definir el movimiento de la pala,
la discusion se vuelve aun mas intensa cuando
se enfrentan al reto de definir el movimiento del
balén. A diferencia de lo que ocurre con la pala,
el balon debe moverse so/o por la pantalla, sin ir
controlando su movimiento con el teclado. Al-
gunos estudiantes, por ejemplo, proponen un pa-
tron de movimiento a partir de una secuencia de
6rdenes que simulen un movimiento cadtico por
toda la pantalla (figura 5, izquierda), pero pronto
se dan cuenta que en cada partida el balon se
movera igual. Después de multiples versiones, la
mejor solucién propone definir una direccion
aleatoria inicial, que en cada partida sea distinta
y que permita al balon desplazarse libremente y
de forma indefinida.

Igual como ocurre con el movimiento de la
pala, desde el punto de vista computacional, los
estudiantes discuten sobre cémo combinar las
diferentes piezas de codigo. Por ejemplo, se dan
cuenta que si la pieza «apuntar en direccion» se

introduce dentro de la pieza de control «por
siempre» el movimiento de la pelota no es el es-
perado. En otras palabras: que las piezas de co-
digo no cumplen la propiedad conmutativa.

El reto de definir la interaccion
entre el balon y la pala

Una vez definidos estos dos movimientos (figuras
4y 5), los estudiantes pronto se dan cuenta que
con esto no basta, y que hay que definir la inte-
raccion entre balon y pala. Para ello, se les plantea
la siguiente demanda:

Ahora que ya estan definidos los 2 movimientos, debemos
definir la interaccion entre los dos personajes: la pelota
debe rebotar sobre la pala, y en caso de no hacerlo, perder
el juego.

c) El lenguaje Scratch tiene un conjunto de bloques de
programacion de color amarillo llamado «Control», que sirven
para estructurar, secuenciar las érdenes que recibe cada
personaje. Se pueden definir repeticiones (finitas o infinitas), y
también condiciones del estilo «si ... entonces ....». {De qué
maneras se puede definir la interaccion que se da en el
rebote? Ten en cuenta que Scratch no tiene una opcién del
estilo «si un personaje toca a otro, que rebote», sino que hay
que definir matematicamente el rebote para poder introducir
un algoritmo concreto en el lenguaje Scratch.

d) Igual que has hecho en el apartado anterior, utilizando las
piezas «Control», prueba a definir qué ocurre cuando el
balén se cuela por debajo (no conseguimos hacerla
rebotar). Al igual que antes, Scratch no tiene una opcion del
estilo «si un personaje toca un lateral, que pierda», sino que
hay que definirla. Prueba a traducir esta expresién matema-
ticamente, para luego traducirla de nuevo al lenguaje
Scratch.

La construccion de un algoritmo que defina
el rebote de la pelota sobre la pala supone posi-
blemente el mayor reto matematico a lo largo

Figura 5. Dos propuestas diferentes para definir el movimiento del balén, mediante definicién de desplazamientos entre puntos
en el plano (izquierda) y mediante una direccidn inicial aleatoria y una repeticion de pasos (derecha).



Figura 6. Un estudiante trata de resolver matematicamente la definicién del rebote (izquierda),
y posteriormente traducir esta relacion en el lenguaje computacional de Scratch (derecha)

del taller. Puesto que todos los grupos de estu-
diantes han usado las coordenadas polares para
definir el movimiento del balén (figura 5, dere-
cha), de forma intuitiva, el rebote es concebido
inicialmente como un cambio en el signo del an-
gulo. Es comun durante la discusion en pequefios
grupos oir expresiones como: «cuando rebota,
pasa de apuntar a 40° a —40°, ya que es angulo
inverson». Esto tendria sentido si no fuera porque
en el lenguaje Scratch, todo angulo se define a
partir del eje vertical y, por lo tanto, el algoritmo
necesario para definir el rebote horizontal re-
quiere de una relacion entre angulos suplemen-
tarios. Es decir, se requiere considerar que los
angulos de entrada y de salida del rebote sumen
180°, lo que puede traducirse en lenguaje Scratch
mediante un programa como el representado en
la figura 6 (derecha).

En la discusion sobre qué algoritmo permite
relacionar estos angulos surgen diferentes estra-
tegias. Algunos grupos de estudiantes siguen una
estrategia de ensayo y error, mientras que otros
buscan relaciones a través de simetrias en el plano.

En paralelo a la definicion de qué le sucede al
balén al tocar a la pala, los estudiantes deben de-
finir también qué sucede cuando este se cuela
por debajo de la posicion de la pala. Algunos
grupos de estudiantes optan por describir esta
condicién usando de nuevo los ejes de coorde-
nadas. En este caso, para usar la relacion de valor
de Y inferior a —150, ya que define el semiplano
que vendria a ser el borde inferior de la pantalla
(figura 7, izquierda). Otros grupos optan por in-
corporar al nuevo juego un nuevo personaje, en
este caso una simple barra horizontal que actie
de borde inferior, y definen la opcioén «tocando

bordey, igual que anteriormente se ha hecho con
el «tocando pala». A su vez, la manera de repre-
sentar en Scratch que se pierde la partida también
es diferente en cada grupo. Entre una amplia va-
riedad de formatos originales para representar
en el juego que se ha perdido, los estudiantes
proponen que el balén desparezca, cambie de
aspecto, o bien aparezca un texto o sonido que
indique que se ha perdido.

Figura 7. Dos maneras de definir qué sucede cuando
el baldn se cuela por debajo: definiendo la posicion Y
(arriba) o definiendo tocar otro personaje (abajo)

Alo largo de este reto, ademas, son multiples
las discusiones, dudas y cuestiones sobre cémo
las distintas piezas deben ordenarse unas dentro
de otras, secuenciarse, usarse en paralelo, etc. Sin
duda, este contexto de discusién y construccion
de conocimiento es otra evidencia de la genera-
cion de interesantes oportunidades de aprendi-
zaje, tanto de ideas computacionales, como co-
nectadas también al desarrollo del proceso de
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Figura 8. Dos propuestas distintas de ampliacion del juego: afiadiendo dificultad creciente (izquierda) o realismo (derecha)

razonamiento y pensamiento conjetural del cu-
rriculo de matematicas por competencias. Por
ejemplo, los estudiantes no solo deben usar los
controles de tipo «si ... entonces...» y «por siem-
pre...», sino que deben decidir cémo se combi-
nan entre ellos, ya que no es lo mismo un «por
siempre si» que un «si por siemprey.

El reto de refinar y ampliar el juego

El desarrollo del trabajo en pequenos grupos ge-
nera diferentes ritmos de trabajo, que en gran
medida vienen dados por la experiencia previa
de cada grupo en el lenguaje Scratch, el pensa-
miento computacional y los entornos de progra-
macion en general. Asi, a aquellos grupos que
han logrado los dos retos anteriormente presen-
tados, es decir, que ya disponen de una version
funcional del videojuego de Pong, se les proponen
diferentes retos avanzados. Estos pueden ser en
torno a ampliar el juego para hacerlo mas emo-
cionante, ya sea afiadiendo vidas, puntos, obsta-
culos, etc. Por ejemplo, uno de los grupos se le
ocurre que el baléon se mueva mas rapido cada

Pensamiento matematico

vez que rebota, para asi hacer que el juego sea
acelerado y con dificultad creciente. Para ello, de-
finen la variable «velocidad» de manera que el ba-
l6n ya no se mueve a 10 pasos por unidad de
tiempo, sino a «velocidad» pasos por unidad de
tiempo, y a su vez determinan que tras cada rebote
la velocidad incrementa en un punto (figura 8, iz-
quierda). Otros grupos optan por modelizar com-
portamientos fisicos que afiadan realismo al re-
bote. Por ejemplo, un estudiante propone afiadir
realismo reproduciendo un rebote que no sea
perfecto, sino con pequenas desviaciones aleato-
rias de £10°, que simulan posibles irregularidades
de la superficie de la pala (figura 8, derecha).

Conclusiones

Este taller realizado con estudiantes para maes-
tros del grado de Educaciéon Primaria ofrece mul-
tiples oportunidades de aprendizaje, que permiten
identificar el potencial del lenguaje de progra-
macion Scratch para la ensefianza y aprendizaje
de las matematicas escolares.

Pensamiento computacional

e Coordenadas polares y cartesianas, y su e Eventos automaticos o controlados

El reto de definir y ejecutar

el movimiento del balén y de la pala ® Valores fijos y aleatorios dentro de un

rango

e Angulos suplementarios

El reto de definir la interaccién o Simetrias
entre el balon y la pala

idoneidad para describir cada movimiento e Secuenciacidn de érdenes

e Bucles de repeticion
e Optimizacién del cédigo

e Bucles de repeticion
e Condicionales

e Semiplanos definidos por inecuaciones e Tiempo de ejecucién de un comando

Modelizacion de fendmenos mas realistas  Depuracién del cédigo para hacer el

El reto de refinar y ampliar el juego

0 mas emocionantes, etc.

programa mas eficiente, reparar
elementos que no funcionan, etc.

Tabla 1. Principales ideas, razonamientos y perspectivas relacionadas con el pensamiento matematico
y el pensamiento computacional que se movilizan para cada uno de los retos



Para resolver los retos que se les plantean, los
estudiantes deben movilizar tanto ideas y razona-
mientos del pensamiento matematico como del
pensamiento computacional (tabla 1). De hecho,
esta coordinacion entre lo matematico y lo com-
putacional es especialmente interesante desde la
perspectiva del establecimiento de conexiones in-
tramatematicas y extramatematicas en el aula de

matematicas (Gamboa, Badillo y Ribeiro, 2015).
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Sl

Muchas personas estan enemistadas con las matematicas
desde la escuela, fruto de una ensefianza rutinaria y, a sus
ojos, carente de otra finalidad que su propia dificultad.
Ese bloqueo les impide como adultos aprovechar el
pensamiento matematico para comprender la realidad y
tomar las mejores decisiones. Una de las vias para revertir
esa situacion es la integracidn en el aprendizaje de
elementos de la vida cotidiana.

Palabras clave: Vida cotidiana, Didactica, Recursos,
Problemas, Alumnado.

Everyday life in the mathematics class

Many people are at odds with mathematics from school,
the result of a routine teaching and, in their eyes, devoid
of any other purpose than their own difficulty. This
blocking prevents them as adults from taking advantage
of mathematical thinking to understand the reality and
make the best decisions. One of the ways to reverse this
situation is the integration into learning elements of daily
life.

Keywords: Daily life, Didactic, Resources, Problems,
Students.

La vida cotidiana

en la clase de matematicas*

JOSE MARIA SORANDO MUZAS

La ciencia sin vida lo vuelve a uno arrogante. La
vida sin ciencia lo hace a uno indtil.

Isidoro de Sevilla (560-636)

Segin la RAE, alienacién es el «estado de animo
en el que el individuo se siente ajeno a su trabajow.
¢No es ese el sentir que se adivina en los rostros
de bastantes estudiantes en clase de Matematicas?
Si tal cosa ocurre, ¢son nuestras clases una expe-
riencia alienadora? Esto suena muy fuerte. Ante
cuestiones incomodas para docentes, me parece
un buen consejo este que en una ocasion recibi:
«recuerda el alumno que erasy. Permitidme hacerlo.

Abstraccidon y vida

Mediados los afios 70 del siglo pasado, al terminar
el Bachillerato decidi estudiar la licenciatura en
Ciencias Matematicas. Lo hice, como casi todos
mis nuevos companeros, sin saber qué me espe-
raba en la universidad. Era una eleccién basada,
por una parte en el prestigio que entonces tenfan
los estudios cientificos; y, por otra, en la habilidad
y el gusto por calcular derivadas e integrales, de-
sarrollados en el Curso de Orientacion Universi-
taria. De forma imprecisa, pensaba que estudiar
la carrera de Matematicas serfa un gran festival
de acertijos con simbolos matematicos.

En aquella universidad y en aquel momento se
impartfa una matematica bourbakista, alejada de
cualquier intuicion, referencia historica o aplicacion.



El impacto fue brutal y algunos abandonaron
pronto. Una materia se llevaba la palma en cuanto
a abstraccion e impenetrabilidad, el algebra. Re-
cuerdo mi perplejidad al observar que el texto se-
guido, pese a titularse Algebra Lineal y Geomettia,
carecia de dibujo alguno. Salvo las referencias arit-
méticas iniciales, pronto transitamos por estructuras
que no podfamos relacionar con nuestra experien-
cia, ver ni tocat, etéreos arcanos que solo habitaban
en las mentes privilegiadas. Habia sido educado en
la obediencia, asi que, aunque no supiera de qué se
trataba aquello, de donde venia ni
a donde iba, yo estudiaba y pro-
mocionaba con buenas califica-
ciones. Pero, al llegar a tercer
curso, un dia me atrevi a formular
una pregunta a quien habfa sido
mi profesor de Algebra durante
tres cursos consecutivos, con énfasis especial en la
Teoria de Grupos Finitos, su tema de investigacion.
Era una pregunta sencilla: «Profesor, esto de los
grupos, ¢de donde viene? y ¢para qué sirver».
Esperaba una respuesta rapida y consoladora,
pero la respuesta que obtuve, su ausencia mas
bien, iba a ser inquietante a corto plazo e ilumi-
nadora en mi futuro profesional. Me respondio
el profesor, en un rasgo de sinceridad que primero
me enojé pero aun hoy le sigo agradeciendo:
«Pues no sé decirte. Ya me informaré y te digon.
En aquella pobre respuesta de quien hasta
entonces yo consideraba un sabio tuve la plas-
maci6n del viejo cuento chino titulado E/ cazador
de dragones. Aquel cuento que habla de un aven-
tajado alumno de la escuela de cazadores de dra-
gones que, al terminar brillantemente sus estudios
y no encontrar dragén alguno que cazar, decidi6
ganarse la vida... ensefiando a cazar dragones.
Mi decepcion inicial dio paso a una busqueda
que todavia no ha terminado, intentando saber
de dénde procede, donde esta y para qué nos
sirve esta prodigiosa construccion del intelecto
humano llamada matematicas. Busqué entonces,
siendo estudiante, porque necesitaba encontrar
un sentido a tantas horas de estudio. Busqué
luego, siendo profesor de secundaria, porque me
propuse no ser otro maestro de la caza de dra-
gones, sino de un pensamiento matematico que
pueda ser valioso en las vidas de mis alumnos.

Sigo buscando ahora, dedicado a tareas de di-
vulgacion, para mostrar a quienes ya no son es-
tudiantes que, aunque ignoradas, las matematicas
siguen en su mundo y les pueden proporcionar
claves para enfrentar los problemas cotidianos.

Con respecto a la teorfa de grupos, con el
tiempo y por mi propia busqueda (no gracias a la
institucion académica) fui sabiendo de los tres pro-
blemas clasicos griegos, pendientes de solucion
por muchos siglos (la cuadratura del circulo, la du-
plicacion del cubo vy la triseccion del angulo, todos

ellos con regla y compas). Supe
también de los intentos de solu-
cién de las ecuaciones mediante
radicales, con el atasco en la de
quinto grado. Conocf la historia
de Evariste Galois, quien murio
antes de cumplir los 21 afios, en
un duelo al amanecer, tras garabatear con prisas
en una carta postuma sus geniales ideas que habian
de cambiar el destino del lgebra, con las que otros
zanjaron aquellos antiguos problemas pendientes
e irresolubles. Supe de los 17 grupos de simetria
clasificados por Fedorov y de su presencia en la
cristalografia, en la mecanica cuantica, en los mo-
saicos de la Alhambra o en el arte mudéjar arago-
nés. Me asombré anos mas tarde al conocer que el
teorema de clasificacién de grupos finitos consta
de mas de 15000 paginas y fue fruto del trabajo de
mas de 100 investigadores entre 1955 y 1983, etc.
Una sola de esas referencias hubiera calmado mi
inquietud universitaria, pero aquel profesor no
pudo ofrecerme lo que no conocfa.

Sirva este largo recuerdo personal para extraer
esta conclusion: las matematicas debieran ser pre-
sentadas a todo el alumnado como obra cultural y
humana. Conocer su historia y sus conexiones les
da finalidad, algo que es fundamental para conse-
guir en los estudiantes un verdadero respeto (no
temor) y un fundado aprecio (no un prestigio
vago) hacia ellas. Si llegase el caso de que algunos
de esos alumnos y alumnas siguieran estudios es-
pecializados posteriores, sobre ese respeto y ese
aprecio sera posible, con mayor conviccion y sol-
vencia, navegar en la abstraccion. Y de todas las
conexiones, las mas efectivas para esos fines son
las que se refieren a la vida cotidiana, al ser reco-
nocibles y vividas por cada estudiante.



Desencuentros

Es necesario poner en valor ese caracter universal
y democratico del pensamiento matematico, apli-
cable a toda situacion y, en distintos grados, ac-
cesible a cada persona. Necesidad que es mas
acuciante al constatar el evidente desencuentro
entre una gran parte de la poblacion y las mate-
maticas, transmitido al alumnado por las familias,
el vecindario o los medios de comunicacion. Es
un triste hecho que atraviesa fronteras. Segin
Adrian Paenza (2008: 12): «El miedo a las mate-
maticas es masivo, extendido y universal».

Figura 1

Un desencuentro que se expresa en tantos
anuncios, concursos de TV, comentatios de calle
e incluso declaraciones de personajes publicos
que despreocupadamente reconocen su incom-
petencia matematica. Esto ultimo sorprendente
en quienes tanto cuidan su imagen en otros as-
pectos superficiales.

Cuantas veces habremos oido frases como
«las matematicas son para gente muy inteligente»
o «después de estudiarlas, nunca las utilicé» o
«para qué sirve estudiarlas si ya hay calculadoras
y ordenadores?». Y, sabiéndolo, no faltan quienes
aprovechan comercialmente ese anumerismo de
muchos consumidores. Una gran cadena de mue-
bles ofertaba este afio descuentos del «50% del
50%0», en vez de ofertar el 25%. Se puede suponer
por qué.

Volviendo a las aulas, otra evidencia de ese
desencuentro esta en la anulacion del sentido co-
mun que parte del alumnado experimenta en
clase de matematicas, como si lo que alli se trata
fuera ajeno al mundo real. Puede expresarse en

repartos donde una sola de las partes es mayor
que el total a repartir, en medidas inmensas para
pequenos objetos, en precios descabellados, en
inexplicables confusiones sobre cuestiones prac-
ticas (calcular la pintura necesaria para pintar una
piscina inundandola de pintura, por ejemplo),
etc. ¢Por qué ofrecen resultados absurdos que
en la vida real jamas aceptarfan? Porque entienden
las matematicas como aplicaciéon mecanica de al-
goritmos y nada mas (tfpica pregunta en primaria:
«Es un problema de dividir o de multiplicar?).
A sus 0jos, esa matematica no es terrestre, esta
en otro planeta (como lo estaban para mi las es-
tructuras algebraicas en mis albores universita-
rios), un planeta extrafio del que hay que escapar
cuanto antes dando un resultado, el que sea.
Como docentes conviene que revisemos de
qué maneras estamos abonando esas actitudes
de distanciamiento y desafecto. Identifico varias:

— Excesivo énfasis en el calculo primero (Pri-
maria) y en el algebra después (Secundaria),
como rutinas justificadas en si mismas.

— Confusién entre problemas y ejercicios re-
petitivos, a favor de estos dltimos.

— Presentacion de los problemas al final de
cada tema, a modo de justificacion de los
conceptos y sus propiedades. La construc-
cién del conocimiento ha seguido el ca-
mino inverso, de la resolucion de un pro-
blema y su generalizacion surgio la teorfa.

— Rigidez del profesorado para aceptar so-
luciones alternativas a la prevista. En oca-

Figura 2. Esta concursante en TV (universitaria) se justificaba:

«Los numeros nunca fueron mis amigos»



siones, la principal pregunta que se plantea
el alumnado es «qué quiere que le res-
ponda?».

— Falsa realidad. Utilizar elementos cotidia-
nos no conduce a situaciones de vida co-
tidiana. ¢Alguien averiguo la edad de una
persona mediante ecuaciones? ¢Algun
granjero hizo recuento de sus conejos y
sus gallinas contando previamente cabezas
y patas? Recordaba Andrés Sopena en E/
Slorido pensil. Menmoria de la escuela nacionalca-
télica: «Es que muchos problemas estaban
mal planteados. Porque, por ejemplo, nin-
gun nifio iba a dar a otro dos reales por
nada; solo para comprobar que ahora el
otro tenfa el duplo del dinero que juntaban
entre los dos cuando antes tenfa un tercio.
¢Y qué? ¢Con eso quérn.

Frente a esas practicas, como se ha visto tan
clasicas, propongo para nuestras clases: menos
prisas, menos definiciones, menos apuntes, me-
nos tiempo dedicado a calculos y ecuaciones,
menos recetas; pero mas situaciones reales, mas
formular preguntas, mas sorpresas, mas busque-
das, mas ensayos de estrategias y mas intercambio
de ideas en grupo. Menos scémo? y mas ¢por
qué? % Decia Martin Hairer, galardonado en 2014
con la Medalla Fields: «Ensefar las matematicas
a través de rutinas les quita todo lo interesante.
Y Conrad Wolfram, artifice del motor de bus-
quedas Wolfram Alpha: «Paremos de ensefiar a
calcular y empecemos a enseflar matematicasy.
Por todo ello, resolvamos en las aulas cuestiones
de la vida cotidiana... al menos de vez en cuando.

Vida cotidiana
y resolucion de problemas

En este mundo cambiante donde reina la inme-
diatez, las promesas a largo plazo tienen peor
acogida que antafio. Hoy resulta arduo esperar
del alumnado un acto de fe sobre los beneficios
futuros de un aprendizaje matematico que per-
ciben como algo ajeno. Para despertar su interés
conviene integrar en ese aprendizaje elementos
curiosos, inesperados o cotidianos. ;Cémo con-

seguirlo? Para promover la curiosidad y la sor-
presa hay muchos recursos didacticos que no
son el objeto de este articulo. Para dar entrada
en las clases a lo cotidiano conozco los siguientes
caminos posibles, pero habra mas. Encontratlos
es un reto a la creatividad docente.

— Ejercicios en contextos. Una tarea rutinaria
lo es menos cuando esta inserta en un
tema o atafie a un personaje de interés
para el alumnado. Un profesor francés usé
la celebracion de los goles del delantero
Pogba para plantear ejercicios del teorema
de Pitagoras y, para el mismo fin, yo
mismo utilicé una escena de la pelicula M-
sion Imposible I1I (Sorando, 2018: 121-123).
En ambos casos, aparte del factor moti-
vacional, en lo estrictamente matematico
se trataba de ejercicios convencionales.
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Figura 3. La pitagodrica celebracion de Pogba
(Diario As 15/11/2016)

Tal vez os estéis preguntando: «;Pogba o
Mision Imposible son vida cotidianary. Segin
se mire. Volveremos sobre ello.

— Contar historias. Articular un relato pro-
ximo y creible nos acerca a una tarea que,
enunciada sin mas y por sf misma, tal vez
para el alumnado carezca de interés. Porque
los profesores somos contadores de histo-
rias... si, también los de matematicas. Y
quien no lo asume, probablemente esta
contando en sus clases una repetitiva y mala



historia interminable. Un problema mate-
matico puede empezar por «esta mafiana,
al venir al instituto he visto...» o «sabéis
qué dijeron ayer en la television?» o «han
estrenado una pelicula donde. . .». Con bien
poco traemos a nuestra vida la tarea.
Ejercitar ]a mirada matematica. Para ello, ofre-
cer imagenes ficas en sugerencias matematicas
sin hacerlas explicitas de entrada: «;Qué os
parece este anuncio, esta noticia?, ¢veis algo
especial en esta fotografiary. Que sean los
estudiantes quienes aplicando su curiosidad
sobre ellas, den forma a las cuestiones.
Aplicaciones reales. Siempre que no pre-
cisen una amplia explicacién previa para
poder comprender la naturaleza de la tarea
matematica. Por ejemplo, en el IES Valle
del Jiloca de Calamocha (Teruel), en el
marco del proyecto interdisciplinar Pargue
agricola de los secanos del Jiloca® se buscaba
conocer la densidad (semillas/ area) con-
seguida con cada método de siembra. Fue
necesario calcular areas de parcelas irre-
gulares, lo cual derivé en el aprendizaje
practico de la triangulacion y de la formula
de Herén del area de un tridngulo, cono-
cidos sus lados. También se realizaron
muestreos y posteriores estadisticas sobre
el crecimiento de las distintas semillas.
Situaciones problematicas de la vida pro-
pia y familiar. Siempre que sea posible, a
mi juicio esta es la via mas deseable y fruc-
tifera. Segun Emmanuel Kant, persona es
quien ante una situaciéon examina lo que
puede hacer, analiza qué debe hacer y des-
pués lo hace. Desde ese punto de vista, la
educacion entendida como desarrollo per-
sonal debiera cultivar la resolucion de pro-
blemas, donde las matematicas juegan un
papel esencial, proporcionando conceptos,
instrumentos y método. Pero, dicho lo
cual, la solemnidad de la cita kantiana no
debiera llevarnos a identificar problemas
con asuntos trascendentes o decisivos.
Nuestros problemas de aula debieran ser
estimulantes, curiosos y, a ser posible, di-
vertidos.

La primera tarea en una situaciéon adornada
por anécdotas y vivencias, sera formular
buenas preguntas; luego, separar la infor-
macion relevante de la que no lo es; a con-
tinuacion, disefiar un modelo matematico,
o hacer una tabla, o un grafico, aplicar una
notacién adecuada, etc. Después, razonar
sobre este planteamiento ya en terreno
matematico, haciendo conjeturas y dise-
flando busquedas; y al final, solo al final,
realizar los calculos pertinentes, para los
cuales usemos los medios tecnolégicos a
nuestro alcance. El objetivo, como reco-
mendaban Hairer y Wolfram, es pensar
matematicamente, no hacer cuentas.

¢Qué es la vida cotidiana?

Esa pregunta no es de respuesta tan obvia como
a primera vista puede parecer. Se pueden distin-
guir al respecto varias categorias de hechos que
pueden cruzarse y complementarse:

— Todo lo que vivo y me importa. Cuando en la

primera clase de cada curso, buscando co-
nocer a mis alumnos y alumnas, les pre-
guntaba «escribe algo que sea importante
para ti» solian repetirse estas respuestas:
«mi familia», «mis amigosy, «sacar buenas
notas y pasar de curson, «las redes socialesy,
«os videojuegos», «el deporte que prac-
tico», «mi mascota» y «mi pueblo» (bas-

Figura 4. Camino a la escuela (Pascal Plisson 2013)
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tantes familias aunque viven en la ciudad
tienen sus raices en un pueblo al que re-
gresan en dfas festivos y vacaciones). En
otro lugar y tiempo tal vez las respuestas
fueran otras porque las urgencias cotidia-
nas también lo fueran (por ejemplo, el ca-
mino a la escuela puede ser una cémoda
rutina en una moderna ciudad o una aven-
tura penosa y arriesgada en un medio rural
del Tercer Mundo).

Cualquiera de esos nucleos de vivencias e
intereses del alumnado son fuentes prioti-
tarias de situaciones a explorar pues, ademas
de acercar las matematicas a sus vidas, con-
llevan autoestima («soy importante») y cer-
canfa afectiva con el profesorado (de im-
portor). Nuestra labor como docentes de
matematicas consiste en mostrar que existe
una mirada matematica eficaz en la com-
prension y gestion de tales situaciones.
Todo lo gque vivo, aunque no me importe. E1 pro-
fesorado, como observador externo, puede
advertir otros elementos cotidianos que
influyen en la vida del alumnado y que les
pasan inadvertidos por su edad e inexpe-
riencia. Nuestra misiéon como educadores
incluye abrir sus ojos a esa realidad igno-
rada, lo que conlleva a menudo sensibili-
zatles hacia lo familiar y lo social. Puede
ser el caso del sistema de transportes que
usan a diario, el reparto de las tareas do-
mésticas, la pension de sus abuelos, las no-
ticias de fraude y corrupcion, los sistemas
electorales, los datos de desigualdad social,
el recibo de la luz, las ofertas comerciales,
la dieta alimenticia, etc.

Todo lo que me importa, aunque no lo viva direc-
tamente. Quedan, ademas, aquellos elemen-
tos cotidianos que no afectan a sus vidas
pero pueden llegar a interesarles, movidos
por una actitud de curiosidad sobre lo cer-
cano (hallazgos y sucesos destacables, lu-
gares y edificios del bartio, horarios comer-
ciales, reciclaje de residuos, geometria de
envases y de logotipos, etiquetado de pro-
ductos de consumo, regulacion del trafico,
etc.). Pero también pueden interesarles por
una interiorizacion de hechos y contextos

externos, incluso de ficcién, que entran en
nuestras casas a través del televisor e Inter-
net (una teleserie de éxito, clasificaciones
deportivas, una campana publicitaria, etc.).
En unos y otros, el profesorado compartira
su propia mirada matematica y ademas de-
bera estar al dia, porque lo que ayer era co-
tidiano hoy no lo es (¢quién se acuerda de
la pionera red social Tuenti, tan extendida
entre el alumnado hace 10 afios?) y quién
sabe cuanto durara lo mas actual, que no
por fugaz carece de potencial matematico.
Por ejemplo, en 2016 hacia furor el juego
Pokemon Go y hubo profesores que vie-
ron en ¢l oportunidades de aprendizaje.
Se publicaron articulos como «Aprende
matematicas con Pokemon Go» de Clara
Grima en Cienciaxplora (28/07/2016) y
«Solo hace falta un poco de matematica
para localizar a ese Pokémon que sale en
el radar» de Matfas S. Zavia en Gizmodo
(08/11/2016). En 2017 lo que hacfa furor
era el Spinner y también hubo quienes le
sacaron partido para el aula, con activida-
des de calculo mental asociadas.

En 2018 no hay juego de moda, pero he-
mos tenido el Mundial de Fuatbol en Rusia.
Los alumnos espafioles estaban ya de va-
caciones, pero el curso segufa en el hemis-
ferio austral. En la prensa argentina se pu-
blicaron titulares como «lLas matematicas:
del Mundial a las aulas. Los chicos pueden
aprender matematicas con la seleccién» en

La 170z (07/06/2018).

Figura 5



— La cotidianeidad matematica. Se trata de una
cotidianeidad forzada por el profesorado,
al poner de relieve e incluso organizar efe-
mérides matematicas. Si en las categorias
anteriores se hacia matematico lo cotidiano
(loteria de Navidad, sorteos de la Cham-
pions League, etc.), ahora nos referimos a
hacer cotidiano lo matematico. Ejemplos:
Dia de Pi, semana matematica, dias pita-
goricos, dias capicuas, descomposicion fac-
torial del Afio Nuevo, Dia Escolar de las
Matematicas, etc.
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Figura 6

Resulta complejo definir /o cotidiano y atn la
realidad. Para sus investigadores, algo tan abstracto
como el teorema de Clasificacion de Grupos Fi-
nitos fue un elemento central de su realidad co-
tidiana durante afios. Quizas por ello este sea el
momento de dejar bien claro que las matematicas
no se justifican solo en sus aplicaciones, exis-
tiendo motivaciones intrinsecas como la supera-
cién de un reto intelectual («porque esta ahi»,
que dijera George .. Mallory preguntado por su
obstinacion en escalar el Everest) y otras de tipo
estético, que defendia G. H. Hardy. Ademas,
como escribié Pedro Puig Adam (1945): «El
unico conocimiento que nunca se aplica es el
que no se tienex.

En este articulo no se propone una ensefianza
utilitarista de las matematicas sino, como ya se
dijo, mostrar que, de un tipo u otro, las matema-
ticas tienen finalidad. Y ahi dar cabida a situa-
ciones cotidianas que, de forma incomprensible,

a menudo estan ausentes en una educacion que
se dice comprensiva.

Y no olvidemos que nuestra propia actitud
hacia las matematicas sera el primer y tal vez mas
convincente mensaje que llegara al alumnado.
En palabras de Willy Servais (1980): «Ensefiar es
un oficio dificil, tal vez despiadado, pues no po-
demos ensefiar a nuestros alumnos lo que noso-
tros no somos. Lo mejor de nuestra ensefanza
es, en fin de cuentas, la humanidad que haya en
nosotros. Si no proponemos nada humano, nues-
tro papel es irrisorion.

40 anos después

Si hoy recibiera una pregunta similar a la que 40
afios atras hice a mi profesor de Algebra, «para
qué las matematicasry, mi respuesta serfa: «Las
matematicas que aprendas en el colegio y en el
instituto te permitiran comprender mejor la rea-
lidad, lo cual te hara disfrutarla mas; y también
te ayudaran a tomar las decisiones mas acertadas,
que es algo importante para vivir mejom. Dis-
frutar y vivir bien son objetivos universales. Creo
que esa respuesta la comprende cualquiera.
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Anexo. Actividades de aula
En cada una de las siguientes situaciones, tras
recopilar y exponer la informacion, es muy inte-



resante que sean los chicos y chicas quienes plan-
teen sus propias preguntas. En este caso, seremos
N0Sotros.

Analiza matematicamente estas ofertas

Quitar el 21% del precio final es quitar el IVA? ¢Qué porcentaje
habria que quitar para conseguirlo? ¢ Esta oferta es mejor o peor
para el cliente? ¢ Es mejor un descuento de 21 € o del 21%? ¢Qué
% de descuento se aplica en la segunda foto? ¢Qué opinas?

La pension de la abuela

En octubre de 2017, los jubilados salen a la calle y se hacen oir.
éPor qué protestan?

Cada cual puede pedir a su abuelo o abuela la carta del
Ministerio de Empleo y Seguridad Social donde, a primeros de
afo, se le informaba de una subida del 0,25% de su pension.
Centrémonos en el caso de la abuela Francisca. Su pension a
partir del 1 de enero pasaba a ser de 637,70 € mensuales. Al
mismo tiempo, los noticiarios informaban de que el IPC
interanual habia subido un 3%. Se estima que en el préximo
lustro el IPC subird, por término medio, un 1,8% anual y que las
pensiones lo seguiran haciendo en un 0,25%.

¢Realmente ha mejorado con la dltima subida la economia de la
abuela? Calculemos afio a afio, durante el préximo lustro, la
evolucién de la pensién y la del IPC; también, la variacion del
poder adquisitivo. Las expresaremos como funciones,
algebraicamente y mediante graficas. Compararemos las
situaciones actual y a cinco afos vista.

Atletismo

En la clase hay tres compafieros que practican el atletismo. Uno
de ellos, Juan, corre los 400 m lisos. Este sabado le hice una foto
en la salida.

Unos corredores estdan mas adelantados que otros. éPor qué
motivo? ¢Cual es la compensacion que se debe dar al corredor
de la calle 2 con respecto al de la calle 1? Busca los datos
necesarios. Para el resto de las calles, éhay siempre la misma
compensacién o es diferente? Razénalo sin necesidad de
calcularlas una a una.

La cafia doble

Analiza matematicamente esta publicidad:,

i

Tl e _ T

[ iy L] ] T i

FENR L LR

(Lo LU BT R S

Figura 7. La pensién de la abuela



Descuento de cumpleaiios

Una importante cadena de tiendas de cultura y ocio envia a sus
clientes registrados esta tarjeta de felicitacion cuando llega su
cumpleafios:

HOY ESUN BUEN DiA PARA PENSAR EN TU EDAD 0
§ LA MULTIPLICAS POR 3 FAMLIARES QUE NO SE ACORDARAN DE TU CUMPLE,
LE SUMAR 15 LLAMADAS QUE TENDRAS QUE RESPONDER. e oMece),
LOMULTIPLICAS POR 2 BESOS QUE TE DARA CADA PERSONA CUE VEAS
¥ LO DIVIDES ENTRE 6 REGALOS QUE RECIBIRAS iqzie euioiia
TE SALDRA UN MOMERO 0
9 LE RESTAS TU EDAD Y LO MULTIPLICAS POR 2 VECES QUE TENDRAS
QUE HACER ESTA OPERACION ieono ponc, OBTENDRAS
EL DESCUENTO QUE TE REGALAMOS %) EN TU PROXIMA COMPRA

IFELICIDADES!

¢Cudl seria tu descuento este afio? ¢Y al afio que viene?
éSiempre el mismo? éPor qué?

Camino de clase

Describe cudl es tu camino diario de casa a clase. Haz
estimaciones razonadas de la distancia que recorres, por
diversos métodos. Obtén con Google Maps la distancia exacta
que recorres. ¢Qué errores absolutos y relativos has cometido
en cada estimacion? Analiza las causas de esas diferencias.

Si vienes caminando: ¢Qué tiempo tardas? ¢ Cudl es tu velocidad
media? Estima razonadamente el nimero de pasos que das.

Si vienes en el autobus urbano: ¢Qué frecuencia tiene? ¢Cual es
la probabilidad de que al llegar a la parada debas esperar menos
de 3 minutos?

Buen sueldo

En TV han dicho: «Messi duplicara su salario fijo, de los 22,8
millones actuales a los 39,4 de la temporada que viene» (La
Sexta 09/03/2016). ¢ Qué te parecen esos datos?

¢Cudl es el salario por hora de Messi? ¢Cuantas pensiones de la
abuela se pueden pagar con su préximo sueldo? Si se le aplicara
la misma revalorizacion que a la pension, écuadl seria su nuevo
salario? ¢Qué porcentaje de subida va a tener realmente?

Loteria
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Herieg HAACIRE  Peeses 07 ds Bhisrsbrs o J0AN

1Enhcrabasnal
[T DT T ¢y | [P ———

£ Elill s

Premicn B #ale dhSano

Observa esta captura de pantalla de la web de la Organizacion
Nacional de Loterias del Estado. Corresponde a la comprobacion
de premios de alguien que jugaba 3 € y gané 21 €. ¢Cuantos
premios diferentes acumulé? ¢Cudl es la probabilidad de ser
agraciados con esa multiple coincidencia?

Una suerte sospechosa

Ganar el Gordo de la loteria es muy poco probable pues hay
100000 numeros en juego. Para mejor apreciarlo, imagina una
pila de 100000 hojas de papel y estima su altura. Piensa luego
que un boleto es solo una hoja de esa torre.

Un conocido politico, hoy condenado por fraude fiscal, en 12
afios cobré 10 veces el primer o el segundo premios de la
loteria. Calcula cudl es la probabilidad de que tal cosa ocurra si
durante ese tiempo se juega un numero de loteria en cada uno
de los 103 sorteos anuales. Relacidnalo de nuevo con la altura
de una pila de hojas de papel. «Tengo mucha suerte» declaraba
el interesado entre risas. Si no fue la suerte, écudl parece ser la
explicacion?

Jose MARiA SORANDO MuzAs
<jmsorandom@gmail.com>

2 Enrecuerdo del gran Jorge Wagensberg (1948-2018), autor

de tantos libros esclarecedores. Entre ellos, A mds cémo, menos
por qué (Metatemas. 2006).
3 Enlinea: <http://parqueagricola.blogspot.com/>.

1 Este articulo es la versidn actualizada de la ponencia del
mismo titulo que fue presentada por el autor en el VIII CIBEM (Ma-
drid, julio 2017).
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Las estadisticas avanzadas son una forma de estudiar lo
que ocurre en una cancha de baloncesto a través del
analisis de datos objetivos. Permiten una mirada mas
profunda que las estadisticas tradicionales y evaltan de
manera mas certera la aportacion de un jugador o la
produccién de un equipo. El baloncesto esta sufriendo
una pequefia revolucién en este sentido, y en poco mas
de una década hemos pasado de las planillas que no
pasaban de una docena de datos por jugador, a un
torrente cada vez mayor de estadisticas en espera de ser
analizadas.

Palabras clave: Deporte, Estadistica, Correlacion,
Divulgacion, Secundaria y Bachillerato.

Advanced Statistics in Basketball

Advanced stats are a way to study what happens on a
basketball court through objective analysis. They allow a
more-in-depth look than traditional stats, and they
evaluate more accurately the contribution of a player or
the production of a team. Basketball is undergoing a small
revolution in this way, and in just over a decade we have
gone from a few data in box scores to an increasing
guantity of statistics waiting to be analyzed.

Keywords: Sport, Statistics, Correlation, Popular science,
Middle and High School.

Las estadisticas avanzadas

en el baloncesto

PAULO GONZALEZ OGANDO

«Statistics are like bikinis. What they reveal is
suggestive, but what they conceal is vital»! es
una cita de Aaron Levenstein (Murray, 2010),
quien fue profesor en el Baruch College de
Nueva York, aunque en el mundillo del balon-
cesto suele atribuirse al entrenador Bozidar Malj-
kovi¢ (Shell y de Andrés, 2008). Los aficionados
al deporte son con frecuencia consumidores ha-
bituales, algunos casi compulsivos, de estadisticas
y nimeros que contribuyan a mejorar su conoci-
miento del juego, de lo que sucede sobre la can-
cha, estadio o pista.

Las estadisticas tradicionales

Uno de los deportes en los que tradicionalmente
mas patente ha sido este hecho es el baloncesto,
y hoy es sencillo encontrar no solo los resultados
de los encuentros, sino también estadisticas sen-
cillas por jugador como puntos anotados, faltas
cometidas o tiros intentados y convertidos, en
partidos tan lejanos en el tiempo como la primera
final del torneo NCAA? (1939) 0 —solo los pun-
tos por jugador— incluso en la final del primer
Campeonato de Espafia de 1933°.



Durante los ultimos afos, la importancia de
las estadisticas en los deportes profesionales ha
crecido de forma gradual, y este crecimiento ha
llegado al aficionado sobre todo desde la apari-
cion de Moneyball (Lewis, 2003), un famoso libro
(v postetior pelicula) que narra la historia de un
equipo de béisbol que utiliza enfoques estadisti-
cos novedosos ¢ inusuales como ayuda en la
toma de decisiones directivas en el camino hacia
la consecucion del éxito deportivo. Esta popula-
rizacion de las estadisticas deportivas se ha hecho,
de la mano de Internet, accesible hoy en dfa para
todo el mundo. En baloncesto existen multitud
de paginas web en las que datos numéricos y es-
tadisticos gozan de especial atencion; algunas de
las que mas alcance tienen son, por ejemplo:

www.82games.com
www.basketball-reference.com
www.apbr.org

www.keyhoops.com
www.nbastuffer.com

LLa NBA (National Basketball Associaton) es
la competicién de baloncesto mas importante del
mundo. Al principio de la década de los 80, mo-
mento en el que introduce en el juego los tiros
triples (de 3 puntos), pasé a incluir en sus planillas
estadisticas (conocidas por el anglicismo box score,
figura 2) los siguientes apartados:

\

Figura 1. Logotipo de la NBA

1 g
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— Tiros de campo (incluyen los de 2 y 3 pun-
tos) intentados (FGA), convertidos (FGM)
y en porcentaje de acierto (FG%).

— Tiros triples, de 3 puntos, intentados
(BFGA), convertidos (BFGM) y en pot-
centaje de acierto (3FG%).

— Tiros libres, de 1 punto, intentados (FTA),
convertidos (FTM) y en porcentaje de
acierto (FT%).

— Puntos totales anotados (PTS).

— Faltas personales cometidas (PF).

— Asistencias (AST).

— Rebotes defensivos (DREB), ofensivos
(OREB) y totales (REB).

— Tiros taponados (BLK).

— Pérdidas de balén (TO).

— Recuperaciones de balén (STL).

— Minutos jugados (MIN)*.

En la actualidad se toman muchos mas datos
de los que hemos situado en un box score tradicio-
nal. No hace tanto, cada equipo solia disponer de
algin entrenador asistente cuya labor era anotar
cualquier estadistica que el equipo técnico hubiese
decidido que era digna de estudio. Hoy esas esta-
disticas se hacen publicas en la pagina web
<http://stats.nba.com/>, hay del orden de 100°.
Para poder llevar a cabo una recogida de datos
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Figura 2. Un box score tradicional



de tal calibre, ]a NBA usa un sistema llamado
Sport VU (Shea, 2014). Son seis camaras instala-
das en la pasarela situada en lo alto de cada pabe-
ll6n, ademas de un software especifico que realiza
un seguimiento de todos los jugadores y del balon
25 veces por segundo®. Este sistema proporciona
una cantidad enorme de datos esperando a ser
analizados, pudiendo conseguir mas informacion
de la que tradicionalmente se disponfa.

Asi, nace el planteamiento de cémo usar esos
datos basicos —ya sea por partido o por tempo-
rada— para analizar el desempefo de un jugador
o un equipo (Winston, 2009). Existen multitud
de parametros que se basan en los datos incluidos
en los box scores tradicionales y que pretenden
proporcionar informacién sobre algun aspecto
concreto del juego. El analisis del baloncesto a
través de evidencias objetivas y estadisticas se
conoce como APBRmetrics (Association for Pro-
fessional Basketball Research Metrics).

Pace and space

Desde que Erik Spoelstra popularizé el término
pace and space’, este se ha extendido y asumido
con rapidez, y es ampliamente reconocido entre
los analistas que esta es, en la NBA, la era del
ritmo y el espacio, como podriamos traducir al cas-
tellano esa expresion inglesa®.

Las estadisticas avanzadas a nivel de equipo co-
mienzan con el conocimiento del ritmo al que se
juega. Por poner un ejemplo’, Los Nets, en la tem-
porada 2012-13, eran el quinto equipo que menos
puntos por partido recibfa, pero eran a la vez el
equipo que mas lento jugaba, que menos posesio-
nes disponia por partido. Basindonos en estadisti-
cas por partido, dirfamos que eran un buen equipo
en el terreno defensivo, pero algunas estadisticas
avanzadas nos muestran que, ajustadas a su ritmo,
tenfan una eficiencia bastante peor. La tasa defen-
siva (explicada mas adelante), por ejemplo, situaba
al equipo como el 17.° de los 30 de la liga.

Cuando dos equipos se enfrentan, basica-
mente tendran el mismo nimero de posesiones
cada uno, por tanto para el analisis del choque,
las estadisticas que no se ajusten al ritmo pueden

llegar a ser inttiles. Por ello, es crucial saber como
hallar el nimero de posesiones, dato que poste-
riormente se utiliza en el calculo de un buen nu-
mero de estadisticas avanzadas. Aunque existen
distintas formas de calcular el numero de pose-
siones, como la propuesta por Kubatko y otros

(2007), a dia de hoy la NBA lo hace asi'":

posesiones = 0,96-(FGA — OREB + TO + 0,44 -FTA) "

El factor 0,44 esta fundamentado en varios
motivos: que un jugador anote y reciba una falta,
lanzando as{ un tiro libre que no supone una po-
sesion, que se lance un tiro libre por una falta
flagrante o técnica, o que cuando se hace una
falta sobre un lanzamiento triple, se tiran tres
tiros libres. La NBA ha determinado que sobre
el 44% de los tiros libres suponen posesion %

Igualmente, el factor 0,96 se explica por los
llamados rebotes ofensivos de equipo, situaciones
en las cuales tras un tiro fallado un defensor toca
el balén y lo impulsa fuera de banda; la posesion
continiia pero no se apunta rebote ofensivo a
ningun jugador.

Algunas estadisticas avanzadas

Asi, las estadisticas avanzadas hacen uso de las
estadisticas mas basicas, las que podemos llamar
tradicionales, para intentar alcanzar una com-
prension mas profunda de lo sucedido durante
los partidos. El nimero de estadisticas de este
tipo es muy grande, y mas que se siguen desa-
rrollando; en estas paginas no hay espacio para
todas ellas, pero vamos a tratar de enumerar al-
gunas de las mas habituales.

Si no se hace ninguna aclaracién al respecto,
la definicion de una estadistica esta sacada de
<http://stats.nba.com/help/glossary/>. Ade-
mas, los datos especificos de las tablas han sido
extraidos de <http://stats.nba.com/players/
advanced-leaders/>.

Effective Field Goal Percentage (EFG%), o pot-
centaje efectivo de acierto en los tiros de campo.
Para valorar la calidad del tiro, mejora al porcen-
taje simple de acierto en los tiros de campo, pues
da a los triples un 50% mas de importancia ya



que estos suponen un 50% mas de puntos. Se
calcula como:

EFGY% — FGM +0,5-3FGM
FGA

True Shooting Percentage (TS%), o porcentaje
verdadero de tiro. Al igual que el EFGY%, trata
de medir la eficiencia de un jugador en el tiro,

pero incluye también los tiros libres, cosa que
no hace el EFG.

(PTS)

TSY =
2-(FGA+0,44-FTA)

En la tabla 1 podemos ver un ejemplo de las
medidas mas habituales para evaluar el acierto
en el tiro de los jugadores: el porcentaje de acierto
en tiros de campo (FG%), el porcentaje efectivo
de acierto en los tiros de campo (EFG%) y el
porcentaje verdadero de tiro (TS%). Hemos in-
cluido los datos de los cuatro jugadores mas vo-
tados en la eleccion del MVP (premio al jugador
mas valioso de la temporada) de 2017 .

Jugador FG% EFG% TS%
Russell Westbrook 42,5 47,6 55,4

James Harden 44,0 52,5 61,3
Kawhi Leonard 48,5 54,1 61,0
LeBron James 54,8 59,4 61,9

Tabla 1. FG%, EFG% y TS%

Vemos cémo hay un jugador que, teniendo
FG% y EFG% muy superiores a los demas, tiene
un TS% casi igual a otros dos, debido a su menor
acierto en los tiros libres. O cémo la escasa dife-
rencia en FG% entre Harden y Westbrook se ve
aumentada en los otros dos porcentajes a causa de
la gran cantidad de triples anotados por Harden.

Efficiency Rating (EFF), indice de eficiencia. Se
trata de un sistema muy simple y poco revelador,
pues asigna la misma importancia a datos que
tienen claramente pesos diferentes en el juego,
lo cual lleva a sobrestimar ciertas tipologfas de
jugador y a infravalorar otras. En un partido, la
eficiencia de un jugador se calcula como:

EFF = PTS + REB + AST + STL. — TO —
—(FGA —FGM) —(FTA—FTM)

Player Efficiency Rating (PER) ', o indice de efi-
ciencia del jugador. Elaborado por el analista
John Hollinger (2002), se trata de un indice que
mide la productividad de un jugador por minuto
de juego, para lo cual suma todas las aportaciones
positivas de un jugador y resta todas las negativas,
con pesos distintos de 1. Una caracteristica esen-
cial de este valor es que esta ajustado para que la
media de los jugadores sea 15 (Winston, 2009).

Como apunta David Berri'®, un fallo impot-
tante de este indice es que un jugador con muy
malos porcentajes de tiro (menos del 25% en
triples, menos del 33% en tiros de campo) puede
incrementar su PER... haciendo mas tiros; esto
procede de los pesos incorrectos asignados en la
formula. Y tiene poco sentido el suponer que un
jugador puede mejorar su contribucién aumen-
tando aquello que hace mal.

Hollinger ha desarrollado otro indice llamado
Game Score (GS), o marcador del partido, que
tiene la misma finalidad que el PER, medir la ac-
tuacion de un jugador durante un partido. Se
trata de una simplificacién del propio PER, y de
hecho tiene sus mismos defectos. Se calcula de
la siguiente manera '®:

GS=PTS+0,4- FGM—0,7-FGA —
—0,4-(FTA—FTM)+0,7-OREB +
40,3-DREB+STL+0,7-AST +
+0,7-BLK —0,4-PF — TO

Un método analitico que puede proporcionar
informacion para entender la relacion entre dife-
rentes variables es el estudio del coeficiente de co-
rrelacion lineal entre dos variables (Severini, 2015).

David Berri ha encontrado ’, evaluando datos
de la temporada 2005-06, fuertes correlaciones
(del orden de 0,98) tanto entre el GS y el PER,
como entre el GS y la tasa de eficiencia. Esto
nos permite sugerir que las propuestas de Ho-
llinger son simplemente una recomposiciéon de
la eficiencia, pero que las tres ordenaran la ac-
tuacion de los jugadores casi siempre de la misma
manera. Ademas, con datos de la temporada
2004-05, ha encontrado también una correlacion
de 0,95 entre la eficiencia y los puntos anotados
(Berri y otros, 2006), mostrando qué jugadores
se ven sobrevalorados con estos indices: aquellos
que destacan en anotacion.



Player Impact Estimate (P1E), o impacto esti-
mado del jugador. Se trata de una mediciéon que
busca indicar la contribucion estadistica del ju-
gador o el equipo respecto de las estadisticas to-
tales de los partidos en los que juega. Busca me-
jorar la eficiencia antes comentada incluyendo
las faltas personales cometidas y afiadiendo un
denominador, gracias al cual la NBA cree que
no es necesario considerar el ritmo empleado.

La pagina web oficial de la NBA asegura, sin
mas explicacion, que la correlacion entre el PIE
de los equipos y el porcentaje de partidos ganados
es de 0,953 ", lo cual supondtia una dependencia
bastante fuerte.

La estadistica total del jugador equipo o pat-
tido se calcula asf:

estad. total = PTS +FGM + FTM —FGA —

—FTA+DREB+0,5-OREB + AST +

+STL +0,5-BLK —PF—~TO

Valor que se usa en el calculo del PIE:

estadistica total del jugador o del equipo

PIE = : :
estadistica total del partido

En la tabla 2 utilizamos otra vez a los mismos

jugadores de la tabla 1 para mostrar sus tasas de

eficiencia (EFF), tasa de eficiencia del jugador

(PER) e impacto estimado del jugador (PIE).

Las tres pretenden medir lo mismo con un valor
unico, la actuacion general de cada jugador.

Jugador EFF PER PIE
Russell Westbrook 33,8 30,6 23,0

James Harden 32,4 27,4 19,0
Kawhi Leonard 25,3 27,6 17,4
LeBron James 31,0 27,0 18,3

Tabla 2. EFF, PER y PIE

Usage Percentage (USG%), o porcentaje de uso.
Es el porcentaje de jugadas del equipo wtilizadas
por un jugador. Se calcula mediante las posesio-
nes terminadas por ese jugador, en funcién del
nimero de posesiones totales mientras el jugador
esta en pista. Se calcula asi:

FGA + 044 -FTA +TO

posesiones

USG% =

En la temporada 2016-17 el jugador con me-
jor porcentaje de uso fue Russell Westbrook(fi-
gura 3", con un 40,8%*". Pero no solo del afio,
sino que fue el dato mas alto alcanzado desde
que se tienen datos al respecto, 19867, lo que
nos permite deducir que desde entonces no ha
habido en la liga un equipo tan centrado en un
solo jugador como los Oklahoma City Thunder
lo estuvieron en Westbrook, quien por otra parte
fue premiado con el MVP de la temporada.

Figura 3. Russell Westbrook (0) y John Wall (2)

Offensive rating/ deffensive rating, o tasa ofensiva/
tasa defensiva, que fueron creadas por Dean Oli-
ver (2004). Se hallan de la siguiente forma:

tasa ofensiva = puntos anotados/posesiones
tasa defensiva = puntos recibidos/posesiones

Se trata de un parametro a nivel de equipo,
pero si se calculan con los puntos logrados mien-
tras un determinado jugador esta en cancha, tam-
bién puede ser revelador a nivel de jugador.
Como comentamos con anterioridad, en ocasio-
nes es necesario realizar un ajuste al ritmo em-
pleado para poder evaluar con acierto la eficiencia
ofensiva o defensiva.

Los dos siguientes parametros se pueden cal-
cular, si bien no a partir de las estadisticas tradi-
cionales que hemos venido usando en los ante-
riores, si a partir de lo que solemos llamar
Pplay-by-play (que empezé a registrarse en 1986),



el desarrollo paso a paso de todo lo que ocurre
durante el partido, incluyendo los cambios de ju-
gadores; esto ultimo permite conocer en todo
momento cuales son los quintetos que ambos
equipos tienen en cancha.

Indice + /-. Esta estadistica se calcula mediante
el diferencial de puntos logrado por el equipo
cuando el jugador esta en cancha y en el banquillo.
Se puede expresar por 48 minutos (duracion de
un partido NBA) o por 36 minutos, para relativizar
el tiempo jugado. El mayor problema que presenta
para calibrar la actuacién de un jugador concreto,
es que depende de la calidad de los demas juga-
dores en cancha. Asi, los mejores en este apartado
siempre pertenecen a los mejores equipos.

Indice +/- ajustads. Resulta una mejor aproxi-
macién que el parametro antetior, pues el +/- se
ajusta al resto de jugadores presentes en la cancha
en cada momento. Esta estadistica indica con cuan-
tos puntos adicionales contribuye un jugador a la
anotacion de su equipo en comparacion con el ju-
gador medio de la liga durante la duracion de un
partido tipico, considerado de 100 posesiones
(Winston, 2009). Desctrito por Dan Rosenbaum#,
se considera ajustado dado que parte del +/- an-
terior y aplica un modelo de regresion lineal para
incluir el impacto de los demas jugadores en pista;
los resultados han sido centrados para que el juga-
dor medio de la liga tenga un +/- ajustado de 0.
Esta estadistica esta limitada en su valor por el ele-
vado tamafio de la muestra necesario para minimi-
zar los errores de estimacion o por su incapacidad
para discernir los efectos de dos jugadores que ha-
bitualmente coinciden en sus minutos de juego.

Por ultimo, citaremos un parametro bastante
usado en una de las webs especializadas en ba-
loncesto que mas visitas reciben, Basketball Refe-
rence. Bs, ademas, una buena muestra de la com-
plejidad que pueden llegar a alcanzar los calculos
de este tipo de estadisticas avanzadas.

Win Shares (WS), o contribucion a la victoria.
Para calcular la aportacion de un jugador al éxito
de su equipo, este indice usa estadisticas del ju-
gador, del equipo y de la liga. Y esta calculado
de forma que la suma de los datos de todos los
jugadores de un equipo dado sera aproximada-
mente igual al nimero de victorias del equipo en
la temporada. Fue desarrollado por Bill James

(2001) originalmente para el béisbol, y posterior-
mente adaptado para el baloncesto por Justin
Kubatko, fundador de Basketball Reference.

Su célculo es bastante complejo, y hacetlo a
mano llenarfa varias paginas, aunque podemos
encontrarlo pormenorizado en Baskethall Refe-
rence™. Para comprender en qué consiste, el pti-
mer paso se encuentra en el calculo de otras es-
tadisticas avanzadas mas sencillas como la tasa
defensiva, los puntos producidos o las posesiones
ofensivas (disponibles en Oliver, 2004). Se usan
estadisticas del jugador, del equipo y del total de
la liga, con ellas se obtienen un dato marginal
ofensivo y otro defensivo para cada jugador, una
forma de valorar su produccion en relaciéon con
el total de la liga. Por tltimo, se suman estos dos
datos y se obtiene la WS.

Un dltimo ejemplo

Para terminar, vamos a mostrar un ejemplo de
como las estadisticas avanzadas pueden ofrecer
una visién distinta a las tradicionales.

Segun Basketball-Reference®, durante la tempo-
rada 2016-17 Marc Gasol (figura 4%) ha cogido
0,3 rebotes totales (ofensivos y defensivos) por
partido, lo que le ha colocado como el 60.° en
rebotes por partido, el 32.° en su posicion (la de
pivot o center). Teniendo en cuenta ademas que
es el 26.° en minutos jugados por partido, parecen
datos suficientes para poder calificarle como un
mal reboteador.

Observando su forma de jugar durante los
partidos, da la sensacion de que su entrenador
no le encomienda estar pendiente de los rebotes
ofensivos debido a motivos tacticos (distribucion
de juego en el poste alto, balance defensivo). Por
ello, nos fijaremos en los rebotes defensivos, que
s{ parecen estar entre las tareas asignadas. Aqui
es el 35.°, con 5,5 por partido. Mejor, pero atn
asi lejos de la élite, pues seria el 18.° entre los pi-
vots, y son muchos los analistas que le consideran
uno de los candidatos a mejor pivot de la liga*.

Pero si valoramos las estadisticas avanzadas,
podemos dar una vuelta al analisis. Considerare-
mos un parametro que aun no habfamos tenido
en cuenta: el porcentaje de rebotes defensivos
(DREBY%), calculado como el porcentaje de veces



Figura 4. Marc Gasol (33) y Blake Griffin (32)

que un jugador o equipo coge el rebote, respecto
del total de jugadas en las que un rebote esta dis-
ponible. Pues bien, segiin datos de <www.82ga-
mes.com>?', el equipo de Marc Gasol, los Grizz-
lies, cogen un mayor porcentaje de rebotes
defensivos cuando Gasol esta en la cancha que
cuando esta sentado. Y esto ha sido as{ durante
las siete dltimas temporadas, y solo en las dos
primeras del jugador en la liga no sucedia.

Una estadistica avanzada muestra asi que, quizas,
Marc Gasol no sea tan mal reboteador. Esto se po-
drfa explicar incidiendo en que destaca impidiendo
que el rival coja el rebote, y aunque no lo coja él
mismo si favorece que acabe en manos de un com-
panero. Y si bien se trata de una estadistica con
bastante rwido, pues depende bastante de los com-
paferos y rivales que haya en pista en cada mo-
mento, esta nueva estadistica nos obliga, al menos,
a revisar nuestra valoracion inicial en base a las es-
tadisticas tradicionales, y puede conseguir aportar
una nueva informacién que estas no transmitfan.

Algunas propuestas para el aula

El articulo apunta hacia diversas posibilidades
en cuanto a la utilizaciéon didactica que puede
darse a la informacién presentada. Si bien puede
no ser demasiado adecuado para trabajar en su
totalidad, si se pueden extraer algunas ideas de

las aqui expuestas para trabajar conceptos esta-
disticos utilizando el deporte como punto de
partida, pues se trata de un area que conecta muy
bien con cierto tipo de alumnado.

En 1.° de Bachillerato, tanto en la rama cien-
tifico-tecnolégica como en la de ciencias sociales,
se incluye entre los estandares de aprendizaje
evaluables el andlisis del grado de dependencia
lineal entre dos variables, extrayendo conclusio-
nes a partir del calculo del coeficiente de corre-
lacion lineal.

Una posible tarea para el alumnado de este
nivel consiste en extraer de la propia pagina web
de la NBA los datos necesarios para calcular dicho
coeficiente en el caso de la eficiencia y los puntos
anotados (o en alguno de los otros ejemplos men-
cionados mas arriba). Aparte de reforzar la com-
prension del concepto matematico y ayudar a la
mecanica realizacién de calculos con un objetivo
real contextualizado, la tarea se completa con la
confrontacion de los datos obtenidos por el alum-
nado con los expuestos por David Berri, a los
que ya hemos aludido. Si ademas el calculo se
hace tomando los datos de temporadas diferentes,
el analisis del coeficiente se hace mas interesante
al poder tener en consideracion posibles varia-
ciones temporales, pudiendo concluir si se trata
de un aspecto constante o variable en el tiempo.

En este nivel incluso se podria proponer al-
guna tarea de investigaciéon de mayor dificultad,
como tratar de encontrar alguna situacion similar
a la del ejemplo de Marc Gasol, en la cual las es-
tadisticas tradicionales parezcan indicar alguna
conclusion que las estadisticas avanzadas maticen
en otra direccion. Si bien para un profano en ba-
loncesto puede parecer una tarea muy compli-
cada, si el alumnado es seguidor habitual de este
deporte entonces es perfectamente accesible.

En niveles mas bajos de la ESO se incide en
la estadistica descriptiva unidimensional, lo cual
abre la puerta a actividades relacionadas con la
organizacion de datos estadisticos en forma de
tablas y graficas. La variabilidad de la dificultad
en tareas de este tipo es bastante grande, y son
asf mas adaptables por niveles.

En el primer ciclo proporcionaremos siempre
informacién especifica como punto de partida.
Pueden ser pequefias tareas como dar el nimero



de rebotes de Gasol en todos sus partidos para
que encuentren su media, o mas elaboradas como
mostrar datos tabulados del estilo de la tabla 1
para solicitar que representen graficamente la in-
formacién en un diagrama de barras y requerir
preguntas del tipo ¢qué jugador tiene peor FG%o?
o ¢cual de los jugadores piensas que ha estado
tirando mejor?

En el segundo ciclo el tipo de actividades a
proponer son parecidas a las del primer ciclo,
pero de mayor complejidad. Aumentar el numero
de parametros para calcular y analizar (cuartiles,
desviacion tipica) o proporcionar una guia para
que sea el alumnado quien realice la recoleccion
y elabore el tabulado de los datos, serfan tareas
mas apropiadas a este nivel.

En todo caso, hemos de ser cuidadosos con
el apartado estadistico escogido, pues el nimero
de jugadores en la liga es cercano a 500, cantidad
que solo es factible manejar si recurrimos al uso,
por ejemplo, de hojas de calculo como Excel.
En caso de pretender hacer los calculos a mano
o con calculadora, recomendamos limitar el es-
tudio a los jugadores que hayan obtenido los me-
jores valores en dicho apartado estadistico.

1 Una traduccion al castellano puede ser «las estadisticas son
como los bikinis, lo que muestran es sugerente, pero lo que escon-
den es vital».

2 <http://www.cbssports.com/collegebasketball/ncaa-
tournament/history/yearbyyear/1939>.

3 <http://www.acb.com/redaccion.php?id=29637>.

4 Un ejemplo de mediados de los ochenta: <https://www.
basketballreference.com/boxscores/198506090B0S.html>.

5 <http://stats.nba.com/help/glossary/>.

6 <http://www.espn.com/blog/playbook/tech/post/_/id/492/492>.

7 <http://www.espn.com/blog/truehoop/miamiheat/
post/_/id/11768/introducing-miamis-pace-or-space-offense>.

8 <https://sportselitel.wordpress.com/2017/05/21/pace-and-
space-the-new-era-of-nba/>.

9 <http://hangtime.blogs.nba.com/2013/02/15/the-new-nba-
comstats-advanced-stats-all-start-with-pace-and-efficiency/>.

10 <https://www.nbastuffer.com/analytics101/possession/>.

11 Alo largo del texto, en las férmulas usaremos los porcentajes
en tanto por uno, asi los parametros que devuelven un porcentaje
tendremos que multiplicarlos por 100 si queremos conocer el tanto
por ciento.

12 <https://www.nbastuffer.com/analytics101/possession/>.

13 <https://ak-static.cms.nba.com/wp-content/uploads/sites/
4/2017/06/2016-17-Kia-NBA-Most-Valuable-Player-of-the-Year-
Award.pdf>.

14 <https://www.basketball-reference.com/about/per.html>.
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El objetivo del presente trabajo es dar a conocer una
practica educativa que promueve una metodologia
didactica para la ensefianza de las matematicas que
fomenta la participacion del alumnado en el proceso de
aprendizaje, en contraposicion a metodologias mas
expositivas. Se concluye que la utilizacion de la
metodologia invertida o flipped classroom junto con el
uso educativo de video-tutoriales da lugar a clases mas
dinamicas y facilita la adquisicién de las competencias
basicas.

Palabras clave: Innovacion educativa, Clase invertida,
Eficiencia-Clases, Videos, Motivacién y Mejora de
resultados.

The Inverse Class through the use of the educational
platform Edpuzzle

The goal of this project is to spread an educational
practice that promotes a didactic methodology for
teaching mathematics that encourages students to be an
active part in the process of learning, just opposing to
methodologies which emphasize more on the teaching
process. We conclude that by using Inverse Methodology
or Flipped Classroom and educational videos, we foster
more dynamic classes and it eases the acquisition of basic
competencies.

Keywords: Educational innovation, Flipped classroom,
Efficiency-Classes, Videos, Motivation and Improvements
of results.

La clase invertida
a través del uso

de la plataforma Edpuzzle

PABLO CARRILLO SANCHEZ

Este articulo, que se centra en el aprendizaje de las
matematicas, es a su vez parte de la difusion de un
proyecto de innovacién mas amplio, aprobado por
la Consejerfa de Educacion, Juventud y Deportes
de la Comunidad Auténoma de la Region de Mur-
cia, que se esta desarrollando de manera multidis-
ciplinar en el IES Pedro Penalver de El Algar (Car-
tagena) durante el curso académico 2017/18
llamado I« clase invertida para la mejora del rend-
miento y la eficiencia de las clases a través de las herramientas
digitales accesibles Edpuzzle y Google Classroom.

Los fundamentos de dicho proyecto tienen su
base en las investigaciones de Bishop y Verleger,
(2013) y Ros y Rosa (2014), que indican, entre otras,
las siguientes ventajas de la metodologfa invertida:

1. Produce importantes ahorros en tiempo
lectivo.

2. El tiempo en el aula puede ser utilizado
de forma mas efectiva y creativa.

3. La clase en el aula se humaniza.

4. Ayuda en la consecucion de mayores ni-
veles de logro, interés y compromiso de
los estudiantes.

5. El estudiante se convierte en el verdadero
protagonista de su aprendizaje.

6. Fomenta el trabajo autonomo y contribuye
a una adecuada gestion del tiempo.



Ademas, sefialan, junto a Butt (2014), Gutié-
rrez, Castafieda y Serrano (2013), que profesores
y alumnos coinciden en la preferencia del uso de
videos educativos frente a otros materiales y va-
loran este instrumento positivamente.

Mediante el mismo se trata de poner el énfasis
en el proceso de aprendizaje, optimizar los tiem-
pos de la clase para lograr una instrucciéon mas
individualizada y expandir el curriculo de acuerdo
a las necesidades e intereses particulares de cada
alumno. Para ello, se usa la metodologfa invertida
o flipped classroom como eje vertebrador y las he-
rramientas digitales de libre acceso Edpuzzle y
Google Classroom que conectan alumnos y pro-
fesores fuera del aula (Cotino, 2011) y convierten
el acto aparentemente pasivo de visualizacion de
un video en un proceso activo que mejora la
atencion, la motivacion y el grado de implicacion
del estudiante (Tucker, 2012).

En adelante nos centraremos en la parte del
proyecto que se desarrolla principalmente con el
uso de la plataforma Edpuzzle por considerarse
especialmente util para la ensefanza de las ma-
tematicas.

Necesidades detectadas y soluciones
propuestas

Este trabajo parte de la observacion de las difi-
cultades mostradas por el alumnado de 1. y 2.°
ESO a la hora de asimilar los contenidos de la

E-lh.r.l:h

Make any video
your lesson

ﬂn:. A

materia de matematicas siguiendo el Sistema de
Ensefnanza de Lenguas Extranjeras. Sin embargo,
la condicion de seguir este programa no nos parece
ser requisito necesatio para la puesta en marcha o
el buen funcionamiento de la metodologfa que se
pretende desarrollar en este articulo, asi como
tampoco los niveles elegidos. Por lo que, en lo si-
guiente, y en la medida de lo posible, se evitaran
comentatios que pueden ser especificos de estos
grupos, ya que la pretension del autor es mostrar
una dinamica que puede ser extrapolable a grupos
que cursen la materia de matematicas en la ense-
flanza reglada en cualquiera de sus niveles.

Las soluciones propuestas, basadas en los es-
tudios nombrados anteriormente son:

1. Impartir el curriculo aplicando la meto-
dologfa invertida en contraposicioén a las
clases magistrales.

2. Impulsar el aprendizaje basado en la acti-
vidad de los alumnos y la colaboracién
dentro de las aulas, convirtiéndolas en es-
pacios de debate y reflexién, donde el pro-
fesor deja de ser la unica fuente de cono-
cimiento para adquirir el rol fundamental
de guiar a cada alumno, de moderar los
debates y favorecer el pensamiento critico.

3. Posibilitar, de forma real, la inclusion y la
atencién a la diversidad y a los diferentes
ritmos de aprendizaje usando video-tuto-
riales como recurso educativo dinamico y
atractivo fuera de las aulas (Touron, 2010).

Figura 1. Ventana de entrada a la plataforma Edpuzzle



4. Fomentar el aprendizaje permanente del
alumnado dotindolo de herramientas di-
gitales que creen puentes entre el aprendi-
zaje formal e informal y que le permitan
extender el curticulo cuando lo consideren
conveniente.

5. Agilizar la retroalimentacién que recibe el
alumnado, fuera del aula, a través de la
plataforma Edpuzzle.

Objetivos

El proyecto pretende la consecucion de los si-
guientes objetivos que son coherentes con las
soluciones propuestas:

1. Mejorar los resultados del alumnado y la
adquisicion de las competencias clave: ma-
tematica y basica en ciencia y tecnologia,
en comunicacion lingtistica, digital y, de
forma indirecta, la competencia en apren-
der a aprender.

2. Incrementar la atencion a la diversidad del
alumnado favoreciendo la singularidad de
cada uno y el acceso a herramientas en li-
nea gratuitas que le permitan expandir el
curriculo de acuerdo con sus necesidades
e intereses particulares. En consonancia
con innovaciones conocidas en otros pai-
ses europeos durante nuestra participacion
en el programa Erasmus +.
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3. Ensenar al alumnado el uso adecuado de
herramientas digitales educativas que le fa-
ciliten el aprendizaje permanente.

4. Impulsar la motivacion y participacion del
alumnado en su proceso de aprendizaje
mediante herramientas digitales actuales.

5. Posibilitar la comunicacién alumno-pro-
fesor, fuera del aula, mediante medios di-
gitales que permitan optimizar los tiempos
de retroalimentacion.

6. Aumentar la eficiencia de las clases de ma-
tematicas.

7. Favorecer la reflexion del profesorado por
la metodologfa invertida mediante la puesta
en practica de la misma.

Para alcanzar los objetivos mencionados he-
mos trabajado los contenidos que se recogen para
la materia de matematicas de 1.° y 2.° de la Ense-
fanza Secundaria Obligatoria establecidos por la
Consejerfa de Educacion, Juventud y Deportes
de la Comunidad Auténoma de la Region de Mur-
cia segun el Decreto 220/2015, de 2 de septiem-
bre de 2015, por el que se establece el curriculo
de la Ensefianza Secundaria Obligatoria.

Metodologia

LLa metodologfa llevada a cabo puede describirse
de la siguiente manera:
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Figura 2. Alumnos inscritos en un grupo con su usuario



En primer lugar, los profesores han aprendido -
a manejar la plataforma Edpuzzle, para poste- [ ndpsies ' s
riormente ensefiar a sus alumnos a darse de alta
en el grupo de su profesor y trabajar con ella.
De esta manera cada profesor ha configurado
sus clases en la plataforma. sy
Seguidamente, cada profesor ha buscado y AT w
seleccionado video-tutoriales entre los diferentes : T
canales educativos relacionados con los conte- === : L

nidos programados en sus respectivas unidades gy

didacticas, a los que les han insertado grabacio— Figura 3. Busqueda de contenidos en diferentes plataformas
nes de voz con aclaraciones y preguntas de di-
versa tipologfa, en momentos puntuales del vi-
deo, para comprobar el grado de comprension
de los contenidos visualizados hasta ese instante
por el alumno. De esta manera, se ha pretendido
convertir un proceso de aprendizaje aparente-
mente pasivo en un proceso activo que mejorara
la atencién, la motivacion y el grado de impli-
cacién del estudiante con la materia (Tucker,

2012).

Una vez que el video-tutorial esta ya editado,

cada profesor lo ha compartido con sus alumnos
a través de la plataforma mencionada.
Posteriormente y, en sus casas, los alumnos
han visualizado, contestado a las preguntas in- - - 7
sertadas en los mismos y resumido o esquemati-

zado en sus libretas su contenido antes de la

tfecha de caducidad puesta por el profesor en la i
plataforma, dicha fecha siempre ha sido anterior s

al uso en la clase presencial de los contenidos vi- :
sualizados en los videos. Esta parte ha sido fun- :

damental para que el alumnado disponga de un m

material escrito que le ha permitido repasar todo

lo visto a lo largo del tema cuando lo ha necesi- E*%

tado. Figura 5. Seleccién de un fragmento del video
En la siguiente clase, el profesor, que ya ha

visualizado mediante la monitorizacion de la pla-

taforma, el progreso y las dificultades de cada "= =

uno de sus alumnos en el video propuesto, ha

comenzado la clase resolviendo las dudas que B T

los alumnos no han podido aclarar por si mismos

en sus casas, evitando asi exposiciones prolon-

gadas, personalizando el proceso de ensefnanza y -
convirtiendo las aulas en espacios de debate y M
reflexioén. [

Una vez resueltas las dudas, el profesor ha gy,

propuesto la realizacién de experiencias en el Figura 6. Insercién de audio notas



aula que favorezcan el trabajo cooperativo, ya
que, al haber visualizado los contenidos en casa,
el alumnado tiene una mayor capacidad de res-

puesta, lo que facilita la puesta en marcha de tra-
bajo por proyectos, celebracion de debates, tra-
bajo en equipo y/o explicaciones entre iguales
en pizarra, entre otras.

Implantacion en el aula

LLa nueva metodologia, con una duraciéon que
= & comprende el curso académico, conviene que
sea implantada de forma progresiva con el fin

e de evitar resistencias de diversa indole, que pos-

- teriormente se expondran. Por ello, durante
este curso académico hemos decidido implan-

tarla al menos en el 30% de las horas lectivas

de la materia, con la idea de sentar las bases de

futuros incrementos horarios, o no, segin los
resultados obtenidos posteriores a su evalua-
cion.
La implantacion se desarrolla en tres fases:
— Fase I (iniciacion al manejo de la plataforma):
Se ha llevado a cabo durante un mes y ha
P consistido fundamentalmente en la for-
macion del profesorado y del alumnado
en el uso de la plataforma educativa Ed-
——— puzzle. En ella el profesorado ha apren-
dido, entre otras cosas, a editar videos,
mientras el alumnado se ha dado de alta
en la misma y ha comenzado a manipu-
o g-cEES . : - latla.
Figura 9. Monitorizacién del trabajo que el alumno ha realizado Los profesores mediante trabajo cola-
en el video borativo y autoaprendizaje, han sido los

encargados de formarse en el manejo de
. la plataforma. Aunque también existe la
ey posibilidad de realizar el curso ofrecido
: por Edpuzzle. Posteriormente cada pro-
fesor ha ensefiado a su alumnado cémo
darse de alta en las mismas y su manejo
- G 11 como estudiante.
— Fase II (desarrollo). Esta fase, que se viene
desarrollando desde noviembre y finali-
zara a mitad de junio, consiste fundamen-

o e R e R E™ talmente en la aplicacion de la metodolo-
Figura 10. Visualizacién del trabajo de un trimestre de cada alumno gia invertida mediante el uso de la



plataforma Edpuzzle y la edicion de vi-
deo-tutoriales.

— Fase 111 (evalnacion). En esta tltima fase, que
se llevara a cabo a principio del mes de ju-
nio, se evaluara la nueva metodologia apli-
cada. Para ello se confeccionaran cuestio-
narios dirigidos al profesorado y al
alumnado participante, siguiendo los mo-
delos presentados posteriormente.

Exportacion a otros centros

En cuanto a las posibilidades de que otros centros
lo pongan en marcha, y como se ha comentado
en puntos anteriores, el proyecto esta entera-
mente vertebrado mediante herramientas digitales
en linea y gratuitas, y todos los videos seleccio-
nados para editar son contenidos de libre dispo-
sicién de webs o canales educativos, tipo You-
Tube, canal de Edpuzzle, Khan academy,
Unicoos, Tutomate, etc., evitando asi abusos so-
bre los derechos de autor o la ley de la propiedad
intelectual, por lo que la exportabilidad a otros
centros depende fundamentalmente de la volun-
tad del profesorado y del equipo directivo para
superar las resistencias al cambio mas que a las
problematicas que su puesta en funcionamiento
pudiera causar.

Sin embargo, debido a su sensibilidad y, aun
siendo minoritarios, conviene tener en cuenta al-
gunos problemas que pueden surgir:

— Uno de ellos es encontrarnos con la des-
conexion a Internet de alguno o varios
alumnos.

— El segundo problema es la resistencia de
algunos estudiantes que prefieran el sis-
tema de ensefianza tradicional.

— Por ultimo la aplicacion de la clase invertida
conlleva una importante inversion de
tiempo. El profesor no solo ha de buscar
y editar los video-tutoriales, sino que ade-
mas ha de programar la asignatura en base
a esta metodologfa de forma que su im-
plantacion sea adecuada.

No podemos obviar estos inconvenientes,
pues aunque la desconexion a Internet suele darse

en un numero escaso de alumnos, podria favo-
recer las desigualdades de acceso al curriculo.
Por ello consideramos, que primeramente, el pro-
fesor debe hacer un rastreo para conocer el na-
mero de alumnos en esta situacién y valorar la
conveniencia o no, de su implantacién. Si bien,
el alumnado que carezca de conexion a Internet
en casa puede igualmente ser participe acce-
diendo a los video-tutoriales en la biblioteca de
su lugar de residencia o durante los recreos y
con los ordenadores personales de la biblioteca
del centro educativo.

Por otro lado, para minorar las resistencias a
la nueva metodologia y no saturar mas de trabajo
al profesorado, puede ser conveniente graduar
su implantacién como se ha comentado en pun-
tos anteriores. Asi como también, en lugar de
crear material audiovisual propio, tratar de usar
video-tutoriales de libre disposicion, ya editados
por otros docentes, los cuales podran ser perso-
nalizados y adaptados a sus clases mediante la
herramienta Edpuzzle.

Proceso de evaluaciéon

La evaluacion tiene su fundamento en conocer
el grado de cumplimiento de los objetivos pre-
vistos, por lo que los resultados que se deriven
de esta permitiran conocer si se han alcanzado
las metas propuestas.

Alo largo del curso llevamos a cabo una eva-
luacién continua mediante reuniones periodicas
que permiten reorientar, unificar criterios y con-
solidar nuestras actuaciones.

A principio de junio el alumnado y el profe-
sorado completaran un cuestionario en linea crea-
dos con Google-Form o herramientas similares,
que nos permitiran evaluar el proyecto en su to-
talidad.

Para la elaboracién de los indicadores de eva-
luacién relativos al alumnado tendremos en
cuenta nuevamente a Ros y Rosa (2014) (tabla
1).

Los indicadores de evaluacién a tener en
cuenta por parte del profesorado se pueden ver
en la tabla 2.



En relacion a la metodologia de la clase invertida (1: totalmente en desacuerdo; 5: totalmente de acuerdo)
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Es una forma de aprovechar mejor el tiempo en el aula

. Creo que las clases son mas practicas y tienen mdas trabajo colaborativo

. Me ha permitido tener una relacién mas cercana con el profesor

. Me ha permitido tener una relacion mas cercana con mis compaferos

. Ha aumentado mi interés por la asignatura

. El «qué» y el «cémo» estudiar ha dependido menos del profesor y mds de mi mismo

. Ha contribuido a que gestione mejor mi tiempo de estudio

. Prefiero que el profesor explique los contenidos en clase, aunque se dedique un menor tiempo

a realizar actividades colaborativas

En relacion a los video-tutoriales... (1: totalmente en desacuerdo; 5: totalmente de acuerdo)

9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

He reproducido los videos varias veces hasta entender los conceptos

He visto cada video de forma continua sin parar la reproduccién en ningiin momento

Hay conceptos que se entienden mejor mediante la explicacion del profesor en el aula que en los videos
Los videos complementan adecuadamente la explicacion del profesor en el aula

Los videos sustituyen adecuadamente la explicacidn del profesor en el aula

Con los videos me he puesto al dia cuando he perdido el ritmo de la asignatura

Me resulta mas familiar estudiar a través de Internet que haciendo uso de otros materiales

Los videos no se han ajustado a las actividades que se han realizado en el aula

Conectarme a Internet para reproducir los videos me ha supuesto algtin inconveniente

Tabla 1

En relacion al cumplimiento de los objetivos... (1: totalmente en desacuerdo; 5: totalmente de acuerdo)

1.
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Materiales necesarios

A continuacion, listamos los matetiales necesatios
para su desarrollo:

— Proyector o pizarra digital para realizar la

Ha permitido la mejora de los resultados y la adquisicion de competencias clave del alumnado participante

. Ha favorecido la singularidad de cada alumno y la atencion a la diversidad

. Ha potenciado la autonomia e iniciativa del alumnado

. Ha motivado al alumnado haciéndolo protagonista de su propio aprendizaje

. El alumnado ha aprendido a usar herramientas digitales educativas que le permitan acceder

a aprendizajes formales e informales.

. Ha permitido la reflexién del profesorado sobre metodologias que ponen el énfasis en el aprendizaje
. Ha contribuido a que mis clases sean mas eficientes
. Prefiero explicar los contenidos en clase, aunque se dedique un menor tiempo a realizar actividades

colaborativas

. Ha favorecido la inclusién del alumnado y la atencidn a la diversidad
10.
11.

El préximo curso volveré a aplicar esta metodologia
Merece la pena que otros profesores desarrollen esta forma de ensefiar

Tabla 2

que se desee creat video-tutoriales propios

explicacién de como darse de alta en la ordenador personal.

plataforma Edpuzzle y acceder a la clase

del profesor.

— Micréfonos-auriculares para incluir voz a
las ediciones y/o creaciones de los video- Consideraciones finales
tutoriales.

— Tableta personal, solo si se desea crear vi-
deo-tutoriales propios.

1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5

1-2-3-4-5

1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5

1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5

1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5

1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5
1-2-3-4-5

— Un lapiz inteligente, solamente en el caso

escritos desde una tableta personal.

— Los alumnos deben tener en sus casas or-
denador personal y conexion a Internet o
movil con conexion, siendo preferente el

Dado que la principal dificultad que hemos en-
contrado esta en la frecuencia con la que el alum-



nado visualiza los videos, conviene apuntar al-
gunas ideas que favorezcan las mismas:

— Incluir en el video algin elemento que
cause sorpresa en el alumno, puede ser un
comentario de voz grabado por el profe-
sof, la inclusién de un emoticono con los
pulgares hacia arriba, una respuesta dis-
paratada como eleccion multiple, etc., de
manera que lo convierta en un instrumento
mas personal, motivador y cercano al
alumnado.

— Anadir preguntas a los videos, con correc-
cién automatica y retroalimentacion, que
permitan comprobar al alumno por si
mismo el grado de entendimiento de los
contenidos de forma inmediata.

— Insertar preguntas al final del video para
obtener el feedback del alumno, tipo: ¢Has
entendido los contenidos del video?, ;Qué
te ha parecido el video?, etc.

— Incluir una aclaracién al principio, de voz
o escrita, recordandole que debe tomar
notas sobre las ideas principales del video
en su cuaderno de clase.

— Ser sistematico en valorar y preguntar a
los alumnos en clase si han visualizado, o
no, un determinado video. Esto sera fun-
damental para discernir si la plataforma
esta teniendo algiin problema técnico pun-
tual, ademas de para calificar el trabajo
diario realizado en casa.

— Titular los videos con el mismo enunciado
que los apartados que desarrollan el tema
de estudio en clase.

Conclusiones

A modo de conclusién y con ciertas reservas,

pues no se ha realizado ningtin estudio sistematico

hasta el momento, presentamos algunas aprecia-

ciones recogidas tras la puesta en practica del pro-

yecto durante los cinco meses de funcionamiento.
Se observa que:

— El alumnado llega al aula con mas conoci-
miento, siendo mas participativo y mas
motivado por el aprendizaje.

— El alumnado muestra mas interés al pro-
fundizar en contenidos teéricos.

— Se facilita la colaboracion entre iguales.

— Los alumnos que no han visualizado el vi-
deo-tutorial estain mas atentos a las inter-
venciones de sus compafieros.

— El alumnado llega al aula con dudas pre-
paradas e interés en resolverlas.

— El profesorado dispone de mas tiempo en
el aula para resolver las singularidades.

— Se comprenden con menos dificultad las
explicaciones dadas en clase.

— El alumnado tiene mas protagonismo en
las clases.

— ElI alumnado afianza los contenidos en
presencia del profesor.

— EI alumnado que no asiste a clase por
enfermedad u otros motivos tiene mayor
facilidad para ponerse al dia con la ma-
teria.

— Alumnos con mas dificultades para en-
tender la materia pueden seguir mejor el
ritmo de la clase y encuentran menos pro-
blemas a la hora de realizar las actividades
en casa.

— Favorece la implicacién de los padres en
el proceso de aprendizaje de sus hijos, ya
que la explicacion del video los ayuda a
recordar conceptos o procedimientos ol-
vidados.

— Hay alumnos que extienden el curriculo
buscando mas videos-tutoriales de mate-
maticas en otros canales educativos.
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En este articulo se presentan varias actividades relativas al
calculo de probabilidades. El alumno, para su resolucién,
contara con la hoja de célculo Excel.

Al realizar el planteamiento, solucién y analisis de
situaciones nada sencillas, se consigue elevar la
autoestima del alumno. Las actividades también permiten
dar una respuesta a la pregunta que el alumno siempre
nos plantea: épara qué sirven las matematicas?

Palabras clave: Probabilidad, Excel, Autoestima.

How to cope with probability when we do not know
what to do?

The article presents different activities related to
calculation of probabilities. Students, in order to solve it,
will be provided with an Excel sheet.

Their self-esteem is being increased when developing a
strategy, solution and analysis of non-easy situations.
Thus, the activities allow to answer students” well-known
question: What is Mathematics useful for?

Keywords: Probability, Excel, Self-esteem.

éQué hacer

en probabilidad cuando

no se sabe qué hacer?

JOSE DE FRANCISCO ESTAIRE

Hay situaciones complejas que, en principio, solo
se pueden abordar cuando se tiene un amplio
conocimiento del calculo de probabilidades y de
sus recursos. Este planteamiento priva a casi to-
dos los mortales de la posibilidad de acercarse a
la solucion de algtiin problema complejo que des-
pierte su interés.

Hoy contamos con recursos al alcance de un
alumno de bachillerato, los cuales le facilitan el
abordaje de dichos problemas. En concreto dis-
ponemos de la hoja de calculo, la cual permite
encarar situaciones de matematica discreta, te-
niendo (por su «sencillez» y popularidad) una
gran ventaja sobre otros programas de calculo
numérico.

Por tanto, a la pregunta que encabeza este ar-
ticulo, ¢qué hacer en probabilidad cuando no se
sabe qué hacer?, la respuesta es realizar una si-
mulacion.

Presentaré diversas situaciones, propuestas a
los alumnos de primero de bachillerato que cur-
saron la asignatura optativa Estadistica. En ellas
los alumnos tienen que hacer una lectura com-
prensiva del ejercicio propuesto, con el fin de
realizar el planteamiento y el programa de trabajo,
que conduzca a la resolucion de cada actividad y
que posteriormente puedan iniciar pequefias in-
vestigaciones.



Situacion 1

En el Océano Pacifico hay tresiislas £, £, y E,, que no estan muy
distantes entre si, pero a gran distancia de la tierra mas
cercana. En estas islas vive una colonia de aves, cuya poblacion
permanece estable en el tiempo, habiendo solo migraciones
entre las islas. Inicialmente en E, hay 350 parejas, 500 en E, y
200 en E,. Estudios sobre el comportamiento de estas aves han
determinado que semestralmente:

a) el 50% de las parejas de E, se queda en £, un 20% se va a
E,yelrestoakE,;

b) el 40% de las parejas de E, se queda en E,, un 20% se va a
E yelrestoaE,;

c) el 80% de las parejas de E, se queda en E, y el resto se va a
E,.
A largo plazo écudl sera la distribucion de las aves en cada isla?

Debemos determinar las relaciones entre las
aves y las islas, para ello comencemos con un
método grafico: ¢/ diagrama de estados.

Tenemos tres estados E,, E, y E, en los que
ponemos las conexiones entre ellos, junto con
las probabilidades de transicion (figura 1).

A partir del diagrama de flujo, escribimos /z
tabla de las transiciones entre estados, siendo E () la
poblacion de la colonia de la isla E, en el instante
ny E (n+1) la poblacién de la colonia E, en el
instante siguiente 7+ 1, en nuestro caso seis me-
ses después (tabla 1).

Utilizando la tabla de transiciones escribimos
el sistema de ecuaciones recurrentes, que nos propor-

Figura 1
Inicial (n)
El EZ E3
E, 05 02 0.2
02 04 O

E 03 04 08

Final (n+1)
m

Tabla 1

cionan la evolucion de la poblacion con el paso
del tiempo, segtin las condiciones iniciales:

E,(n+1)=0,5E,(n)+0,2E,(n)+0,2E,(n)
E,(n+1)=0,2E,(n)+0,4E,(n)
E,(n+1)=0,3E,(n)+0,4E,(n)+ 0,8 E,(n)

con

E,(0)=350
E,(0)=500
E,(0)= 200

Lo hecho hasta aqui esta al alcance de un
alumno de la ESO, pero la resolucion del sistema
recurrente es otro cantar.

La estimacién de la solucion del sistema la
realizaremos utilizando la hoja de calculo Excel,
para ello procederemos de la siguiente forma:

En el rango B29:E29 ponemos los encabeza-
mientos de lista y en B30:E30 ponemos los valores
iniciales (he dejado 28 lineas de espacio para in-
cluir en ellas el enunciado, el diagrama de estados,
la tabla de transiciones, las ecuaciones recurten-
tes...) (figura 2).

En el rango C31:E31 ponemos las ecuaciones
recurrentes:

En C31 escribimos =0,5*C30+0,2*D30+0,2*E30.

En D31 escribimos =0,2*C30+0,4*D30.

En E31 escribimos =0,3*C30+0,4*D30+0,8*E30.

Seleccionamos el rango <C31:E31> y rellena-
mos arrastrando, parando cuando se estabiliza el
numero de aves en cada isla. Esto se logra al
cabo de 23 iteraciones (figura 3).
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Vemos que la poblacién de aves, en cada isla,
se estabiliza en 300, 100 y 650 parejas. Si juganmos
con la distribucién inicial de las 1050 patejas de
aves, observamos que la distribucion final no de-
pende de la inicial; por ejemplo si inicialmente
tenemos: 0, 1050 y O parejas, después de 23 ite-
raciones la distribucion de las parejas en las islas
se estabiliza en (300, 100, 650), de forma tal que
si inicialmente tenemos (300, 100, 650) parejas,
esta distribucion se mantendra fija cada semestre
(figura 4).

Podemos decir que el vector (300, 100, 650)
se transforma en el mismo, siendo por tanto un
autovectof.

¢Qué ocurrird si tenemos una masa inicial dis-
tinta de 1050 parejas? Normalicemos la solucion
estable dividiéndola entre el total N=1050, de
esta forma obtenemos el porcentaje de aves que
terminaran en cada isla: 1/1050 -(300, 100, 650)=
(0,286, 0,095, 0,619), es decir, independiente-
mente del valor inicial del nimero de parejas y
de su distribucion en las islas, obtenemos, que a
la larga, el 28,6 % de la poblacion estara en la isla
E, el 95% enla E,yel 61,9% restante en E,

(figura 5).
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Notas para el profesor

El sistema de ecuaciones recurrentes puede es-
cribirse de forma matricial:

E,(n+1) 0,5 0,2 0,2 || E»)
E,(n+1) |=| 0,2 0,4 0 |1 E,(»n)
E (n+1) 0,3 0,4 0,8 E,(n)

Abreviadamente: E(z+ 1) =_4E(n)

Se verifica que: E(n)=_A"E(0). El problema
se reduce a calcular 4", calculo muy laborioso, a
mano, que podria simplificarse si hubiera una
matriz semejante a 4 pero mas sencilla: concre-
tamente una matriz diagonal D.

Sabemos que una matriz cuadrada 4 es dia-
gonalizable o semejante a una matriz D si existe
una matriz P (matriz de paso) que cumple:
A=P-D-P~', en este caso .A"=P-D"-P-!. Por
tanto el problema se ha transformado en:

1. Calcular una matriz diagonal I, semejante
a la matriz A4 (sabemos que no todas las
matrices son diagonalizables).

2. Calcular la matriz de paso Py su inversa.

Esto dicho en pocas palabras se traduce en
un trabajo arduo, que depende de la dimension
de A ya que el calculo de Py de su inversa no es
inmediato. Si A4 no es diagonalizable la cosa se
pone mas fea, ya que la matriz semejante a A4
sera una matriz de Jordan.

Calculo de la matriz D

Tenemos que resolver la ecuacidn caracteristica
| A=X\-I| =0, en nuestro caso:

0,5-X 0,2 0,2
0,2 04-X 0 |=0
0,3 0,4  0,8—X\

obteniendo: N—1,7X\*+0,82X—0,12=0, cuyas
soluciones, son los autovalores X\, =1, X\, =0,4,
X, =0,3. Al ser las raices de la ecuacion simples,
la matriz A es diagonalizable y semejante a la
matriz diagonal D, que tiene en la diagonal prin-
cipal los autovalores (en cualquier orden).

1 0 0
D=0 04 0
0 0 0,3



Calculo de la matriz de paso P

Las columnas de P estan formadas por los auto-
vectores asociados a cada autovalor, para ello de-
bemos resolver tres sistemas de ecuaciones, uno
para cada autovalor:

Para X =1, resolvemos (A—1-1) 17, =0, ob-
teniendo:

v=| 2
13
Para X=0,4, resolvemos (A-0,4 1) 17,=0,
obteniendo:

Para X=0,3, resolvemos (A-0,3-1)-17,=0,
obteniendo:

La matriz de paso P sera:

6 0 1
P=| 2 1 =2
13 -1 1

y su inversa P! (cuyo calculo lleva su tiempo) es:

1/21 1/21 1/21
Pl=| 4/3 1/3 =2/3
5/7 —=2/7 =2/7

Con estos mimbres podemos calcular A"

6 0 1
A" =p-D"-P'=| 2 1 =2
13 —1 1

1 0 0 1/21 1/21 1/21

0 04" 0 || 4/3 1/3 —=2/3

0 0 03 5/7 =2/7 =2/7

2/7+5/7-(0,3)

2/7-2/7-(0,3)

El resultado final es:

E,(n) 350
E,(n) |=A"| 500 |=
E,(n) 200

300+ 50-(0'3)"
=| 1004 500-(0,4)" —100-(0,3)"
650—500-(0,4)" 4+50-(0,3)"
Para el calculo de la distribucion de las aves a

largo plazo, debemos calcular el limite cuando n
tiende a infinito, obteniendo:

E,(c0) 300
E,(c0) |=] 100
Es(oo) 650

Conclusion a la que se llega después de saber
por dénde hay que moverse y de alguna hora de
calculo manual. A esta misma conclusion llegara
un alumno (motivado y adiestrado) en pocos mi-
nutos.

Situacion 2. El Juego de Penny-ante

Se lanza una moneda sucesivamente. Un jugador (Abel)
selecciona una de las secuencias de tres resultados {ccc, cc+,
C+C, +CC, C++, +C+, ++cC, +++} y el otro jugador (Cain) selecciona
otra secuencia diferente. Gana el primero que obtiene la
secuencia que ha seleccionado. Si Abel apuesta por la
secuencia (cc+) y Cain por (+c ). ¢Qué probabilidad tiene cada
uno de ganar? (Haihg, 2003: 79)

Llamemos 1 a cara y 0 a cruz. Abel apuesta
por la secuencia (110) y Cain por (011).

A estas alturas, el alumno ya debe saber: tras-
ladar la informacion del enunciado a un diagrama
(figura 0), deducir la tabla de transiciones (tabla
2) y escribir las ecuaciones recurrentes del sis-
tema.

2/7-2/7-(0,3)

A= 2/2144/3.0,4) —10/7-(0,3)  2/2141/3-(0,4) +4/7-(0,3)" 2/21—2/3-(0,4)" +4/7-(0,3)"
13/21—4/3-(0,4)" +5/7-(0,3) 13/21—1/3-(0,4)' —2/7-(0,3) 13/21+2/3-(0,4)" —2/7-(0,3)"



Trasladamos las recurrencias a la hoja de
calculo y rellenamos arrastrando, obteniendo,
después de 90 iteraciones, que el sistema se esta-
biliza. Abel gana con probabilidad de 1/4 y Cain
gana con probabilidad de 3/4 (figura 7).

1/2
1/2

1/2
1/2

Figura 6

Inicial (n)
s E E, E E E E
S 0 0 0 0 0 0
E,L 1/2 0 0 0O 0 0 0
JE 0 12 12 0 0 0 0
€£E 0O o0 12 1 0 0 0
&E 12 12 o0 o0 12 1/2 0
S E o0 0 o 0 12 o 0
EE 0 o0 o0 0 0 12 1

S(n+1)=0-5(n)
E(n+1)=1/25(n)
E,(n4+1)=1/2E,(n)+1/ 2E,(n)
E,(n+1)=1/2E,(n)+ E,(n)
E,(n+1)=1/285(n)+1/2E,(n)+1/ 2E,(n)+
+1/2E(n)
E.(n+1)=1/2E,(n)
E,(n+1)=1/2E,(n)+ E,(n)
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Notas para el profesor

En este caso, como en el anterior, tenemos una
cadena de Markov cuya matriz de transicion es
una matriz estocastica (la suma de los elementos
de cada columna es la unidad). La diferencia de
este caso, con el anterior, es que aparte de los es-
tados transitorios tenemos dos estados absor-
bentes: E, y E, de forma que cuando el sistema
alcanza alguno de ellos ya no sale de €l (el juego
se ha terminado).

Reorganicemos la matriz de transicion, de
forma que los primeros estados que figuren sean
los estados absorbentes (tabla 3).

Inicial (n)

E, E S E E E E

E, 1 0 0 0 12 0 0
E, O 1 0 0 0 0o 12
T s o 0 0 o0 0 0 0
£E O 0 12 0 0 0 0
g E, 0 0 0 1/2 1/2 0 0
“E 0 0 12 12 0 12 12
E, O 0 0 0 0o 1/2 o0

Tabla 3

T.a forma candnica de la matriz A es de la
forma:

IR
012
donde I, R, 0 y O son matrices.

A=

Su potencia #7-ésima sera:
I | *
0|

A}] —

siendo * una matriz.

Los elementos de la matriz 0" son las proba-
bilidades de estar en cada elemento transitorio
después de n pasos; (¢,") = probabilidad de estar
en el estado E, después de # pasos, cuando partié
de E.

La matriz fundamental es N=(I-0Q)". Sus
clementos (7,) nos dan el nimero medio de veces
que la cadena esta en E cuando sali6 de E,.

Sila cadena comienza en un estado transitorio
E, la probabilidad de que acabe en un estado



absorbente E es: B=R-N=R-(I-Q)"; b, es la
probabilidad de terminar en el estado absorbente
E, cuando se parti6 del estado transitorio E .

00 0 0 0
1 0 0 0
5
1 1
—lo L 1L ¢ o
g 2 2
110, 11
2 2 2 2
00 0 L o
2
1000 0
Ly 00 0
2
1
N=(-0o) "=l L 1 20 0
(1-2) =| 3
320 4 2
310 2 2
5
oo%oo
R =
00 o0 o L
2
%%100
B=R-N =
31 o1
4 2

b,,=1/4 es la probabilidad de terminar en el
estado E, cuando se parti6 del estado S, es decir
es la probabilidad de que gane Abel.

b,,=3/4 es la probabilidad de terminar en el
estado E, cuando se parti6 del estado S, es decir
es la probabilidad de gue gane Cain.

Si el sistema alcanza el estado E, es seguro
que gana Cain, esta situacién nos la predice la
matriz B, pues b,, = 1. De igual forma si alcanza
E, es seguro que gane Abel, en la matriz B tene-
mos b, = 1.

Sitenemos F=(1,1,1,1,1) (vector fila de di-
mension el nimero de estados transitorios y com-
ponentes la unidad), se cumple que el producto
matricial F'*IN coincide con el nimero medio de
pasos que el sistema dara desde el estado FE hasta
la absorcion. En nuestro caso desde el inicio en

el estado S, hasta la finalizacion (absorcion, por
cualquier estado absorbente), el juego tendra una
duracién media de 13/2 jugadas.

F-N:[% 52 6 4]

Comentario

Este juego tiene una particularidad: es de los jue-
gos en los que el «postre» (segundo jugador)
tiene ventaja sobre el «mano» (siempre que co-
nozca la estrategia ganadora). Inicialmente a los
alumnos se les dio el esquema y el encargo de
realizar 10 partidas. Juntando los resultados de
todos los alumnos se realiz6 una prevision de la
probabilidad que tenfa Abel de ganar. Esto mo-
tivo que el profesor desafiara a la configuracion
elegida por cualquier alumno. Posteriormente se
paso a la generacion de las ecuaciones recurren-
tes, a su iteracion en la hoja de calculo y a la es-
timacion de la probabilidad que cada uno tenfa
de ganar, quedando como investigacion el de-
terminar una estrategia ganadora.

Estrategia ganadora

Si Abel elige ABg, Cain elegira las dos primeras
opciones de Abel como tltimas suyas, por tanto
elegira x-1B y tomara por primera cifra x aquella
que haga que su opcién no sea capicua.

Como respuesta a la eleccion de Abel, la tabla
4 nos da la probabilidad de que gane Cain.

Cuando esta actividad se presente en clase, con-
viene no abusar del contratio y con objeto de au-

Secuencia Secuencia  Prob.
de Abel  de Cain  de Cain

111 011 7/8
110 011 3/4
101 110 2/3
011 001 2/3
100 110 2/3
010 001 2/3
001 100 3/4
000 100 7/8
Tabla 4



mentar su autoestima dejatle ganar alguna vez (al
menos un 20%); para concederles ventaja, toma-
remos nuestras dos primeras opciones iguales a
las dos ultimas del mano, de esta forma consegui-
mos que su probabilidad de éxito sea la de Cain.

Situacion 3

Abel dice a Cain: «Vamos a lanzar una moneda de Laplace de
caras 0y 1 tantas veces como sea necesario, hasta obtener una
de las palabras 1111 o 0011. TG ganas si sale primero 1111. En
caso contrario gano yo. El juego es equitativo, ya que ambas
palabras tienen la misma probabilidad 1/16».

¢Cual es la probabilidad de que gane Abel? (Engel, 1988: 25)

Realizamos el diagrama de estados y a partir
de él las ecuaciones recurrentes del sistema. Ecua-
ciones que introducidas en la hoja de calculo, des-
pués de unas 165 iteraciones obtenemos que Abel
tiene una probabilidad de ganar de 1/4, mientras
que la probabilidad de que gane Cain es de 3/4.

Notas para el profesor

El diagrama de estados es el de la figura 8 y las
primeras simulaciones se pueden ver en la figura
9, obteniéndose P(ganar Abel)=1/4; P(ganar
Cain) =3/4.

En esta actividad, como en la anterior, ini-
cialmente se les entregd el diagrama del juego y
se les encargd que realizaran 10 partidas, deter-
minando las veces que ganaba Abel y el nimero
de partidas realizadas hasta la finalizacion del
juego. Juntando todos los resultados se obtuvo

|
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Figura 8
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Figura 9

una estimacion de la probabilidad que tenfa Abel
de ganar y del nimero medio de partidas hasta
la finalizacién. Posteriormente se determinaron
las ecuaciones recurrentes del sistema, su traslado
ala hoja de calculo y sus iteraciones, obteniendo
una estimacioén de la probabilidad que cada ju-
gador tiene de ganar.

Tiempo medio hasta la absorcidn

El valor de espera de un estado interior es igual
a la unidad mas la media ponderada de los valores
de espera de sus estados vecinos.

Si S8 es el tiempo de espera del estado Sy
71 el del estado E,... Podemos establecer las si-
guientes ecuaciones:

(S =141/ 2m1+1/ 2m0
ml=1+1/2m0+1/2m?2
m2=1+1/2m3+1/2m0
m3=14+1/2m4+1/2m0
m4 =0

m0=1+1/2m5+1/2ml
m5=1+1/2m5+1/2m0
m6=1-+1/2m7+1/2m0
mT7=0

Gana Abel

V

Gana Cain

\J



Al trasladarlas a la hoja y rellenarla barriendo,
obtenemos (después de 165 iteraciones) que
desde el estado de salida § el numero medio de
jugadas hasta la absorcion es de 12. Desde E el
numero medio de jugadas es de 10,8... (figura
10).

Si recurrimos al cilculo matricial, reordena-
mos los estados para obtener la matriz canonica
y a partir de ella obtendremos las matrices O y
R. Operando obtenemos la matriz fundamental
N. Los encabezamientos de las columnas transi-
torias son: S, E, E,, E,, E,, E,, E, y los de las
absorbentes son E, y E_ (tabla 5).

S T I B
Figura 10
Inicial (n)
E, E, S E E E, E E E
E, 1/2
E, 1 1/2
S
N 1/2 12 12 1/2 1/2
£ E 12 1/2
2 E 1/2
* 1/2
E, 1/2 1/2
Es 1/2
Tabla 5
O 0 0 O 0 0 o
1 5111 41
2 2 2 2 2
L1 9 00 0 0
2 2
o= 0 o % 00 0 0
000 L o0 o0 o0
2
o L oo ol
2 2
o0 000 Lo
2

1 0 0 0 0 0 0
5 16 14 128 8 8
5 5 5 5 5 5
, 8 12 6 4 4 4
5 5 5 5 5 5
L4 6 8 2 2 2

N=(I-0) = 5 5 5 5 5 5
1 2 3 4 6 1 1
2 5 5 5 5 5 5
, 16 14 12 8 18 8
5 5 5 5 5 5
3 8 7 6 4 9 9
2 5 5 5 5 5 5
0000<Lo0 o0

R 2

000000 L

Las probabilidades de terminar en cada estado
absorbente, desde un estado transitorio, vienen
dadas por los elementos de la matriz B:

11 3 2 3 1 1
BoR.N—| 4 5 10 5 5 10 10
34 7 32 9 9
4 5 10 5 5 10 10

P(ganar Abel) = P(Terminaren E)) =5, =1/4
P(ganar Cain) = P(Terminar en E.) =5, =3/4
St:

F=(1111111)

el tiempo medio de absorcion, desde cualquier
estado transitorio es F-IN.

Fono| o 54 56 48 32 42 32
5 5 5 5 5 5

Desde el estado inicial § el tiempo medio
hasta la absorcion es de 12 unidades de tiempo
(tiradas).

Situacion 4
¢Cudntas personas deben estar reunidas para que la

probabilidad, de que al menos dos cumplan afios el mismo dia,
sea mayor de 1/2? (Spiegel, 1976: 31)



Notas para el profesor

Sabemos que la forma de atacar este problema
clasico no es la directa, sino que es determinando
que ninguna de las 7 personas (7<365) cumpla
afios el mismo dfa. El suceso contrario a tener #
cumpleanios distintos es que al menos dos cum-
plan aflos el mismo dia, por tanto:

P(al menos 2 coincidencias) =
=1-P(ninguna coincidencia)

La primera persona puede cumplir afios cual-
quier dfa: 365/3065.

La segunda, si no coincide con la primera,
tiene probabilidad 364/365= (365—1)/365.

La tercera tiene una probabilidad de no coin-
cidir con las anteriores de 363/365 = (365—2)/365.

La persona 7-ésima tiene una probabilidad de
no coincidir con las anteriores de:

(365—(1—1))/365.

Si definimos el suceso NC=«dos personas
no cumplen afios el mismo dia», entonces:

P(NC)=(365/365) (364/3065) -(363/65) -...
“...(365—(n—1))/365 (ya que los sucesos son
independientes).

El suceso C=«al menos dos personas cum-
plen afios el mismo dia» es el suceso contrario

de NC'y la probabilidad de que ocurra C es:

P(C)=1-P(NC)=1-(365/365) *(364/3065)
“(363/365) -... *(365—(n—1))/365

Si el numero total de personas (incluyéndo-

nos) es 7, la ecuacion recurrente que nos da la

probabilidad de «no coincidencia en el cumplea-
flos de 7 personas» es:

365—(n—1)
365

Para la realizacioén de la hoja de calculo pode-

P(ﬂ):P(ﬂ—l)[ ], con P(1)=1

mos actuar de la siguiente forma:

En las columnas B, C y D pondremos: «z= nu-
mero de personasy, «NC=probabilidad de no
coincidim y «C=probabilidad de al menos una
coincidenciax.

Los valores iniciales los ponemos en la fila
10, escribiendo: <B10=1>, <C10=1>, <D10=0>. Las
féormulas las ponemos en la fila 11, escribimos:

<B11=2>, <C11=C10*(365-B10)/365>, <D11=1-C11>.
Seleccionamos el rango <B11:D11> y rellenamos
arrastrando y obtenemos la lista de valores de la
tigura 11.

Observamos que cuando el nimero de per-
sonas es 23, la probabilidad de que dos de ellas
cumplan afios el mismo dfa es de 0,50729723.
Tabulamos y representamos graficamente los re-
sultados obtenidos, observando que la grafica
del nimero de coincidencias tiene un cierto pa-
recido a la curva logistica (figura 12).
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Figura 11

Figura 12

Comentario

Esta es la actividad que realizo el primer dia de
curso. Como el nimero de alumnos de la asig-
natura no es muy numeroso (diez o quince) les
encargo que en un papel pongan el dia de su
cumpleafios y el de dos personas mas (padres,
hermanos...) siempre que sean distintas las fe-



chas del cumpleafios. Yo previamente apuesto a
que al menos dos fechas coinciden. Posterior-
mente realizamos el escrutinio para determinar
si hay alguna coincidencia. Generalmente he ga-
nado casi todas las veces. Después de dejatles
intrigados les indico que posteriormente, cuando
avance el curso resolveremos, tericamente, esta
situacion.

Conclusion

El tratamiento de sistemas discretos con la hoja
de calculo proporciona al alumno una herra-
mienta que le facilita el poder abordar, de una
forma sencilla, situaciones complejas, sin requerir
amplios conocimientos de matematicas superio-
res, permitiendo la realizacion de investigaciones
matematicas, sobre todo en el campo de la dina-
mica de poblaciones. Por otro lado el alumno
puede empezar a obtener una respuesta a la pre-

unta que siempre nos formulan: «:Para qué sir-
<
ven las matematicas?».
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En este articulo se analizan esquemas conceptuales en
relacidn con las asintotas, detectados en estudiantes de
primer curso de Calculo en la universidad. Se dan
propuestas para mejorar su ensefianza, y recursos para
explorar ideas similares.

Palabras clave: Esquema conceptual, Asintota, Libro de
texto, Recursos, Asintota no lineal.

Considerations on asymptotes

In this paper we analyze concept images about
asymptotes, detected in first year students of Calculus at
the University. We give proposals to improve their
teaching, and resources to explore similar ideas.

Keywords: Concept image, Asymptote, Textbook,
Resources, Nonlinear asymptote.

Consideraciones
acerca de las asintotas

FELIX MARTINEZ DE LA ROSA

LLa motivacion para escribir este articulo surge a
raiz de un dialogo mantenido con los estudiantes
de primer curso de Calculo en la universidad.
Tiene lugar al hablar de las asintotas, dentro del
contexto de la representacion grafica de funcio-
nes, y se repite cada afio:

Estudiante. Si existe asintota horizontal entonces
no hay oblicua.
Respuesta. Observa esta grafica

_._._._'_'_'_'_/

Figura 1

Estudiante. ¢No es cierto lo que nos han contado
en bachillerato?
Respuesta. Lo es para funciones racionales.

En los cursos de Matematicas de la enseflanza
secundaria y bachillerato, los profesores emplean
recursos, imagenes o procesos, que puedan ser fa-
ciles de comprender, motivadores y sugerentes. El
objetivo es que los estudiantes entiendan en poco
tiempo los conceptos nuevos y sean capaces de
resolver los problemas que se les requieran. Las



ideas, imagenes o procesos, que un estudiante re-
cibe en su aprendizaje en relacion con un concepto,
van formando en ellos una estructura cognitiva
asociada al mismo, que se denomina esquema con-
ceptual o concept image (Tall y Vinner, 1981).

No es raro que algunos de estos esquemas
conceptuales, que los estudiantes interiorizan, lo
formen ideas demasiado simplificadas, ingenuas
o deficientes. Esto tiene efectos negativos en
cursos superiores, porque obstaculiza la adquisi-
ci6n de nuevos conocimientos relacionados con
el concepto en cuestion. Por ejemplo, la nocion
de recta tangente a una curva se ve condicionada
por el esquema que consiste en la imagen de la
tangente a una circunferencia (Martinez, 2012).
O las tablas de valores: su uso inadecuado inter-
fiere negativamente en la representacion grafica
de funciones (Martinez y Martinez, 2014). Uno
de esos deficientes esquemas conceptuales se
evidencia en el didlogo inicial y es el origen de
este articulo.

Ya que los libros de texto son una pieza im-
portante del sistema educativo, en la primera sec-
cién se analiza y comenta lo que se ofrece en al-
gunos de ellos, y se sugieren ideas que pueden
aportar claridad a sus contenidos. En la segunda,
se presta atencion a tres esquemas conceptuales
muy frecuentes que aparecen en los estudiantes
de calculo que ingresan en la universidad. En la
tercera y cuarta, se exploran las asintotas no lineales
y las funciones horizontalmente asintéticas.

Tratamiento de la asintota en libros
de bachillerato

En los textos de bachillerato se presta atencion
al comportamiento de las funciones cuando la
variable x tiende a infinito, y cuando la funcién
tiende a infinito al aproximarse x a un numero.
En el primer caso, si la grafica de la funcién se
aproxima a una recta, esta se denomina asintota
horizontal u oblicua. El segundo caso corres-
ponde a la asintota vertical.

En Escoredo y otros (2009: 287) o en Colera
y Oliveira (2009: 314), la asintota oblicua a una
funcién y= f{x) se define como la recta y= mx+ n,
siendo:

)
En Gonzilez y otros (2009: 218) o en Biosca
y otros (2003: 111), se aclara que como la dife-
rencia entre las ordenadas de la asintota y = zx+n
y de fdebe tender a cero entonces
lo que equivale a
x
lim »x —f( ) —m|\=n
x—=+00 X
Y que para que este sea un numero real ha de
cumplirse que
/()

lim ——~=wm
x—too X

En Colera y Oliveira (2009: 314) se especifica
que en una funcioén racional, si el grado del nu-
merador es uno mas que el del denominador,
entonces la asintota oblicua es el cociente de la
divisiéon entre ambos polinomios.

En Escoredo y otros (2009: 285-287) se ha-

cen, entre otras, las siguientes aclaraciones:

— La grafica de una funcién no puede cruzar
la asintota vertical, ya que si lo es, la fun-
cién es discontinua en este valor.

— Una funcidn, a lo sumo, puede tener dos
asintotas oblicuas, una cuando x—00 y
otra cuando x ——00. Una recta puede ser
asintota oblicua cuando x—00, y sin em-
bargo no serlo cuando x——-00, o vice-
versa. La grafica de una funcién puede
cortar a la asintota oblicua.

En Gonzalez y otros (2009: 318), se da un
método para obtener los posibles puntos de corte
con las asintotas horizontales y oblicuas:

— Para localizar los puntos de corte hay que
resolver el sistema formado por la ecua-
cién de la funcion y la de la asintota.

Observaciones

En referencia a los contenidos anteriores, hay al-
gunos aspectos que pueden ser matizados y acla-
rados, y otros que pueden ser introducidos de
una manera mas intuitiva.



1. Una funcién f(x) = ¢ puede existir en ¢aun-
que x = ¢ sea asintota vertical, y por tanto
cruzarse con ella. Basta tomar f(x)=1/x
six#0, f(0)=1.

. Los valores de 7y 7 o bien se dan por de-
finicién, o bien se deducen de un proceso
analitico. Conviene aclarar que puede exis-
tir 72y no asi #, como le sucede a la funcién
f(x)=senx+x. Por otro lado, la férmula
para calcular el valor de 7 puede obtenerse
mediante un argumento visual basado en

la figura 2.

Figura 2

La pendiente de la recta y=mx+n es
m=tan a. Por ser asintota, la distancia ver-
tical entre f(x) y zx+ n tiende a cero en el
infinito, por tanto

=t 20 72)
X—00 X X—=00 X
. Si el dominio de una funcion f(x) contiene
a un intervalo del tipo (4, 00), entonces
solo puede tener una asintota (horizontal
u oblicua) cuando x—00, (lo mismo ocu-
rre para —00). Esto es asi porque si 7(x) y
s(x) son dos rectas distintas entonces

hin <r<x> — J(X)) =0
Si ademas fuesen asintotas de la funcion
fse cumplirfa:

lim (r(x)—J’(X)) = lim (f(x)—x(x))—

X—00 X—00

i () (+)) =0

X—00

4. Sea la funcién racional f(x)=N(x)/D (x).

Siel grado de N (x) coincide con el de D (x),
el cociente proporciona la asintota horizon-
tal. Si grado(IN (x)) = grado(D (x)) + 1, el co-
ciente da la asintota oblicua. Pero ademas,
de la division se pueden obtener los puntos
de corte entre la asintota y la funcién, y co-
nocer la posicion relativa entre ambas.

Sea f(x)=N(x)/D(x)=Q(x) + (R(x)/D(x)), siendo grado(Q(x))<1y
grado(R(x)) <grado(D(x)). Se verifica:

a) Los puntos de corte con la asintota y=Q(x) se obtienen de la
ecuacion R(x)=0.

b) f(x)>Q(x)siempre que (R(x)/D(x))>0; f(x)<Q(x)siempre que
(R(x)/D(x))<0

Ejemplo 1

Dada la funcién

3 2 _
f(x)z X —|—2>>:2 i—le 3

hallar los puntos de corte y la posicion relativa
con su asintota oblicua.
Por ser

f(x)zx+2—f— x2—5

x°+1
la asintota oblicua y=x+ 2 corta a la funcién en
el punto x=5. Ademis, f(x) queda por encima
de la asintota en el intervalo (5,00) y por debajo

en (—00, 5) (figura 3).

7\

Figura 3

Una sencilla actividad, reciproca del ejemplo
1, consiste en encontrar la ecuacién de una fun-
cién con algunas caracteristicas prefijadas en re-
lacion con las asintotas.

Ejemplo 2
Hallar la ecuacion de una funcion tal que x=1
sea asintota vertical, y ademas y=x—1 sea asin-
tota oblicua, la corte en x= 3, y se mantenga por
encima de ella si x> 3.

Una solucion es

fx)=1— w23

1)
.

Figura 4



Esquemas conceptuales

Los estudiantes que se incorporan a la universi-
dad tienen asimilados tres esquemas conceptuales
en relacion con las asintotas. El primero es un
truco para ahorrar calculos:

1. Si hay asintota horizontal, no hay oblicua.
Los otros dos son de tipo visual:

2 lLaasintota y la grafica de la funcion tienen
un aspecto casi idéntico en el infinito.

3 Las rectas tangentes a la curva, a medida
que se avanza hacia el infinito, tienden a la
asintota.

Estos esquemas son validos para funciones
racionales, pero no para cualquier tipo de funcion.

En los textos de bachillerato no suelen encon-
trarse ejemplos de funciones que tengan asintota
horizontal y oblicua al mismo tiempo. Las fun-
ciones racionales no las tienen. Y si se muestra
una funcién a trozos con ambas asintotas, los
estudiantes argumentan que tales funciones no
estan definidas de una dnica manera. Esto les
reafirma en su idea inicial, ahora algo matizada,
de que una funcién con una sola férmula no
tiene los dos tipos de asintotas.

Construir funciones, que no sean a trozos, con
los dos tipos de asintotas no es complicado. Basta
partir de una funcién racional que tenga asintota
vertical y oblicua. La funcién inversa, si la tiene,
es la buscada. Por ejemplo f(x) = (x*—4/x), para
x>0, cumple esas premisas. Girando noventa
grados la grafica de fy recolocando correcta-
mente la parte positiva y negativa de los ejes, se
visualiza la grafica de /' (figura 5). Su ecuacién

fﬁl(x):%x—l—% x*+16

se obtiene intercambiando x por y, y despejando j.

Figura 5

Las funciones con los tres tipos de asintotas
son mas rebuscadas. Las dos que se muestran a
continuacion se pueden encontrar en (Bumcroft
y otros, 1984). No son funciones a trozos pero
se comportan como si lo fueran, porque ambas
incorporan un valor absoluto. Lo que se busca
es tener dos partes diferenciadas para conseguir
el objetivo.

Ejemplo 3

Comprobar que la funcion
f(x) = i-l— (xz + x‘x‘)sen[i]
tiene los tres tipos de asintotas.

Desarrollando el valor absoluto se obtiene:
f(x)=1/x, parax <0
f(x)=1/x+2x"sen(1/ x), para x >0

Es claro que x=0 es asintota vertical y que

=0 es asintota horizontal por la izquierda. Para
obtener la asintota oblicua, se calcula

/() sl

tim L) g | L )l
X

Por ultimo:

lim ( /() —2x) = lim [%r 2[Xzsen[i]_x]] _

= lim 2[x2sen[l]— x]
X —00 X
Haciendo el cambio #=1/x, este limite se
convierte en

21im sent —17
+—0 jz

Aplicando la regla de I”Hopital se obtiene el
valor cero. Por lo que y=2x es la asintota oblicua
(figura 6, izquierda).

Figura 6



Ejemplo 4
Comprobar que la funcién

fx)= =t a?

arctanx

tiene los tres tipos de asintotas.

Yaque\/x_2:|x

f(x): 1 , para x <0

arctanx

| la funcion es:

f(x): 1 + 2x, para x >0
arctanx

Teniendo en cuenta que la recta y=7/2 es
asintota horizontal por la derecha de la funcion
arco tangente, y que la recta y=—m/2 lo es por la
izquierda, se obtienen las tres asintotas buscadas:
x=0, y=-2/7, y=2x+2/w (figura 6, derecha).

El concepto de asintota se basa en la aproxima-
cién entre una recta y la grafica de una funcion
lo que a su vez conduce a la idea del parecido
entre ambas. Pero esto hay que matizarlo. Por
ejemplo, las funciones f(x)=1/xy g(x)=1/x?
para x>0, tienen al eje y como asintota vertical.
Esto quiere decir que las dos funciones llegan a
parecerse mucho a él. Es razonable pensar que /
y g también llegan a ser muy parecidas entre si.
Entonces ¢la diferencia entre ambas sera cero
cuando x tienda a cero? La respuesta a esta pre-
gunta es negativa. A medida que nos acercamos a
cero la diferencia entre las dos funciones es mayor:
f(1/100)=100y g(1/100) =10% /(1/1000) = 1000
y £(1/1000) =109, etc. (figura 7).

Figura 7

Tomemos ahora la funcion f(x) = (1/x) - senx?,
para x> 0. Se cumple que
lim f(x)=0

Por tanto la recta y=0 es asintota horizontal.
En la figura 8 esta su grafica. ;Podemos consi-
derar que la curva y el eje x se parecen mucho?

Figura 8

Hay un ejemplo que ilustra muy bien que esto
del parecido entre graficas es algo discutible. Los
estudiantes no tienen dificultad en entender que
dos funciones fy g se denominen asintéticas si
cumplen que:

tim (/)= g()) =0

Este no es el caso de f(x) =x’+x, y g(x) =7
porque:

lim (/) = ()] = o<

Pero la grafica de ambas refleja un parecido
tan grande que hace pensar en que hay algo mas.
Para analizarlo se calcula la distancia horizontal
entre esas funciones. Para ello se toman puntos
de cada grafica que estén a la misma altura, y se
mide la diferencia entre sus abscisas cuando x
tiende a infinito. Al punto A(x,x’ + x) de la gri-
fica de la funcién f(x) le corresponde, horizon-
talmente, el punto

B(%/x3 + x50+ x)

de la grafica de g(x) (figura 9).

Figura 9

La distancia horizontal entre las dos funciones
cuando x tiende a infinito es:

lim (\3/x3—|—x—x): lim X[M—l]:

x—00 X—00 X
~ lm PN+x2—1
X—00 l
.



Aplicando la regla de I.”Hopital se obtiene sin
dificultad que el valor del limite es cero.

Este analisis da pie a considerar funciones
que pueden ser asintoticas en un sentido distinto
del habitual. En la dltima seccién se desarrolla
esta idea.

Cuando los profesores queremos ilustrar un con-
cepto matematico, acudimos a imagenes que fa-
cilitan su visualizacioén. Por ejemplo, la figura 10
es util para motivar el concepto de asintota.

Figura 10

Esta figura sugiere que las rectas tangentes a
la curva, a medida que se avanza hacia el infinito,
van tendiendo a una recta que no es otra que la
asintota. Siguiendo con esta idea, la pendiente de
la asintota podtria calcularse como el limite de las
pendientes de las tangentes, es decir:

lim f(x)
x—00

Todas estas intuiciones se cumplen en las fun-

ciones racionales.

Sea f(x)=N(x)/D(x)=Q(x)+(R(x)/D(x)), donde grado(R(x))<

<grado(D(x)). Se verifica:

a) Si grado(N(x)) =grado(D(x)), y=Q(x) es asintota horizontal y:
i (x)=0

b) Si grado(N(x)) =grado(D(x)) + 1, y=Q(x) es asintota oblicula y:

lmf’(x) = coeficiente de x de Q(x) = lm@
Sin embargo, las ideas intuitivas fallan
cuando las funciones no son racionales. En
Gonshor (1968) o Giblin (1972) se analizan
funciones que no cumplen esas intuiciones. En
los ejemplos 5, 6 y 7 se ve que la existencia de:
fim /()
x—00
es independiente de la existencia de asintota
horizontal u oblicua.
En el ejemplo 8, su existencia no implica
que las tangentes a la curva alcancen una posi-
cién limite.

Ejemplo 5
Sea f(x) = (1/x) - senx?, para x> 0. Se cumple que:

fim /(x)=0

Por tanto la recta y=0 es asintota horizontal,
sin embargo no existe lim f /(x) (figura 8).
X—00

Ejemplo 6
Sea f(x) = (1/x) - senx?+ x, para x> 0. Se cumple

que la recta y=x es asintota oblicua ya que:

i Sty (1)) =0

x—00 X X—00

pero no existe lim g/(x) (figura 11).

Figura 11

Ejemplo 7

La funcién f(x) =sen(lnx), x>0, cuya grafica es
una version muy estirada del seno, no tiene asin-
tota hotizontal porque no existe lim f <x> , aun-
que lim f/<x> =0. o

X—00

Ejemplo 8

Sea f(x)=(1/x) - senx, para x>0. La recta y=0
es asintota horizontal ya que:

lim f(x) =0
Ademas:
lim f'(x)=0

Para analizar si las rectas tangentes a la curva
alcanzan una posicioén limite, tomemos la ecua-
cion de la tangente en un punto x=a:

y —Lsena= [_—leencz—i—lcosg](x—a)
a a a

La interseccion con el eje y se produce en el
punto (0,(2/a)sena—cosa). Si a es un maltiplo
impar de T, se obtiene el (0, 1), mientras que si a
es un maltiplo par de T se obtiene el (0,—1). Esto
hace que las rectas tangentes presenten una os-
cilacién que impide que alcancen una posicion
limite (figura 12).



Figura 12

Asintotas no lineales

No solo las rectas tienen la capacidad de acer-
carse indefinidamente a una curva. Si una fun-
cién racional f(x)= (N (x)/D (x)) cumple que
grado(IN (x)) > grado(D (x)) + 1, entonces el co-
ciente Q(x) tiene grado mayor que uno y verifica
que:

lim ()~ 2(x)) =0

x—00

A Q(x) se le denomina polinomio asintitico a

S

Ejemplo 9
Sea
Nt —x42 2 2
f(x)— x+1 - X+x+l

entonces 0 (x) = x*—x es una parabola asintética

a f(x) (tigura 13).

Figura 13

Si el dominio de una funcién f(x) contiene
un intervalo del tipo (4, 00), entonces solo puede
tener un polinomio asintético cuando x— 00,
(lo mismo ocurre para —00). L.a demostracion es
similar a lo hecho en la observacion 3, sustitu-
yendo las rectas 7(x) y s(x) por los polinomios
correspondientes (en Dobbs (2010) se ofrece un
estudio exhaustivo sobre estos polinomios).

El concepto de curva asintética también va
mas alla de los polinomios. En general, si

fim () =(x)) =0
se dice que A(x) es una funcion asintotica a f(x).

Es sencillo construir muchas funciones asin-
toticas a una funcién racional. Sea f(x)=
= (N()/D () =0 () + (R(3)/D(~), donde
grado(R (x)) > grado(D (x)). Tomemos un polino-
mio g(x) de grado mayor o igual que uno y un nad-
mero real ¢«. El motivo de esta eleccion es que
¢/g(x) tienda a cero cuando x tienda a infinito. En
estas circunstancias, 4 (x) =0 (x) +¢/g(x) es asin-
totica a f(x). Para comprobarlo se observa que:

lim (£ () () =

xX—00

= lim [ /() = ©(x))+ lim (©() = 4(]) =0

X—00 X—00

En la figura 14 se visualiza la funcion:

f(x):x3—x—|—2: 2

2
—x+
x+1 v x+1

junto con:
h(x)= 5" —x+¢/ x (izquierda)
h(x)=x?—x+¢/x* (derecha)
parac=1,2,3,4,5,6,7.

\W ML

Figura 14

La construccién anterior también se puede
hacer para funciones no racionales. Por ejemplo,
es conocido que las rectas y = £3x/2 son asinto-
tas de la hipérbola (x?/4)—(y?/9)=1. En la figura

15 se representan las funciones

y= :I:%\/x2 —4
junto con h(x)=(3/2)x+ (¢/x?) (izquierda) y
h(x) = (=3/2)x+ (¢/x?) (derecha), para c= 11,12,

3,44, 15
lf’. .-‘.l
& b Y e

Figura 15



Funciones horizontalmente asintdticas

La exploracion que se hizo en la segunda seccion
con las funciones f(x) =x’+xy g(x) =x° da pie
a distinguir entre dos conceptos. Si la distancia
vertical entre dos funciones tiende a cero si x
tiende a infinito, se dice que son verticalmente asin-
tdticas. Si la distancia horizontal entre dos fun-
ciones tiende a cero si x tiende a infinito, se dice
que son horigontalmente asintoticas.

Una ligera variacion en la funcién cambia el
resultado. Por ejemplo, f(x) =x’+x? y g(x) =7
no son verticalmente asintéticas pero tampoco
son horizontalmente asintoticas. Esto se com-
prueba tomando los puntos de ambas funciones
que se corresponden horizontalmente, (x; x° + x7)

de /() y
(3/X3 NIV x2>
de g(x).
De la misma forma que antes, se verifica que:

lim<\3/x3+x2 —x):%zo

500
En Kalman (2009: 207) se ofrece un interesante
estudio visual y geométrico, con el objetivo de
conseguir alguna condicion que permita saber, en
algunos casos, si dos funciones son horizontal-
mente asintoticas. Es légico pensar que para lograr
lo que se busca, las funciones deben tener carac-
teristicas similares cuando x tiende a infinito. Por
eso se trabaja con dos funciones f(x) y g(x), con-
vexas y crecientes y tales que f(x)>g(x) en algin
intervalo (x;,00). Dentro de este se considera el
subintervalo (x,,x,), y se construye la figura 16.
En esta figura, R es la recta tangente a f{x) en
F,(x,,/(x,), y § es la recta tangente a g(x) en

Figura 16

G, (x,4(x). Se visualiza que la distancia hori-
zontal / verifica:

dist(P,G, ) < h<dist(F,, Q)
La pendiente de Res f'(x,) y

f(XZ)_g<X2)

dist(P,G,)

tana =

Por tanto:
/ (X 2>—g (X 2)

f /(XZ)
Asimismo, la pendiente de S es g/(x1) y
S(x)—al>)

dist(F;, )

f(x1>—g(x1>

g,<xl)

dist(P,G, )=

tanb =

Por tanto:

dist(F,, 0)=
Con lo que:

f(X2>_<g(X2> f(xl)—g(xl>
f/<X2) gl<xl)

Es decir, la distancia hotizontal entre las curvas

<h<

se puede acotar utilizando las rectas tangentes, y
de esta acotacion se deduce el siguiente resultado:

Si f(x) y g(x) son convexas y crecientes y tales que f(x)>g(x) en
algun intervalo (x, o), entonces:
(1) fix) y g(x) son horizontalmente asintéticas si

o fx)=alx)
S

(2) f(x) y g(x) no son horizontalmente asintdticas si
lim M =0
SR

Ejemplo 10

Por la condicién (2), las funciones f(x) = x>+ x?
y 2(x) =x’ no son horizontalmente asintoticas.
Pero resulta sorprendente comprobar que sf lo
son f(x) = x7 +x y g(x) = x?, puesto que cum-
plen la condicion (1).

Del enunciado anterior se deduce un resultado
general para funciones polinémicas:

f(x) =ax"+ cz)Hx'H +...tax+a,

g(x) =b x"+b x""+. +bx+b,

m—1



Observemos que si z y b son positivos, am-
bas funciones son convexas y crecientes para x
suficientemente grande. Por otro lado:

Si #>m, entonces f(x) > g(x) para x suficien-
temente grande. Ademas, grado(f(x)—g(x))=ny
grado(f'(x))=n—1. Por (2), fy g no son hori-
zontalmente asintoticas.

Si n=m, hay que comparar los coeficientes
de ambos polinomios:

—Sia,>b , entonces f(x) > g(x) para x sufi-
cientemente grande. Ademas, grado(f(x)—
—g()=ny grado(/'(x))=r—1. Por (2),
y £ no son horizontalmente asintéticas.

—Sia=b,ya, ,>b , entonces f(x)>g(x)
para x suficientemente grande. Ademas,
grado(f(x)—g(9) =1 y grado(/'(x))=
=n—1. Por (2), fy g no son horizontal-
mente asintoticas.

Como resumen de este analisis se tiene el si-
guiente resultado (Kalman (2009: 209)) que pet-
mite saber, de un solo vistazo, si dos funciones
polinémicas son horizontalmente asintoticas:

Dos polinomios
f(x) =ax"+a_x"'+..+ax+a,

g(x) =b x"+b__

tales que a, y b tienen el mismo signo, son horizontalmente
asintaticos si y solo tienen el mismo grado n, y cumplen a =b

n n
y an—lzbn—

X" +bx+b

1

1

El resultado también es véalido siz <Oy b <0
(basta reemplazar fpor —f, y g por —g).

Resumen final

Al explicar los conceptos matematicos a lo largo
de la ensefanza media y el bachillerato, los pro-
fesores deben enfrentarse a dos problemas. Uno
es la falta de tiempo. El otro es la falta de madurez
de los estudiantes. Para tratar de solventatlos, se
emplean recursos como graficas o imagenes que
sean faciles de comprender, que sean motivadoras,
no consuman demasiado tiempo e ilustren el con-

cepto con claridad. También se dan férmulas me-
canicas con las que obtener ciertos valores, o tru-
cos para ahorrar calculos. Todos estos recursos
hacen que los estudiantes construyan esquemas
conceptuales, a veces ingenuos e incorrectos, que
pueden interferir de forma negativa en la adqui-
sicion de nuevos conocimientos. Cuesta despren-
derse de una idea arraigada desde hace afios aun-
que sea erronea, por eso los profesores debemos
procurar que las imagenes o recursos que ofrece-
mos a los estudiantes les permitan formar esque-
mas conceptuales solidos donde asentar los co-
nocimientos que adquiriran posteriormente.
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Realidad aumentada
con GeoGebra

Jost Luis MuNoOz CASADO

Recientemente GeoGebra ha publicado una nueva
aplicacion para dispositivos méviles 108, Geo-
Gebra AR. La aplicacion se puede descargar en
la App Store.

Ademas, en la aplicacion Calculadora Grafica
3D, tanto en su version para Android como para
1OS han incluido el botén de realidad aumentada.
En este articulo exploraremos las posibilidades
de ambas aplicaciones.

¢Qué es la realidad aumentada?

La realidad aumentada (RA) es el conjunto de
tecnologfas que permite al usuario mezclar ima-
genes reales con imagenes virtuales mediante dis-
positivos electronicos. El nombre viene precisa-
mente de las aportaciones que se pueden realizar
al observar una imagen real a través de un dis-
positivo electrénico.

Algunas caracteristicas de la realidad aumen-
tada son:

— Combina elementos reales y virtuales.

— Es interactiva en tiempo real, es decir, los
elementos virtuales interaccionan con el
movimiento del usuario.

— Esta realizada en 3D.



Para poder visualizar la realidad aumentada
es necesario disponer de algin elemento tecno-
légico que mezcle la realidad con los elementos
virtuales. Existen diferentes tipos de visualiza-
cién:

— Nivel 0. Es el nivel mas bajo y ofrece la in-
teraccion minima con el mundo fisico. Las
aplicaciones enlazan el mundo fisico con
el virtual mediante el uso de cédigos de
barras y codigos en 2D (por ejemplo, los
codigos QR).

— Nipel 1. Las aplicaciones utilizan marca-
dores, patrones en 2D que desencadenan
la apariciéon de objetos tridimensionales
sobre ellos.

— Nivel 2. Las aplicaciones utilizan imagenes,
objetos o coordenadas GPS para super-
poner la informacion virtual.

— Nivel 3. Es el nivel mas alto y estarfa com-
prendido por dispositivos como gafas o
lentillas que proyectan informacién sobre
lo que se esta viendo en tiempo real.

GeoGebra realiza una realidad aumentada de
nivel 3 a través del mévil mezclando imagen real
con imagen virtual sin necesidad de ningin mar-
cador.

GeoGebra AR

Para poder disfrutar de la nueva gpp es necesario
realizar algunas comprobaciones técnicas ya que
no todos los dispositivos cumplen los requisitos
necesarios para su funcionamiento.

Tanto para Android como para IOS es nece-
sario disponer de las librerfas (conjunto de he-
rramientas de software pequefio y auténomo
que ofrece una funcionalidad muy especifica al
usuario) de Realidad Aumentada de cada plata-
forma, en Android el software necesario es AR-
Core y en IOS es ARKit. Para poder usar la app
ARy la calculadora grafica 3D con AR es nece-
sario que nuestro dispositivo soporte esas libre-
rias.

Se pueden consultar los dispositivos compa-
tibles para Android en Google Play y en App
Store para los dispositivos 10S.

Figura 1. ARCore. Android

Figura 2. ARKit. I0S

Ambas aplicaciones funcionan de forma si-
milar, por tanto, realizaremos los ejemplos con
una de ellas.

Primeros pasos

Al pulsar sobre la app AR nos aparecera una ven-
tana para detectar una superficie y dos lineas de
entrada.

Una vez detectada la superficie es posible «co-
locar objetos» sobre ella. Para ello tenemos dos
opciones: colocar los objetos predefinidos o es-
cribir funciones = f(x, 7).

GeoGebra ofrece los siguientes objetos pre-
definidos:

— Sdlidos platonicos

— Triangulo de Penrose
— Piramide de Sierspinski
— Balén de futbol

— Funcién 3D

— Botella de Klein

— Superficie reglada

— Escalera helicoidal.

En todos estos objetos es posible mover el
movil como si los objetos estuvieran realmente
en la superficie, permitiendo explorar su interior,
su exterior, propiedades, etc.

También es posible anadir dos funciones del
tipo 2= f(x,7) en las dos lineas de entrada que se
encuentran en la parte inferior de la pantalla.

Con esta opcion podemos jugar a encontrar
la ecuaciéon de multitud de objetos cotidianos.



Pero creemos que la verdadera potencialidad e
de la realidad aumentada de GeoGebra esta en
la integracion de la realidad aumentada en la app
Calculadora Grafica 3D.

Al iniciar la Calculadora Grafica 3D, nos apa-
rece el interfaz 3D de GeoGebra (figura 6). Si
nuestro dispositivo lo soporta, en la esquina in-
ferior derecha aparecera el botéon que nos per-
mitira realizar realidad aumentada.

Al pulsar en ese botén, nos aparecera la ima-
gen que se obtiene a través de la camara del

mévil y un aviso que nos dice:

Muévete lentamente para detectar superficies.

T B EPECE BT N PR A
g s p— .
! ; ) Una vez detectada la superficie, GeoGebra
Figura 3. Balon de futbol

colocara virtualmente los objetos que hayamos
construido en la vista 3D.
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Figura 6. Interfaz GeoGebra 3D

Algunas propuestas

Objetos cotidianos

b e A Ty Una buena opcién para comenzar con la realidad

T —_— ' aumentada es intentar representar un objeto co-
Figura 5. Botella de Klein tidiano y ver sus posibilidades.
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o El desarrollo del cubo es conocido por todos,
pero podemos explorar las diferentes configura-
ciones que genera el cubo y verlas en directo.

Pero quizas donde puede mostrar toda su po-
tencia es en la visualizacién de esos cuerpos geo-

métricos no tan estandar (figuras dela 7 ala 12).

Figura 7. Cubo
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Figura 8. Modelo sobre el cubo

Figura 9. Modelo sobre el cubo

Josg Luis MuNoz CAsADO
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Figura 10. Desarrollo modelo 1
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Figura 11. Desarrollo modelo 2
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Figura 12. Desarrollo modelo 3



Para ello podemos recurrir a las construccio-
nes existentes en <geogebra.org>. Una estu-
penda coleccién de poliedros la podemos en-
contrar en el perfil de José Manuel Arranz
<https:/ /www.geogebra.org/u/arranz>.

Usar la realidad aumentada con construccio-
nes ya elaboradas es realmente sencillo, al iniciar
la aplicacion, en la parte superior izquierda nos
aparece el icono =, pulsando accedemos al
menu de la app. En la opcién Buscar podemos
introducir el nombre de la construccién que que-
remos abrir. Hay que recordar que solo podremos
abrir construcciones disefiadas en 3D.

Otra opcion es conocer la url de la construc-

ci6én e introducir el codigo que aparece al final

(figura 13).

Figura 13. Url de una construccion de José Manuel Arranz

Actividad 1

Muévete (figura 14) y responde a las siguientes preguntas:
— ¢Cuantos cuadrados azules hay? ¢Y rojos?

— ¢Cuantos triangulos?

— ¢Cuantas caras confluyen en un vértice?

— Comprueba la férmula de Euler para este poliedro

Figura 14

La visualizacion con realidad aumentada es
perfecta para observar propiedades matematicas
de cuerpos geométricos y explorar como si estu-
viera fisicamente delante de nosotros.

Podemos proponer a los alumnos explorar la
dualidad entre cubo y octaedro a través de su vi-
sualizacion con realidad aumentada.

La siguiente actividad es muy asequible para
realizar directamente en la app.

Actividad 2

— A=(-1,-1,0)

—B=(1,-1,0) .

Con botén punto medio -* obtenemos el punto medio de tres
caras marcando dos vértices opuestos de una cara.

— K=PuntoMedio(H,A)

— L=PuntoMedio(E,G)

— M=PuntoMedio(E,G)

Escribimos:

— Octaedro(K,M,L)

A continuacion, podemos activar la realidad aumentada y ver
nuestro cubo y su dual encima de la mesa (figura 15).

¢Coémo serd el poliedro que se obtiene al unir los puntos
medios de las aristas del cubo?

Figura 15

Mobiliario urbano

El mobiliario urbano es una gran fuente de ins-
piracién para usar la realidad aumentada de
GeoGebra. Observemos el macetero de la figura

16.

Jutio
2019

77

91

REALIDAD AUMENTADA CON GEOGEBRA



o Una vista entrenada, y este podria ser un ob-
jetivo, rapidamente vera un paraboloide sobre
tres esferas. Con la aplicacién en mano, nos lan-
zamos a intentar comprobar nuestra hipotesis

(tigura 17).
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[ -]

Figura 17

Una buena idea es escribir los pardmetros que
influyen en el paraboloide usando deslizadores.
Asi escribimos:

Z—m=tx*+1y?

GeoGebra creara dos deslizadores m y t que
nos permitiran ajustar nuestro paraboloide al pa-

Jost Luis MuRioz CASADO

raboloide real del macetero. Ajustando los valores
obtenemos la ecuacion del paraboloide:

0,28 x2-0,287%+=0,2

Una vez ajustado el paraboloide intentamos
encontrar las tres pequeflas esferas. Un primer
intento nos lleva a introducirlas a mano escri-
biendo:

(x—R)2+y2+ (z—m)? =712

Otra vez mas usamos los deslizadores para
ajustar nuestra esfera con la esfera real.

Nos acercamos con el mévil y ajustamos hasta
que nuestra esfera sea tangente al paraboloide y
al plano XY. A continuacion, efectuamos un giro
alrededor del eje Z de 21/3, y otro giro mds para
obtener la tercera esfera.

Sin embargo, no es facil ajustar la tangencia
con realidad aumentada, intentemos modelizar
por completo el problema. Para ello nos pasare-
mos a la version de escritorio o la version web
de GeoGebra.

Fijando una altura 3= £ y representado el
plano y=0, obtenemos las figuras 18 y 19.

Figura 18

\ i

e
-
—

-

-
i

Figura 19



Con el punto 4 podemos obtener la ecuacion
de la esfera. Para ello trabajaremos en el plano
XZ como si fuera el plano XY:

—0,28 x*—0,28 >+ 2=0,2
{JZO

Obtenemos la parabola =-0,28 x*+0,2.

Dibujamos la recta tangente y la recta normal a
la parabola por el punto 4. Podemos usar la vista
CAS para realizar todas las operaciones (figura 20).

Una vez que hemos comprendido el problema
en el plano podemos llevarlo al espacio.

Supongamos la esfera § centrada en el punto
C(x,9,%) que es tangente al paraboloide en el
punto A y al plano g=0.

Se tiene que verificar que d(C,.A4)=d(C, ).

Por tanto, escribiendo en la barra de entrada:
(A =29+ (A )+ RAD-* =717
Obtenemos el lugar geométrico de los puntos

del espacio que equidistan de A y del plano =
(figura 21).

Ya solo resta calcular la interseccion de la o
recta normal al paraboloide en el punto A con el
lugar geométrico obtenido anteriormente para
obtener el centro de la esfera buscada.

Por ultimo, nos queda rotar nuestra esfera al-
rededor del eje Z un angulo de 21/3 (figura 22).

Una opcién que incorpora GeoGebra 3D es
la representacion 2D de un plano. Activando la
representacion 2D del plano 3= £, comprobare-

mos por qué las matematicas son tan bellas.
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Figura 20

Figura 23. Representacion 2D del plano z=k

Conclusiones

Con esta pequefia introducciéon hemos preten-
dido explorar algunas de las posibilidades de la
realidad aumentada de GeoGebra.

Creemos que la modelizacién de objetos co-

tidianos es una actividad muy rica por la gran
cantidad de conocimiento que hay que desarrollar

Figura 21. Puntos equidistantes a Ay el plano z=0

REALIDAD AUMENTADA CON GEOGEBRA



para lograr dicha modelizacion, y la realidad au-
mentada supone un gran elemento motivador
para iniciarse en ella.

Algunos de los ejemplos mostrados, como la
actividad 1 y la actividad 2, son realizables con
materiales manipulables, sin duda muy valiosos,
pero creemos que el uso de la realidad aumentada
permitira dar otro enfoque a problemas mas
complejos.

No podemos dejar de mencionar el problema
de los dispositivos, actualmente no todos los
dispositivos soportan esta tecnologfa. Sin em-
bargo, estamos convencidos de que este pro-
blema dejara de serlo en breve, pues la realidad
aumentada en todas sus variantes ha venido para
quedarse.
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Sonando con numeros,

sSuuml Maria Andresa Casamayor

(1720-1780)

JULIO BERNUES PARDO
PEDRO J. MIANA SANZ

La zaragozana Marfa Andresa Casamayor es co-
nocida por ser la primera mujer escritora de un
texto cientifico en Espafia. En este articulo res-
pondemos a varios de los enigmas mas impor-
tantes de su desconocida biografia, como la fecha
de su nacimiento, el origen de su familia, la lo-
calizacién de la casa en la que habit6 asi como
las de sus familiares, su profesion como maestra
de primeras letras e incluso..., su verdadero
nombre.

Hace casi 300 afios nacfa en la Zaragoza del
Siglo de las Luces Marfa Andresa Casamayor de
La Coma. Con poco mas de 17 afios, publico su
Tyrocinio arithmetico, Instruccion de las quatro reglas
llanas. Este modesto e interesante libro convierte
a su autora en la primera matematica espafiola
de la cual se conserva obra escrita. Casamayor,
bastante olvidada, encarna por su vocacion y de-
dicacion el ejemplo de mujer cientifica que desa-
rrolla su trabajo en circunstancias tremendamente
desfavorables.

Comercio y educacion en la Zaragoza
del siglo xvui

La colonia francesa de Zaragoza dominaba el
comercio en Aragon entre los reinos de Espafia



y el resto de Europa formando a principios del
siglo XVIII un numeroso grupo de poblacion con
fuertes interrelaciones comerciales y familiares
(Salas, 2003). En este ambiente se sitian los pro-
genitores de nuestra protagonista, Juan Joseph
Casamayor, un comerciante textil francés que
casard en 1705' con Juana Rosa de La Coma,
hija de comerciantes de ascendencia también
francesa pero ya afincados en Zaragoza. El ma-
trimonio tendra 9 hijos e hijas® y entre ellos, Ma-
ria Juana Rosa Andresa nacera un 30 de noviem-
bre, dfa de San Andrés, de 1720 siendo bautizada
al dfa siguiente en la iglesia del Pilar (figura 1).

Es muy probable que, como hacian muchas
otras familias acomodadas de Zaragoza como la
suya, Marfa Andresa recibiera sus primeras letras
de forma colectiva con sus hermanos y hermanas
en la casa en la que la familia vivia alquilada sita
en la calle del Pilar’. En este ambiente, la pequefia
Marfa Andresa muy pronto destaco.

Leer, escribir, contar, operar con las cuatro
reglas..., eran habilidades de obligado conoci-
miento para el comercio, la principal actividad
que se realizaba en el entorno de Marfa Andresa,
entre los diversos territorios aragoneses, caste-
llanos y franceses con un amplio numero de uni-
dades de moneda, longitud, superficie o peso.

Los ilustrados del siglo XVvIII consideraron el
mejorar la educaciéon como uno de los objetivos
fundamentales de sus politicas para el progreso
del pafs. Y es que en los afos de infancia de
Marfa Andresa, el porcentaje de analfabetos era
enorme, especialmente entre las mujeres (Alfaro,
2017). Aunque la implicacién publica fue en au-
mento sobre todo a partir del ultimo tercio del
siglo, la ensefianza en el siglo XVIII era principal-
mente impartida en centros religiosos.

Figura 1. Apunte del bautismo de Maria Andresa Casamayor

de La Coma

De especial importancia para nuestra historia
es el papel de padres escolapios que llegan a Za-
ragoza el 27 de octubre de 1731. Los escolapios
impartfan una ensefianza de calidad, gratuita y
universal (eso si, solo para hombres) tanto en le-
tras como en ciencias. Uno de estos primeros
escolapios fue Juan Francisco de Jesus, catedra-
tico de Matematicas y uno de los censores del li-
bro del Tyrocinio. El colegio fundacional de Za-
ragoza, conocido hoy como «el colegio de Conde
Aranda», se abti6 el 19 de febrero de 1740 con
el nombre de Colegio de Santo Tomas de Aquino
de las Escuelas Pfas de Zaragoza en homenaje al
patrocinio del arzobispo Tomas Crespo Agiiero.
Este prelado, preocupado también por la educa-
cion femenina, encargd esta a las «Seforas de la
Real Casa de la Ensefanza».

Zaragoza contaba ademds con 10 maestros
de primeras letras (para nifios) que estaban dis-
tribuidos por la ciudad e impartfan clases en lo-
cales o en sus propios domicilios. La organizacion
de ese tipo de ensefianza para nifias sera algo
posterior (Dominguez, 1999). Por otro lado, la
ciudad disponfa de una escuela publica de pri-
meras letras, las aulas piiblicas, situada en el edificio
jesuita del Colegio del Padre Eterno.

Los politicos ilustrados realizaron numerosos
esfuerzos para organizar la ensefianza publica y de
hecho, a pesar de su precario funcionamiento, un
alto porcentaje de los pueblos aragoneses contaran
al acabar el siglo con la conocida figura del «maestro
de escuelar, que sera (muy mal) pagado bien por
ayuntamientos o... por las propias familias de los
alumnos (Alfaro, 2017; Dominguez, 1999).

El Tyrocinio Arithmetico

El libro del Tyrocinio (figura 2) ha sido hasta hoy
la principal fuente de informacion sobre su joven
autora. Publicado en marzo de 1738, es un libro
de tamano de cuarto, de 16 cm X 22 cm aproxi-
madamente, de 78 paginas con algin error de
paginacion. Una copia digitalizada puede encon-
trarse en la web de la Biblioteca Nacional.

El cultismo latino Tyrocinio (que significa,
aprendizaje o formacion) era un vocablo utilizado



Figura 2. Portada del Tyrocinio Arithmetico

en el siglo XVIII para titular obras de ciencias o
de letras.

Desde el punto de vista matematico, el libro
esta escrito en un lenguaje agil y eminentemente
practico, con una gran cantidad de ejemplos y casos
reales que permiten al lector aprender de forma
directa el manejo de las cuatro reglas del dlgebra me-
nor: suma, resta, multiplicacion y division. Ademas,
muestra un conocimiento preciso de las unidades
que se manejaban a diario en el comercio de prin-
cipios del siglo Xv1iL. Si a ello unimos que en la in-
troduccion se resalta el cardcter pedagdgico de la
obra, en el perfil de Marfa Andresa Casamayor po-
driamos destacar una gran habilidad aritmética y
una profunda preocupacion por la educacion. En
este sentido, la obra de Matfa Andresa se adelanta
en varias décadas a lo que sera el modo de hacer
de las mujeres ilustradas.

En el plano personal, la autora firma con un
pseudénimo masculino, Casandro Mamiés de La
Marca y Araioa. Esta firma es un perfecto ana-
grama, mismas letras en diferente orden, de su
nombre Maria Andresa Casamayor de La Coma. Cu-
riosamente esta noticia, sacada de la cita de Félix
Latassa en su monumental obra Biblioteca nueva
de los escritores aragoneses, contiene un error ya que
Latassa llama a nuestra protagonista «Marfa An-
drea» en lugar de Marfa Andresa, un equivoco
que ha llegado hasta nuestros dfas (figura 3).

Figura 3. Apunte biografico de «Maria Andrea»
en la enciclopedia de Latassa

Casandro se reconoce como «discipulo de la
Escuela Pfa» y dedica el libro a la misma «Escuela
Pia del Colegio de Santo Thomas de Zaragoza».
Esta dedicatoria parece significar un apoyo a los
recién llegados escolapios.

Firma la dedicatoria en Almodoévar del Pinar.
Este pueblo de la serranfa de Cuenca, cercano a
Teruel, contaba con un Colegio Escolapio desde
1724. Fue conocido como el «pueblo de las ca-
rretas» al ser un importante nudo de comunica-
ciones en la época. Se desconoce el interés de la
autora al nombrar esta localidad.

Siguiendo las normas de la época, el Juez de
Impresiones y Oidor de la Real Audiencia, Don
Alonso Pérez de Mena, solicita al escolapio y
catedratico de Matematicas Juan Francisco de
Jesus y al fraile Pedro Martinez, Regente de Es-
tudios del Colegio de San Vicente Ferrer de la
Orden de Predicadores, las censuras correspon-
dientes (hoy también las llamarfamos resefias)
como tramite para aprobar la publicacion del
Tyrocinio. Pedro Martinez nos cuenta c6mo otros
libros similares a este suelen ser mas extensos,
lo que encarece su coste, y nos desvela los mo-
tivos del autor (autora) para publicar tan breve
obra:

[...] su fin, en esta Obrilla solo es facilitar esta ins-
truccion a muchos, que no pueden lograrla de otro
modo.
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SONANDO CON NUMEROS, MARIA ANDRESA CASAMAYOR (1720-1780)



Y después del Tyrocinio...

La segunda obra de Maria Andresa Casamayor
fue el manuscrito, hoy perdido, E/ Para si solo de
Casandro Mamés de la Marca_ y Arioa. Noticias espe-
culativas, y practicas de los Numeros, uso de las Tablas
de las Raizes, y Reglas Generales para responder a algu-
nas Demandas, que con dichas Tablas se resuelven sin la
Algebra. De 109 hojas de tamafio folio es de un
nivel matematico superior al Tyrocinio. Tal y como
comenta Latassa (1802):

Son muchas las Cuentas, Calculos, Sumas, y Reglas
que se dan en dicho Escrito, trabajo que aprecio el
referido Padre Maestro Martinez.

Uno de los principales apoyos con el que
cont6 la joven Marfa Andresa Casamayor fue el
del dominico y censor de su libro, Pedro Marti-
nez. Latassa (1802) escribe los apuntes biografi-
cos de ambos sefialando sus colaboraciones mu-
tuas.

Desconocemos si, debido al alto nivel ma-
tematico alcanzado por Marfa Andresa, esta
llegd a entrar en contacto con alguno de los
matematicos afincados en Zaragoza o con al-
guno de los notables libros de matematicas que
vieron la luz en las imprentas zaragozanas de
la época: En 1723 se publica Euclides Geometria
Especulativa y Practica de los Planos, y Solidos del
militar Antonio José Deu y Abella. Un afio mas
tarde se reedita en Arithmetica practica muy itil y
necessaria para todo genero de Tratantes y Mercaderes
del valenciano Geronimo Cortés. Francisco Xa-
vier Garcfa, residente en Zaragoza, publica su
Arithmetica especulativa y practica y arte mayor o al-
gebra mayor o algebra en 1733. Merece la pena
mencionar que anteriormente en Barcelona en
1698, el ingeniero militar aragonés Francisco
Larrando de Mauleén publicaba sus Elementos

de Euclides.

Maria Andresa, maestra de niflas

Inmediatamente después de escribir el Tyrocinio,
tragicos acontecimientos van a determinar el fu-
turo de Marfa Andresa: Juan Jose Casamayor, su
padre, fallece el 14 de marzo de 1738 y Fray Pe-

dro Martinez, su amigo y colaborador, el 14 de
noviembre de 1739. Por otro lado su familia cer-
cana, los La Coma y en concreto el heredero de
la familia Joseph de La Coma, iniciard en 1740
un proceso de endeudamiento que terminara en
1748 con la pérdida de todas sus casas®. También
el arzobispo Tomas Crespo fallecera el 3 de
marzo de 1742 y a mediados del siglo xviii, el
matematico Juan Francisco de Jesus se trasladara
al Colegio de los Escolapios de Valencia. De re-
pente, todos los apoyos que habia tenido la joven
Marfa Andresa Casamayor han desaparecido en
pocos anos.

A diferencia de lo que era habitual para una
mujer de la sociedad zaragozana, Maria Andresa
ni se casara ni entrard en la Iglesia, asi que el
resto de su vida debera trabajar para ganarse la
vida®’. Fue maestra de niflas y durante buena
parte de su vida, maestra de primeras letras en
las aulas publicas de la ciudad. La publicacion
del Tyrocinio arithmeético pudo servirle de carta de
presentacion para su labor profesional. Como
parte de su retribucion, le sera facilitada una
casa donde vivir.

Por el censo de poblacion de 1766 que se
conserva en el Archivo Histérico Municipal de
Zaragoza sabemos que Marfa Andresa Casama-
yor vivia (sola) en una casa de la calle Palomar
(tigura 4) que hace esquina con la actualmente
llamada calle de la Viola que va a la plaza de San
Agustin, en la parroquia de Santa Marfa Magda-
lena. La casa, que todavia existe en la actualidad,
era propiedad de Joseph Lasala, escribano real.
La anotacion del censo indica «Andresa Casa-
mayor, no paga» (figura 5).

En el Archivo Municipal del Ayuntamiento
de Zaragoza se conserva el documento Apunta-
cion de las licencias que se han dado a las Maestras de
Ninias para que puedan enseiiar, que nos dice el
lugar donde daba sus clases. En la primera linea
del listado de maestras de nifias aparece «Semi-
nario Viejo. Maria Casamaior» (Dominguez,
1999).

La historia de este lugar comienza en 1767
cuando se produce la expulsioén de los jesuitas y
con ella la busqueda de nuevos usos para sus
instalaciones. Entre éllos el mencionado Colegio
del Padre Eterno®. Este edificio habfa alojado,



Figura 4. La casa de Maria Andresa en la actualidad
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Figura 5. Apunte en el censo de poblacién de 1766

en su planta baja y desde al menos 1743, las aulas
publicas en las que se impartfan primeras letras.
Con la citada expulsion, la primera planta del
edificio es convertida en seminatio, conocido du-
rante unos aflos como «Seminario Viejo», en con-
traposicion con el nuevo Seminario de San Catrlos
Borromeo. Del edificio del «Seminario Viejow,
es decir de las aulas donde impartia clases Marfa
Andresa, han llegado hasta nosotros sus planos
de 1778 (figura 6) y un grabado que nos recuerda
su uso como polvorin en los sitios de 1808, sal-
tando por los aires en un accidente fortuito (fi-

gura 7).

Figura 6. Plano de las aulas publicas donde trabajé Maria Andresa

Figura 7. Grabado del edificio del Seminario Viejo después

del accidente

El 23 de octubre de 1780 fallece Marfa Casa-
mayor. Después de recibir los sacramentos de
Penitencia, Viatico y Extremauncion, su cuerpo

fue enterrado en el cementerio de la iglesia del
Pilar’.
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1 Juan Joseph procede de Oloron (Francia) y es hijo de Juan
Casamayor y de Maria Abales, aunque llegara solo a Zaragoza. (El
apellido materno «mancebo» que aparece en algunas publicaciones
recientes es por tanto erréneo). Las capitulaciones matrimoniales
estipulan que él aportara al matrimonio 2000 libras jaquesas, una
respetable cantidad y la pareja deberd vivir durante mas de un
afio en casa de los padres de élla. Juana Rosa de La Coma es hija
de Juan de La Coma y de Maria Alexandre, vecinos de Zaragoza.
Juana Rosa tiene dos hermanos menores, Joseph, el que sera he-
redero y Thomas, que sera sacerdote del lugar de Monegrillo. Ar-
chivo de protocolos de Zaragoza, n.° 151. Notario Blas de Villanueva.
p.620ss: Capitulacion Matrimonial de Juan Joseph Casamayor y
Juana Rosa La Coma 1-3-1705.

2 Libros Sacramentales del Archivo Capitular del Pilar, Libros 4
1689-1717 y Libro 5 1718-1735. De los 9 hijos, 2 habran fallecido
en el momento de realizar el censo de poblacién de 1733. Maria
Juana Rosa Andresa es bautizada el 1-12-1720 actuando como pa-
drino su hermano Juan Casamayor y como madrina de honor su
hermana Valera Martina Casamayor. Tres afios mds tarde el 18-4-
1723 Maria Andresa recibira la confirmacion.

3 Lafamilia vivird hasta la muerte del padre en una casa alqui-
lada de la calle del Pilar. Al principio contaran con la ayuda del
abuelo materno de Maria Andresa, Juan de La Coma. Archivo de
protocolos de Zaragoza, n.° 5557. Notario Roque Antonio Nufiez:
Arrendamiento 10-2-1708.

4 Joseph de La Coma pedira en 1740 un préstamo (un censal)
de 400 libras jaquesas al Capitulo de la Iglesia de Santa Cruz, inclu-
yendo como aval las dos casas que poseia la familia La Coma, una
en la calle Albarderia (parroquia de San Pablo) y la de su residencia
en la calle Subida al horno de la Yedra (parroquia del Pilar). Al no
tratarse de una gran cantidad de dinero, nos hace pensar en algun
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suceso familiar grave que provocara que en 1746 se inicie el proceso
judicial que terminard en 1748 con el traspaso de ambas viviendas
al Capitulo. Archivo Municipal de Zaragoza. Catastro 1737. Caja
Letra J. Joseph LaComa.

5 La familia Casamayor La Coma no tendra propiedades (ca-
sas, campos...) y viviran del producto de los negocios de Juan Jo-
seph. Al morir este desaparece la Unica fuente de sustento fami-
liar. Asi, veremos al hermano de Maria Andresa, Juan Gregorio
como eclesiastico o a su hermana Juana casada con un mercader
francés. Juana Rosa, la madre, fallecerd mas tarde en 1764.
Muerte del padre en Archivo Capitular del Pilar, Libro 6 1736-
1756 p.389v. Muerte de la madre en Archivo del Pilar, Libro 7
1756-1772 p.357r.

6 Estaba situado en la actual calle Coso entre las calles San
Jorge y San Lorenzo.

7 La nota de defuncidn (Archivo Capitular del Pilar, Libro 8.
1773-1791), conocida desde Latassa, termina con una direccion,
calle de La Coma. Esta nota no hace referencia a donde vivia, sino
aladireccién a la que habia que dirigirse para cobrar los gastos del
sepelio, quiza siguiendo indicaciones de su hermano y Beneficiado
del Pilar, Juan Gregorio Casamayor, que residia en la bocacalle de
la calle La Coma llamada del Horno de la Caraza. La calle La Coma
(que iba desde la plaza del Pilar a la calle Santiago, conocida en la
actualidad y desde 1867 como la calle Damian Forment) se deno-
minaba en vida de Maria Andresa, calle de Subida al Horno de la
Yedra. Desconocemos el motivo del cambio de nombre, aunque
hay que pensar que se debid a la actividad de los comerciantes
Juan de La Coma (abuelo materno de Maria Andresa, fallecido en
1718) o mas seguramente de Joseph de La Coma (tio de Andresay
heredero de la familia) que vivieron en esa misma calle hasta la
ruina de la familia en 1748.
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La redaccion de este articulo nos encuentra aun
reflexionando sobre lo que la MATRIX Confe-
rence nos ha dejado: entusiasmo, dudas, errores,
aciertos y, especialmente, experiencias y contactos.
Aprovechando la invitacién de los compafieros
portugueses y la amistad de Fernando Blasco, he-
mos estado por primera vez en el VI Colloquium
de Recreational Mathematics, la versién europea

del Gathering for Gardner (figura 1).
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Si desde el MATRIX estabamos dandole vuel-
tas a la relacién entre educacion y divulgacion,
se nos abria ahora otro espacio de analisis sobre
juegos y actividades educativas ladicas.

No dudamos que es necesario hacer dialogar
entre ellos estos ambitos en que hace tiempo
que nos encontramos navegando, pero cada vez
tenemos mas claro que se necesita respetar las
diferencias existentes y las peculiaridades de cada
experiencia. Podemos tender miles de puentes y
cruzarlos cada vez que nos plazca o no convenga,
sabiendo en todo caso dénde nos colocamos y
asumiendo compromisos y complicidades. Aun
cuando todo cachorro ha aprendido a hacer de
perro jugando, el objetivo del juego es divertirse
y el de las actividades educativas, por Iudicas que
sean, es aprender.

Vierka, geoplano y juego del Hip

El Vierka original es un juego de tablero de ori-
gen aleman (autor: Karel Wenzel) en el que de 2
a 4 concursantes han de colocar sus fichas para
conseguir cubrir los vértices de un cuadrado (de
lado minimo 2 unidades). Gana el primero que
lo consigue.

Nos parecfa una oportunidad para dar al geo-
plano, material de reconocido valor didactico,
tanto para el alumnado de primaria como de se-
cundaria, un uso con caracter mas ludico y com-
petitivo.

Empezamos usandolo en los cursos de for-
macion del profesorado y después en las ferias,
para acabar siendo parte del material de la maleta
de geometria, ya que es facil de reproducir (una
hoja cuadriculada substituye al geoplano), rapido
de entender y de ejecutar y motiva, mientras se
afina la estrategia, a profundizar en los contenidos
matematicos.

Colocar las fichas sobre los cruces de lineas
verticales y horizontales, en vez de en el medio
de los cuadrados, como en el juego original, nos
parecfa una representacion del problema mas po-
tente, con mejor impacto comunicativo (figuras
2y3).

En cualquiera de las dos versiones, en las pri-
meras fases del juego, los concursantes prueban a

Figura 2. Tablero y piezas originales del Vieka

Figura 3. Situaciones del Vierka: hay posiciones ganadoras
tanto del concursante rojo como del verde

hacer cuadrados mas o menos grandes, pero siem-
pre paralelos a los ejes del tablero, mientras inten-
tan impedir que el adversario haga lo propio.
Para los usuarios mas jovenes, el juego se li-
mita a eso, pero, para los que tienen mayor co-
nocimiento, la estrategia evoluciona hacia otras
distribuciones, en las que el cuadrado no se apoya



en la base, sino que gira formando angulos que
al principio son de 45° (configuracion roja) y
después asumen mas inclinaciones (configuracién
verde, en la parte inferior derecha de la imagen).

En el primer caso estamos intentando romper
con una iconografia habitual del cuadrado y el
rombo, invitando a definitlos correctamente, en
base a sus angulos (y, a lo mejor, a sus diagonales)
y NO a su apariencia.

En el segundo caso, especialmente si el cua-
drado es grande y el angulo respecto a los ejes es
pequeno, no resulta inmediato comprobar que
la figura formada sea realmente un cuadrado. Es
necesario expresar en un modo preciso el valor
de los angulos y que los lados sean perpendicu-
lares.

Entra en juego la pendiente de la recta, o sea
la relacién entre el incremento de la ordenada y
el incremento de la abscisa de la recta. Constatar
que las rectas paralelas tienen la misma pendiente
y las perpendiculares una pendiente inversa y
opuesta llega mas tarde, pero siempre en forma
de descubrimiento y, por lo tanto, con mayor
probabilidad de ser entendido y consolidado.

No hay duda de que, para que sea asf, los su-
cesivos descubrimientos van definidos, comuni-
cados y discutidos con el resto del grupo o de la
clase, de manera que, una vez mas, es necesaria
una sinergia con la accion didactica «formal» y el
papel del docente, de estimulo, mediacion, siste-
matizacion.. ., sigue siendo insustituible.

Preparando materiales para el Colloquium,
descubrimos una propuesta de Martin Gardner,
aparentemente muy parecida y lamada The game
of Hip'

Nos encontramos otra vez con un tablero
(normalmente de 6 X 6) y dos jugadores, con 18
fichas cada uno, que deben poner en el centro
de las celdas con el objetivo de obligar al adversario
a ocupar los vértices de nn cuadrado cnalquiera.

Se le ha dado la vuelta al objetivo y, evidente-
mente, a la estrategia.

Como en casi todo lo que proponia Martin
Gardner desde sus paginas en el Scentific American,
lo mas interesante son las aportaciones de los
lectores™

Dado su uso Iudico, las reflexiones no se cen-
tran sobre los contenidos matematicos que antes

Figura 4. Martin Gardner: The game of Hip

tratamos, aun cuando esos evidentemente siguen
existiendo, sino sobtre la cantidad de vatiantes
posibles del juego y la mejor estrategia para ganar
o por lo menos empatar, modificando en parte
las reglas (por ejemplo, el tamano del tablero).

Puede que en el juego no haya menos mate-
maticas que en el uso didactico de este material,
pero si diferentes, de manera que su uso en el
aula no quita las ganas de ir trabajando mas a
fondo otros aspectos de la propuesta.

Una caracteristica comun es en todo caso que
la modalidad competitiva puede resultar motiva-
dora y facilitar la toma de contacto con el mate-
rial, pero las reflexiones mas interesantes se hacen
de forma colaborativa, buscando los limites de
toda propuesta, cambiando las reglas y/o las con-
diciones y los objetivos de la actividad...

En el caso del Hip, el hecho de que sea posible
construir, en el tablero 6 X 6, hasta 105 cuadra-
dos, estimula la colaboracién para encontrar las
distribuciones mejores para conseguir ganar o
empatar’.

Cajas

Una de las sesiones del Colloquium de Lisboa
invitaba a los participantes a compartir un pro-
blema que les habia apasionado. Nosotros pre-
sentamos un famoso problema de optimizacion,
que consiste en encontrar la caja de volumen
maximo que se puede construir doblando los
bordes de una hoja cuadrada de papel.
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o En funcion de la edad de nuestro alumnado,

podemos usar diferentes estrategias:

1. Podemos construir cajas diferentes con
cartulina o plastico algo rigido, llenarlas
de arroz y, a través de un cilindro graduado
o una balanza, determinar el volumen de

la caja (figura 5).

Figura 5. Proceso de construccién de la caja

2. Simular el problema con una hoja de
calculo e investigar los volumenes, focali-
zando cada vez mas el intervalo de valores

90 de x mis interesantes (figura 0).

91

[ P S Y T T

ol B e e | e il T

EiarRERd

,
i

Figura 6. Tablas y graficos de la simulacion
con hoja de calculo

3. Usando el algebra, con I.=1lado de la hoja:

h=ag Sb= (L—2x)
7= (L-2x)? 'x=4x 4" + [ *x

Derivando y resolviendo la ecuacion:

= 1252 8L+ 12=0),

MMACA

asi que V’=0 para:
x=1/2 (no hay base) y x=1/6.

El resultado es igual en los tres casos, obvia-
mente, peto resulta «rara» esta ratio (1/06) entre
x'y L, complicada de imaginar las razones «prac-
ticas» que soporten esta verdad matematicamente
inapelable, o sea, que es el doble de conveniente
«invertim en la base que no en la altura de la caja,
como resulta también en el famoso dialogo de
los cilindros de Galileo*.

Desde el punto de vista geométrico, nuestra
caja resulta ser la cuarta parte de un cubo. Dificil
no entusiasmarse (figura 7).

Figura 7. Composicion de cajas de volumen maximo:
el cubo

Unos dias después, nos lleg6 esta demostra-
cién de Zé Paulo Viana®, un nuevo gran amigo
del MMACA, valida para todos los poligonos re-
gulares (figuras 8 y 9).
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Figura 8. La demostracidn de Zé Paulo Viana para cajas
poligonales



Figura 9. Extensidn al circulo

O sea, en todos los poligonos regulares, la
caja de volumen maximo corresponde a un borde
que es 1/3 de la apotema del poligono.

Sin ser una «revelaciény, es un paso que nos
deja un poco menos inquietos y con un nuevo,
extraordinario amigo. {Obrigados, Z¢é Paulo!

El mail de Z¢é Paulo nos estimul6 a investigar
mas opciones para trabajar este tema y una posi-
bilidad que se nos abria era la de disefiar una si-
mulacion con GeoGebra, sobre la base de dos
variables: el nimero de lados del poligono (es
decir: la forma de la hoja de papel) y, obviamente,
el lado del corte de la esquina (es decir, la altura
del poliedro), y la apotema como constante (= 1)
(figura 10).

Dado que la simulacién se ha hecho mante-
niendo constante el valor de la apotema en todos
los poligonos, parece normal que el volumen de
los sélidos resultantes sea diferente.

Si volviéramos a colocarnos en la situacion
inicial, o sea, doblando y cortando hojas de papel
de diferente forma, ¢como variaria el volumen
de los solidos obtenidos si estas hojas tuvieran
igual superficie?

GerEebis
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Figura 10. Simulacién del problema de las cajas
con GeoGebra

Como siempre: un buen problema genera mas
preguntas que respuestas y nuevas investigacio-
nes.

Monedas

Otra cosa que pasé en Lisboa fue una serie de-
sordenada de encuentros informales, al margen
de las actividades oficiales. Que sea en un pasillo
o en la mesa del desayuno, el tiempo se hace
elastico y se llena de ideas desordenadas y utiles,
ligeras, pero nunca futiles, un torbellino de desa-
fios que esta vez gir6 alrededor de juegos con
monedas.

El clasico

Es un reto que se encuentra en muchas publica-
ciones de acertijos matematicos y que Edward
De Bono utiliza como ejemplo de Lateral Thin-
king® (figura 11).

Reglas: Desplazando el menor nimero de
monedas (3), invertir el triangulo.

Figura 11. Situacidn inicial y situacidn final
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Reglas: I.a moneda que se desliza no debe dis-
turbar las otras monedas y debe ser colocada
siempre de manera que toque otras dos mone-
das.

Desplazando el menor nimero de monedas
(4), pasar del triangulo al hexagono.

Figura 12. Situacion inicial y situacion final



Variante Colin Wright

Reglas: I.a moneda que se desliza no debe dis-
turbar las otras monedas y debe ser colocada
siempre de manera que toque otras dos mone-
das.

Desplazando el menor nimero de monedas
(4), pasar de la estructura de rombo a la lineal,
que puede ser horizontal, vertical u oblicua.

Figura 13. Situacion inicial y situacidn final

Las monedas de H. Dudeney

Reglas: Se pueden deslizar 2 monedas adyacentes,
iguales o diferentes, sin invertir su orden (figura
15).

El desafio es hacerlo con el menor nimero
de movimientos (5).

Figura 14. Situacion inicial y situacion final

Figura 15. Deslizar 2 monedas sin invertir su orden
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Reglas: Se pueden deslizar 2 monedas adyacentes,
iguales o diferentes, sin invertir su orden.

El desafio es hacerlo con el menor numero
de movimientos (3).

Figura 16. Situacion inicial y situacion final

Las monedas de M. Gardner 3

LLa misma situacién que el juego anterior, con
una variante fundamental en las reglas: solo se
pueden deslizar 2 monedas adyacentes diferentes,
sin invertir su orden.

El desafio sigue siendo hacetlo con el menor
numero de movimientos.

El cambio, aparentemente pequefio, de las re-
glas provoca un cambio importante de estrategia
y la introduccion de las monedas en el tablero
juega un papel importante en el momento de
consolidar la secuencia de movimientos (4).

Juegos de tablero

Puestos a mover monedas, vamos a proponer
un par de simil-sudokus’ que tienen un potencial
didactico interesante porque su construccion es
suficientemente sencilla para poder realizar una
actividad para un taller.

Sudoku de Monedas 1 (tipos de monedas)

Las monedas de los bordes indican como es la
moneda mas cercana que se debe colocar en el
tablero. En cada fila y cada columna se puede
colocar solo una moneda de cada tipo.

Por ejemplo, parece bastante evidente que en
la esquina superior derecha ira una moneda de
1€ y en la esquina inferior derecha una de 50
céntimos.

Figura 17. Juegos de tableros con monedas



Sudoku de monedas 2 (numeros
de monedas en cada fila y columna)

En este caso se juega con un solo tipo de moneda
y la variante es donde se deben colocar.

Los nimeros de los bordes indican cuantas
monedas hay en la correspondiente fila o co-
lumna (figura 17).

El valor 0 en la penultima fila es de gran
ayuda.

Dejadnos reafirmar una vez mas nuestra idea
de que, en los talleres que proponemos desde el
MMACA, la actividad principal es la construccion
y no la resoluciéon de los retos, aun cuando estos
se puedan después ofrecer a los compafieros.

Se prestan también para proyectar la actividad
educativa fuera del aula, en ferias escolares o de
barrio, acentuando asi el caracter competencial.

Ademas, estos materiales se pueden adaptar
facilmente a diferentes niveles de conocimiento y
habilidades (reduciendo las dimensiones del tablero
o poniendo alguna pista que oriente la solucién).

Al mismo tiempo, se prestan a estimular la
formulacion de hipoétesis. Por ejemplo:

Estos juegos, stienen solucion unica?

¢Cual es la caracteristica fundamental que me
puede orientar para responder a esa preguntar

Si miramos los dos tableros, tienen las mismas
dimensiones (36 celdas) y en los dos casos, la
mitad sera rellenada. A pesar de esto, nos atreve-
rfamos a afirmar que en muchos de los retos que
tienen el formato del segundo juego tendran mas
de una solucion vilida. Por el contratio, creemos
que muchos de los retos (jquizas todos!) que tie-
nen el formato del primer juego tendran solucién
unica.

La diferencia se debe a la cantidad (scalidad?)
de la informacién que estamos dando. En el pri-
mer reto estamos informando sobre la cantidad
de monedas presentes (3 en cada fila y columna)
y la calidad (una por tipo). Esto reduce notable-
mente las posibles alternativas.

Tienes Talento

Cambiando completamente de tema, nos gustaria
compartir un proyecto en el que estuvimos tra-

bajando hace un par de afios y que es interesante
especialmente por un aspecto que estuvo pre-
sente desde el inicio del proceso de elaboracion:
su proyeccion, desde el centro en que se elabora
hacia la comunidad en la que viven los chicos y
chicas involucrados.

La «Proyeccién» es uno de los indicadores
SCAP (Significatividad, Comunicacién, Accién,
Proyeccion) que propone el Departament d’Edu-
caci6 de la Generalitat para evaluar el grado de
competencialidad de la accion educativa.

El documento oficial especifica, respecto a
este criterio:

Figura 18. Los indicadores relativos al criterio
«Proyeccion» del documento oficial del Departament
d’Educacié de la Generalitat de Catalunya

Si las paredes de las aulas se han hecho mas
permeables, especialmente en los cursos de edu-
caci6n infantil y primaria, permitiendo fructuosos
intercambios entre el alumnado de edades dife-
rentes y acciones de se/f-futoring y acogida, mucho
mas dificil es que las escuelas se abran al territorio
y a practicas educativas no-formales o informales.

Vamos por orden.

El proyecto «Tienes Talento» (Tens Talent)
nace de los servicios educativos de la Fundacio
La Caixa y esta dirigido a chicos/as de 6-12 afios
que viven en situaciones de riesgo de exclusion
social. Las diferentes unidades se desarrollan en
formato de laboratorio en 54 centros distribuidos
por toda Espafa, fuera del horario escolar y,
mas intensamente, en periodos no lectivos.

Los primeros talleres que se ofrecieron se
orientaban en ensefar a resolver conflictos y se
desarrollaban a través de acciones teatrales y psi-
codramas. Sucesivamente, se fueron introdu-
ciendo otros ambitos (por ejemplo: robédtica'®),
hasta llegar a las matematicas y al MMACA.

En la primera fase de elaboracién de los con-
tenidos tuvimos la colaboracién de David Barba



y Laura Morera nos ayudé en la formacion de
los educadores, pero, cada vez que ibamos colo-
cando una pieza del puzle para adaptarnos a la
demanda (diferentes edades, unidades didacticas
autonomas, duracion de cada sesién 1 hora, di-
seflo unitario, actividades no curriculares, dina-
micas relacionales, formacion de los educadores,
etc.), nos fbamos alejando del proyecto original.

La cosa seguia representando un reto impor-
tante para nosotros y, por lo que parece, conse-
guimos conjuntar un producto atractivo (figura

19):

— Tema: el viaje de Marco Polo, de Venecia
al Catai y vuelta a casa.

— 12 etapas y 3 oasis.

— Cada etapas ofrece 2 o 3 actividades con
un contenido que intenta inspirarse —muy
libremente— en la cultura matematica del
sitio.

— Los oasis permiten recuperar, revisar, dis-
cutir, profundizar... las actividades de las
etapas anteriores.

Cada etapa termina presentando un juego que
se puede realizar fuera del centro (escuela, centros
sociales, familias. ..) copiando la plantilla y usando
los materiales de un kit (dados, fichas, tangram,
naipes) que cada usuario ha recibido al empezar
el taller.

Este ultimo producto es justamente lo que
nos interesa discutit y no tanto por sus conteni-
dos: juego de la H, triangulos y cuadrados magi-
cos, cartas para adivinar un nimero, diferentes
versiones del Nim, tangram, cuadrado greco-la-
tino, Vierka, plantillas para la construcciéon de
poliedros, Tximitxurri, dados de colores.

Es facil ver que son actividades muy familiares
para todo docente que haya trabajado con mate-
riales.

El aspecto que nos parece innovador e inte-
resante es su uso fuera del contexto que lo ha
generado y su gestion por parte de los asistentes,
transformados en divulgadores.

Creo que nosotros mismos no fuimos cons-
cientes del valor de este aspecto del taller hasta
que empezaron las reuniones de la Comunidad
de Practicas Escuela-Patrimonio, promovida por
la Agencia del Patrimoni de la Generalitat a partir
de unas jornadas sobre este tema. Algunas refle-
xiones teoricas y el analisis de buenas practicas
de cooperacion entre centros escolares y museos
impulsaron la creacion de la CoP, formada por
personal de los Servicios Educativos de Museos
y Centros de Interpretacion del Patrimonio y do-
centes de centros de primaria y secundaria.

Nos dimos un afio (que finalmente fueron
dieciocho meses) para elaborar una gufa'’ que
permitiera medir el grado de competencialidad
educativa de las actividades que nuestras institu-
ciones proponen a los estudiantes que nos visitan.

Nos dio tiempo para pilotar la gufa en alguna
de nuestras instituciones y, de acuerdo con los
comentarios recogidos, mejorar su claridad, efi-
cacia, funcionalidad...

Para terminar, nos gustarfa compartir dos re-
flexiones sobre los resultados del pilotaje de la
guia:

— De los indicadores de la gufa, los que menor
puntuacion consiguieron (sefial de su escasa
actuacion) eran los que estan en el ambito
del criterio «Proyeccioény, a pesar de que se
han puesto en marcha unas iniciativas'> que

Figura 19. Ejemplo de los materiales del proyecto



recogen y fomentan la colaboracion entre
centros escolares y otras entidades (univer-
sidades, museos, fundaciones...) que com-
parten usuarios y tertitorio.

— Es interesante evidenciar que, aun cuando
se detectaban defectos, por ejemplo en la
definicién de los indicadores, al mismo
tiempo se manifestaba la riqueza del debate
que habfan provocado entre los operadores
de los Servicios educativos de los Centros
Patrimoniales, testimoniando as{ la nece-
sidad de este tipo de producto.

1 Gardner, M. (1994), My Best Mathematical and Logical
Puzzle, Dover, 20-22

2 Gardner, M. (1972), Nuevos Pasatiempos Matemdticos,
Alianza, 171-172

3 Gardner, M. (1972), Nuevos Pasatiempos Matemadticos,
Alianza, 180-182

4 Siempre nos encanta ver cédmo, en las actividades colabora-
tivas, empatar sea un éxito.

5 Ver <https://emmametodo.com/percorso-sui-solidi-galileo-
due-contenitori-cilindrici/>.

6 <https://clube.spm.pt/news/1498>.

7 <https://es.wikipedia.org/wiki/Pensamiento_lateral>.

De alguna manera, concuerda con nuestros
criterios de evaluaciéon de la oferta educativa
del MMACA: lo mas importante es la conver-
sacion que nace espontaneamente entre los
usuarios. Para que se produzca esta conversa-
cién, es necesario un intenso trabajo para in-
crementar la vocacion comunicativa de los mo-
dulos y las actividades que se proponen en la
exposicion, asi como su capacidad de generar
una investigacion personal o colectiva una vez
terminada la visita, para suscitar interés y voca-
ciones.

MMACA
Musen de Matematiques de Catalunya, Cornelld de 1lobregat (Barcelona)
<contacte@mmaca.cat>

8 Gardner, M. (1994), Collating the Coins, My best mathema-
tical and logic puzzle, Dover, 11-.

9 Gardner, M. (1994), Collating the Coins, My best mathema-
tical and logic puzzle, Dover, 28-.

10 Como otras propuestas parecidas, su origen son las paginas
de juegos de la edicion veraniega de algun periddico.

11 jNadie se escapa a la fascinacion de la fashion!

12 <http://cultura.gencat.cat/web/.content/dgpc/museus/
08.recursos/publicacions/quaderns/04_Guia-evaluar-diseno-
actividades-educativas-patrimoniales.pdf>, versién castellana.

13 <https://www.fbofill.cat/magnet-aliances-lexit-educatiu>.

14 <https://www.fundaciocatalunya-lapedrera.com/es/home>.
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Sl

Con un centimetro
cuadrado

MIQUEL ALBERTI PALMER

El 4area de un rectangulo se obtiene multiplicando
la base por la altura. Ia de un triangulo se obtiene
del mismo modo, pero dividiendo el resultado
por dos. Todo el mundo lo sabe. Se sabe qué
calcular, pero en la inmensa mayoria de los casos
no se sabe por qué. Otras formulas como las del
perimetro y el area del circulo, si se recuerdan,
suelen confundirse una con otra porque se con-
funden los significados de los términos perimetro
y area. Significados que en su momento se cre-
yeron en lugar de experimentarse, de vivirse su-
ficientemente.

El recuerdo de algo creido sin analisis, sin re-
flexion, es el recuerdo de una obediencia, no el
recuerdo de una vivencia. Y sin vivencia no se
produce auténtico aprendizaje. Los recuerdos de
creencias estan asociados a la transmision de co-
nocimientos vividos por otros y no por uno
mismo. Se trata de un falso aprendizaje, pues
uno aprende verdaderamente lo que vive, no el
dictado de lo vivido por otros. Ya se ha expuesto
en esta seccion lo dificil que resulta introducir
razonamientos en hechos asimilados mediante
creencias.

Volviendo a la cuestion de inicio, otras in-
comprensiones del area tienen que ver con in-
terpretaciones visuales de relaciones espaciales
no razonadas, como las ilustradas en la figura 1.



La primera resolucion representa un cuadrado
plausible de 6x6 celdas (cada una seria de 1 cm?).
En cambio, el cuadrado de la segunda resolucion
es de 5x5 celdas. En la primera se da por hecho
que el rectangulo sombreado ocupa la tercera
parte del cuadrado, como si fuese equivalente al
rectangulo de 6X2 celdas. En la segunda se in-
terpreta como la mitad. Pero en lugar de tomatrlo
de 5X2 celdas, se hace una interpretacion libre y
ajena al dibujo trazado, un error que conduce al
mismo resultado que el obtenido en la otra reso-
lucion: 12 em?.

Se dirfa que en la primera resolucion se ha
considerado que las dos diagonales del rectangulo
sombreado son de 2 cm de longitud, el mismo
problema de interpretacion visual tratado en el
nimero anterior de esta seccion. Asi, el ancho de
tres rectangulos es de 2X3 cm = 6 c¢m, el lado del
cuadrado. En cambio, no se ha hecho lo mismo
con el lado mayor del rectangulo sombreado, de
cuatro tramos diagonales, sino que se le ha atri-
buido una longitud de 6 celdas para componer
con dos gemelos el cuadrado de lado 6 cm.

Ambas soluciones ponen de manifiesto esca-
sez de vivencias del mismo estilo: falta de inter-
pretacion visual objetiva (dibujo), de analisis vi-
sual para establecer relaciones espaciales, de
cuantificacion y comparacion de magnitudes y
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Figura 1. Dos soluciones a un problema de la Prova
Cangur (2017): «El cuadrado de la figura tiene un area de
36 cm?. (Cual es el &rea del rectangulo sombreado?»

de practica con situaciones facilmente represen-
tables. De ahf que me detuviese en estos aspectos
llegado el momento de abordar cuestiones de
cuantificacion y medida espacial.

Un problema de area
deriva en uno aritmético

La escasez de vivencia matematica del area tam-
bién emerge en actividades como la siguiente,
planteada a raiz de la pregunta «:Dénde vivo y
cémo lo expreso?» del proyecto IINSITU que
se viene desarrollando desde hace algunos afios
en el INS Valles de Sabadell. Las dificultades de
aprendizaje afloraron en la actividad dedicada a
representar la planta del aula de clase a escala
haciendo corresponder cada celda de su cuaderno
cuadriculado con una baldosa cuadrada del aula.

Una vez realizada dicha correspondencia el
objetivo era averiguar, ademas del area del aula,
la escala a la que se habia hecho dicha represen-
tacion. Como consecuencia de ello se pondria
de manifiesto que la relacion de escala hacfa re-
ferencia a la longitud (E1:60) y no al area
(E1:3600).

En el momento de realizar esta actividad lle-
vaban ya ocho meses trabajando en hojas cua-
driculadas sin que a nadie se le hubiese ocurrido
medir la celda de su cuadricula. Hacerlo resultaba
esencial para establecer la relacion entre la baldosa
real (un cuadrado de 30 cm de lado) y la baldosa
ficticia (celda cuadrada de 5 mm de lado).

Puesto que las paredes del aula no se levanta-
ban del suelo justo en el borde de las baldosas,
tampoco las representaciones en sus cuadernos
coincidian con lineas de la cuadricula. De ahi
que fuese necesario determinar el drea de partes
de las celdas. Fue al calcular la unidad de area de
su cuadricula, el area de una celda, cuando surgio
un problema. Tal y como se ha mencionado, la
gran mayoria fueron capaces de calcular dicha
area aplicando la férmula aprendida (base por
altura) y obteniendo 0,25 cm?®. Pero resulté evi-
dente que no comprendian el significado de este
resultado:

—Ell@s: iPero 0,25 es mas pequefio que 0,5!



—Profesor: é0,25 qué?

—Ell@s: Centimetros cuadrados.

—Profesor: Entonces no puedes comparar. Una
cosa son cm y otra cm?. Una cosa es longitud; y la
otra, es area.

—Ell@s: Pero cuando multiplico 0,5 por 0,5 me
da 0,25.jY 0,25 es mas pequefio que 0,5!

—Profesor: éComprendéis qué significan esos
0,25 cm??

Nadie decia nada. Estaba claro que no se en-
tendia el significado del calculo realizado y que
la sorpresa era que al multiplicar dos nimeros el
resultado fuese menor que cada uno de los fac-
tores. El problema del area habia derivado en un
problema aritmético. Con el fin de incitar su
comprension, les propuse dibujar 1 cm? en sus
cuadernos cuadriculados.

Aparecieron mas dificultades. Muchos nece-
sitaron ayuda para ver incluso la solucién mas
sencilla: trazar un cuadrado de lado 1 cm, es
decir, una figura compuesta de 2x2 = 4 celdas.
Cuando al fin se dieron cuenta de ello, se crearon
multitud de sinapsis:

—Ell@s: Ah! Claro. Un centimetro cuadrado son
cuatro cuadraditos y los 0,25 cm? son la cuarta parte
del centimetro cuadrado, ya que 0,25=1/4: un
cuarto de cuadradito.

Esa alumna acababa de darse cuenta de la re-
lacion ilustrada en la figura 2.

0,5cm

0,5cm

lcm

Figura 2. Una celda de la cuadricula
y su relacién con un centimetro cuadrado

Y no solo eso. También se hacia claro por
qué al multiplicar 0,5 por 0,5 el resultado era un
numero infetrior:

—Ell@s: Si, claro. Un cuarto es la mitad de un
medio.

—Ell@s: Multiplicar por 0,5 es lo mismo que
dividir por 2.

—Ell@s: Por eso 0,25, el cuarto, es mas pe-
quefio que 0,5, la mitad.

Llegados a este punto se habfa hecho evidente
que para dibujar un centimetro cuadrado bastaba
combinar cuatro celdas de la cuadricula, cada
una de ellas de un cuarto de centimetro cuadrado.
También parecia bastante claro que el modo en
que se combinasen esas cuatro celdas no impor-
taba, pues la figura resultante continuarfa te-
niendo 1 cm* de area. Un problema de drea habia
derivado en uno aritmético. L.a comprension se
hall6 en ambos ambitos, entre la relacién espacial
de area y la relacion aritmética de equivalencia
entre una fraccion y su expresion decimal.

Algunos se arriesgaron a dibujar figuras de
un centimetro cuadrado entre las que aparecieron
casillas partidas por la mitad mediante el trazo
de sus diagonales (el didlogo y las reflexiones
asociadas habfan inspirado la creatividad). Para
que todos trabajasen sobre la cuestion y apren-
diesen que cambiando la forma puede conser-
varse el area de una figura les encargué un pe-
quefio trabajo titulado «1 cm? diferentes maneras
de verlo» (figura 3). Consistirfa en que cada uno
aportase diferentes figuras de area un centimetro
cuadrado con las que conformarfamos un poster
con las 23 escogidas por ellos y que considerasen
mas representativas.

1CM?
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Figura 3. Portada del trabajo sobre diferentes
modos de ver un centimetro cuadrado
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23 centimetros cuadrados

Algunas personas que solfan obtener buenas ca-
lificaciones fueron menos creativos. No es raro
que cuando se libera a una persona de la obe-
diencia y la reproduccién de patrones muestre
dificultades para ampliar su horizonte y se sienta
un tanto bloqueada ante el vasto campo de liber-
tad que se le ofrece. Pese a ello, la riqueza de sus
producciones superd mis expectativas. Tanto, que
no pude evitar dedicar mas tiempo al analisis de
la diversidad de figuras de 1 cm® La figura 4 re-
coge los 23 centimetros cuadrados seleccionados.

1ﬂ |-1.I-DH -'rrﬂﬂ.?nﬂ: fu'r g

Figura 4. Veintitrés centimetros cuadrados

Un par de alumnos se dieron cuenta de que
las cinco figuras del Tetris, compuestas todas por
cuatro cuadraditos, tendrian un centimetro cua-
drado de area y las dibujaron (figura 5).

T O
el i od

Figura 5. Los cinco tetraminds del Tetris

Un nuevo dialogo en la clase fue incitado por
la pregunta:

—Profesor: ¢ Pueden hacerse mas figuras como las
del Tetris enganchando cuatro celdas?

LLa imposibilidad se hizo evidente tras una su-
cesion de pruebas en las que se acordé que el
cambio de posicion entre una figura y una copia
suya no las hacfa diferentes, sino que lo que de-
terminaba su naturaleza era el nimero de casillas
adosadas (cuatro, en este caso) y el modo en que
se componian.

MiQuEL ALBERT PALMER

En pleno proceso observé a alguien dibujando
una figura significativamente distinta de las com-
puestas hasta ese momento (figura 6). Le pre-
gunté si podria reproducirla en la pizarra para
que el resto de la clase pudiese verla. Y lo hizo.

Figura 6. Un centimetro cuadrado distinto

A la vista de todo el mundo, se incité un
nuevo dialogo:

—Ell@s: jEsta no vale!
—Profesor: i Por qué no?
—Ell@s: No esta enganchada.
—Ell@s: Los cuadrados no se tocan.
—Profesor: ¢No? Recordad lo que dijimos sobre
las encrucijadas urbanas. ¢éComo se formaban?

En este punto, y desde la perspectiva del pro-
yecto I’INSITU, el profesor no deberfa haber in-
tervenido y limitar su labor a tan solo guiar el
didlogo. Pero a menudo la emocion del descubri-
miento y el ansia de comunicatlo provoca incon-
tinencia verbal. No podemos permanecer callados.
Lo mismo le ocurre al alumnado cuando ven una
idea muy clara y no pueden evitar levantar la
mano y agitarla sin cesar solicitando intervenir.

—Ell@s: Era donde se cruzaban dos calles.

—Profesor: Eso es. Ahora imaginad dos rectas
(las tracé en la pizarra). ¢ Qué tienen en comun esas
dos rectas?

—Ell@s: El dngulo.

—Profesor: Si. El dngulo que forman. Pero, ¢tie-
nen algo més en comun?

—Ell@s: Si. Ahi donde se cruzan.

—Profesor: éPor qué?

—Ell@s: Porque esta en las dos rectas.

—Ell@s: Ah, si. Se tocan en la punta.

—Profesor: ¢éQué se tocan en la punta?

—Ell@s: Los cuadraditos.

—Profesor: éQué cuadraditos?

—Ell@s: Los dibujados. Los cuatro se tocan por
las puntas.

—Profesor: éY qué es la punta?

—Ell@s: En la punta se cortan los lados.

—Ell@s: La punta también es una encrucijada,
la de los lados.

—Ell@s: Es el punto de interseccion.

—Profesor: Entonces, éla figura estd engan-
chada o nolo esta?

—Ell@s: Si, lo estd, pero de modo distinto.



—Ell@s: Esta enganchada por un punto; las
otras, por una linea.

—Profesor: Exacto. La conexién no es igual, pero
continua habiéndola.

En este fragmento reflexivo y dialogado el
profesor intervino menos, pero deberfa haberse
contenido mas ain, hasta cuando no quedase
mas remedio o el bloqueo de ideas impidiese el
avance argumentativo. A continuacién, planteé
una reflexion sobre las figuras del Tetris:

—Profesor: ¢Qué figura del Tetris diriais que es la
que esta mas enganchada?

—Ell@s: El cuadrado.

—Profesor: ¢ Por qué la considerdis mas engan-
chada que las demas?

No sabfan qué decir. Les dije que quiza per-
cibamos el cuadrado del Tetris como mas en-
ganchado que las demas figuras porque esta mas
apelotonado. Pero eso no les ayudo. Les propuse
contar el numero de lados compartidos en cada
una de las cinco figuras. Todas tienen 3, excepto
el cuadrado, que tiene 4. Y repeti la pregunta:

—Profesor: Entonces, écual diriais que es la figura
mas enganchada y por qué?
—Ell@s: iEl cuadrado! Tiene 4 lados comunes.

Habfamos encontrado un criterio numérico
y objetivo de cuantificar la conexion. Se habia
establecido un grado de conectividad entre las
figuras del Tetris. Lejos de ser definitivo, lo rele-
vante del proceso es que dicho grado de conec-
tividad de una figura se supedita a una cuestion
geométrica, cuantificada y objetiva, dejando de
ser una opinion al obedecer un criterio razonado.
Entonces les propuse disefar otras figuras unidas
por los vértices. Su creatividad no se redujo a
ello, también compusieron centimetros cuadrados
agujereados como algunos que pueden verse en
la figura 10.

Ser o parecer: he ahi el dilema

Alguien plante6 una nueva cuestion. Aunque se
habifa dicho que la posiciéon no cambiaba la na-
turaleza de las figuras del Tetris, una persona
consideraba como figuras distintas un cuadrado
posicionado sobre uno de sus lados y el mismo

cuadrado posicionado sobre uno de sus vértices.
Su argumento era que si vefa las figuras distintas,
estas debfan serlo. Seguin esa persona, la figura 7
mostrarfa un cuadrado y otra figura que no lo es.

Figura 7. Dos figuras... ¢iguales?

La discusion, extensa e intensa, resultaba re-
levante porque subyace en la consideraciéon ma-
yoritaria de que los rombos siempre descansan
sobre uno de sus vértices, por lo que la interpre-
tacion de su naturaleza suele derivarse a partir
de la forma y posicion en lugar de la medida de
sus lados y angulos. Prueba de ello es que nadie
declarara como rombo el cuadrilatero de la iz-
quierda de la figura 7. La intransigencia de dicha
perspectiva generd tensiones que se zanjaron
cuando otro alumno replic al que la mantenia:

—Ell@s: Si me miras sigo siendo yo mismo aunque
me veas de frente, de espaldas o de lado, ¢a que si?

Esa contribucion resulté crucial para com-
prender un aspecto que trasciende el de la medida
como es la diferencia entre ser y la percepcion
del ser. Entonces volvimos a los cuadrados de la
tigura 7:

—Ell@s: Son la misma figura, pero hay que girar
45° para que se vean iguales.

—Profesor: Girar si, pero ¢ddnde y hacia donde?

—Ell@s: En el centro del cuadrado.

—Profesor: éY donde estd el centro del cua-
drado?

—Ell@s: En las diagonales. Dibujas las diago-
nales y lo tienes.

—Ell@s: Uno esta de punta y el otro plano. Gi-
rando uno tienes el otro.

—Profesor: ¢Qué quieres decir con plano?

—Ell@s: Plano, sobre el suelo.

—Ell@s: En la pizarra no hay suelo.

—Ell@s: Si, la base de la pizarra. El otro esta de
punta encima de ella.

—Profesor: ¢Qué relacidn tiene el lado del cua-
drado con la base de la pizarra?

—Ell@s: Paralelos, tiene el lado paralelo. Y el
de punta... no.
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—Profesor: El que esta de punta, éno tiene nada
en comun con la pizarra?

—Ell@s: No, ningun lado. Todos forman angulos.

—Profesor: ¢Qué angulos?

—Ell@s: Esos de 45°.

—Profesor: Y si trazamos las diagonales, ¢qué
pasa con el que esta de punta?

—Ell@s: Hay una vertical y otra horizontal.

—Profesor: (Y geométricamente?

—Ell@s: Una es paralela al suelo.

—Ell@s: A la base de la pizarra.

—Ell@s: jClaro! Un cuadrado tiene los lados
paralelos a la pizarra. El otro, tiene las diagonales
paralelas a la pizarra.

—Profesor: Ahi lo tenéis. Necesitamos un refe-
rente. En este caso, la base y los lados de la pizarra.

La figura 8 ilustra y resume este didlogo en el
que se destaca la relacion entre las diferentes po-
siciones de dos figuras iguales:

450

Figura 8. Dos cuadrados iguales aparentemente distintos

Simetria y belleza

La discusion sobre la percepcion me llevo a pre-
guntar qué figura consideraban mas hermosa, la
superior o la inferior de la figura 9, que alguien
habfa dibujado (también con area de un centi-
metro cuadrado). Su respuesta respondié a mis
expectativas: todos estuvieron de acuerdo que el
centimetro cuadrado simétrico era mas bello que
el asimétrico, si bien solamente una persona adujo
el término simetria como justificacion.

Figura 9. El cm? simétrico fue considerado
mas hermoso que el asimétrico

MiQuEL ALBERT PALMER

El analisis desarrollado sirvié para clasificar
las figuras compuestas de cuatro celdas (1 cm?).
Se agruparon centimetros cuadrados (figura 10)
segun criterios diversos.

Esa labor estaba asociada a una cuestion cru-
cial del aprendizaje matematico como es la des-
composicion de una figura en otras mas simples
o su complementacién con otras sencillas para
completar un todo mayor de area mas facil de
obtener, lo que nos devuelve al inicio de este ar-
ticulo. Sin duda, demuestra mayor competencia
matematica quien es capaz de relacionar el area
de una figura compleja con la suma de las areas
de sus partes mas sencillas o como parte de un
todo mayor que ella. Asf se justificaron las areas
de los dos triangulos en la linea inferior de la
tigura 10:

—Ell@s: El area es de 1 cm? porque la figura es la
mitad de 8 cuadraditos.

—Ell@s: El area es de 1 cm? porque la figura es
la mitad de un 4X2.
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Figura 10. Clasificacion de otros 23 centimetros
cuadrados segun diversos criterios



Conclusiones

Derribando paradigmas

El proceso seguido a través de varios dialogos y
de la experimentacion en el aula sobre las dife-
rentes formas de representacion de un centimetro
cuadrado se resume en la tabla 1.

Como suele ocurtir en matematicas, todo em-
pieza dando por sentado un paradigma tacito
que nadie ha explicitado ni discutido. Cuando al-
guien mas creativo realiza una aportacion que
trasciende dicho paradigma el resto se da cuenta
de que se habfan asumido unos limites que no
habfan sido impuestos. Asi se pasé de dibujar
celdas enteras a fraccionadas, de conectarlas por
los lados a conectarlas por los vértices y a trazar
centimetros cuadrados con agujeros.

Dichas consideraciones van mucho mas alla
de la pretension inicial consistente en representar
un centimetro cuadrado para que el alumnado se
diese cuenta de que con diferentes formas puede
conservarse el area. Esa fue la principal conclusion
matematica. Pero como se ha apreciado, esta no
se deriva de modo aislado de toda una serie de
consideraciones mas propias del ambito social y
vinculadas a un aspecto primordial de la geometria
como es la percepcion. Debetia ser natural que al
tratar problemas de geometria se pusiese en cues-

Tipologia de la figura

Compuesta por celdas enteras
Compuesta por secciones de celdas
Conexa por los lados

Conexa por los vértices

Agujereada

Simétrica

Asimétrica

tién la diferencia entre ser y parecer, entre lo que
es una cosa y el modo en que la vemos. El pensa-
miento matematico contribuye, si no a dilucidar
definitivamente esa dicotomia, por lo menos a
proporcionar referentes objetivos (cuantificados)
para aclararla en casos elementales como son los
relativos a figuras geométricas.

Geometria de la percepcion visual

¢Por qué percibimos de forma diferente el punto
de la esquina de un cuadrado de un punto inter-
medio en cualquiera de uno de sus lados? La es-
quina, el vértice, es, de hecho, la interseccion de
dos lineas o, visto de otro modo, donde se pro-
duce un cambio de direccioén en la linea que con-
forma el perfil del cuadrado: un angulo. En un
punto intermedio del lado no existe cambio de
direccion ni interseccion alguna que permita dis-
tinguirlo de sus vecinos. El punto intermedio de
un segmento no provoca un estimulo visual como
el de un punto extremo o vértice.

Que la esquina nos parezca mas o menos
puntiaguda depende precisamente de la medida
del angulo (figura 11). Cuanto mas agudo, mas
puntiaguda vemos la esquina, llegando a conver-
tirse en el extremo de un segmento cuando su
angulo es nulo (0°). Cuanto mas obtuso, menos

Consideracién social

Paradigma asumido tacitamente

Ampliacién del paradigma

Paradigma asumido tacitamente

Invalidada al principio (no afin al paradigma)
Invalidada al principio (no afin al paradigma)
Hermosa

No hermosa

Tabla 1. Consideracion social de diversos centimetros cuadrados

Figura 11. El vértice de un dngulo se distingue claramente de sus vecinos cuando es agudo,
mucho menos cuando es obtuso y acaba por confundirse con ellos cuando se hace llano



puntiaguda la esquina. Incluso llega a desaparecer
cuando el angulo se hace llano (180°) y la esquina
se ha abierto en un segmento.

La objetividad y cuantificacién matematicas
sirvieron para atribuir causas a la percepcion vi-
sual. Es decir, para establecer justificaciones geo-
métricas objetivas de los motivos que nos llevan
a relacionar los elementos figurativos que obser-
vamos visualmente.

Habilidades de pensamiento

Aprender a pensar con objetividad es basar los
razonamientos en las llamadas habilidades de

pensamiento. Estas se clasifican en cuatro gran-
des grupos (GrupIREF, 2012):

— Habilidades de investigacion: formular hi-
potesis, averiguar, observar, buscar alter-
nativas, anticipar consecuencias, seleccio-
nar posibilidades, imaginar.

— Habilidades de conceptualizacion y anali-
sis: formular conceptos precisos, poner
ejemplos y contraejemplos, hallar seme-
janzas y diferencias, comparar y contrastar,
definir, agrupar y clasificar, ordenar.

— Habilidades de razonamiento: buscar y ofre-
cer razones, hacer inferencias, razonat con-
dicionalmente, establecer relaciones de causa
y efecto, establecer relaciones entre las partes
y la totalidad, entre los fines y los medios.

— Habilidades de comunicacion, traduccion
y formulacion: narrar y describir, interpre-
tar, improvisar, traducir de un lenguaje a
otro, resumir.

Tras lo expuesto se habra hecho claro que
muchas de esas habilidades de pensamiento se
llevaron a cabo en esa clase no anunciada de ma-
tematicas y que un enfoque constructivista del
aprendizaje ayuda al alumnado a aprender a pen-
sar. Hs mas, resulta ficil asociar todas esas habi-
lidades con clases de matematicas que fomenten
la construccion de aprendizaje matematico y el

desarrollo de sus competencias. Por tanto, somos
educadores de una materia que de modo natural
esta inmersa en aquellos proyectos cuya base sea
el pensamiento razonado como es el del proyecto
de Filosofia 3/18 que el GrupIREF estd impul-
sando en muchos centros de primaria y algunos
de secundaria en Cataluna.

El cambio de representacion es una estrategia
doble de aprendizaje matematico (CBAM 7). Por
una parte, media en la comprension. Por otra,
incita la creatividad. De ambas surge el aprendi-
zaje. La dificultad de comprension de que el pro-
ducto de un nimero por un decimal entre cero y
uno dé como resultado un nimero inferior a este
se disipan al interpretar ese decimal menor que
la unidad como fraccion, lo que exige un cambio
de representacion. Asf uno da significado a un
resultado de entrada incognoscible, es decir,
aprende. El cambio de representacion espacial
de un mismo centimetro cuadrado, provoca la
creacion de mdaltiples conexiones e incita la ob-
servacion y analisis de propiedades insolitas como
fueron las figuras del Tetris, el establecimiento
de nuevas relaciones espaciales, las figuras agu-
jereadas y los diferentes grados de conectividad.

Toda esa riqueza de aprendizaje constructi-
vista se debio, sobre todo, al modo en que fue
gestionada en el aula. Ahf fue crucial la incitacion
al dialogo filoséfico. Parafraseando a Lipman
(2016) podemos resumir esa clase no anunciada
expresando que el aprendizaje se produjo en un
entorno en el que no se ensefia al alumnado qué
decir, sino que se propicia un entorno de situa-
ciones en las que el alumnado siente la impor-
tancia de intervenir y decir lo que quiere decir.
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Proporcionalidad
y reparto electoral

ADELA MARIA VILLEGAS ESCOBAR
RAFAEL RAMIREZ UCLES

Presentamos el disefo e implementacion de una
sesion de enriquecimiento curricular sobre pro-
porcionalidad para un grupo de estudiantes con
talento matematico. Se basa en los procedimien-
tos seguidos para repartir los escafios de unas
elecciones en un sistema de representacion pro-
porcional, mas conocidos como métodos de re-
parto proporcional.

Diseno de la sesion

Entre las distintas funciones que debe desempe-
fiar un docente, se encuentran proporcionar una
educacién individualizada y adaptada a las nece-
sidades de cada uno de los alumnos y fomentar
el desarrollo intelectual de los estudiantes. Por
este motivo, el profesor ha de intervenir, utili-
zando estrategias y metodologfas para estimular
a aquellos alumnos con talento matematico, para
que puedan desarrollar sus altas capacidades.

La sesion de enriquecimiento que se propone
se diseno6 e implement6 con estudiantes veteranos
del programa ESTALMAT (Bachillerato), pero
puede adaptarse para la ESO. Gira en torno al
contenido de proporcionalidad. Concretamente,
se centrara en el reparto de escafos, un tema
que va cobrando mas importancia para ellos,



dada su edad, y es de actualidad por las elecciones
generales, municipales y europeas.

Se llevaran las proporciones al terreno de las
matematicas electorales y al reparto de escafios
dentro de un sistema de representaciéon propos-
cional. Por lo tanto, no se va a avanzar en el te-
mario de cursos superiores, sino que se van a
tratar temas nuevos. En este articulo describimos
solo algunos de los aspectos del analisis didactico
mas detallado en el trabajo de Villegas (2017).

Los contenidos de proporcionalidad se pue-
den agrupar en tres focos, dentro de los cuales
se pueden desglosar las ideas prioritarias e incluir
las ideas nuevas necesarias para el enriqueci-
miento segun se puede leer en la tabla 1.

En cuanto al analisis fenomenolégico se
muestran las conexiones entre los conceptos y
estructuras del tema con la naturaleza, sociedad,
ciencia y cultura. Ejemplos de fenémenos en los
que interviene la proporcionalidad, pueden ser:
elaborar una receta de cocina, calculo del precio
de una excursion, ofertas comerciales. ..

Como lo que se desea es conducir estas si-
tuaciones y contextos al tema que abordara el
enriquecimiento, se resalta el campo social sobre
el resto y se introducen algunas situaciones rela-
cionadas con las matematicas electorales:

— Porcentaje de la poblacién total de un pais
en una determinada region.

— Porcentaje de votos que ha conseguido un
partido tras unas elecciones.

— Reparto de escafios a un determinado par-
tido politico en proporcion (directa) a los
votos obtenidos.

Para proponer las actividades que el alumnado
realizara, es importante tanto el disefio como los
criterios de seleccion de las tareas para optimizar
al aprendizaje del alumnado.

El objetivo principal de la sesion es estudiar
las proporciones desde una perspectiva diferente,
enmarcada dentro de un contexto relativamente
nuevo para los estudiantes, fomentando el pen-
samiento critico, el trabajo en grupo y la creati-
vidad, sobre otros aspectos.

A continuacién, se exponen una serie de tareas
para desarrollar al maximo las competencias y
habilidades de los alumnos con talento matema-
tico. Sin embargo, previo a la realizacién de las
tareas se ha de proporcionar al alumno algin
tipo de informacion sobre el tema a tratar para
poder realizarlas adecuadamente, pues son ne-
cesarios diversos conceptos sobre los sistemas
electorales en general, y sobre los sistemas de
representacion proporcional, en particular.

Antes de comenzar con las matematicas elec-
torales, se les planteara a los alumnos una tarea
introductoria relacionada con la proporcionali-
dad, que posteriormente se podtia trasladar al
tema de reparto proporcional.

La proporcionalidad es un tema que esta pre-
sente en el dia a dia de las personas, aunque no
seamos conscientes de ello.

Puesto que se desea fomentar la participacion
activa, se iniciara la sesién con una lluvia de ideas
sobre las diferentes maneras de hacer repartos.
Primero sobre repartos de beneficios en funcién
de acciones y luego sobre repartos de concejales
en funcién de los votos obtenidos.

Relacion de proporcionalidad

Proporcion

Porcentaje

Nocién de razén y proporcion Nocién de magnitudes con relacion Nocion de porcentaje

Nocién de constante de
proporcionalidad

Propiedad fundamental de directa
proporcionalidad

de proporcionalidad directa
Algoritmo del método: regla de tres regla de tres

Calculo de porcentajes mediante

Porcentajes en la vida cotidiana

Formas de expresion de la relacién

de proporcionalidad directa

Sistemas electorales

Métodos de reparto proporcional. Métodos de divisores
Casos particulares: D’Hondt, Adams, Sainte-Lagué

Tabla 1. Contenidos (Lépez, 2014)



Tarea 1

Una empresa quiere repartir los beneficios que ha obtenido a
lo largo del afio entre sus 8 accionistas, segin el nimero de
acciones que cada uno posea. ¢Cémo se podrian repartir los
beneficios

Tras esta lluvia de ideas inicial, se traslada la
situacioén a un contexto electoral para que vean
que se trata de la misma situacion y se les plantea
la siguiente tarea con datos concretos.

Tarea 2

En un pueblo de Granada que tiene 100 habitantes, se han
convocado elecciones municipales con el fin de repartir 14
concejales. El Partido A consigue 42 votos, el Partido B, 31
votos, el Partido C, 18, y el Partido D, 9. ¢ COmo harias el
reparto de los concejales?

Esta tarea guarda cierta similitud con la ante-
rior. Deben repartir una serie de concejales, que
en la tarea anterior serfan los beneficios de la
empresa, entre una serie de partidos politicos,
anteriormente, los accionistas. El nimero de ac-
ciones se corresponde ahora con los votantes, y
los votos que consigue cada partido serfan las
acciones que posee cada accionista. Sin embargo,
hay una pequefia diferencia. En esta ocasion, el
reparto ha de ser entero, es decir, no se pueden
asignar dos concejales y medio a un partido, pero
si se puede dar céntimos a los accionistas, si fuera
necesario. Esto es posible, ya que la unidad de
medida usual del dinero es el euro, pero si la uni-
dad mas utilizada fuese el céntimo, se produciria
una situacién equivalente a la de la tarea previa,

¢Qué es un sistema electoral?

pues no se podria repartir un céntimo y medio a
los accionistas. Es importante recalcar que con-
tinda siendo un reparto entero.

Al igual que antes, se realiza una breve discu-
si6n sobre como serfa la forma ideal de repartir
los concejales, asi como analizar las ventajas e
inconvenientes de las distintas propuestas de los
alumnos, de forma grupal. El objetivo de esta
tarea no es obtener una solucién al problema,
sino tratar de reunir las posibles formas de hacer
el reparto.

Tras realizar estas dos tareas introductorias,
comienza el cuerpo de la sesion. Para introducir
a los alumnos en las matematicas electorales, es
necesario que tengan ciertos conocimientos
acerca de sistemas electorales, como los mas co-
munes y, dentro de los sistemas electorales de
representacién proporcional, algunos de los mé-
todos de reparto proporcional mas conocidos.

Asi, se les proporciona unas fichas (tabla 2 y
tabla 3) con la informaciéon necesaria, mientras
que el docente va exponiendo el contenido de la
misma. Esta ficha se puede confeccionar a partir
del trabajo de Moreno y Villegas (2017) en el
que aparecen los contenidos mas extendidos,
ejemplos diferentes y propuesta de actividades.

Tras esta ligera introduccion al mundo de las
matematicas electorales, el docente explica a los
alumnos en la pizarra como son algunos de los
métodos mas usados en los sistemas de reparto
proporcional, a saber, el método D’Hondt,
Sainte-Lagué y Adams.

De forma conjunta, y puesto que estos tres
métodos forman parte de los métodos divisores,

Es una estructura compuesta por las normativas y los procesos que, fijados por la ley, permiten que los
ciudadanos intervengan en las decisiones politicas a través del voto. En el disefio de un sistema electoral
para un parlamento, hay que establecer cinco partes, de las cuales, en al menos dos de ellas, las

matemadticas son esenciales.
Estas cinco partes de las que se habla son:

— Eltamafio del parlamento

— Las circunscripciones y el método que se utiliza para calcular su tamafio

— Las barreras electorales

— Lafdérmula electoral que se utiliza para repartir los escafios

— El método de votacion y el escrutinio

La mas importante desde el punto de vista matematico es la férmula electoral. Hay diversos métodos de
reparto siendo los mas conocidos y usados el de Hamilton, D'Hondt, Sainte-Lagué y Adams.

Tabla 2. ¢Qué es un sistema electoral?



se muestra en la pizarra, el procedimiento que se
sigue al hacer un reparto determinado. Una vez
explicados algunos conceptos basicos, se vuelve
a la tarea 2 y se resuelve utilizando el método

D’Hondt.

Tipos de sistemas electorales

de las caracteristicas que definen a esta clase de
alumnos. Con ella, se pretende que los alumnos
puedan dar el maximo de sus capacidades, mos-
trar sus habilidades de razonamiento, desarrollar
estrategias. ..

Entre los mas destacados se encuentran la mayoria simple y el reparto proporcional.

El sistema de mayoria simple se aplica normalmente en pequefias circunscripciones en las que se elige
al candidato mas votado en cada una de ellas. Gran Bretafia es el caso tipico de un sistema de mayoria

simple.

El sistema de representacion proporcional ha sido el principal adversario de los sistemas de mayoria
simple. Este sistema intenta resolver los problemas con la sobrerrepresentacion y la subrepresentacion
que provoca la mayoria simple, asignando a cada partido un nimero de escafios préximo a la

proporcion de votos recibidos.
— Método D’Hondt

El redondeo por defecto equivale a que el punto de redondeo en el intervalo limitado por dos
enteros consecutivos sea el entero mas grande, y por tanto, las fracciones del interior del intervalo
se redondean al entero por defecto que es la parte entera de la fraccidn. En este caso, el método

se identifica por la sucesion: d = {1, 2, 3, 4,...}.

— Método Sainte-Lagué

Si se fija como punto de redondeo el centro del intervalo, las fracciones con parte decimal inferior
a 0,5 redondearan a la baja, mientras que las fracciones con parte superior al 0,5 redondearan al
entero superior. En este caso, el método se identifica por la sucesién: d = {0,5, 1,5, 2,5, 3, 5,...}.

— Método Adams

Si se establece como punto de redondeo el extremo inferior del intervalo, las fracciones del interior
del intervalo se redondean al entero superior. En este caso, el método se identifica por la sucesion:

d={0,1,2,3,4,.}.

Tabla 3. Tipos de sistemas electorales

Tarea 3

Utilizando los métodos de reparto vistos, D’Hondt, Adams y
Sainte-Lagué haz el reparto de concejales de la tarea anterior y
compara el resultado con el que obtuviste en dicha tarea.

Hallados los tres resultados y tras observar
que cada método proporciona un reparto dife-
rente, es interesante que los alumnos expresen
su opinién acerca de qué método de reparto es
mejor y por qué, argumentando en qué criterios
se basan para afirmarlo.

Tarea 4

Una vez obtenidos los repartos que proporcionan el método
D’Hondt, Adams y Sainte-Lagué, écual de estos métodos
consideras mejor? ¢Por qué? Haz una breve exposicion sobre
los criterios en los que te has basado para afirmarlo.

Para finalizar esta parte, se propone una tarea
con el objetivo de poner de manifiesto la mayorfa

Tarea 5

Propon un nuevo método de reparto proporcional y describe
sus caracteristicas.

Por dltimo, se facilita al alumno una serie de
contenidos relacionados con el tema, sobre los
que puede desarrollar técnicas de busqueda de
informacién y valorar el uso de las matematicas
en la vida cotidiana. Esta lista pretende incentivar
su curiosidad por las matematicas electorales y
fomentar la autonomia de aprendizaje (tabla 4).

Implementacion de la sesion
de enriquecimiento

La sesion de enriquecimiento anteriormente di-

sefiada, fue puesta en practica para los alumnos
veteranos de ESTALMAT en Andalucfa Oriental



Para saber mds

Si eres curios@ y quieres saber mas cosas sobre matematicas electorales, puedes informarte sobre

otros temas como:

— Método de Hamilton.

— Otros métodos de restos mayores: método de Droop y el método Imperialli.

— Los métodos de Huntington.
— indices de poder.

— Teorema de imposibilidad de Balinski y Young.

— Métodos de eleccion social.
— indices de desproporcionalidad.

Tabla 4. Para saber mas

que suelen estar cursando el primer curso o el
segundo de Bachillerato.

Nada mas comenzar la sesiéon surge una pre-
gunta en las diapositivas cuyo fin es introducir a
los alumnos en el tema que se va a trabajar a lo
largo de la sesion. Se les cuestiona como repartir
una cantidad de dinero entre los accionistas de
una empresa, de acuerdo a las acciones que cada
uno tenga.

Los alumnos comienzan a responder apor-
tando diferentes ideas y llegan a la conclusion de
que la mejor opcion es repartir el dinero de forma
proporcional, utilizando porcentajes y propot-
ciones, puesto que es lo mas «justo» para todos
los accionistas. Tras esta breve lluvia de ideas, se
les propone dar todos los beneficios al accionista
mayoritario, pero rechazan esta alternativa de in-
mediato.

Seguidamente se lleva esta tarea al terreno
electoral, mostrando las similitudes entre ambas
preguntas. Se propone en esta ocasion la misma
pegunta, pero en lugar de repartir beneficios, se
van a repartir concejales. En esta ocasion, la tarea
se reparte en una ficha, donde deben explicar de
forma individual como realizarfan el reparto en
esta nueva situacion, utilizando todos los cono-
cimientos que tengan, realizando operaciones, o
simplemente, de forma escrita, para después co-
mentar sus decisiones de forma grupal.

Esta vez el reparto es mas variado. Hay alum-
nos que consideran que el partido que ha conse-
guido el mayor numero de votos es el que debe
llevarse todos los escafios. Otros en cambio, rea-
lizan un reparto préximo (puesto que redondean,
de una forma u otra) al que es proporcional al
numero de votos. Con esta tarea comienzan a
salir términos como proporcion, circunscripcion,

método de reparto, sentido de justicia. .. Ademas,
hay un pequefio grupo de alumnos, preocupados
por la estabilidad politica que proponen otra
forma de repartir los concejales. Algunos alum-
nos son mas drasticos, y deciden no repartir to-
dos los concejales.

Después de esta pequefia puesta en comun,
comienza el nicleo principal de la sesion. Se les
proporciona unas fichas con algunas definiciones
y conceptos basicos en este campo de las mate-
maticas. En ellas aparece la definicién y partes
que componen un sistema electoral, los dos tipos
de sistemas electorales predominantes y algunos
métodos de reparto proporcional como son: el
método D’Hondt, el método Adams y el método
Sainte-Lagué.

Aunque en la ficha aparece como son los tres
métodos, se muestra en la pizarra como es el al-
goritmo hasta llegar a la solucion, utilizando uno
de ellos, por ejemplo, D’Hondt.

Tras observar coémo es el algoritmo, los estu-
diantes realizan varias preguntas sobre el método,
por ejemplo, si es necesario ordenar los partidos
segun el numero de votos que haya conseguido,
lo cual no es necesario, pero facilita el dltimo
paso del algoritmo (senalar los cocientes mayo-
res), o qué habria sucedido si en lugar de ser 14
concejales se hubiesen tenido que repartir 15,
pues habria un dilema respecto a qué partido de-
berfa quedarse con ese dltimo escafio (hay em-
pate).

Aclaradas estas dudas, los alumnos comienzan
a realizar la tarea 3. Durante la realizacion de la
misma, surge una pregunta general, al repartir
los escanos utilizando el método Adams. Con
este método, los divisores son: {0, 1,2, 3,4,...}.
Al efectuar la primera columna de cocientes, el



alumno deberfa dividir los votos de cada partido
entre el primer divisor, es decir, entre 0. Este he-
cho choca bastante, puesto que «no se puede di-
vidir por O». En este caso, bastarfa con dividir
los votos entre un numero lo suficientemente
pequeflo, por ejemplo: 10, Una vez hecha esta
aclaracion, llegan rapidamente a la conclusion de
que el método Adams siempre asigna como mi-
nimo un escano a cada partido.

Después de verificar que los tres métodos ha-
cen un reparto distinto, se les plantea otra cues-
tion: ¢qué método es mejor? Llegados a este
punto, cada uno tiene sus propias ideas y van
mas alla de lo tratado en la sesién, puesto que
dada su curiosidad por el mundo que les rodea
se han informado sobre temas politicos.

Algunos defienden que el método D’Hondt
es el mejor ya que es «mas proporcional y mas
justo», otros optan por Sainte-Lagué ya que la
solucién coincide con la que ellos habian hecho
en un principio, y la mayorfa esta de acuerdo en
que no es apropiado que el método Adams re-
parta un escano a todos los partidos «gratis» aun-
que «tiene en cuenta a los partidos pequefiosy.

Transcurridos algunos minutos debatiendo
qué método es mejor, y sin llegar a ninguna con-
clusion razonable, se les propone una dltima ta-
rea, inventar un nuevo método en pequenos gru-
pos de trabajo, que tenga todas las cualidades
que ellos mismos han ido mencionando para que
posteriormente, un representante del grupo, lo
exponga al resto de compafieros.

En esta ultima parte de la sesion, los alumnos
ponen de manifiesto y es visible su interés, y al
mismo tiempo preocupacion, por el tema del re-
parto de escafios. Puesto que el tiempo del que
se dispone antes de que acabe la sesion es limi-
tado, solo algunos alumnos llegan a exponer su
propuesta. Algunas de ellas son bastante intere-
santes, y con un poco mas de tiempo, podrian
haber propuesto un buen método de reparto.
Otros alumnos proponen métodos mas sencillos,
que ya han sido propuestos por matematicos re-
conocidos, aunque ellos no tenfan conocimiento
de ello. Otro de los alumnos, proponfa un mé-
todo mas radical, y aunque en un principio los
compafieros no lo vefan como un método ade-
cuado, después de exponer sus razonamientos,

algunos de los estudiantes cambiaron de opinioén
a su favor.

Uno de los grupos de trabajo no tuvo tiempo
de exponer su propuesta. Sin embargo, al finalizar
la sesién decidieron quedarse unos minutos mas
para explicarnos sus ideas, lo cual demuestra que
la sesion fue motivadora para ellos y que poseen
un entusiasmo inusual por las matematicas.

Antes de dar por finalizada la sesion, aparece
una diapositiva en pantalla con algunos temas de
interés dentro de este campo de las matematicas
para que aquellos que sean curiosos puedan sa-
tisfacer esta curiosidad, en casa.

Algunas respuestas
de los estudiantes

Tarea 2

Como ya se ha comentado, lo que se valoraba en
esta tarea no era el resultado del reparto, sino
que los alumnos tuviesen en cuenta que estan
repartiendo una cantidad que no es divisible.
También es necesario tener en cuenta que aun
no se habfa instruido al alumnado sobre ninguno
de los contenidos que se trataron a lo largo de la
sesion al realizar esta tarea.

Al observar las tareas de los integrantes del
grupo, se puede afirmar que todos han tenido
en cuenta este hecho, puesto que todos han dado
un reparto entero de concejales. Sin embargo,
no todos han considerado necesario explicar el
porqué, sino que simplemente han redondeado
la cifra que obtenfan al realizar la regla de tres, al
entero mas proéximo o a otro entero, atendiendo
a sus propios criterios. En solo dos de las tareas
de los estudiantes aparece de forma explicita que
los resultados han de ser nimeros enteros (figuras
1y3).

A pesar de hacer el reparto con proporciones,
uno de ellos justifica que el reparto no le parece
«juston, puesto que «un partido con el doble de
votos que otro, no puede conseguir el triple de
€scanosy».

El estudiante 3 especifica la necesidad de que
el reparto sea entero, y también muestra cierta
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Figura 2. Respuesta de estudiante 2
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Figura 3. Respuesta de estudiante 3

preocupacion en cuanto a «determinados temas,
en los que se necesite mayorfa absoluta». Del
mismo modo, el estudiante 1 también realiza el
reparto usando reglas de tres, y precisa que es
necesario aproximar a NUMeros enteros.

Un alumno (figura 4) utiliza el método
D’Hondt para hacer el reparto, a pesar de no ha-
ber sido explicado aun. Esto revela la curiosidad
de este tipo de alumnos y autonomfa para la bus-
queda de informacion. Ademas, utiliza términos

PROPORCIONALIDAD Y REPARTO ELECTORAL



como «circunscripcion» y da a entender que hay
diferencias entre repartir escafios «en una sola
circunscripcion y en variasy.

Otros alumnos, aparte de realizar el reparto,
han propuesto coaliciones entre los partidos para
solventar la toma de aquellas decisiones politicas
en las que sea necesaria la mayorfa.

numero de votos y repartir la otra mitad, de
forma proporcional. Ademas, sefiala que el nu-
mero de escafios a repartir ha de ser un numero
par y afiade un ejemplo.

Son varios los alumnos que han propuesto
este método, sin ser conscientes de que este mé-
todo ya tiene nombre y apellidos. Es conocido

Figura 4. Respuesta de estudiante 4

Tarea 5

Para esta tarea, solo se hara referencia a las notas
del alumno en la ficha, sobre su propuesta de
método de reparto.

El siguiente grupo de estudiantes propone
repartir la mitad de los votos al partido con mayor

como método de restos mayores. En concreto,
este fue propuesto por Alexander Hamilton en
el siglo XVIII.

Es el método que propondria cualquiera pet-
sona que se adentre un poco en el tema de las
matematicas electorales, por su simpleza y facili-
dad de calculo.

Figura 5. Propuesta de grupo 1



Figura 6. Propuesta del grupo 2
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Recomendaciones a los autores

TiTULO

RESUMEN
NIVELES

INICIO

TEXTO

ORTOGRAFIA Y SINTAXIS

SENSIBILIDADES

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ILUSTRACIONES

LECTURA

Debera ser breve y evitar descripciones excesivas del contenido
del articulo.

Presentara en no mas de cinco lineas el contenido del articulo.
No mas de tres. Titulo aparte, tan solo apartado y subapartado.

No es conveniente iniciar el texto con un titulo de apartado. Con-
viene hacerlo con una introduccién que no es necesario titular
como «introducciony, pues se sobreentiende.

Procurar que la redaccion sea directa y concisa. Evitar el uso in-
necesario y/o excesivo de oraciones subordinadas y paréntesis
que puedan entorpecer tanto la lectura fluida como la compren-
sion del texto, sobtre todo en una misma frase. Evitar redundan-
cias, dequeismos, el uso excesivo de las preposiciones «de» y «en»
y la reiteracion del pronombre relativo «que». Mientras sea posible,
observar el mismo tiempo verbal a lo largo de todo el texto.

Uso apropiado de los signos de puntuacion. En frases largas con-

viene que el lector respire.

Evitar comentarios politicamente incorrectos acerca de la facili-
dad o dificultad de comprension de ideas, conceptos y argumen-
tos. Usar expresiones neutras de tipo genérico para referirse a
grupos de ambos sexos como, por ejemplo, alumnado, estudian-

tes, escolares, profesorado, docentes, ...

Observar las pautas referidas en las Norwmas de publicacion teniendo
especial cuidado en que se trate exclusivamente de referencias ci-
tadas en el texto y de incluir en cada una de ellas el afio, la editorial
y la localidad de publicacion.

Todas las imagenes, figuras, dibujos, fotografias y tablas deben ir
acompafadas de un pie explicativo y estar referenciadas en el
texto. Ademas, deberan tener la resolucion sefialada en las normas
de publicacion.

Una lectura final y de un tirén del texto completo es de gran ayuda

para mejorar su expresion y su puntuacion.

++



Matematicas,

SMM calculadoras y emociones

LLuis BONET JUAN
MARIA TERESA NAVARRO MONCHO

Podemos tener alumnos que posean dificultades parti-
culares, pero ninguno permanece frio frente a la belleza
de algunas cuestiones, aun elementales, de matematicas.

Emma Castelnuovo (1963)

Que nuestro alumnado pueda hacer frente a los
nuevos desafios de la sociedad de la informaciéon
pasa por la adquisicién de conocimientos cienti-
ficos y técnicos, pero también, y se esta haciendo
recientemente mucho hincapié en ello, por la ad-
quisicion de todo aquello relacionado con las ha-
bilidades sociales y emocionales.

Es probable que muchas personas consideren
que esto es una ardua tarea para el profesorado
de matematicas. Es bien conocido que parte de
la sociedad descalifica al profesorado de mate-
maticas, detesta el aprendizaje de las matematicas
e incluso presume de su anumerismo, como
nunca harfa con otras carencias.

Ayudar a romper con este tipo de estereotipos
pasa por ofrecer al alumnado propuestas de
aprendizaje en las que se sienta motivado para
que aprenda mas y mejor. El uso didactico de
una herramienta como la calculadora, accesible
a todos, puede ayudar a mejorar simultineamente
la competencia cientifica y la tecnolégica, ademas
de potenciatla.

Los medios tecnoldgicos disponibles en la ac-
tualidad posibilitan un cambio metodolégico de
la ensefianza de las matematicas que también
afecta a los contenidos. El uso de la tecnologia
en el aula exige la reflexién por parte de los do-
centes sobre qué ensefiar, como hacerlo y con
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qué medios. Se deberfan hacer propuestas en un
entorno de resoluciéon de problemas en las que
el alumnado, a través de la experimentacion, in-
vestigacién, modelizacion y validacion de resul-
tados, elabore los conceptos matematicos.

Con la resolucién de situaciones cotidianas,
en las que se hace indispensable no solamente el
uso de la calculadora sino el aprendizaje de esta
y de su potencial, sin dejar de lado que nuestro
alumnado siente generalmente verdadera pasion,
se puede hacer una ensefianza de las matematicas
mas creativa, dinamica y cercana, cerrando de
esta manera un circulo donde sorprender y emo-
cionar con nuestra materia.

El trabajo en un entorno de resoluciéon de
problemas y la accesibilidad a la calculadora como
herramienta didactica se deberfa iniciar desde los
primeros cursos de la educacién primaria. En
nuestro proyecto de transicion del colegio El Pal-
meral al instituto IES Mare Nostrum de Alicante
realizamos experiencias en este sentido que re-
sultaron muy positivas y enriquecedoras. Algunos
alumnos y alumnas de secundaria, familiarizados
en el trabajo en grupo y en el uso de la calcula-
dora actuaron como monitores y coordinadores
del alumnado de 6.° de primaria organizado en
pequenos equipos que tenfan que resolver y ex-
poner los resultados obtenidos en situaciones
como: jQué lio con las pizzas!, accesible desde el
canal de YouTube INTEGRANT MATEMA-
TIQUES o con el enlace <https://
youtu.be/ObUlgRB1hT4> o ;Podrias ducharte con
un  cubo  de  agna?  <https://youtu.be/

r8he3lIAf_eQ>.

Figura 1. Presentacién de los monitores y del problema

LLuis BONET JUAN Y MARIA TERESA NAVARRO MIONCHO

Figura 2. Alumnos de 6.° de Primaria con una monitora
de 4.° ESO

Figura 3. Exposicion por equipos de los resultados
obtenidos

Las matematicas y el futbol

En ocasiones, con noticias o sucesos que pueden
parecer irrelevantes, se pueden establecer cone-
xiones que permitan dar un enfoque matematico
con el que sorprender a nuestro alumnado. Es
sabido que el futbol mueve pasiones y conocida
la habilidad de un jugador como Messi en el lan-
zamiento de faltas directas. Por ello decidimos
estudiar lanzamientos de faltas con trayectorias
rectilineas y parabolicas y analizar si se puede
ayudar a los jugadores de futbol a marcar mas
goles de estas caracteristicas.

1) Como se observa en la imagen (figura 5)
del enunciado del problema, se tiene una situa-
cién que puede resolverse aplicando el teorema

de Tales.
2,44  x+9,15
1,80 9,15

—1,80-(x+9,15)=2,44-9,15



1,80 +16,47 = 22,33 —1,80x = 5,86
5,86
1,80

Que utilizando la calculadora se convierte en

=3,26

X

las entradas siguientes:

1B, 15I=ER .

. astrsa, 151=20,

x= 3. E8AAG5E5H
Pl .
Figura 4

Un lanzamiento directo a gol

2) La expresion general de la funcion que des-
cribe el lanzamiento es: fx) =ax+Db

Se fija el balon en el origen de coordenadas
0=(0,0) para ejecutar el lanzamiento

El balon debe pasar por encima de la barrera,
lo cual determina el punto .4 =(9,15;1,80).

Con esta informacion se determina la funcion,
que expresa la altura del balon en funcion de la
distancia desde la posicion inicial del lanzamiento:

0=a-0+b IR 18170:()
1,80=4-9,15+b a== s =0,1967

>

— f(x)=0,1967x

Queremos realizar un lanzamiento directo a gol, mediante un chut rectilineo. Las condiciones que debes conocer son las siguientes:
— La barrera, situada a 9,15 m del baldn, estimaremos que tiene una altura maxima de 1,80 m.

— La porteria de futbol tiene una altura de 2,44 m.
— Las dimensiones del area grande son 40,32 m x 16,50 m.

1. ¢Desde qué distancia se podra marcar gol con este tipo de lanzamiento?
2. ¢Cual serd la trayectoria rectilinea del lanzamiento con el que se marca gol?
3. Realiza variaciones en la pendiente de la trayectoria rectilinea del lanzamiento y justifica por qué no se marcard gol.

Figura 5. El chut rectilineo

Para garantizar que el chut rectilineo a la por-
terfa se convierta en gol se tiene que lanzar desde
una distancia menor o igual que 12,41 m:

3,26+9,15=12,41m

El alumnado podra identificar que se trata
siempre de lanzamientos desde dentro del area,
ya que 12,41 < 16,50 (altura del rectangulo que
determina el area grande) y que por lo tanto
seran lanzamientos libres indirectos, (segtn las
normas del futbol una falta dentro del area de
otras caracterfsticas serfa directamente un pe-
nalti).

A T * Lefihas :
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Figura 6

En el mend Tabla (=g [®])sc introduce la
funcién y se observan los diferentes valores:

r
rimy=

Figura 7



El balon se encuentra inicialmente en el origen
de coordenadas (0, O):

Figura 8

Se escribe sobre la tabla el valor 9,15 y se ob-
tiene la altura del balén en esa posicion. Se ob-
serva que pasa justo por encima de la barrera:

Figura 9

En la tabla se aprecia que mas alld de los 12
m la altura del balon supera los 2,44 m, que es la
altura de la porteria:

12

Figura 10

3) El valor de la pendiente determina la incli-
nacion de la recta.

Si se da un valor mas pequefio a la pendiente,
por ejemplo: f{x) = 0,15 x se observa que el
balén chocara con la barrera al estar su altura
por debajo de 1,80 m.

Figura 11

Por el contrario, si se le da un valor mas
grande a la pendiente, por ejemplo: fx)=0,30x,
se observa que el balon pasara por encima de la
barrera, pero también se saldra por encima del
travesafio de la porterifa:

Vil

Figura 12

Se comparte cada una de las funciones con la
aplicacion CASIO EDU para visualizarlas todas
a la vez, compararlas y debatir en grupo.

Para ello se ajustan las tablas con valores me-
nores que 12,5 m, ya que los lanzamientos desde
mayor distancia ya se ha estudiado que no acaban
dentro de la porteria:

Runge tabla
Inle, 10
Fitaj 132

Figura 13

Esta experiencia se llevo a cabo en un taller
semanal de 14:00 h a 15:00 h que se realizaba de
manera voluntaria con el alumnado de 2. ESO
y en la que fue muy interesante el nivel de parti-
cipacion del alumnado. Se puede ver el trabajo
completo, junto con el estudio de los lanzamien-
tos parabolicos desde 30 metros accediendo con
el enlace <https://youtu.be/vR5X9InpXIvw>
que lleva directamente a nuestro canal INTE-
GRANT MATEMATIQUES. También se pue-
den encontrar esta y otras propuestas de aula so-
bre funciones y probabilidad en el nuevo
volumen del libro Actividades para el anla 11 con
calenladora cientifica editado por la FESPM en co-
laboracién con CASIO Espana.



La actividad supuso la felicitacion al alumnado
por parte del FCB Escola Barcelona por la ini-
ciativa y por buscar recursos para hacer llegar las
matematicas a todo el alumnado a través de pro-
puestas contextualizadas.

Figura 15

Las prohibiciones no contribuyen
al progreso

Dar la posibilidad a nuestro alumnado de descu-
brir contextos que den sentido a los contenidos
que estan trabajando y que enriquezcan las ma-
tematicas que estan aprendiendo no resulta una
tarea sencilla y nos encontramos a diario en nues-
tras aulas con preguntas como ¢y todo esto para
qué me va a servir?, gesto se utiliza para algo?
Pero también es cierto que cada vez disponemos
de mas herramientas, experiencias o materiales,

Figura 14

como los citados anteriormente, que pueden fa-
cilitar nuestro trabajo en el aula.

Esta situacion empeora en los estudios de ba-
chillerato donde existe una total desconexion en-
tre los institutos y la universidad y donde no se
plantea un debate serio sobre el modelo de en-
seflanza, si los contenidos son adecuados, si es
suficiente el nimero de horas, como se trabaja
actualmente en los paises vecinos, etc.

El modelo que se impone desde la universidad
esta anclado en el pasado, encorsetado y desde
luego las prohibiciones en las pruebas de acceso
a utilizar determinadas calculadoras cientificas,
graficas o CAS no contribuyen a la mejora de la
formacién matematica. No se les puede atribuir
a estas u otras herramientas la responsabilidad
de la baja formacién matematica con la que se
asegura llega el alumnado a la universidad. Cu-
riosa atribucién, cuando solamente un bajisimo
porcentaje de alumnado de bachillerato utiliza
calculadoras graficas o CAS u otras herramientas,
ya que la prohibicién de su uso en las pruebas
de acceso de determinadas Comunidades Aut6-
nomas frena, en general, al profesorado a ensefiar
haciendo uso de estas herramientas para generar
y profundizar en el conocimiento matematico.

En estos momentos en los que tanto se habla
de nativos digitales son muchas las voces que
afirman que nuestro alumnado esta perfecta-
mente cualificado para los cambios tecnolégicos
y que el profesorado tal vez, no tanto. No com-
partimos este tipo de afirmaciones que cambia-
rlamos por que el alumnado esta, eso si, mas re-



ceptivo y dispuesto, les apasiona, ante una actitud
mas conservadora, en general, por parte del pro-
fesorado. Pero si la tecnologia les apasiona y
puede contribuir a mejorar nuestra practica do-
cente y ademas los curriculos establecen su uso
y aprendizaje, scudl es el problema? Hagamoslo.

El alumnado es cierto que aprende a utilizar
la calculadora de una manera rapida, pero carece,
por lo general, del grado de madurez y de refle-
xi6bn matematica que se requiere para que la he-
rramienta desempefie su objetivo. Es ahi donde
se encuentra nuestro rol para que la calculadora
se convierta en un potente recurso que genere y
enriquezca el conocimiento matematico.

Pondré un ejemplo de una experiencia en mi
aula de bachillerato con la realizacién de un sim-
ple ejercicio de calculo de un limite:

Calcula el limite justificando todos los pasos:

lim— X' =x—12
=4 x3_x* —Tx—4

, xl-x—-12 A -4-12
l}m 3 2 -3 2 -
st —2x7 =T =4 4 —2-47—7-4—4

= — indeterminacion

El alumnado busca las raices de los polino-
mios resolviendo las correspondientes ecuacio-
nes polinémicas. Para el numerador se tiene:

So iy e B2

AiETuscitnfunc

Figura 16

Para el denominador:

P e

AGETuscidnlfuse

Figura 17

A partir de aqui algunos alumnos responden
como sigue:

Pox—12 —4)(x+
G o S N G R
xodn” =2x"=Tx—4 0 x4 (x—4)(x+1)
1,1m(x+3):4-+—3
=t (x+1) 4+1

Es entonces cuando aparece el debate en el

aula y se empiezan a elaborar los conceptos con
intervenciones diversas:

—Pero... {No falta una raiz en el denominador?
—No, porque es compleja y no se pone.
—No puede ser compleja... solo falta una.

Hasta que alguno o alguna interviene y dice:
—Una de las raices es doble.
a lo cual otro responde:

—Y..., écudl de las dos es la doble?

Analizando el producto entre los términos
independientes de los factores se debe obtener
el término independiente del polinomio por lo
que la factorizacion deberia quedar:

(x =) (x+1)(x—m?) = (x—4)(x+1)* =

=x"—2x"—Tx—4

Por tanto, se tiene:

xr—x—12

0 . (x—4)(x+3)
3 2 =—=lim 2
xdxt =2x"=Tx—4 0 =>4 (x—4)(x+1)
+ 4+ 7
im (x 3)2: 32:_
(e +1)” (4+1)° 25

Sugiero entonces al alumnado revisar las tablas
de valores de las correspondientes funciones po-
linémicas del numerador y denominador para
investigar qué esta ocurriendo para valores cer-
canos a las raices a su izquierda y a su derecha.



Esto aporta reflexiones muy interesantes sobre
el teorema de Ruffini, el teorema del resto, la
eleccion de los rangos de las tablas de valores o
el teorema de Bolzano.

PP Y

rlablo

glximyl=pri-7y=q Enngo tabla
L
' Fimplcl2
Figura 18
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Figura 19

La actividad se extiende analizando grafica-
mente diferentes funciones polinémicas de grado
tres, consiguiendo de nuevo desarrollar en el
alumnado habilidades que implican mejores re-
sultados a nivel cognitivo.

Figura 21

De esta manera, proporcionando al alumnado
la formacion necesaria para la gestion de la cal-
culadora, con unos objetivos bien definidos, se
consigue avanzar hacia un modelo en el que se
puede trabajar con datos reales, investigar, crear
simulaciones, etc., en contraposiciéon a las opi-
niones que se escuchan por parte de los detrac-
tores de su uso en el aula.

Pagar en un aparcamiento

Supongo que encontrarse con una imagen como
la que sigue no es una cosa habitual y posible-
mente la gran mayorfa desconozca cual puede
ser su significado, a pesar de que, les puedo ase-
gurar que esas cifras o unas parecidas las han te-
nido muy cerca en muchas ocasiones, solo que
no les han prestado la suficiente atencion.

Figura 20

Si las presento en su contexto completo lo
tendran mas claro, pero supongo que se plantea-
ran y exclamaran: jqué tarifas tan extrafas!, y lo
son, ffjense la préxima vez que vayan a un apar-
camiento.



Pero mas extrafio es atin que las maquinas de
cobro incorporen un mensaje donde se indica
que no se aceptan monedas ni de 1 céntimo de
euro ni de 2 céntimos de euro vy, por lo tanto,
tampoco devuelven este tipo de cambio.

Figura 22

Con las tarifas anteriores parece complicado
saber cémo nos estan cobrando por el aparca-
miento. Cuando preguntamos al alumnado, unos
contestan que la maquina hara una aproximacion
por exceso, pero esto irfa en contra de los intere-

La tarifa del parquin

ses de los usuarios y la empresa podria tener pro-
blemas legales. Otros dicen entonces que la ma-
quina hace una aproximacién por defecto, aunque
esto no garantiza que la tarifa no requiera de
estos céntimos.

Decidf estudiar como trabaja internamente la
maquina y contrastar los resultados con diferentes
recibos de los aparcamientos a los que acudian
las familias de mis alumnos. Centramos el estudio
en el aparcamiento del Mercado de Alicante di-
sefiando la actividad:

1) Se determina la funcién que devuelve el
precio a pagar f{7) en funcion del tiempo 7 (en
minutos) que se esta aparcado:

F()=0,0211757, +20

Se trabaja el concepto de dominio de esta
funcién, en un contexto que condiciona la varia-
ble independiente # (tiempo) y que se cifie a un
dia.

Posteriormente se realizan, observando el re-
cibo, los calculos necesarios para obtener la tarifa
(figura 25).

Se observa en el recibo de pago que el usuario
habia abonado 2,80 €.

2) Se analiza si esta funcién se comporta de
la misma forma a lo largo de las 24 horas ante el

David acude como cada sabado, al mercado central de Alicante. Hoy no ha encontrado aparcamiento en las calles que
circundan el mercado por lo que ha decidido aparcar en el parquin La Lonja.

No ha dejado de sorprenderle la tarifa que tiene este parquin, por la cantidad de decimales en el precio por minuto, ni
tampoco le ha dejado indiferente, el hecho de que haya una tarifa maxima por dia.

Pero le ha dejado completamente aturdido que la maquina indique que no acepta las monedas de 1 céntimo de euro ni de
2 céntimos de euro y que, por tanto, tampoco devuelve estas monedas.

1)Determina la funcidn que expresa la cantidad a pagar segun el tiempo que se esta aparcado a lo largo de un dia.
2)éQué te sugiere ese dato que indica que el maximo que pagamos por dia son 20,33 €?

3) ¢Como realiza la maquina los célculos internamente para informarnos cuanto
debemos pagar sin tener ningtin conflicto como clientes?

4)¢Cuanto se paga por 60 minutos de parquin?

5)¢Es correcto lo que nos han cobrado segun el recibo de la imagen?

Figura 23

Figura 24
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Figura 25

dato que proporciona el cartel de MAXIMO
DIA: 20,33 € (figura 24).

Para ello se resuelve la ecuacion:
f(2)=20,33

0.021175 £ = 20,33 — 1 = —2233__
0,021175

=960,09 min=16horas

A partir de 16 horas de aparcamiento se abona
la tarifa de un dia, 20,33 €. La funcién que define
la tarifa durante 24 horas es una funcién a trozos:

0,021175¢, 0<7<960

)=
S0 20,33, 960 <7 <1440
siendo 7 el tiempo expresado en minutos.
Expresando el tiempo en horas, se tendria:

1,2705¢, 0<r<16

S0 20,33, 16<7<24

Se representan los dos trozos de la funcion
creando una clase con la aplicaciéon CASIO
EDUT (figura 26).

3) Se estudian ahora qué operaciones realiza
la maquina para indicarnos el precio que se debe
pagar, si no admite ni devuelve monedas de 1
céntimo de euro ni de 2.

LLa tarifa siempre viene dada en céntimos mul-
tiplos de cinco ya que es la moneda de valor mi-
nimo aceptada por la maquina. Se obtienen estos
resultados haciendo uso de la divisioén entera en-
tre 5, por ejemplo, siguiendo una secuencia como
la siguiente:

Figura 26

— Se multiplica el resultado por 100.

— Se realiza la division entera entre 5.

— Se multiplica ahora por 5 y se divide entre
100 (multiplicar por 0,05).

Se comprueba con el dato anterior del apar-
camiento de 133 min:

Figura 27

4) La calculadora dispone de una hoja de
calculo con la que se pueden generalizar estos
calculos para diversos tiempos, bien sea en mi-
nutos o en horas.

Para ello se va al Menu 8: Hoja de calculo y en
la columna A se introducen diferentes valores
para el tiempo (minutos en este caso)

¥

SR

Figura 28

Se define la columna B para que devuelva la
tarifa que calcula la funcion f#=0,021175 #desde
la tecla OPTN seleccionando la opcion 1: Rellenar
férmula.
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Figura 29

Se define la columna C para que nos devuelva
el importe ajustado que calcula la maquina y que
se puede simplificar con la férmula siguiente:

Int (B1:0,05) x 0,05.

i-llnﬂ fdrmulim
Formle [ (A1), 0 E
| LT o e i -

Figura 30

En la tabla se obtiene la tarifa para diferentes
tiempos, donde se observa que por una hora de
aparcamiento se debera pagar 1,25 €.

Monedas equilibradas y monedas
trucadas

La posibilidad que tiene el alumnado de disponer
de una calculadora en el aula facilita su uso como
herramienta con la que poder llevar a cabo si-
mulaciones cuando se realizan actividades de pro-
babilidad.

En el aula de 4.° ESO cada alumno simula 20
lanzamientos aleatorios de una moneda equili-
brada para analizar como podria ser el proceso
de simulacion de otros veinte lanzamientos, pero
esta vez con una moneda trucada.

Agrupar los resultados obtenidos por el alum-
nado posibilita el analisis en grupo de la ley de
los grandes nimeros que establece, basicamente,
que la frecuencia relativa de los resultados de un
determinado experimento aleatorio, tienden a es-
tabilizarse en un nimero, que es justamente la
probabilidad, cuando dicho experimento aleatorio
se realiza muchas veces.

Para esta actividad el alumnado hace uso de
la hoja de calculo: Menu 8: Hoja de calculo.

— En la columna A se introduce el nimero
de lanzamiento de la moneda. Se procede
de la forma siguiente:

Enla celda A7 se introduce un 1 de primer
lanzamiento.

En la celda 42 teclear ( )y la for-
mula =Al+1 para no tener que realizar la
introduccién de datos celda a celda, y se
ajusta el rango.

iReltan tarmiln | Relleh foreulm
g Ael lendr valor Forewlssi+d
:Edlitar celds

diEspeeie |iore |

L : =41+
Figura 31

— En la columna B se simula el lanzamiento
con la instruccién Ranint#(0,1) que de-
vuelve de manera aleatoria 0 (cara) o 1
(cruz). Se procede de manera similar para
escribir la instruccién directamente en las
veinte celdas:

EiHe] Ean §armibln I:H-H]i-:n I-I-l'l'ulu.
"Bl lendr valor | 1
E-:l tar celds
HiEspasle [ibFpe | r1

I
2

il T (1B E

Figura 32

— En la columna C se cuentan el nimero de
1(cruces) que se han obtenido tras los
veinte lanzamientos con la instruccién:

=Sum(B1:B20) en la celda C7 (figura 33).

Cada alumno puede incluso realizar nuevos
lanzamientos haciendo uso de la opcién 4:Recal-
cular, disponible en las opciones (figura 34).

Para simular lanzamientos de una moneda
trucada, se procedi6 de la forma siguiente:
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Figura 33
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Figura 34

Ran# devuelve un numero aleatorio entre 0 y

— Si 0<Ran#<0,6 —0<Ran#+0,4<1—
Int(Ran#+0,4) =0 — Cara.
— Si0,6<Ran#t<1— 0<Ran#+0,4<2—
Int(Ran#+0,4) =1 — Cruz.

De esta manera estamos trucando la moneda,
se asigna al suceso salir cara un valor del 60 % y
al suceso salir cruz un valor del 40 %o.

En la columna B se simula el lanzamiento de
la moneda trucada utilizando la instruccién:
Int(Ran#+0,4) y en la celda C7 se cuentan el nu-
mero de 1 (cruces) que han salido tras los veinte
lanzamientos con la instruccién: =Sum(B1:B20):

Ailtellen formila VEotien T6rmuln
E:H:-uil-:rpur valor greul=Ing{ Rand+0
dilditar cel Fango GHLiHAT ]
MiEspmcio libre

T =it RandHh A4S L =Gum(E]TR20)

Figura 35

De nuevo cada alumno puede repetir sus 20
lanzamientos con la opcion 4: Recalcular como
se ha visto anteriormente.

En el libro Actividades para el anla 11 con calenla-
dora cientifica se puede consultar una ampliacién
de esta propuesta, asi como otras actividades de

probabilidad.

Conclusiones

Como docentes tenemos un compromiso con
nuestro alumnado y a la vez con la sociedad por
lo que nuestro modelo de ensefianza de las ma-
tematicas deberfa ir encaminado hacia un apro-
vechamiento de las posibilidades que nos brindan
las calculadoras con las que, a través de la reso-
lucién de situaciones de la vida cotidiana, capa-
citar al alumnado para comprenderlas y aprender
a abordarlas.

Las calculadoras facilitan los calculos y posi-
bilitan mas tiempo para la reflexion, validacion
de resultados, rectificacion, representacion, etc.,
potenciando de esta manera la observacién, la
valoracion, la critica o el juicio. Ademas, pueden
proporcionar a la vez un entorno de trabajo en
equipo donde realizar investigaciones o simula-
ciones con las que comprender el funcionamiento
de las mas diversas situaciones, profundizando
en el aprendizaje matematico y tecnoldgico.

Asi pues, no pongamos limites ni barreras en
la enseflanza, en el aprendizaje y en el uso y ges-
tién de las calculadoras para poder ofrecer me-
jores propuestas al alumnado en pro de un apren-
dizaje de las matematicas mas significativo, mas
dinamico, mas creativo y acorde con los tiempos
que corren.
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Secretaria de Relaciones
Internacionales

CLAUDIA LLAZARO DEL POzO

Tal y como se recoge en el proyecto presentado
en la convocatoria de 2017, el objetivo principal
de esta Secretarfa de Relaciones Internacionales
es promover actuaciones de caracter internacio-
nal, asi como el intercambio de experiencias e
informaciones con otros organismos internacio-
nales que permitan mejorar la enseflanza y el
aprendizaje de las matematicas en todos los ni-
veles educativos.

Para cumplir este objetivo, uno de los esfuer-
zos principales en la labor realizada se centra en
la participacion dentro del programa Erasmus+,
solicitando proyectos en los que tenga cabida la
FESPM. Una de las propuestas presentadas a
este programa fue aprobada en la convocatoria
de 2017. Se trata del proyecto «MObile MAth
TRails in Europe» (MoMaTrE), que se encuadra
en la acciéon clave KA2 Asociaciones estratégicas.
Esta iniciativa conjuga rutas matematicas con la
utilizaciéon de tecnologias, como teléfonos mo-
viles, con un doble fin. Por un lado, pretende
proporcionar recursos a los profesores para que
elaboren paseos matematicos que puedan ser tra-
bajados con sus alumnos. Por otro lado, el pro-
yecto también persigue proporcionar materiales
didacticos, sobre paseos matematicos, que puedan
ser de utilidad, tanto en la formacion inicial como
continua del profesorado de matematicas.
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El proyecto comenz6 a funcionar en el curso
2017-18 y se extendera hasta el 2019-20. Esta
cootdinado por la Universidad Goethe de Frank-
furt y como socios, ademas de la FESPM, parti-
cipan universidades de Lyon y de Eslovaquia, un
centro de Educaciéon Superior de Oporto, un
centro de investigacion de Lisboa y una empresa
de Berlin especializada en el desarrollo de apli-
caciones para moviles. En la web <http://mo-
matre.eu> se recoge informacion mas detallada
sobre el proyecto y sobre las instituciones que
componen el consorcio.

e ™

Figura 1. MathCityMap

MathCityMap (MCM) es la herramienta prin-
cipal del proyecto MoMaTrE, a través de la cual
se crean y se realizan tareas y rutas matematicas.
Uno de los compromisos de la Federacion es el
de la difusion de MCM en sus dos vertientes, un
portal web <http://mathcitymap.eu/es/> y una
aplicacion para teléfonos méviles, de manera que
se creen rutas matematicas por la geografia es-
pafiola utilizando estos recursos. Para promover
esa difusion la FESPM organizé unas jornadas
el 26 de enero en Alcala de Henares (figura 2)
<http://fespm.es/Jornada-sobre-rutas-matema-
ticas>, en las que participaron representantes de
las diferentes sociedades, algunos de ellos vincu-
lados al seminario de Paseos matemdticos que la
FESPM ha organizado en cursos anteriores.
Desde las jornadas en Alcala hasta julio , el nu-
mero de rutas publicadas en MCM en Espana
ha crecido de 8 a 68 y la tendencia es a seguir au-
mentando. La comunidad MathCityMap crece
constantemente y cada persona interesada puede
unirse a ella. Actualmente el sistema existe en
once idiomas diferentes, se han llevado ya a cabo
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cursos de formacion para profesores en diferen-
tes pafses y siguen previstas actividades formati-
vas para curso 2019-20. En julio de 2019 el portal
contiene mas de 3000 usuarios registrados y cerca
de 1400 rutas, compuestas por unas 9 000 tareas
matematicas, que han sido creadas en mas de 20
paises diferentes. Las personas interesadas pue-
den unirse a esta comunidad de las rutas mate-
maticas de diferentes maneras. LLa base para el
uso del sistema es la inscripcion en el portal web
<www.mathcitymap.eu> y la descarga de la apli-
cacion MathCityMap en el teléfono mévil. El
sistema es completamente gratuito y sin publici-

dad.

Figura 2. Jornada de divulgacion en Alcala, enero 2019

Desde el inicio del proyecto MoMaTrE se
han celebrado cinco encuentros internacionales.
Dos de ellos han consistido en reuniones con
representantes de todas las instituciones del con-
sorcio. El primero tuvo lugar en octubre de 2017,
en Lyon (figura 3) y sirvi6, fundamentalmente,
para revisar la propuesta presentada y definir el
trabajo a realizar durante el primer afio. A raiz
de este encuentro desde la secretarfa general de
la FESPM se abrié una convocatoria para que
representantes del seminario de Paseos Mateniticos
y de la ejecutiva de la FESPM colaborasen con
esta secretarfa en el desarrollo de este proyecto
europeo. Un afio después, en octubre de 2018,
tuvo lugar la segunda reunion de representantes
de todos los socios, en Santander (figura 4), para
analizar el trabajo realizado durante el primer



afio y definir cémo repartir el trabajo y las tareas
entre los socios durante el segundo afio. Ante-
riormente, solicitamos desde la FESPM una se-
sion presencial con los coordinadores de Frank-
furt porque tenfamos bastantes dudas acerca del
uso de MathCityMap vy, sin aclararlas, vefamos
dificultades en avanzar con su difusién. Asi, en
junio de 2018 mantuvimos unas jornadas de tra-

bajo en Alcala de Henares (figura 5).

I

|
Figura 3. Primer encuentro MoMaTrE en Lyon, octubre
2017

Del 18 al 30 de marzo de 2019 se celebr6 un
curso intensivo sobre MoMaTrE en la Universi-
dad Goethe de Frankfurt, destinado a alumnos
de esta universidad y de las otras universidades
que participan en el proyecto, todos ellos poten-
ciales futuros profesores de matematicas, quienes
no solo han sido formados en el manejo de MCM
para aprender a diseflar nuevas rutas, sino tam-
bién en su marco tedrico y pedagdgico subya-
cente. El siguiente encuentro internacional tuvo
lugar del 13 al 15 de junio de 2019, en Nitra (Es-
lovaquia)(figura 6) y se centrd en analizar qué re-
sultados del proyecto todavia no se habfan con-
seguido y como planificar las tareas necesarias
para dar respuesta a los logros planteados ini-
cialmente. En este sentido, uno de los resultados
de MoMaTtE en los que la Federacion espafiola
tiene mas responsabilidad es la creacion de una
«community website» para que se aproveche al
maximo el trabajo realizado en las tareas y rutas

matematicas de los usuarios de MCM. Ademas,
la Federacion también tiene una alta implicacion
en la elaboracién de tareas genéricas, es decir,
tareas relacionadas con conceptos matematicos
que se pueden asociar a objetos fisicos facilmente
localizables en cualquier paseo, para facilitar, asi,
la creacion de rutas matematicas.

Si bien el proyecto MoMaTrE ha abarcado
una gran parte del trabajo desarrollado desde
esta secretarfa, hay que mencionar también otras
iniciativas, a veces menos tangibles, que también
han requerido dedicacion y esfuerzo.

Acaba de ser aprobado un nuevo proyecto
Etrasmus+. Se titula MaSCE, acrénimo de «Math
Trails in School, Curriculum and Educational
Environments of Europe», también coordinado
por la Universidad Goethe de Frankfurt, que
pretende incidir en trabajar curricularmente los
paseos matematicos. El proyecto comienza en
septiembre de 2019 y tendra una duraciéon de

tres cursos escolares, hasta agosto de 2022.

Figura 4. En Santander, octubre 2018

En breve se publicara la resolucién de otro
proyecto Erasmus+, coordinado por la Univer-
sidad de Algarve, que tiene como objetivo prin-
cipal crear una red europea de docentes que uti-
licen las tecnologias en la enseflanza de las
matematicas, en concreto, usando una plataforma
especifica, MILAGE LEARN+, fruto también
de otra propuesta europea. Coordinado asimismo
por esta universidad portuguesa se presento a fi-
nales de 2018 otro proyecto, dentro del programa

Jutio
2019

131

91

SECRETARIA DE RELACIONES INTERNACIONALES



Horizonte 2020, a través de la iniciativa COST,
siglas de Cooperacion Europea en Ciencia y Tec-
nologfa. La propuesta presentada, que no fue
aprobada, pretendia crear y difundir un reposi-
torio de enfoques pedagdgicos adecuados, asi
como de buenas practicas para integrar el uso de
las tecnologfas de la informacion en el proceso
de ensefnanza y aprendizaje de las matematicas.

Figura 5. Reunion en Alcala de Henares, junio 2018

Uno de los retos de esta secretarfa de relacio-
nes internacionales es que se apruebe algin pro-
yecto en el que la FESPM sea la institucion coot-
dinadora. Se han hecho ya algunos intentos, sin
resultados efectivos hasta el momento, a través
de una propuesta llamada «Inclusive MAthema-
tical Llteracy: collaborative teacher development
through a MOOC» (IMALI), con la colaboracion
de universidades y sociedades de profesores de
Italia, Francia y Portugal. Aunque no esta actua-
lizada, se creé hace dos afios la web
<http://mathliteracy.eu>, en la que se recogian
las intenciones del proyecto IMALIL, que ponia
su foco en la formacion de profesores para fo-
mentar y desarrollar la competencia matematica
de los alumnos. A pesar de no haber conseguido
financiacién, se mantiene contacto con repre-
sentantes de la mayoria de las instituciones y la
intencion es planificar una buena estrategia que
culmine con éxito en la convocatoria de 2020.
No cabe duda que serfa de gran interés conseguir
ayuda economica para una iniciativa que permita

estrechar relaciones con otras sociedades de pro-
fesores europeas, ya que compartimos objetivos
y problematicas comunes que pueden verse en-
riquecidos con las perspectivas de cada pais y
con un trabajo en equipo.

Figura 6. En Nitra, junio 2019

Otra idea, aparcada de momento por falta de
tiempo para dedicarle la atencién necesaria, es la
de hacer participe a la Federacion en un proyecto
de la iniciativa Union para el Mediterraneo (UpM)
<https://ufmsecretariat.org/>. En realidad no
se trata de una idea propia, sino que a finales del
curso pasado, a rafz de una entrevista en la Ca-
dena Ser en la que se hablé sobre el proyecto
MoMaTtE, responsables de UpM se pusieron
en contacto, a través de correo electrénico, ma-
nifestando interés en extender rutas matematicas,
a través de un proyecto especifico, en paises de
las riberas norte, sur y este del Mediterraneo, con
la implicacion de instituciones de educacion su-
perior de dichos paises y la participacion de jo-
venes universitarios, con el fin de promover la
educacion, la movilidad de estudiantes, el turismo
y el intercambio intercultural, siendo estas prio-
ridades clave para el reforzamiento de la coope-
racion y la integracion en la region, mision prin-
cipal de la Unién por el Mediterraneo. La
convocatoria para este tipo de proyectos, que no
reciben financiacién econdémica explicita, pero
si financian actividades, permanece siempre
abierta.

En cuanto a la vertiente internacional iberoa-
mericana, es fundamental la labor que desempena
el secretario general de la FESPM, quien es, tam-



bién, secretario general de la Federacion Iberoa-
mericana de Sociedades de Educacion Matema-
tica (FISEM) <http://www.fisem.org/> y el tra-
bajo de esta secretarfa han sido meramente de
apoyo, cuando este ha sido requerido. La activi-
dad principal, en este aspecto, se estd llevando a
cabo mediante la participacién en los comités
cientificos de los Congresos Iberoamericanos de
Educacion Matematica (CIBEM), tanto del VIII
CIBEM, que tuvo lugar en julio de 2017 en Ma-
drid, como del IX CIBEM que tendra lugar en
el ano 2021 en Sao Paulo, Brasil.

Como también se recogfa en el proyecto pre-
sentado por esta secretarfa, la organizacion de
actividades de caracter internacional relacionadas
con la educaciéon matematica depende, en gran
medida, de la obtencion de fondos que permitan
cofinanciar dichas actividades. En consecuencia,
alo largo de la trayectoria como secretaria de re-
laciones internacionales, ademas de las institu-
ciones ya mencionadas en apartados anteriores
de esta cronica, la FESPM ha ido estableciendo
contactos fructiferos, de dmbito internacional,
con las siguientes organizaciones:

— La International Commission on Mathe-
matical Instruction ICMI), a través de la
subcomision espanola correspondiente. Es
decir, a través del Comité Espanol de Ma-
tematicas (CEMAT).

— La Organizacién de Estados Iberoameri-
canos (OEI), organismo internacional in-
tergubernamental especializado en educa-
cion, ciencia y cultura, dando continuidad
a las relaciones ya existentes.

— Casio Calculadoras. A través de la Division
Educativa de Casio Espafia esta secretaria
ha participado en dos encuentros interna-
cionales sobre calculadoras; el primero en
Hamburgo, en julio de 2016 y el segundo
en Milan, en octubre de 2018. Estos even-
tos han resultado especialmente provecho-
sos para establecer contactos con profe-

sores que fomentan el uso de la calculadora
en la ensefianza y aprendizaje de las mate-
maticas en otros paises, as{ como para ob-
tener informacion de pruebas externas de
matematicas realizadas con calculadoras
graficas en Europa. Otro encuentro inter-
nacional financiado por Casio tendra lugar
en Tokio, a finales de agosto de 2019.

— La Consejeria de Educacion de la Comu-
nidad de Madrid, que ha participado en el
proyecto TALIS video, de la OCDE, en
el que ha colaborado la FESPM.

— Distintos organismos publicos con pro-
yectos de caracter internacional relaciona-
dos con la ensefianza de las matematicas,
tales como la Universidad Internacional de
Andalucia (UNIA) y la Universidad de Can-
tabria (UC), a través de proyectos gestio-
nados por el profesor Tomas Recio, etc.).

Asimismo, esta secretarfa estd abierta a que
se promuevan relaciones desde la FESPM con
cualquier institucion que contribuya a la conse-
cucion del objetivo principal recogido al inicio
de esta cronica.

Para finalizar, merecen destacarse los siguien-
tes aspectos, que sin ser exclusivos de esta secre-
tarfa sf que son tremendamente relevantes en el
desempefio de sus funciones:

— Una estrecha coordinacion, fundamental-
mente, con la secretarfa general y con la
presidencia de la Federacion, colaborando
con ellos en las tareas que sean convenien-
tes, para contribuir al logro de los fines de
la FESPM.

— El trabajo en equipo con todos los miem-
bros de la Comision Ejecutiva, contando
con su colaboracién en las actividades que
se organicen desde la secretarfa.

— La colaboracién con toda la Junta de Go-
bierno, estableciéndose una cooperacion
bilateral con las Sociedades Federadas en
las actividades que lo requieran.

CLAUDIA LAZARO DEL PozO
1ES Santa Clara, Santander
Universidad de Cantabria
<lazaroclaudia@gmail.com>



Seminario sobre la

Evaluacion de Bachillerato

para el Acceso a la

Universidad (EBAU) en las
asignaturas de matematicas

COMISION DE EDUCACION DEL COMITE ESPANOL

DE MATEMATICAS

El Seminario sobre la Evaluaciéon de Bachillerato
para el Acceso a la Universidad (EBAU) en las
asignaturas de matematicas, organizado por la
Comision de Educacion del Comité Espafol de
Matematicas (CEMat) y subvencionado por el
Centro Internacional de Encuentros Matematicos
(CIEM), se ha celebrado en Castro Urdiales (Can-
tabria), durante los dias 8 al 10 de marzo de 2019.

Al seminario han asistido representantes de
las sociedades que componen el CEMat, repre-
sentantes del Ministerio de Educacion y Forma-
cion Profesional, y profesores de matematicas,
todos ellos con experiencia en las pruebas de ac-
ceso a la universidad, al objeto de analizar el es-
tado actual de las mismas en un momento en
que desde distintos ambitos académicos y admi-
nistrativos se cuestiona su papel y su formato, y
se lanzan propuestas de reforma.

En los afios en que las pruebas de acceso lle-
van funcionando se han sucedido cambios im-
portantes en la sociedad espafiola y en el sistema
educativo que aconsejan, como en cualquier otro
ambito de la vida, preguntarse si el
modelo actual esta cumpliendo con
las expectativas para las que fue dise-
fiado, o si, por el contrario, ha llegado
el momento de modificarlo, vy, si es
asi, en qué direccion habria que ha-

CEMat
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cerlo. El esfuerzo es necesario como referencia
obligada para guiar el futuro de las pruebas, por-
que provee de fundamentos y sefiala el camino
para mejorarlas.

Conclusiones del seminario

Con el fin de aportar informacién basada en la
experiencia y el conocimiento sobre las pruebas
de acceso los asistentes al seminario han debatido,
analizado y valorado sus fortalezas, disfunciones,
resistencias y debilidades, compartiendo ideas y
sugerencias de mejora. De todo ello se da cuenta
en este documento de conclusiones.

Se considera que la prueba es necesaria, pero
se cuestiona el modelo por diversas razones, entre
ellas, el circulo vicioso, la confusién de objetivos,
la descoordinacion entre autonomias y las incer-
tidumbres, subjetividades, inercias y resistencias
al cambio.

En cuanto al circulo vicioso, las pruebas con-
dicionan el modelo de ensefianza en el 2.° curso

de Bachillerato y, a su vez,
el modelo de ensenanza
condiciona el tipo de prue-
bas que se hacen. Esto pro-
duce un efecto no deseable,



que se traduce en inercias y resistencias al cambio
hacia un modelo mas competencial que procedi-
mental.

En relaciéon con esto entendemos que cual-
quier cambio en las pruebas se traducira en cam-
bios en el modelo de ensefianza, y viceversa, por
lo que se considera necesario actuar en los dos
sentidos.

Para romper el circulo vicioso es necesario
avanzar hacia unas pruebas que sirvan realmente
para alcanzar los objetivos de pensamiento critico,
razonamiento y madurez que se requiere para el
acceso a los distintos grados universitarios.

Se esta de acuerdo en cambiar a un nuevo
modelo de prueba que evalie mas por compe-
tencias, y la clave para ello es la resolucion de
problemas, evitando ejercicios tipo, de modo que
el trabajo de los profesores en segundo de Ba-
chillerato no se centre preparar y adiestrar para
un examen.

Respecto a la confusion en los objetivos de
las pruebas se considera que esta
es debida a la necesidad de validar
conocimientos y de ordenar a los
estudiantes para la admisiéon en
los centros universitarios. Para en-
frentar esta indefinicion, la re-
forma de las pruebas debe dejar
claro por qué y para qué se hace,
con el fin de evitar incertidumbres y subjetivida-
des.

Cualquier propuesta de reforma tiene que ve-
nir acompafiada de una temporalizacion que evite
cambios bruscos, y deje tiempo para prepararla
sin precipitaciones, a ser posible, tras el necesario
y conveniente pilotaje experimental.

Los encargados de disefiar las pruebas de las
distintas autonomdias deberfan trabajar coordina-
damente. Si no es posible una prueba tnica, al
menos debe ser lo mas homogénea posible, evi-
tando,en un contexto de distrito inico como es
el actual, diferencias discriminatorias en niveles
de exigencias y demandas.

Se valora positivamente la elaboracion de las
matrices de especificaciones, pero estas deben
ser acordes con una propuesta de pruebas mas
orientadas a las competencias, y no limitarse a
concretar los estandares del modelo actual.

Si se quieren hacer unas pruebas que no sean
rutinarias, el tiempo dedicado al examen de ma-
tematicas debe ser superior al que se dedica ac-
tualmente, porque se debe dar tiempo para razo-
nar y justificar. El formato del examen y el tipo
de preguntas no tienen por qué estar encorsetados
en un folio. A tal fin, es recomendable tenet en
cuenta lo que hacen bien en otros pafses que nos
muestran que es posible proceder de otra manera.

Algunas de las disfunciones y debilidades de la
prueba son consecuencia de las resistencias al cam-
bio que se justifican por condicionantes ajenos.
No deseamos que estas disfunciones y debilidades
se trasladen a cualquier nueva propuesta de prueba.

También se debati6 la posibilidad de efectuar
pruebas especificas complementarias para aque-
llos grados en los que se considere necesario,
con especial atencion a los grados de maestro.

Sobre las EBAU vy el uso de las calculadoras
se reivindicé su uso al hilo de los tiempos, solici-
tando que se admita el uso de cualquier tipo y

modelo, para que los estu-
diantes se centren en el ra-
zonamiento y justificacion de
los procesos. A tal fin, las
pruebas deben dejar claro
que es esto lo que hay que
valorar en las respuestas de
los estudiantes y no el simple
hecho de dar la solucion correcta.

Si la normativa vigente contempla el uso de
las tecnologfas, cuesta entender la resistencia de
algunas autonomias, a aceptar la calculadora en
las pruebas.

Finalmente, se reiter6 una vez mas la impot-
tancia de que el disefo de las pruebas y sus ma-
trices de especificaciones favorezcan el cambio
en el modelo de ensefianza, de tal manera que se
prime la formacién matematica, significativa y
competencial de los estudiantes, frente a la for-
macion instrumental, reglas sin razones y proce-
dimientos sin razonamientos.

La firme voluntad politica sera esencial para
afrontar las dificultades de diverso tipo que pue-
dan aparecer. En definitiva, este es el reto y nues-
tro compromiso, y nos ponemos a disposicion
de las diferentes instituciones educativas para co-
laborar a tal fin.



Comité Espafiol de Matematicas
y Comisién de Educacion

El Comité Espafiol de Matematicas tiene como
objetivos: coordinar adecuadamente las activida-
des matematicas espafiolas de ambito interna-
cional relacionadas con la Unién Matematica In-
ternacional (IMU), reforzar la presencia espafiola
en las comisiones y areas de actuacién de la
misma, canalizar las iniciativas de la IMU dentro
del Estado espafiol y asesorar a los Ministerios
de Educacién y de Ciencia e informarlos de las
recomendaciones de la IMU relacionadas con la
educacion y la investigacion en matematicas.

Cada una de las cuatro comisiones depen-
dientes del Comité tiene su correlativa en la IMU.
Mediante estas comisiones se pretende conseguir
una mejor organizacion de las actividades de cada
ambito, asi como un enlace adecuado con la IMU.

El Comité Espafiol de Matematicas fue creado
el 13 de enero de 2004, como reestructuracion y
ampliacion del Comité Espanol para la Union
Matematica Internacional, que se reconstituyo el
17 de abril de 1998 por iniciativa conjunta de la
Real Sociedad Matematica Espanola (RSME), la
Societat Catalana de Matematiques (SCM), la So-
ciedad Espafola de Matematica Aplicada
(SEMA) y la Sociedad de Estadistica e Investi-
gacion Operativa (SEIO). En el Comité Espafiol
de Matematicas participan, ademas de las socie-
dades mencionadas, la Federaciéon Espafiola de
Sociedades de Profesores de Matematicas
(FESPM), la Sociedad Espanola de Investigacion
en Educacion Matematica (SEIEM) y la Sociedad
Espafiola de Historia de las Ciencias y de las
Técnicas SEHCYT).

Los primeros estatutos del CEMAT fueron
aprobados el 26 de enero de 2004. Fueron susti-
tuidos el 15 de enero de 2007 por el Reglamento
de Funcionamiento actual, que se acoge a lo es-
tablecido en las Normas de Funcionamiento In-
terno de la Comisién Espafiola ICSU vy de los
Comités Cientificos Espafioles.

Desde el 1 de enero de 2015 el CEMAT es
también la Organizaciéon Adherida (A.O.) de Es-
pafia a la IMU, con la que se vincula el propio
Comité. Desde la refundacion de la IMU en 1951
hasta el 31 de diciembre de 2014, la A.O. de Es-
pana a IMU habfa sido permanentemente una
dependencia ministerial o interministerial. EI CE-
MAT coordina la actividad y representacion de
Espafia en las organizaciones matematicas inter-
nacionales. En 2010 el CEMAT ha promovido e
impulsado la incorporacion de Espana al Centro
Internacional de Matematicas Puras y Aplicadas
(CIMPA-ICPAM) como estado miembro.

LLa Comision de Educacion asume la interlo-
cucion del Comité Espafiol de Matematicas con
la International Commission on Mathematical
Instruction (ICMI) y ostenta la representacion
espafiola en la misma. Tiene como objetivos ser-
vir de foro para todos los asuntos relacionados
con la educacién matematica en Espafia en todos
los niveles educativos, asf como proporcionar la
interfaz adecuada con la comunidad educativa
internacional representada por la ICML.

El presidente de la Comisiéon de Educacion
es de oficio el delegado de Espafia en la ICMI.
Los representantes espafioles en grupos de tra-
bajo o similares son propuestos a la ICMI por la
Comision de Educacion, tras el visto bueno del
Consejo General.

LLa Comisiéon de Educaciéon consta actual-
mente de once miembros: dos representantes de
la Federacioén Espafiola de Sociedades de Profe-
sores de Matematicas, uno de la Real Sociedad
Matematica Espafiola, uno de la Societat Catalana
de Matematiques, uno de la Sociedad Espafiola
de Investigacion en Educacion Matematica, uno
de la Sociedad Espafiola de Matematica Aplicada,
uno de la Sociedad de Estadistica e Investigacion
Operativa, uno de la Conferencia de Decanos
de Matematicas y uno del Ministerio de Educa-
cion y Ciencia. Ademas, el presidente y el secre-
tario del Comité Espafiol de Matematicas son
miembros natos de la Comisiéon de Educacion.

CoMISION DE EDUCACION
DEL CoMITE ESPANOL DE MATEMATICAS
<http://matematicas.uclm.es/cemat/es/>



Sociedades
federadas

IIl Jornada de Educacidén

Matematica en Aragon

RICARDO ALONSO LIARTE

La Sociedad Aragonesa «Pedro Sanchez Cirueloy»
de Profesores de Matematicas organiza con ca-
racter bienal una Jornada de Educacion Mate-
matica en Aragon (JEMA). La tarde del viernes
22y la manana del sabado 23 de febrero de 2019
fueron las fechas elegidas para poner en marcha
su tercera edicién, que por segunda vez tuvo
lugar en la Facultad de Educacion de la Univer-
sidad de Zaragoza.

El interés suscitado por la convocatoria para
participar en estas jornadas supero las previsiones
de la organizacion. Ya se constaté un importante
incremento de solicitudes de la primera a la se-
gunda edicion, que se ratificd en esta ocasion ya
que, mucho antes de cerrar el plazo de inscrip-
cion, el numero de solicitudes superaba el aforo
del salon de actos en el que se impartieron las
conferencias plenarias.

Ello obligé a abrir una lista de espera que sir-
vi6 para cubrir aquellas bajas de admitidos que
se fueron produciendo en los dias previos a las
jornadas y que permitio la asistencia a mas pet-
sonas interesadas.

De los inscritos, el 10% fueron estudiantes,
el 25% docentes de las etapas educativas de in-
fantil y primaria, el profesorado de secundaria
cubri6 el 60% de las plazas y el resto profesorado
universitario.
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Durante la celebracion de las jornadas hubo
también espacio para descansar, tomar un café,
intercambiar impresiones con compafieros y vi-
sitar aquellos trabajos, exposiciones y materiales
que se dispusieron a tal fin. Asi se pudieron ver
tres exposiciones: La mirada calenlada, de Carlos
Pina. Junto a ella, Zoe/ Garcia de Galdeano: un legado
de progreso matenritico, elaborada por Manuel Alfaro,
Julio Bernués y Pedro J. Miana (miembros del
Instituto Universitario de Matematicas y Aplica-
ciones) dedicada a la vida y obra de este mate-
matico tan ligado a la Universidad de Zaragoza.
Y la tercera, Geometria mudéar en Aragin: patrimonio
de la humanidad, de Florencio Villarroya. Ademas
se pudieron contemplar trabajos elaborados por
alumnado de varios centros aragoneses, asi como
conocer y adquirir materiales y recursos educati-
vos en las mesas dispuestas para ello a la entrada
del salon de actos.

A partir de las 4 de la tarde del viernes se ha-
bilit6 el registro y entrega de documentacion de
los participantes a la entrada del edificio.

Figura 1. En el registro

Como actividad previa a la inauguracion de
las jornadas, en el salén de actos se presentaron
tres publicaciones de la FESPM: Howmzenage a Angel
Ramirez, reedicion de 100 escenas de cine y la colec-
cion Miradas Matemidticas. A continuacion, com-
paneros de Carlos Pina, llevaron a cabo una pre-
sentacion de la exposicion La mirada calculada,
que se podia visitar en la zona expositiva de la
facultad. Para terminar, una breve presentacion
musical cerrd esta actividad.

RicARDO ALONSO LIARTE

Figura 2. Daniel Sierra en la presentacion de libros

Enrique Artal, director del Departamento de
Matematicas de la Facultad de Ciencias, Luis Ran-
dez, presidente del Instituto Universitario de Ma-
tematicas y Aplicaciones (IUMA), Julio Latorre,
decano de la Facultad de Educacion de la Uni-
versidad de Zaragoza y Daniel Sierra, presidente
de la Sociedad Aragonesa «Pedro Sanchez Ci-
ruelo» de Profesores de Matematicas, dieron la
bienvenida a los participantes e inauguraron de
manera oficial la III Jornada de Educacion Ma-
tematica en Aragon.

La primera ponencia plenatia, M? = matemiti-
cas por matematicas, corrié a cargo de Marta Macho.
Comenzo6 mostrando cémo desde edades muy
tempranas se establecen sesgos y estereotipos de
género en todos los ambitos, también en las cien-
cias, para, a continuacion, realizar un recorrido
por las inspiradoras historias de varias mujeres
matematicas a lo largo de la historia, sus vidas y
aportaciones a la ciencia.

Figura 3. Enrique Artal presenta a Marta Macho en M? =
matemdticas por matemdticas



Tras un breve descanso, los asistentes se dis-
tribuyeron en las siete aulas habilitadas para asistir
a las 21 comunicaciones que se presentaron de
manera simultinea en tres franjas horarias con-
secutivas de media hora de duracién. En conjunto
se abarcaron todos los bloques de contenido del
curriculo de secundaria pero también hubo apor-
taciones desde primaria y estudios llevados a
cabo desde la perspectiva universitaria.

Varias de las comunicaciones mostraron ex-
periencias con distintas metodologfas: aprendizaje
basado en problemas para relacionar temas como
geometria, publicidad y moda, abordar la comu-
nicacion desde la estadistica o calcular la super-
ficie terrestre que se ve desde el espacio; grupos
interactivos para trabajar problemas aditivos con
nimeros racionales; el método lesson study a pli-
cado a una unidad didactica sobre las fracciones;
trabajo cooperativo entre el profesorado de un
departamento... Varias comunicaciones mostra-
ron actividades llevadas a cabo usando software
especifico de matematicas (GeoGebra, Desmos,
Descartes...) y experiencias de aula basadas en
la tecnologfa, tanto de soporte fisico (el trabajo
con tabletas), como digital (el uso de libros elec-
tronicos). También hubo espacio para mostrar
experiencias de divulgacion, a través de la magia,
de llevar las matematicas a la calle o realizar rutas
histérico-matematicas por la ciudad.

Con el apartado de comunicaciones termind
la sesion del viernes. El saibado comenzé con
una conferencia plenaria a cargo de José Angel
Murcia, Me gustan los problemas. En su intervencion
plante6 la necesidad de abordar el aprendizaje

Figura 4. Miguel Angel Mdrcia en Me gustan los
problemas

de las matematicas como una construccion que
surge a partir de una situacion en la que el alumno
se plantea un reto que desea resolver. Ejemplificé
sus propuestas con varias muestras de «buenos
problemasy.

El descanso que siguié a esta ponencia se
aprovecho para visitar las mesas situadas al lado
del salon de actos, visitar las exposiciones y par-
ticipar en la construccion de una Cripula de 1eo-
narde con el material aportado por el programa

Conexién Matematica, fruto de la colaboracion
de la SAPM con el Departamento de Educacion
del Gobierno de Aragon.

Figura 5. En el descanso, al fondo un grupo empieza una
Cupula de Leonardo

Figura 6. Cupula de Leonardo en pie
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La siguiente franja horaria, de hora y media
de duracioén, estuvo ocupada por los talleres ofre-
cidos por la organizacién. Cada asistente disfruto
del que tenfa asignado segun su preferencia en el
momento de la inscripcion (en general, el primero
elegido, aunque a veces, dada la demanda que
tuvieron algunos, tuvo que ser el segundo o ter-
cero). De los ocho talleres ofertados, tres de ellos
tenfan un perfil preferentemente orientado a pri-
maria y primeros cursos de secundaria, dos de-
dicados al uso de tecnologia en el aula y el resto
mas dirigidos a secundaria.

Tras otro breve descanso que brindé la opor-
tunidad de levantar un nuevo modelo de cipula,
se acometi6 la parte final de la jornada. Dos
miembros del colectivo «Risarchers», grupo de
monologuistas investigadores de la Universidad
de Zaragoza, realizaron una pequefia actuacion
tras la que Eduardo Saenz de Cabezon pronuncio
la conferencia de clausura E/ nimero que los orde-
nadores nunca podrdn calenlar, un relato ameno e
instructivo sobre notaciones y nimeros grandes
alo largo de la historia salpicado con momentos
relevantes de las matematicas y la computacion.

La jornada fue valorada positivamente por
los asistentes y, en los comentarios realizados en
los cuestionarios de evaluacién de la actividad,

Figura 7. Eduardo Sdenz de Cabezdén en El numero que los
ordenadores nunca podradn calcular

se incide en la necesidad y utilidad de estos en-
cuentros, pues ademas de dar a conocer expe-
riencias y recursos puestos en practica en las
aulas, favorecen el intercambio de ideas, la co-
municacion y la generacion de nuevas propuestas
y proyectos.

El programa detallado de la jornada, los re-
sumenes de ponencias, comunicaciones y talleres,
asi como todo aquel material complementario
que los autores han aportado se puede consultar
en la pagina web de la I1I JEMA:

<https://sites.google.com/site/ijemaragon/>.

Figura 8. Los asistentes en las plenarias
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