A finales de 1692, en su primera carta a Gottfried W.
Leibniz (1646-1716), el Marqués de L'Hospital (1661-
1704) determinaba la longitud de arco de la curva
logaritmica. Ese mismo afio, L'Hospital ya habia discutido
este problema en sus cartas a Christiaan Huygens (1629-
1695). Partiendo de la correspondencia de L'Hospital con
Huygens y Leibniz, el objetivo de esta contribucion es
estudiar el desarrollo histérico de la rectificacion de la
curva logaritmica, presentando asi este problema
matematico desde un enfoque dindmico y heuristico.
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The Marquis de L'Hospital and the rectification of the
logarithmic curve

Towards the end of 1692, in his first letter to Gottfried W.
Leibniz (1646-1716), the Marquis de L'Hospital (1661-
1704) determined the length of the arc of the logarithmic
curve. Earlier that year, L'Hospital had already addressed
this problem in his letters to Christiaan Huygens (1629-
1695). From the correspondence of L'Hospital with
Huygens and Leibniz, the aim of this contribution is to
study the historical development of the rectification of
the logarithmic curve and, thus, to present this
mathematical problem from a dynamic and heuristic
approach.
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El Marqués de L'Hospital

y la rectificacion

de la curva logaritmica?

MONICA BLANCO ABELLAN

En céalculo diferencial se asocia el nombre de
I’Hipital principalmente con la conocida regla
que permite evaluar el limite de funciones que
presentan indeterminaciones del tipo 0 entre 0,
o infinito entre infinito, mediante detrivadas. Di-
cho resultado apatece en la seccion 1X del Analyse
des infiniment petits pour L'intelligence des lignes courbes,
el primer tratado sobre calculo diferencial, pu-
blicado en 1696 por Guillaume F. A., Marqués
de I’Hospital (1661-1704).? Este tratado pre-
sentaba los fundamentos del nuevo calculo de
Gottfried W. Leibniz (1646-1716), por el que el
Marqués de L'Hospital, aficionado a la geome-
trfa, enseguida fue atraido. En 1684 Leibniz habfa
publicado su primer articulo sobre calculo dife-
rencial en la revista Acta Eruditornnr: Nova metho-
daus pro maximis et mininis, itemque tangentibus, quae
nec fractas nec irrationales quantitates moratur, et sin-
gulare pro illis calenli genns (Un método nuevo para
maximos ) mininios, ast como para tangentes, que no se
detiene ante las cantidades fraccionarias o irracionales, y
es un género singular de cdlenlo para estos problemas).
Dos afios mas tarde Leibniz publicé otro articulo
en la misma revista, esta vez centrado en el
calculo integral: De geometria recondita et analysi in-
divisibilinm atque infinitorum (Sobre una geometria ex-
tremadamente oculta y el andlisis de los indivisibles ¢ in-
finitos). La lectura y discusion de estos articulos



fue el punto de partida de las lecciones que Jo-
hann Bernoulli (1667-1748) dio al Marqués entre
1691 y 1692 durante su estancia en Parfs. Cuando
Bernoulli abandona Francia las lecciones conti-
nuan por correspondencia, hasta 1701. Asi, por
ejemplo, el resultado conocido como regla de
L’Hdpital se encuentra en la carta que Bernoulli
escribié al Marqués el 22 julio de 1694. Cuando
en 1922 Paul Schatheitlin publicé las Lectiones de
calenlo differentialinm de Bernoulli y en 1955 Otto
Spiess edit6 la correspondencia de Johann Ber-
noulli con el Marqués de I’Hospital, se hizo evi-
dente que el Analyse des infiniment petits se basaba
esencialmente en las lecciones y en las cartas de
Bernoulli.?

Sin embargo, no es tan conocido el hecho de
que I’Hospital explicé por primera vez la recti-
ficacién, o la determinacién de la longitud de
arco, de la curva logaritmica, tal como muestran
algunas de sus cartas a Leibniz y, especialmente,
a Christiaan Huygens (1629-1695). Porque el
Marqués de I’Hospital también mantuvo corres-
pondencia con Leibniz entre 1692 y 1701 (Ger-
hardt, 1849-1850) y con Huygens, entre 1692 y
1695 (Bosscha, 1905). En sus cartas, [’Hospital
trataba diversos problemas matematicos, en pat-
ticular, problemas relacionados con el calculo
leibniziano. De hecho a veces discutia un mismo
problema con Leibniz, Huygens y Johann Ber-
noulli.

Son diversos los estudios, como Massa (2003)
y Tzanakis y Arcavi (2000), que sostienen que el
conocimiento de la génesis y la evolucion de las
ideas y de los conceptos matematicos puede con-
tribuir al enriquecimiento de la actividad docente.
Entre otras aportaciones, la incorporacién de la
historia de las matematicas a la ensefianza de las
matematicas permite conocer qué problemas se
estudiaban en un determinado momento y cémo
han evolucionado en forma y en contenido, hasta
su formulacién actual. De esta manera, se trans-
mite la percepcion de las matematicas como una
ciencia dindmica (Massa, 2003: 5; Tzanakis y Ar-
cavi, 2000: 205). Por otro lado, tal como apunta
Massa (2003), 1a historia de las matematicas pet-
mite entender las matematicas como una ciencia
heuristica, en el sentido de que un mismo pro-
blema puede abordarse, a través de su desarrollo

histétrico, mediante distintos métodos, lo cual
hace de la formacién matematica una actividad
viva y motivadora. Teniendo en cuenta estos dos
enfoques, el dindmico y el heuristico, el objetivo
de esta contribucién es presentar el problema de
la rectificacién de la curva logaritmica a partir
del estudio de la correspondencia del Marqués
de L’Hospital con Huygens y Leibniz.

La correspondencia del Marqués
de LU'Hospital

El 14 de diciembre de 1692 I’Hospital envia su
primera carta a Leibniz, a través del filésofo,
tedlogo y padre oratoriano Nicolas Malebranche
(1638-1715). Aunque no fue nombrado miembro
honotifico de la Académie des Sciences de Paris
hasta 1699, la implicacién de Malebranche en
los asuntos de la academia ejerci6 una profunda
influencia en el desarrollo y difusién del célculo
diferencial en Francia, a través de su citrculo de
amigos, contactos y cortespondientes. A este
circulo pertenecian el Marqués de L’Hospital,
Pierre Varignon (1654-1722), Charles R. Reyneau
(1656-1728), Louis Carré (1663-1711) y Pierre
R. de Montmort (1678-1719), entre otros (Ro-
binet, 1960). Aunque formado en el Cartesianismo,
en los aflos setenta del siglo XviI Malebranche
se convirti6 en seguidor de las teorfas filoséficas
y matematicas de Leibniz, a quien conocié pet-
sonalmente durante su visita a Parfs (1672-1670).
Como defensor de las ciencias matematicas, Ma-
lebranche fomenté el estudio de los articulos de
Leibniz antes mencionados. Sin embargo, aun-
que reconocia a Leibniz como el inventor del
nuevo calculo, le resultaba muy dificil entender
sus articulos. Es precisamente por esa razén que
Malebranche impulsé el estudio y difusion del
calculo libniziano. E1 Analyse des infiniment petits
de I’Hospital se puede entender como parte de
dicho proyecto, como un vehiculo pedagbgico
de difusién del calculo kibnizianoy, en particular,
del calculo diferencial. De hecho, es Malebranche
quien pone en contacto al Marqués de L’Hospital
con Johann Bernoulli durante la estancia de este
en Parfs.



En esa primera carta a Leibniz, I”Hospital
expresaba su interés por el «inverso del calculo
diferencial», es decir, el calculo integral:

[...] 'usage de vostre calcul differentiel est mervei-
lleux pour determiner tout d’un coup les tangentes,
les plus grandes et les moindres quantités, les
points d’inflexion, les evolvés de Mr. Hugens, les
caustiques de Mr. de Tschirnhaus etc. et cela me
paroist achevé: mais il me semble qu’il reste bien
des choses a découvrir pour I'inverse de ce calcul
[..]1 (I: U'Hospital a Leibniz, 14 diciembre 1692, Ger-
hardt, 1849-1850)

L’Hospital estaba especialmente interesado
en saber si Leibniz habia descubierto reglas ge-
nerales para el método inverso de las tangentes.
Son diversas las cuestiones tratadas en la co-
rrespondencia entre I’Hospital y Leibniz como,
por ejemplo, la resolucién de ecuaciones dife-
renciales, el problema de De Beaune, las tra-
yectorias ortogonales, o la determinacién de
cuadraturas. En particular, en su primera carta
a Leibniz, [’Hospital exponfa una manera de
rectificar la curva logaritmica, utilizando el
calculo /leibniziano, que puede ser considerada
como la primera rectificaciéon de dicha curva.
Como se vera mas adelante, antes de enviar su
propuesta a Leibniz, I’ Hospital ya habia discu-
tido previamente la rectificaciéon de esta curva
en la correspondencia que mantuvo con Huy-
gens entre el 26 de julio y el 23 de noviembre
de 1692. Alrededor de 1660 surgié un interés
especial por la rectificacién de una serie de cur-
vas, como la de la cicloide de Christopher Wren
(1632-1723) en 1658, o la de la parabola semi-
ctubica de William Neile (1637-1670) en 1657
(Boyer, 1959: 162-163; Baron, 1969: 223-228).
Por otro lado, la curva logaritmica se convirtio
en objeto de investigacién en el siglo XViL. Asf,
Huygens dio a conocer propiedades interesantes
de esta curva, en un apéndice de su tratado so-
bre la luz en 1690. El propio Huygens, Evan-
gelista Torricelli (1608-1647) y John Craig (1663-
1731) enunciaron teoremas sobre la cuadratura
de la curva logaritmica (Cajori, 1913). Asi pues,
no es de extrafiar que el Marqués de I’ Hospital
se interesara por un problema, el de la rectifi-
cacién, y por una curva, la logaritmica, muy es-
tudiados en su época.

La primera rectificacion de la curva
logaritmica

Como ya se ha mencionado anteriormente, en
su primera carta a Leibniz, I’Hospital planteaba
el problema de la determinacion de la longitud
del arco CD de la curva logaritmica (figura 1):

Probleme. La logarithmique indefinie ABCD qui a
pour soutangente la droite donnée a, et son as-
ymptote SL etant données de position, trouver geo-
metriquement une ligne droite egale a une portion
quelconque ce cette courbe.

Solution. Soit menée par un point quelconque L
de I'asymptote SL la perpendiculaire LG, soit décrite
la courbe algebraique LKH telle que (LF et LG = x,
FK et GH = y) , de sorte qu’on peut determiner par
le cercle et la ligne droite la grandeur des ordonnées
FK, GH en supposant que les coupées LF, LG soient
données et ayant mené CFK, DGH paralleles a I'as-
ymptote, soient prises sur LG les parties LM, LN
egales a FK, GH et sur I'asymptote la partie LE egale
a la soutangente, et soient tirées les droites EG, EF
et les paralleles MA, NB, je dis que la portion CD de
la logarithmique = EG — EF + MA — NB. (I: L Hospital
a Leibniz, 14 diciembre 1692, Gerhardt, 1849-1850)

Figura 1. Reproduccién de la figura 40,
correspondiente a la primera carta de L'Hospital a Leibniz
(Gerhardt, 1849-1850)

L’Hospital no incluia la demostracion de su
solucién porque, segin él, «comme elle est fondée
sur vos principes, je ne doute pas que vous ne la
trouviez aisement» (I: ’'Hospital a Leibniz, 14
diciembre 1692, Gerhardt, 1849-1850). En su
respuesta, a principios de 1693, Leibniz alababa
la rectificacién de la curva logaritmica propuesta
por L’Hospital y aseguraba que intentaria de-



mostrarla. Sin embargo, mas adelante, reconocia
no estar muy interesado en aquel momento en
las propiedades de la curva logaritmica y dejaba
aparcada la cuestion, al haber quedado resuelta
por L’'Hospital (VI: Leibniz a I’Hospital, 28 Abril
1693, Gerhardt, 1849-1850).

¢Como se relaciona la solucion propuesta por
L’Hospital con la formulacion actual de longitud
de un arco de esta curva? Hay que entender la
curva logaritmica de la carta de I’Hospital como
nuestra funcién exponencial, que, para simplifi-
car, podemos considerar f(x)=¢", tomando
a=LE=1. Por tanto, la longitud del arco CD,
es decir, el arco delimitado por sus correspon-
dientes abscisas x,.= CF y x,= DG, viene dada

por la integral definida:
AT o= T

Aplicando primero, por ejemplo, el cambio
de variable 7= ¢y, a continuacién, la descompo-
sicién en fracciones parciales, se obtiene la ex-
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O bien, de forma equivalente:
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Los segmentos LLF, .G de la figura 1 corres-
ponden a la exponencial de x,y de x;,, respectiva-
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mente, y el segmento LI es 1. Dado que FE y
EG son las hipotenusas de los tridngulos rectan-
gulos FLLE y GLE, es facil comprobar que el pri-
mer miembro de la integral definida es igual a
EG—-EF. Por otro lado, y sin entrar en detalle en
los célculos, desarrollando el segundo miembro se
llega a la expresion MA—NB=In(LM)—In(LLN),
despejando LM, LN en la curva auxiliar y consi-
derando unicamente la rama positiva de la raiz.
La demostracion de la rectificacion de la curva
logaritmica se encuentra en las cartas que I.’Hos-
pital envié a Huygens durante la segunda mitad

de 1692 (n.° 2760, 2765 y 2775, Bosscha, 1905).
En su primera carta a Huygens (n.° 2760, 26 de
julio de 1692), L’Hospital hacia referencia al tra-
tado de la luz de Huygens, donde aparecian varias
propiedades de la curva logaritmica o logistica, y
afirmaba haber encontrado una nueva propiedad,
a saber, la rectificacién de un arco de la curva lo-
garftmica, que exponia a continuacion. La demos-
tracion queda recogida en su siguiente carta a
Huygens (n.° 2765, 10 de septiembre de 1692),
tal como se resume a continuacién. Dada la curva
logaritmica ABCD (figura 2), con asintota TE,
desde un punto cualquiera E de dicha asintota se
traza la perpendicular EI, y se describe la curva
geométrica HI, que se puede expresar como:*

_ a2 + a,/Z&m + 2

= 2,
donde y representa EF o EG (sobre el eje verti-
cal), z representa FI o GH (sobre el eje horizon-
tal), y #=TE. Elevando al cuadrado, dicha ex-
presion se puede reescribir como:

2 yzz = aay + 2414{\/5

Sean AFI, BGH dos paralelas a la asintota
TE. Tomando EL=FI, EK=GH, la longitud
del arco AB es TG—TF+ LLD—KC.

L’Hospital empezaba por considerar el tridn-
gulo BV para expresar el arco infinitamente
pequefio BM en funcién de las diferencias infi-
nitesimales dy=BN=HP y de dx=MN, y de la
propiedad de la curva logaritmica dx=ady/y (es
decir, subtangente constante). De esta manera
obtenia la expresion:

e L R B

aa+ yy  yJaa+y  Jaa+ y

a
sousangente

4/

L1 e

1 E

Figura 2. Reproduccidn de la figura que aparece en la
carta n.° 2765 de L'Hospital a Huygens (Bosscha, 1905)



I’Hospital afirmaba que

ydy
aa-+yy

la suma de los

en la porcion AB es TG-TE, es decir, lo que
nosotros llamarfamos la integral definida entre
las abscisas cotrespondientes a los puntos A y
B. Se determina como una integral semi-imme-
diata, muy similar a la que aparece en la primera
leccion de calculo integral de Johann Bernoulli
(1742: primera leccién, §0), teniendo en cuenta
que TG, TF son las hipotenusas de los tridngulos
GTE, FTE, respectivamente.
Faltarfa entonces demostrar que
aady
la suma de los yJaatyy

es igual a L.D—KC. I’Hospital toma KQ igual a
OP y traza QS. A partir de la ecuacién de z ob-
tiene a3, o KQ:

43@'\/5 + aady~|2aa + 2 yy
2 pyJaa+
Por la propiedad de la curva logaritmica, con-

siderando dx=RS, dy=KQ, y=EK'y por cons-
truccion EK= GH, que es g, la ordenada de la

KO =

curva HI, se tiene:
axKQ  aady

EK  yyaa+ p
De manera que la suma de las partes RS,

L.D—KC, es la suma de los
aady

JNJaa+ y

en la porcion AB, es decir, la integral definida de

RS =

aady

IJaa+

entre las abscisas correspondientes a los puntos
Ay B, como dirfamos hoy. En realidad, en no-
tacién matematica moderna, se trataria de de-
terminar la integral aplicando el cambio de va-

riable
aa2 + ar2aa+2 yy
z =
2y

que correspondetia, salvo el signo, a la expresion:

f—ad{ _f a’dy
R ]\/ﬂz + yz

Como Huygens no acababa de ver cémo
L’Hospital habia hallado dicho cambio (n.® 2768,
22 de octubre de 1692), en su respuesta I’Hos-
pital indicaba que habia aplicado el cambio

By ity

a
a la manera de Diofanto (n.° 2775, 23 de no-

viembre de 1692).° Elevando al cuadrado, se ob-
tiene la expresion implicita $3y—aay = 2aaz, cuya
representacion grafica muestra la figura 3.° Dicha
expresion presenta dos ramas, en azul y en rojo
en la Figura 3. De hecho la substitucién pro-
puesta por L’Hospital en sus primeras cartas a
Huygens en relacion a la rectificacion de la curva
logatitmica, se corresponde con la rama en azul
del primer cuadrante, tomando y sobre el eje
horizontal y g sobre el vertical. I.’Hospital se re-
fiere a esta rama como al «valor verdadero» o a
la «rafz verdadera» de z, mientras que la otra
rama corresponde a la «raiz falsa», en rojo.”

A continuacién, I’Hospital determina de
nuevo la rectificacién del logaritmo (TG—-TE +
+.AK-BI en la figura 4), utilizando esta vez la
substitucion basada en la raiz falsa de aay—yzz=
=2aaz, es decir

K+a=1/aa—|—y]
a

(en rojo en la figura 3, rotando los ejes en el sen-
tido de las agujas del reloj, es decir, tomando y

IN

w

N

Figura 3. Representacion grafica de zzy—aay=2aaz



sobre el eje vertical y g sobre el eje horizontal).
Dicha determinacién coincide, de hecho, con la
solucién propuesta por I’Hospital en su carta a
Leibniz el 14 de diciembre de 1692, descrita al
principio de esta seccion.

En resumen, el proceso que sigue I Hospital
para rectificar la curva logaritmica consiste en
aplicar el calculo de Leibniz para determinar la
longitud de un arco infinitamente pequefio. A
continuacién, determina las sumas que resultan
(o integrales, como dirfamos actualmente) me-
diante dos curvas auxiliares que discute con Huy-
gens, una de las cuales es la que enviard a Leibniz.
Como hemos visto, se trata de un proceso aun
bastante geométrico.

Figura 4. Reproduccidn de la primera figura que aparece

en la carta n.° 2775 de LU'Hospital a Huygens
(Bosscha, 1905)

Otra manera de rectificar la curva
logaritmica

Es generalmente aceptado que el célculo, dife-
rencial e integral, fue descubierto casi simulta-
neamente por Leibniz y por Isaac Newton
(1643-1727). De manera independiente, ambos
trabajaron desde enfoques muy distintos, cada
uno desarrollando su propia notacién y voca-
bulario. Asi, mientras que Leibniz trabajaba
con diferencias (dx), Newton hablaba de flu-
xiones (x). A grandes rasgos, se podria definir
la fluxién de una cantidad como la velocidad
de generacién de dicha cantidad. Hemos visto

que L’Hospital aplicaba el calculo de Leibniz
para rectificar la curva logaritmica. Unos veinte
afios mas tarde Roger Cotes (1682-1716) trata-
rfa el mismo problema aplicando el método de
fluxiones de Newton. Cotes fue el primer Pro-
fesor Plumiano de Astronomia y Filosofia Ex-
perimental de la Universidad de Cambridge.
Mas conocido por ser el editor de la segunda
edicién (1713) de la obra Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica de Newton, Cotes publicd
un tunico articulo, Logometria, en Philosophical
Transactions of the Royal Society (Cotes, 1714),
que luego serfa incluido en su obra péstuma
Harmonia Mensurarnum (1722). En el Scholinm Ge-
nerale del mencionado articulo, Cotes presentaba
la rectificacién de dos pares de curvas, que de
alguna forma estaban relacionadas: por un lado,
la espiral de Arquimedes y la pardbola; pot otro
lado, la espiral reciproca y la curva logaritmica.
Cotes no revelaba sus métodos, ni demostraba
sus resultados, ni determinaba las integrales
implicadas, solo establecia las longitudes de
arco de las curvas, también de manera geomé-
trica. Aunque se aleje del alcance de esta con-
tribucién, merece la pena presentar brevemente
la rectificacion de la curva logaritmica, tal como
aparece en el Scholinm Generale de Cotes (1714)
(figura 5):
Imagine therefore that the logistic line EMem is
given whose asymptote is AFaf: and that the length
of any arc Ee is required. Drop perpendiculars ELA,
ela to the asymptote and construct the tangents
EF, ef, and let AL be taken as equal to the excess by
which the tangent EF exceeds the subtangent AF,
and similarly al equal to the excess by which the

tangent ef exceeds the subtangent af: and when
LM, Im are drawn parallel to the asymptote, if the

i

Figura 5. Reproduccién de la figura 14 de Logometria
de Cotes (1714)



difference Im—LM of the parallels is added to the
difference EF—ef of the tangents, the aggregate will
equal the arc Ee. (Gowing, 1983: 164)

Ya desde el planteamiento del problema se
observan diferencias entre el desarrollo de Cotes
y el de I’Hospital. Para empezar, Cotes no uti-
lizaba ninguna curva auxiliar y trabajaba expli-
citamente con las tangentes a la curva. Tal como
indica Gowing (1983, 1992), se puede tener una
idea del procedimiento seguido por Cotes a pat-
tir del analisis realizado por Nicholas Saunder-
son (1682-1739), incluido en su obra péstuma
The Method of Filuxions (1751: 162-206). Cotes
consideraba el par de curvas espiral reciproca y
curva logaritmica porque en ambos casos la
subtangente era constante, es decit, X=aj/y ,
donde % e j designan la fluxiéon de x'y de y, res-
pectivamente. Asi, la longitud del arco viene
dada en términos fluxionales por la expresion

%?+ 3 . Como la curva logaritmica es la evo-
luta de la espiral reciproca (Saunderson, 1751:
167), resulta que la fluxiéon del arco de las dos
curvas es:

% /ﬂz + )/2
Seguin Saunderson (1751: 166), habria que apli-
car aqui la forma fluxional 111 de Cotes para obtener

una expresion que, en términos modernos, seria
la integral siguiente (Gowing, 1983: 48):

fl ﬂ2_|_]2dj}:\/ﬂz_|_]2_
J

a+a’+ 5’
P e L
JY
donde AF=g4, y=_AE. Tomando los limites de
integracién adecuados, como el triangulo AEF

es rectangulo, el primer término se corresponde
con EF—¢f. En cuanto al segundo término, por
construccion se tiene que:

AE? = EF* — AF?
de donde se deduce que:

AE __ EF+ AF
EF — AF AE

De nuevo siguiendo el comentario de Saun-
derson, Cotes define A= EF—AF, siendo .M
la medida de la razén de AE a AL, modulo

AF=a, que, en términos modernos podriamos
interpretar como:

LM:AF-]n[ﬁ]
AL

Y de manera similar se obtiene /% De esta
forma, ya queda establecida la expresién EF—¢f+

+ /m—LM que aparecia en el Scholinm Generale de
Cotes (1714).

Reflexiones finales

Partiendo de la correspondencia del Marqués de
I’Hospital, el estudio de la rectificacién de la
curva logaritmica permite acercarnos a la génesis
y evolucion de este problema, dentro del contexto
de la investigacion sobre la rectificacién de curvas
en el siglo XVII. Los casos estudiados muestran
cémo se resolvia el problema en el momento del
nacimiento del calculo, mediante planteamientos
aun estrechamente relacionados con la geometria,
que difieren del proceso analitico y algoritmico
utilizado actualmente. El cambio de enfoque
desde el origen del problema hasta su formula-
ci6n actual puede aportar al profesorado de ma-
temadticas la percepcién de las matematicas como
una ciencia dinamica. Por otro lado, las propues-
tas de I’'Hospital y de Cotes ofrecen ademds la
oportunidad de discutir diversas maneras de re-
solver un mismo problema, contribuyendo asi a
la idea de las matematicas como una ciencia heu-
ristica.
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