Los gndmones

y la solucion geométrica

de ecuaciones de segundo

En este articulo mostraremos otra forma de encontrar la
solucidn de la ecuacion de segundo grado, usando
algunos procesos cognitivos y algunas aplicaciones
algebraicas entre las que cabe destacar la diferencia de
cuadrados, la cual se puede deducir usando el teorema de
Pitdgoras. Esta diferencia de cuadrados nos permitira
deducir los gndmones geométricos o gnémones
matematicos. Podemos usar los gndmones para hallar la
solucidon geométrica de diversas ecuaciones de segundo
grado, colocando las longitudes en un triangulo
rectangulo adecuado a partir de estos gnémones.
Ademas, mostramos otra forma de cuadrar un rectangulo
y de completar cuadrados en ecuaciones de segundo
grado que aparecen en las cdnicas y las cuadricas.

Palabras clave: Teorema de Pitagoras, Gnomon, Ecuacion
cuadratica, Cdnicas.

Gnomons and the geometric solving of the equations of
second degree and its application to notable products

In this article will show another way to find the solution of
the quadratic equation, using some cognitive processes
and some algebraic applications among which include the
difference of squares, which can be solved using the
Pythagorean Theorem. This difference of squares allows
us to deduce the geometrical gnomons or Mathematical
gnomons. At the same time these gnomons can use to
find the solution of various geometric quadratic equations
by placing appropriate lengths triangle from these
gnomons. Furthermore, we find another way to square a
rectangle and complete square in quadratic equations
appearing in conical and quadric.

Keywords: Pythagorean Theorem, Gnomon, Quadratic
Equation, Conics.

grado y su aplicacion

a los productos notables
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El desarrollo de las acciones cognitivas, también
llamados los procesos cognitivos, en el campo
de la Didactica de la Matematica, es capaz de
ayudar a nuestros estudiantes de secundatia en
la percepcién geométrica de la diferencia de
cuadrados y en alguna de sus aplicaciones en
las diversas situaciones que se les presenten
cuando se usen en la ecuacién de segundo
grado, los cuales se deben realizar coordinando
la caracterizacion propuesta por Duval (1998),
desarrollados por Torregrosa y Quesada (2007)
y ampliamente usado por Barreto (20084) para
hacer un estudio didactico de las areas de figuras
geométricas y de la acepcion geométrica de al-
gunos productos notables en Barreto (2009,
2011).

En este sentido, tenemos el proceso cogni-
tivo de visualizacion que esta intimamente rela-
cionada con la forma geométrica de la figura,
es decir, su configuraciéon geométrica y el razo-
namiento el cual se basa en aplicar las afirmacio-
nes matematicas que les correspondan algebrai-
camente. La coordinaciéon de estos procesos
cognitivos les permitira construir desde una pers-
pectiva geométrica las férmulas usadas en algu-
nos productos notables y hasta el teorema de
Pitagoras, en términos de areas, las cuales seran
usadas en la solucion geométrica de la ecuacion



de segundo grado. Usaremos algunos procesos
cognitivos que se aplican en didactica de la geo-
metria como propuesta didactica en el aula, en
particular, la visnalizacion-aprebension como ca-
mino para llegar al posterior razonamiento ma-
tematico.

Referentes Tedricos
(Didactica de la Matematica)

Sin embargo, en este articulo tomaremos en
cuenta la aprebension, en el cual «concebimos las
especies de las cosas sin hacer juicio de ellas o
sin negar o afirmary, segin el Diccionario de la
Real Academia Espafiola (2001) y nos desplaza-
remos de una que empieza cuando el estudiante
realice, por ejemplo, una aprebension operativa de
reconfignracion la cual se refiere a la manipulacion
de las subconfiguraciones iniciales como piezas
de un puzzle, donde puzzle se considera como
sin6nimo de un rompecabezas y se refiere a pie-
zas planas segun el Diccionario de la Real Aca-
demia Espafiola (2001). Luego a través de un
razgonanmiento discursivo como un proceso natural que
es realizado espontineamente en el acto de la
comunicacién ordinaria a través de la descrip-
cion, explicacion y argumentacion, llegamos a
conclusiones que se pueden usar para deducir la
solucién a los problemas, razonando sobre las
figuras hechas en foami o cartulinas de colores
que pueden ser manipuladas por nuestros estu-
diantes, al tratar los problemas geométricos y
haciendo una analogfa entre la parte algebraica
y geométrica, logrando asi incentivar la visuali-
gacidn en nuestros estudiantes, aunque sea de
una manera un poco restringida como en la gpre-
hensidn, que no es originada por el uso de todos
los sentidos.

Ademas, usaremos un proceso cognitivo, lla-
mado aprebension operativa de cambio figural, que se
refiere a afiadir (o quitar) a la configuracion inicial
nuevos elementos geométricos, creando nuevas
subconfiguraciones, como por ejemplo, al colocar
una linea de divisién a un rectangulo para trans-
formarlo en cuadrados y otros rectangulos que
nos permitan formar el gnomon que tenga la

misma area del rectangulo de donde se origind.
Usatemos una conjetura sin demostracion que nos
permitird resolver el problema, aceptando las
conjeturas simples a través de una aprehension
operativa de cambio figural, que nos conduce a
la solucién del problema, segtin los procesos cog-
nitivos de Duval (1998).

Solucién geométrica de ecuaciones de
segundo grado aplicando la diferencia
de cuadrados (o los gnémones)

a partir del teorema de Pitagoras

Deduciremos las soluciones de algunas ecuacio-
nes de segundo grado que, aunque se definen
como expresiones del tipo Ax’ 4+ Bx+C =0, con
A, B, Ce€Q, como A#0, se puede dividir la
ecuacion por él y obtener la ecuacion equivalente
x?+ax+b=0, en la que los coeficientes son
a=B/Ayb=C/A.

Veamos las soluciones de algunas ecuaciones
de segundo grado de una manera geométrica, es
decir razonando en términos de areas, pero to-
mando en cuenta su expresion algebraica.

Solucion de la ecuacion de la forma
x*=a-b con a=b '
Hallemos una solucién geométrica de la ecuacion.

Dado un rectangulo de lados @ y 4 y como el
mostrado en el lado izquierdo de la figura 1:
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Figura 1

A la derecha formamos un cuadrado de lado
a y un rectangulo de lados 2 y b—a, lo que se
puede hacer aplicando una aprehension operativa
de cambio figural al rectingulo original mostrado
a la izquierda, el cual tiene los lados a y 4.

Tengamos en cuenta que »= (b—a)/2.



Ahora, formemos la figura elemental me-
diante una aprehensién operativa de reconfigu-
racion segun la parte izquierda de la figura 2:
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Figura 2

Ala derecha se puede observar que podemos
formar un gnomon al que le podemos agregar
un cuadrado de lado » para formar el cuadrado
grande de lado a2+ .

Podemos obtener el gnomon de acuerdo con
la diferencia de cuadrados segun la figura 3:
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Figura 3

Notemos que al cuadrado grande de lado gle
podemos quitar el cuadrado pequefio de lado
y=w quedandonos el gnomon que vemos a la
derecha y podemos dividir en dos rectingulos
los cuales tendran las areas:

%'(%_J’) ¢ J/‘(%_J)

La figura 3 muestra el gnomon, o hexagono
céncavo, de acuerdo con las longitudes de los
cuadrados grande y pequefio. Se le aplica a este
gnomon una aprehension operativa de cambio

figural para poder dividitlo en dos rectangulos
segun se ve en la figura 4:
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Figura 4

Un poligono convexo no tiene angulos que apunten
hacia dentro. En concreto, los angulos internos no
son mayores que 180°. Si hay algin angulo in-
terno mayor de 180° entonces es un poligono con-
cavo. En la figura 5, a la izquierda, vemos un po-
ligono convexo vy, a la derecha, un poligono
céncavo. Para recordar podemos notar que ddrneavo
€S COMO Zener una cueva.

Figura 5

La figura 4 muestra un poligono de seis lados
llamado hexagono y que al ser ademas céncavo
se le denomina hexagono céncavo, el cual es lla-
mado mas comunmente grozzon.

Los griegos antiguos usaron el gnomon y lo definie-
ron como la figura que queda después de quitar de
la esquina de un cuadrado otro cuadrado mas pe-
quefio (sin embargo complementariamente Aristo-
teles lo definié como la figura que afadida a un
cuadrado aumenta sus lados pero no altera su
forma). Ademas, Euclides amplia el significado de
gnomon aplicdndolo a paralelogramos en general»
(Puerta, 1996, p. 265).

Por el teorema de Pitagoras y de acuerdo con
Barreto (2011), dados dos cuadrados de diferentes
areas, puede construirse un cuadrado cuya area
sea la diferencia entre las areas de los cuadrados
dados. En este caso el cuadrado diferencia (que
permite dar otra acepcién geométrica de la dife-
rencia de cuadrados) se construye sobre un cateto
y se trata de hallar ese cateto desconocido.

?=x’+y?

Figura 6



A diferencia del procedimiento usado cuando
se construyen los cuadrados sobre las longitudes
de los catetos y se encuentra el cuadrado que
esta sobre la longitud de la hipotenusa, amplia-
mente discutido en Barreto (2008b, 2009a), o
para mayores resultados y extensiones en Barreto
(2010), deduciremos que este cuadrado de lado
x tiene la misma area que el rectangulo de ancho
ay largo b.

En la siguiente configuraciéon geométrica
nuestros estudiantes pueden hacer una aprehen-
sion operativa de cambio figural colocando una
linea donde haga falta, como se realizé en la fi-
gura 4, que sirve para demostrar lo anteriormente
mencionado, es decir que se cumple que:

- =r(k-0)+(z-))
lo que efectivamente concuerda con el area de ese
rectangulo, que tiene por ancho @ y por largo 4.
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Figura 7

Veamos que podemos cuadrar el rectangulo
de la Figura 7 segin lo realizado en la Figura 8,
resultando que podemos formar un cuadrado y
expresatlo asi: 3° — 3> = x? [1]

Cuadrado
— equivalente
al rectangulo
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Figura 8

El problema de cuadratura es el mas sencillo
de plantear ya que consiste en encontrar un cua-
drado equivalente a un rectangulo dado. La solu-
ci6én de este problema, segun Barreto (2009b), ya
esta explicada en la proposicion 13 del sexto libro
de los Elementos (Puerta, 19906), en la que se mues-

tra como construir un segmento que sea media
geométrica entre otros dos. La construccion en
cuestién se hace dibujando una circunferencia
cuyo diametro es la suma de los lados del rectan-
gulo y en el punto de enlace de ambas longitudes
dibujamos una perpendicular al didmetro hasta la
circunferencia. El segmento asi generado es el
lado del cuadrado buscado. En la figura 8, aplica-
mos una aprebension discursiva, que se refiere a la
accioén cognitiva que produce una asociacion de
la configuracién identificada con afirmaciones
matematicas sean estas definiciones, teoremas,
axiomas, cambiando del anclaje discursivo al an-
claje visual que se refiere a la asociaciéon de una
afirmacién matematica a un dibujo. El cambio
de anclaje se denomina al vinculo que puede rea-
lizarse de dos maneras, segun las direcciones de
la transferencia realizada en Duval (1998).

Pero como este cuadrado rojo proviene de
cuadrar el rectaingulo blanco de ancho « y largo
b, mostrado a la izquierda de la figura 1, entonces
tenemos que se cumple lo siguiente:

x*=a-b [2]
Ahora bien, notemos que desarrollando la
ecuacion [1] tenemos ademas que se cumple:

+b)_[(a=b)
2_ 4oy _jaz—o| —
© [ 2 ] [ 2 ]
(c+8) (omf
4 4
Asi, de la ecuaciéon [2] nos queda la siguiente
identidad o factorizacién muy importante:

(0] (a=s)

ab =

Producto notable de la suma de dos
términos por su diferencia
(binomios conjugados)

Los productos notables son productos de poli-
nomios que aparecen con mayor frecuencia y los
binomios conjugados son aquellos que solo se
diferencien en el signo de la operacién. Para mul-
tiplicar binomios conjugados, basta elevar los
monomios al cuadrado y restarlos, obteniendo
una diferencia de cuadrados:

(a+b)(a—b)=d" =1



Veamos mediante el siguiente ejemplo como
se realiza el producto, tomando en cuenta la dis-
tribucion anterior:

(3x+57)(3x—5y)=

=(35)(35) 4 (35¢) (=5)+ () (3x) +(5) (=57

= 9x” —15xy +15xy — 25 5°

Cancelando los términos opuestos que son
semejantes queda:

3x+5y)(3x—5y)=9x* =25
(3457)(3x ~5)

A este producto notable se le conoce como
producto de una suma por la diferencia de dos
términos o de un binomio, también se le deno-
mina producto de un binomio conjugado y da
como resultado una diferencia de cuadrados. Una
configuracién geométrica esta en la secuencia de
la figura 9 de abajo mediante unas aprehensiones
operativas de reconfiguraciones, donde a la iz-
quierda tenemos un rectangulo de lados a+by
a—b y al agregarle un cuadrado de lado 4 pode-
mos formar un cuadrado de drea %

a+b < a ——>

a-b
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Figura 9

y que al quitatle el cuadrado rojo, de lado 4, es
decir, hacer la diferencia de cuadrados nos queda
este rectangulo:

a+b

f
a-b

< 3 ——>< b >
Figura 10
Segin esta configuracion, el rectangulo que

se forma con lo que sobra de la diferencia de
2 2 : A
cuadrados, a” —b°, se cumple que tiene por area:

(a+6)(a—0b)

Geométricamente esta es la solucion de la di-
ferencia de cuadrados:

(a+b)(a—b)=a" =0

Solucidn de la ecuacion
de la forma: x> +ax=b

Desde el punto de vista geométrico, la solucion
de la ecuacién cuadritica x” +ax = b (siendo a
y b positivos), equivale a determinar las dimen-
siones x'y x+ a de un rectangulo de area 4y po-
demos rescribir esta ecuacion asf:

x? +ax:x(x+a) =b.

Usamos la teorfa acerca de la deducciéon de
las férmulas para calcular las areas de figuras
geométricas rectilineas a través de procesos cog-
nitivos, desarrollada en Barreto (2008a), para for-
malizar los siguientes temas a utilizar durante
gran parte de esta teorfa.

Asi, de acuerdo con lo discutido ademads en
Barreto (2011) cuando geométricamente se es-
tudi6 la factorizacién por factor comun el cual
es, por ejemplo, el resultado de multiplicar un
binomio @+ 4 por un término ¢ en donde apli-
cando la propiedad distributiva se obtiene alge-
braicamente que: o(a+ b) = ca+ cb.

Figura 11

Hsta operacion tiene una interpretaciéon geo-
métrica ilustrada en la figura 11. El 4rea del rec-
tangulo es ¢ (a + b) (el producto de las longitudes
de ancho y largo), que también puede obtenerse
como la suma de las dos areas de los rectangulos
de colores gris y rojo que, de acuerdo con Barreto
(2008a2), tienen por area ca y cb respectivamente.
Esto se basa en el Axioma de aditividad planteado
para figuras geométricas elementales.

Ahora continuando con la solucion de la ecua-
ci6n de segundo grado: x° + ax =b, suponga-
mos que el area del rectingulo mostrado a la iz-
quierda de la figura 12 es 4:

f
b X
I

Figura 12



A la derecha hacemos una configuracién al
rectangulo de area & de acuerdo con las dimen-
siones x'y x+a, que estan en la ecuacion de se-
gundo grado segun la factorizacion de la misma,
y podemos formar el rectangulo mostrado tam-
bién a la derecha.

De acuerdo con lo realizado en la figura 1,
podemos hacer la subconfiguracién de este rec-
tangulo como lo vemos en la figura 13 en la iz-
quierda, y ademas de acuerdo con la figura 2 ob-
tenemos un gnomon como el mostrado en la
parte derecha de la misma figura:
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Figura 13

A la 1zquierda de la figura 13 le aplicamos al
rectangulo, que estd a la derecha, una aprehension
operativa de cambio figural para dividirlo y for-
mar el gnomon. Ademas, debemos notar que a
la derecha de la figura 13 podemos formar me-
diante una aprehension operativa de reconfigu-
racion el gnomon con estos rectangulos. Enton-
ces, el area del gnomon (hexdagono céncavo
obtenido a partir del rectaingulo anterior) también
tiene por area b Al cuadrarse encontramos un
cuadrado de lado x que da como resultado un
irea de magnitud 4, es decit, x* = h=> x = Jb.
Por tanto, de acuerdo a la resolucion antetior te-
nemos que se cumple la siguiente expresion:

1=~

o o] g

Es decir, el segmento x +a/2 es la longitud
de la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuyos
catetos tienen longitudes NG (b positivo) y /2.
En consecuencia, el procedimiento para la reso-
luciéon geométrica de la ecuacion se reduce a
construir un triangulo rectingulo de catetos

\/l;ya/Z.

Teniendo en cuenta que la longitud de la hi-
potenusa de ese tridngulo rectingulo es x + a/2,
En la configuracién que aparece en la figura 14
observamos que para encontrar la solucién de la
ecuacion debemos quitarle a la longitud de la hi-
potenusa un segmento de longitud /2.

e b—

Figura 14

Ejercicio 1: Halla la solucién de la siguiente ecuacion
cuadrética: x> +2x—3=0

Sean a=2y b=3,y reescribiendo la ecuacion
dada como x”+ 2x =3, ahora tenemos segin
lo anteriormente deducido lo siguiente:

3= [x+%]z —[%]2 =(x+1) = (1)

3=(x+1) ~P=3+1=(x+1) =
Sd4=(x+1) >tfd=x+1=
=>2=x+1=>F2-1=x
O bien:
2—1=x x, =1

1 = 1

—2-1=x, x,==3

Que son las dos soluciones reales de la ecuacién
cuadratica. Estas dos soluciones las puede veri-
ficar con la laboriosa resolvente de la ecuacién
de segundo grado. Y al sustituir el valor de la
raiz x, =1, tenemos que el valor de la longitud
de la hipotenusa la cual es /=1+1=2, puesto
que s = x+af2. Bsto lo podemos ver geomé-
tricamente en la figura 15 y verificar que efecti-
vamente se cumple el teorema de Pitigoras:

NE)
Figura 15




Es decir podemos formar efectivamente las
longitudes de un tridngulo rectangulo, pero al
sustituir el valor de la raiz x,=-3, tenemos que
la longitud de la hipotenusa es x=-3+1=-2
que es la proyeccién de la longitud de la hipote-
nusa en sentido contrario.

Ejercicio propuesto: Dar una interpretacion geomé-
trica de la solucion planteada anteriormente.

Ejercicio 2: Determinar si la expresion:

X +2x+y +2y=2
corresponde a la ecuacién de una circunferencia.
Hallar su centro C(h, k) y su radio r.

Sean las dos ecuaciones:
X 4+2x=r e yY+2y=s
en variables x e y con r > 0y 5 > 0 respectiva-
mente. Luego, de acuerdo a lo deducido ante-
riormente tenemos:

BCEREESRY

Y ademais:

S R

Luego sumandolas:

(1) =)

(x+1) =1+ (p+1) ~1=2=

(x+1) +(y+1) —2=2=

(x+1) +(y+1) =2+2=4
Es decir:

(1) + (1) =(Va) =(2)

Que es la ecuacion de la circunferencia centrada
en el punto C(-1, -1) y tiene radio »=2.

Solucidn de la ecuacion
de la forma x> =ax+b

El calculo geométrico de las raices positivas
de la ecuacion cuadritica x” = ax +b consiste
en determinar las dimensiones x y x—a de un
rectangulo de area &, ya que podemos reescribir
la ecuacién de la forma x” —ax = x(x — a) =0,
al sacar factor comun. Sea b el area del rectangulo
de la parte izquierda de la Figura 16 :

<=X-a a

<X-a i«X-a-><—a/2 —

x-a x-a | (x-a)? x-a

<—af2 —<—a/2 —i

<X-a->i

Figura 16

Ala derecha y arriba hacemos una configura-
ci6én al rectangulo de area 4 de acuerdo con las di-
mensiones x y x—a que estan en la ecuacion al
factorizatla. Abajo y a la izquierda le aplicamos
un aprehension operativa de cambio figural al rec-
tangulo que estd a la derecha y arriba. Asi mismo,
abajo y a la derecha notamos que ya formamos
un gnomon con estos rectangulos mediante una
aprehension operativa de reconfiguracion.

Entonces, el area del gnomon en la parte de-
recha de la figura 16 es & En consecuencia, de lo
deducido anteriormente de acuerdo con la dife-
rencia de cuadrados, nos queda que podemos
hallar ]a solucién de la ecuacién de segundo grado
dada por x* = ax+b:

=)l

Es decir, el segmento x — a2 esla longitud

de la hipotenusa de un triangulo rectéri%ylo enel
by al?2.

Con esto, el procedimiento geométrico para re-

que las longitudes de los catetos son

solver la ecuacion es el siguiente:
1) Se construye un triangulo rectingulo de
longitudes en los catetos Jb y deu .
2) Después se prolonga la longitud de la hi-
potenusa a una longitud igual a /2.
El segmento obtenido es la solucién, x, como
se puede ver en la siguiente figura 17:

Figura 17



Ejercicios propuestos:
a) Halla la solucidn de la ecuacion cuadratica:

X —2x—3=0
b) Dar una interpretacién geométrica para la se-
gunda raiz de la solucién planteada anteriormente
de acuerdo con el Ejercicio 1.
c) Determinar si la expresién:

X =2x+y*+2y=2

es la ecuacion de una circunferenc;a.
Respuesta: (x—l) +(y+1) :(2)

Solucidn de la ecuacion
de la forma x* +b=ax

Resolver geométricamente la ecuacién cua-
dratica x” +b = ax equivale a calcular las di-
mensiones x'y 2—x de un rectangulo de area 4,
pues podemos reescribir esto de la siguiente
forma ax—x°= (d - x)x = b al sacar factor co-
mun. A la hora de dibujar un rectangulo de dichas
dimensiones se presentan dos casos diferentes.

Caso a—x>x

Sea b el area del rectangulo de la parte iz-
quierda en la figura 18:

< X a-2x

1
b X
{

Figura 18

Ala derecha hacemos la configuracion al rec-
tangulo de drea 4, de acuerdo con las dimensiones
X'y a—x que estan en la ecuacién al factorizatla.

De acuerdo con una nueva aprehensiéon ope-
rativa de cambio figural, vemos en la figura 19
nuevas configuraciones del rectangulo de la de-
recha de la figura anterior. A la derecha de la fi-
gura 19 formamos un gnomon con los tres rec-
tangulos de la parte izquierda mediante una
aprehension operativa de reconfiguracion.

i X a-2x < X —>i<-a/2-x >

< X —>!
— X —i

< a/2-x >< a/2-x >

— e X >

a/2-x

~

Figura 19

Entonces, el area del gnomon de la figura 19
también es 4 En consecuencia de lo deducido
anteriormente de acuerdo con la diferencia de
cuadrados nos queda que podemos también ha-
lar la solucién de la ecuacién de segundo grado
dada por x*Hb=uax:

=l 5]

Dicho en otros términos, el segmento a/2 es la
longitud de la hipotenusa de un triangulo rectangulo
cuyos catetos son NG y af2— x. Asi, la solucién
geométrica de la ecuacion cuadratica se reduce, en
este caso, a aplicar el procedimiento siguiente:

1) Se construye un triangulo rectangulo en el
que la longitud de la hipotenusa sea #/2, y
uno de los catetos V4 o cual es solo posible
si ocurre que /2> b Si a/2=\b, el tridn-
gulo se reduce a un segmento y este es el
valor x=a/2. Ahora, bien si la construc-
cién es posible, el otro cateto es @/2—x.

2) Se quita de la longitud de la hipotenusa
la longitud del cateto @/2—x. El segmento
que queda es x; la solucion.

En la figura 20, podemos ver este segmento:

£
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— %

Figura 20

Casoa—x<x

Supongamos que 4 es el area del rectangulo de
la figura 21. A la derecha hacemos una configura-
cién del mismo de acuerdo con las dimensiones x
y a—x que estan en la ecuacion al factorizarla.

i<a-X 2x-a
f
b a-x
v
<a-x 2x-a <a-x>i<x-a/2 >
t ¥ t
a-x a-x| (a-x)? a-x
v ! v
< Xx-a/2 ><x-a/2 -~ T
x-a/2
Figura 21



Ademas, abajo y a la izquierda en la figura 21,
tenemos una nuevas configuracion del rectangulo
obtenida aplicando una aprehensién operativa
de cambio figural. Ademas, tenemos que abajo y
a la derecha en la misma figura, también forma-
mos un gnomon con estos rectangulos mediante
una nueva aprehensiéon operativa de reconfigu-
racion.

El 4rea del gnomon de la figura 21 también
es b. En consecuencia de lo deducido anterior-
mente de acuerdo con la diferencia de cuadrados
nos queda que:

=l g

El segmento a/2 es la longitud de la hipote-
nusa de un tridngulo rectangulo cuyos catetos
son \/Z y X —ﬂ/ 2. Consecuentemente, la solu-
cién geométrica de la ecuacion x” +b=ax se
reduce, en este caso a:

1) Construir un triangulo rectangulo en el
que la longitud de la hipotenusa sea a/2
y en el que uno de sus catetos mida b
Esto solo es posible si a/ 2>, pues si
/2=l el triangulo se reduce a un seg-
mento y la solucién es x=a/2. Si la cons-
truccién es posible, el otro cateto es
x—a/2.

2) Se debe prolongar la longitud de la hi-
potenusa una longitud igual a x—a/2 y el
segmento obtenido es x; la solucion.

Vease la siguiente figura 22:

Figura 22

Ejercicio propuesto: Halla la solucién de la
ecuacién cuadrética x* +1=2x.

Marzo

Aplicaciones del gnomon e
a los productos notables planos

En el producto notable del binomio de una suma
al cuadrado (x + d>2 = (x + a)(x + a) ,se puede
hacer una configuracién geométrica como la de
la figura 23:

Figura 23

Podemos revisar la interpretaciéon geométrica
para el cuadrado de una suma y de la diferencia
de un binomio en Barreto (2009b). Aqui notamos 49
en rojo el gnomon. r
De donde obtenemos, cambiando de un azn-

claje visual a an anclaje discursivo, lo siguiente:

<x+a>2 =x’+2ax+a’

En este sentido, Aristételes decia que el gno-
mon es la figura que afladida a un cuadrado au-
menta sus lados pero no altera su forma segin
se ve en la figura 23 a la izquierda. Pero los grie-
gos antiguos usaron el gnhomon y decfan que esta
es la figura que queda después de quitar de la es-
quina de un cuadrado otro cuadrado mas pe-
quefio, como se ve en la figura 23 a la derecha,
lo cual nos da: x—a)z =x?—2ax+4*. Este
es el producto notable del binomio de una dife-
rencia al cuadrado: (x — a) = (x - a)(x — a).

ab

e bx

e X e — e T —>

e i a5 —a]

x+a+b

Figura 24
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Ahora bien, para elevar un trinomio al cua-
drado, (x +a+ /9) , podemos hacer una confi-
guracion geométrica, usando gnémones, como
se muestra en la figura 24.

En esta configuracion le agregamos a la figura
23 de la izquierda un gnomon rosado y, como
dice Aristételes, se sigue formando un cuadrado.
De acuerdo con la configuracion geométrica de
la figura 24 podemos cambiar de un anclaje visual
al anclaje discursivo, y por tanto algebraicamente
tenemos que:

(x—l—a—{—/ﬂ)z =
=x"Fax+tax+a +bx+bx+ab+ab+ b =
= x? 4 2ax + a* + 2bx + 2ab + b*

Es decir, para calcular el trinomio de una
suma al cuadrado, geométricamente ocurre de la
siguiente manera: Se suman los cuadrados de
cada término individual y luego se afiade el doble
de los productos de cada posible par de términos.
O bien, se suman los cuadrados de cada término
individual y luego se afiade el doble de la suma
de los productos de cada posible par de términos
(propiedad distributiva) como veremos en la si-
guiente ecuacién:

2

(x+a+b)

3
= x2+d2+[a2—|—2<ax+bx+ab> |

Ejemplo: Hallar el desarrollo del siguiente producto
notable (2u+ v+ SW)

Sean x=2#, a=3vy b=>5» De acuerdo con
la ecuacion [3]:

(2% +3v+ 511/)2 =

= (24) 4+ (30) +(50) +2(26-30+ 205w+ 30 50) =

=44% + 9 4+ 250° + 2<6m + 10w + 1501:/) =
= 44" +9” + 250" + 120 + 200w + 30uw

Ejercicios propuestos:

a) Generalizar geométricamente, usandzo gnémo-

nes, el desarrollo de(x+a+ b+c+ z

b) Hacer conﬁguraciongs geométricas para los casos
(x—a—i—b) v (x—i—a—b)

Y ademas hacer una generalizacién como la de la

parte (a) con sumas algebraicas.

JuLio CEsAR BARRETO GARCIA

Las figuras hechas en foami nos ayudan a vi-
sualizar los gnémones. En la figura 25 vemos
fotos correspondientes a las figuras 23 y 24.

Euclides ampfa el significado de gnomon apli-
candolo a paralelogramos en general. Una repre-
sentacion geométrica de la misma la podemos
ver en la foto de la figura 26. En ella observamos
los gnémones de otros paralelogramos hechos
con foami, como son un rectangulo y un rom-
boide, ademas del cuadrado.

Conclusién

En esta experiencia, realizada con los estudiantes,
se evidencié que el trabajo en equipo es muy
importante sobre todo cuando se construye el

Figura 25



Figura 26

aprendizaje a partir de figuras geométricas reali-
zadas en cartulinas de colores o en foami. Estas
tareas les permiten a los integrantes del grupo
configurar y reconfigurar los procedimientos a
través de procesos, llegando luego a razona-
mientos que les ayudan a crear un aprendizaje
significativo.

1 La solucién de la ecuacién xX>*=a-b con a=b y nos da
como solucién x = a o x = b. Recordemos que estamos trabajando
con longitudes por tanto no tenemos las soluciones x=—a o x=—b.
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