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«Todo cambia, excepto el cambio»
(Israel Zangwill)

«Una obra de arte debe satisfacer

a todas las musas. Es lo que yo Uamo
la prueba del nueve.»

(Jean Cocteau)

No tan lejos queda aquel Octubre de 1988, cuando la Federacién
Espaniola de Sociedades de Profesores de Matematicas puso su confianza
en Rafael Pérez y su equipo de colaboradores para llevar a cabo un
bonito proyecto: SUMA, la revista de los profesores de Matematicas de
este pais. Sean estas primeras lineas para expresar nuestro reconoci-
miento. jAhi queda su brillante trabajo!

El namero nueve tiene importantes significados en la cabala, y para -
nosotros supone un nuevo reto que afrontar, una nueva meta que
traspasar y un compromiso con muchos lectores.

El nuevo equipo de SUMA est4 dispuesto a saltar el listén que nos
dejo Rafael con los ocho primeros nameros. Subirlo con el mejor y mas
elegante salto va a ser harto dificil. La aportacion de nuevas ideas y
nuevas ganas de comunicar cosasy por supuesto, con el animo puesto
en las colaboraciones que nimero tras namero han ido apareciendo y
que esperamos no decaigan, sera el mas importante de los objetivos a
alcanzar: Colaboraciones que relaten experiencias, usos de materiales,
sesiones especiales de clase, horas de investigacion y ... tantas cosas
que a veces se quedan en las paredes del aula o en las cuartillas que se
amontonan en el escritorio.

Revista sobre enseliznzn y aprendizaje de lns muemdticas -

Niimero 9 ‘ Otofio 1991

Porotrolado, deseamos que las necesidades en educacion matematica,
sea cual fuere el nivel educativo, "puedan ser cubiertas, en las medidas
de nuestras posibilidades, a través de las colaboraciones que paulati-
namente van llegando a nuestra redaccion. A nuestro juicio este es el
camino”,

Importante para la Educacién Matemaética es el afio mitico que
comienza, ya que la cita en Quebec - ICME 7 - debe tener una relevante
presencia espafiola. Desde estas paginas y en sucesivos nilmeros,
podran contar con informacion detallada sobre el evento.

Por altimo no queremos finalizar sin solicitarles disculpas porque la
demora sufrida en el traslado de infraestructura y documentaciéon
hacia la nueva sede ha supuesto un inevitable retraso en la edicién de
este numero.
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VALOR MATEMATICO ELEMENTAL

DE LOS FRACTALES

Introduccioéon

Desde que la productora cinematografica
Lucasfilm, gracias al empleo de técnicas fractales,
se ha puesto a la cabeza de la obtencién de
espectaculares imagenes sintéticas, simulando
decorados, paisajes naturales, vuelos de aeronaves
y toda suerte de Zooms y Travellings cinemato-
graficos, los objetos fractales han dejado de ser
una pura entelequia matematica para exquisitos,
para pasar a formar parte significativa de la cul-
tura de finales del siglo XX.

Los Fractales han saltado a las paginas de los
periddicos y se han convertido en asiduos habi-
tantes de los dominicales de los mejores medios
informativos del mundo. Elconjunto de Mandelbrot
ha ocupado las portadas de todas las revistas de
divulgacion cientifica para terminar siendo califi-
cado como una «combinacién suprema entre el
arte y la técnican.

Eléxito de las teorias matematicas finiseculares -

ha conseguido acapararla atencién del gran publico,
atencién que no descansaba en las matematicas
desde la época dorada del nacimiento de la Meca-
nica Celeste (No esta de mas recordar aqui que uno
de los origenes de la teoria de los fendomenos
cadticos es precisamente la Mecanica Celeste). El
Caos y los Fractales compiten hoy dia con la
ingenieria genética, la teoria de la relatividad, la
energia nuclear y la gestién ambiental.

o 9/1991

Fernando Fernandez Rodriguez
José Miguel Pacheco Castelao

Desde la mera perspectiva de la ensenanza de
las matematicas, seria interesante utilizar la tre-
menda curiosidad e inquietud que han despertado
en el pablico los objetos fractales.

Al margen de las consecuencias cientificas de
estas teorias, existe dentro de los fractales unvalor
matematico elemental que, quizas por el caracter
novisimo de su configuracién definitiva como teo-
ria y su vinculacién con la tecnologia del ordena-
dor, es muy acorde con los nuevos valores y des-
trezas buscadas actualmente en la ensenanza de
las matematicas:

Geometria de exploracion y teselaciones.
Recursividad y algoritmos en ambiente
geomeétrico.

Matematicas del crecimiento (progresiones y
fracciones continuas).

Aproximaciones al infinito.

El concepto de limite a través de la geometria.
Logaritmos y escalas logaritmicas.

El concepto y papel de la escala.

Los objetos fractales

Unfractal es unafigura que presenta similaridad
entre el todo y sus pequenas partes. Puede cons-
truirse recursivamente iterando un cdnj unto sen-
cillo de instrucciones, que a pesar de su compleji-
dad origina formas muy complejas desde el punto



ARTICULOS

de vista de la geometria euclidea. Objetos de este
tipo se han construido a lo largo de los tiltimos cien
anos como fuente de contraejemplos en diversas
teorias. La intencién de Mandelbrot al sistema-
tizarlos fue buscar una nueva geometria capaz de
simular la forma que tienen los objetos reales como
los rios, las costas, los crateres lunares o la capri-
chosa distribucion de la materia en el universo.
Como sefialaba jocosamente su redescubridor,
parece como si la naturaleza hubiese gastado una
broma a los matematicos. El modelo euclideo,
puntos, rectas o planos, es una idealizacion que
rarasveces aparece en los objetos reales. E1 hecho
de abstraer de un hilo el concepto de recta y de un
velo el de plano son simnplificaciones que en ocasio-
nes se revelan extraordinariamente burdas.

La existencia de funciones continuas no
derivables no constituyen una sutileza ajena a la
naturaleza. Las curvas que no admiten tangentes
son la regla. Las curvas «regulares», aunque sean
objetos interesantisimos mucho mas faciles de
manejar con las heramientas habituales del cal-
culo diferencial, constituyen la excepcion, por lo
cual lageometria de lasformas naturales estamal
representada por el orden perfecto que reina en
las formas usuales de Euclides o del calculo
diferencial.

Laverdadera geometria de la naturaleza parece
evocar mas bien la complicacién de extranas teo-
rias matematicas, creadas a principios de siglo,
caidas en desuso durante casi cincuenta afnos
debido a la ausencia de elementos potentes de
calculo y al giro formalizador que sufrieron las
matematicas en esa €época.

Helge von Koch ided en 1904 una curva donde
una longitud infinita encierra un area finita:

Es un estimulante ejercicio de progresiones
geomeétricas el comprobar como en cada etapa de
construccién de la curva de von Koch, su longitud
aumenta en un factor de 4/3, teniendo por tanto
limite infinito. La distancia entre dos cualesquiera
de sus puntos es también infinita. Matematica-
mente hablando, este objeto pertenece ala clase de
curvas continuas no derivables en ningtin punto y
con arcos no rectificables, que comenzaron por
escandalizar a Weierstrass, Bolzano, Cantor y

Dedekind a finales del siglo pasado, poniéndoles de
manifiesto lo escurridizo que puede llegar a ser el
concepto de longitud de un arco.

Costas

A comienzos de los anos sesenta Benoit
Mandelbrot planteé la siguiente pregunta:

¢,Cual es la longitud de la costa de Bretana?

iUna costa puede ser un elocuente ejemplo de lo
que es un fractal!

Cuando una bahia o una peninsula, repre-
sentadas en un mapa a escala 1/100.000, se
examinan de nuevo en un mapa 1/10.000, se
observa que sus contornos estan formados por
innumerabes sub-bahiasy sub-peninsulas. Enun
mapa escala 1/1.000, se ven aparecer también

2807 911991 5
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sub-sub-bahias y sub-sub-peninsulas y asi suce-
sivamente. Los pequerios detalles son por tanto
similares a los grandes.

Las fronteras que separan los paises se adaptan
también alaforma fractal. El cientifico inglés Lewis
F. Richardson, conocido por sus investigaciones
sobre la predicciéon del tiempo y los primeros mode-
losmatematicos del desarrollo delas guerras, intri-
gado por lo retorcido del trazado de las fronteras
nacionales, consulto en diversas enciclopedias las
longitudes de las fronteras entre Espana y Portugal
y entre Bélgica y Holanda. Richardson encontré
discrepancias de jhasta un 20%!len las longitudes
calculadas.

Richardson observé también que al reducir la
escala de medicidn, la longitud de las costas y
fronteras aumenta practicamente sin limites.

Es facil idear un procedimiento para obtener la
longitud de una costa en funcién de la escala
elegida previamente en el mapa:

La idea consiste en pasear un compas de aber-
tura y, comenzando cada paso donde termina el
anterior. El valor u multiplicado por el ntimero de
pasos nos dara la longitud aproximada de la costa.
Siserepite la operacion reduciendo sucesivamente
la abertura del compas, se encuentra que L (W)
tiende a aumentar sin limite. La escala p y por
tanto la extension longitudinal geografica es cier-
tamente una elecciéon antropolégica: unratén, una
mosca, las piedras grandes o el hombre adulto.

La variacion de la longitud aproximada L (i) es
proporcional a U™ donde = depende de la costa
elegida, y distintos tramos de la misma costa,
considerados separadamente, dan a menudo dis-
tintos valores de .

Tomando escalas logaritmicas en la representa-
cién obtendriamos:

L) = Kp= ; log L(u) =-wlog n + logK

pudiendo calcular asi, de forma empirica, el valor
caracteristico « de una costa.

6 AN 9/1991

Un interesante ejercicio para realizar dentro de
una clase, es llevar adelante todos estos calculos
sobre una costa de contorno familiar para los
alumnos; introduciéndoles en este terreno fasci-
nante del paso al limite, los alumnos podran com-
probér finalmente que una costa, al igual que la
curva de Koch puede tener longitud infinita.

Otros fractales

A finales del pasado siglo Georg Cantor, llevado
al estudio de los fundamentos de las matematicas
por sus trabajos en la teoria de las series trigono-
métricas, habia encontrado un misterioso conjun-
to de puntos, que seria durante el desarrollo suce-
sivo de las matematicas fuente de inspiracién de
importantes estudios realizados a principios de
siglo sobre topologia y teoria de la medida.

Su construccion es la siguiente:
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Al intervalo cerrado [0,1] le quitamos el tercio
central abierto (1/3, 2/3). A continuacioén, a cada
uno de los tercios que quedan, se les quita su
propio tercio central abierto y se procede de este
modo indefinidamente. el resultado final de esta
interpolacién es un «polvor tenue que goza de la
insélita propiedad de que cada punto es de acumu-
lacion. Entre las sucesiones que pueden ser cons-
truidas a costa del discontinuo de Cantor destaca-
mos el namero de segmentos 2" en que quedara
dividido tras npasos,y 1/3" como longitud de cada
uno de esos segmentos.

El discontinuo de Cantor es por afniadidura un
conjunto de medida de Lebesgue nula pese a suno
numerabilidad. Este resultado puede demostrarse
sin mas dificultad que la de comprobar que puede
ser recubierto por una sucesiéon de intervalos cuya
longitud tiende a cero (obsérvese como la longitud
de cada unodelos poros, trasn pasos esde laforma
(2/3)", y que tal serie geométrica tiene por suma 1).

Los fractales planos mas habituales en la litera-
tura son la «curva de cabezas de flechar y la
«alfombra de Sierpinski»: En el primer caso quita-
mos a cada uno de los triangulos el triangulo
central abierto que se forma en su interior: Esta
configuracién es conocida en la cultura aborigen
canaria; existen estos graficos, llamados
«pintaderas» en los vestigios conservados hasta
nosotros. En el segundo sustraemos el cuadrado
central abierto.

¢
La figura limite que se forma en ambos casos es
una curva extremadamente intrincada que tiene
longitud infinita.

Dejamos al lector que descubra por si mismo la
rica fauna de sucesiones a que tales figuras dan
lugar.

Por ultimo citaremos la «esponja de Sierpinski»,
curva fractal en el espacio que goza de extraordina-
rias propiedades universales como objeto topolégico.

$rrraeressarsa

o
.
»
o
o
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La forma de este objeto nos recuerda, no por
casualidad, aquellos paisajes a través de los que se
perseguian las naves del Imperio y la Federacion.
La base de muchos de los efectos especiales, exhi-
bidos por Spielberg en «La guerra de las galaxias»
tienen su base en la simulacién de imagenes por
medio de la geometria fractal.

Otras aproximaciones a los fractales

Los fractales planos construidos méas arriba
tienen gran parentesco con unas asombrosas
construcciones de principios de siglo llamadas
curvas de Peano. Tales objetos son curvas, en el
sentido de aplicaciones #: [a,b] + R?, capaces de
pasar por todos los puntos de un recinto plano. La
que se expone a continuacion, al igual que los
fractales, constituye un algoritmo grafico de
recursividad perfecta para construir una curva que
pasa por cada punto del plano una y s6lo una vez:

A

ElGrupo Cero es uno de los pioneros en nuestro
pais enla utilizacién de construcciones geométricas
para ilustrar el estudio de las progresiones. En
unos de sus libros de Bachillerato de comienzos de

8 AT 9/1991

los setenta aparece la siguiente sucesion de figuras
de perimetro constante cuyo limite es un cuadrado:

Son también clasicas el siguiente par de suce-
siones de perimetro constante, cuyas areas tien-
den a cero:




Ninguna de las tres construcciones senaladas
anteriormente son propiamente fractales. La defi-
nicion precisa y matematicamente rigurosa de
tales objetos requiere conceptos més refinados que
una idea tan ingénua como la de autosimilitud. No
obstante estas figuras de perimetro constante son
muestra de un estilo a la hora de explorar el
infinito, un estilo que puede continuarse con el uso
de los fractales.

La dimensién fractal

Hausdorff ya habia encontrado en 1919 un
concepto de dimensiéon capaz de distinguir todos
aquellos objetos raros que los matematicos habian
creado como contraejemplos. La idea era introdu-
cir dimensiones no enteras que describiesen la
«porosidad» de determinados objetos.

Una costa al ser un objeto anas macizo» que una
linea ordinaria, pero «méas deshilachado» que una
superficie, seria légico que poseyese una dimen-
sion comprendida enire uno y dos.

Lateoriade ladimensién no entera de Hausdorfi-
Besicovitch, llamada otras veces dimension
logaritmica o dimensioén [ractal, puede formularse
para un objeto con total independencia de que
posea o no autosimilaridad interna. La idea capital
es la siguiente (note el curioso lector el parentesco
con la definicién de compacto):

Consideremos un conjunto de puntosenk¢, Sea
N(s) el numero de esferas d-dimensionales de dia-
metro £ necesarias para cubrir tal conjunto.
SiN(g) varia con £ de la forma N(g) = cte £° cuando
£ » 0, llamaremos a D dimensiéon de Hausdorff del
conjunto.

Esta féormula permite dar una dimensién entre O y
1 al conjunto de Cantor:

log2
D=0'6309... = ——
log3
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Nl l:1 N':1
0 1 0 1
N'} l‘ N‘l
. gl) L § 1 : 0 } z 1 l
] lx s — p— — N‘IL
053 §1 T

.
Las curvas de Peano no son sino curvas planas cuya
dimensién de Hausdortf es dos. Puede resultar un
agradable y sencillo ejercicio para los alumnos el
comprobar que la dimensién logaritmica de la

curva de von Koch es
log4

D= =1,2618... y calcular las dimensiones de
" log3

los restantes fractales.
Epilogo

Para finalizar, deseariamos hacer referencia a
una conversacion mantenida con Claudi Alsina
hace pocos meses en la que defendiamos, de forma
muy parecida a como se hace en este articulo, la
utilidad de los fractales en la ensefianza matema-
tica elemental. Después de escuchar detenidamen-
te nuestro discurso, planteé dos problemas, de
reciente apariciéon y de indole muy parecida a los
que le exponiamos, pero que tienen la cualidad de
romper esa atmosfera, en ocasiones excesivamen-
te rigida, que rodea a los fractales:

¢Es posible recubrir todo triangulo con un ntumero
cualquiera de triangulos semejantes a é1?. En el
siguiente dibujo exponemos algunas soluciones
parciales.

2847 911991 9
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Problema del ruso: por un recinto de treinta y ’
seis habitaciones, cada una comunicada con la A
contiguamediante una puerta enla que acecha un
funcionario, un ruso debe pasar obteniendo un
visado de cada uno de los funcionarios, pero de
modo que sélo podra traspasar cada una de las
puertas una y sélo una vez. ;Conseguira el
dedichado ciudadano entrar por la punto A y salir

Fernando Ferndndez Rodriguez
Departamento de Economia Aplicada

por el B?. Universidad de Las Palmas
Pista: A efectos de que el problema tenga sentido se José Miguel Pacheco Castelao
supone que estos funcionarios no salen a desayu- Departamento de Matematicas
nar nunca, claro esta. Universidad de Las Palmas
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NUMEROS DE CATALAN Y TRAYECTORIAS
EN LA RETICULA ENTERA

Introduccién

Dos rasgos caracteristicos hacen que la
combinatoria sea un tema matematico particular-
mente apropiado para los niveles de secundaria y
de licenciatura. En primer lugar, retine un numero
importante de conceptos aparentemente diferen-
tes y, por lo tanto ilustra la unidad basica de las
matematicas. En segundo lugar, no hace necesa-
rias técnicas matematicas excesivamente
sofisticadas, sinomas bien aquellas que se adquie-
ren en los niveles anteriores al estudio del calculo.

Los numeros de Catalan, que deben su nombre al
matematico belga Eugéne Charles Catalan (1814-
1894), pero, que de hecho, seremontan como minimo
a Euler en el siglo XVIII, son particularmente inte-
resantes por su multiplicidad de interpretaciones.
En este articulo damos tres interpretaciones que
pueden ser consideradas como primarias en tanto
que estanrelacionadas conideas basicas deteoriade
grafos, computacién y geometria. A su vez, damos
una cuarta interpretacion que los relaciona con la
trama entera del plano de coordenadas y por lo

tanto nos permite introducir su estudio en un rico

dominio del algebra clasica.

Hemos escrito otras veces sobre este tema (ver
[HP 1, 2,]), ya sea para proporcionar informacion
basica, o para - tal como esperamos - ofrecer un
articulo atractivo para matematicos profesionales
con intereses particulares distintos. Nuestro pro-
posito ahora es otro, queremos proporcionar a los
profesores de secundaria - y a los profesores de los
futuros profesores de secundaria - lo que nosotros

Peter Hilton y Jean Pedersen

créemos que es un ejemplo excelente de una fuente
de ideas y de motivaciones convincentes para el
desarrollo de técnicas e intuiciones matematicas.

Naturalmente, nuestra exposicion presenta una
argumentacién debida al matematico francés del
siglo XIX Désiré André que, a nuestro parecer, trae
consigo una de las intuiciones matematicas mas
estimulantes y emocionantes que puede ser plena-
mente apreciada a un nivel de secundaria. Este
argumento fue desarrollado, de hecho, por André
para dar solucién al llamado Problema de la vo-
tacién, pero resulta ser un instrumento de vital
importancia para el estudio de los niumeros de
Catalan en su cuarta interpretacion, tal como
mostraremos a continuacion. La Gltima seccién de
este articulo la dedicamos al estudio del Problema
de la votacion. )

Quisieramos agradecer a nuestro colega y ami-
go Pere Mumbr, de la Universidad de Barcelona,
su invitacién para dar una serie de conferencias de
las que se deriva este articulo.

Arboles, expresiones bien construidas y
poligonos convexos

Empezamos presentando tres conceptos natu-
rales de combinatoria, que aparecen en contextos
bastante diferentes, pero que resultan ser mate-
maticamente equivalentes.

Sea p un entero fijado > 2. Definimos tres
sucesiones de enteros positivos, que dependen de
p, del modo siguiente:

L 911991 11
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a,: a, =1, a,=nuamero de arboles con bifurca-
ciones de p ramas y k vértices fuente, para k> 1.

b, b,=1, b,=numero de maneras de asociar k
aplicaciones de una operacion de p elementos,
parak>1.

¢, ,Co= 1, c,=numerodemaneras de diseccionar
un poligono convexo en k poligonos disjuntos de
p+1 lados mediante diagonales que no se corten,
para k> 1,
Observamos que, sik > 1,

(i) un arbol con bifurcaciones de p ramas y k
vértices fuente tiene (p-1) k+1 vértices terminales
y pk+1 vértices en total (Figura 1 (a,b));

(ii) las k aplicaciones de una operacion dada de p
elementos acttian sobre una sucesion de (p-1) k+1
simbolos (Figura 1(a’, bY));

(iii) el poligono tiene (p-1) k+2 lados y se des-
compone en k poligonos disjuntos de (p+1) lados
mediante (k-1) diagonales (Figura 1 (a”, b")).

—

(a) Arbol binario ( p =2)con 3 (k=3)
vértices fuente (*) y 4 vértices
terminales (o)

~ry
1]
0w

(b) Arbol ternario (p=3) con 2 (k=2)
vértices fuente (°) y S vértices
terminales (o)

P
k

w o

~

(51((5253)54)

(a") Expresién con 3 (k =3) aplicaciones
de una operaci6n binaria (p = 2) de 4
elementos.

R e~}
Il

© o

(5152(535455))

(b") Expresién con 2 (k = 2) aplicaciones
de una operacién ternaria (p =3) de 5
elementos.

lados mediante k - 1 diagonales.

Eeade-]
]
[N

(a") Pentdgono descompuesto en 3
tridngulos por 2 diagonales.

Un poligono de ((p - 1) k + 2) lados se descompone en k poligonos disjuntos de p+1l

(b") Hexagono descompuesto en dos
cuadriléteros por 1 diagonal

[}
o w

"
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Un resultado bien conocido y que puede ser
demostrado con facilidad (véase Sloane [S] para el
caso p=2) es el siguiente:

TEOREMA 1.1
P pbf' Cic

Los arboles de la Figura 1 (a,b) pueden conver-
tirse en las expresiones correspondientes de la
Figura 1 (a’,b) aplicando una sucesién de las
correspondencias indicadas en la Figura 2. Para
convertir un arbol particular con bifurcaciones de
- p ramas en su correspondiente expresion, primero
se numeran los vértices terminales del arbolde una
manera que podemos designar toscamente como
"de izquierda a derecha" y que creemos esta sufi-

cientemente explicitada a partir de los ejemplos de
laFigura 1 (a,b). Después se asocia el simbolo s, a
cada numero i. Ahora consideramos cualquier
coleccion de ramas terminales, en las que existe
un conjunto completo de p simbolos y aplicamos
la correspondencia de la Figura 2 para un vértice
fuente intermedio (1). Repetimos este proceso, en
todos los vértices fuente intermedios (en un caso
especial este podria haber sido el punto de partida
del proceso), hasta alcanzar el vértice fuente ini-
cial; entonces aplicamos la correspondencia al
vértice fuente inicial (eliminando toda evidencia
del arbol) para obtener la expresion deseada. La
Figura 3 ofrece un ejemplo de la aplicaciéon paso a
paso del proceso. Para obtener el arbol a partir de
una expresion simboélica, es suficiente invertir el
proceso. ‘

T %o Zp

y, a un vértice fuente inicial

¥y1 ¥ Yp

Para una operacién de p elementos, a un vértice fuente intermedio

(le corresponde) L

<=>
(Cada x; es una expresi6n en un subconjunto ordenado de simbolos s;.)

(le corresponde)

<=>

(Cada yj es una expresi6n en un subconjunto ordenado de simbolos s;.)
Pasos tipicos que relacionan arboles y expresiones entre paréntesis.

(Il 22' Z'p)

(3/1 Yo ?lp)

(1) Si hay mas de un lugar donde pueda hacerse el proceso indicado, entonces todas las correspondencias pueden realizarse

simultaneamente de una sola vez.

287N 91991 13
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El proceso que relaciona los arboles de la Figura
1(a, b) - olas expresiones de la Figura 1 (a’, b’) - con
los correspondientes poligonos descompuestos de
laFigural (a”, b”) es mas sutil (y laindicacion dada
en [S], para el caso p= 2, es un poco criptica). Por
lo tanto describiremos explicitamente el modo de
establecer la correspondencia que nos permite
asegurar que b= c,. Supongamos pues que co-
nocemos el modo de asociar k aplicaciones de una
operacion de p elementos a una serie de (p-1) k+1
simbolos s, s,..... s, para producir una ex-
presién bien construida. Comenzamos con un
poligono convexo de (p-1) k+2 ladosy, comenzando
por el lado superior, numeramos los demas lados
(siguiendo la direccion de las agujas del reloj) desde
1 hasta (p-1) k+1, como se ilustra en la Figura 4.
Tomamos el primer lugar en la expresion (empe-
zando por la izquierda) en el que una sucesion de
p simbolos esta encerrada entre paréntesis. Si los
subindices de dichos simbolos van de j+1 a j+p,

trazamos una diagonal desde el vértice inicial del
lado j+1 hasta el vértice final del lado j+p, y la
etiquetamos como (j+1,...,j+p). Esta diagonal des-
compone €l poligono en un poligono de p+1 lados,
tal como queremos, y en otro poligono con un
numero de lados menor que el del poligono original.
Por otra parte, si sustituimos la parte (j+1,..., j+p)
de nuestra expresién por un unico simbolo (lla-
mémosle, Z), habremos reducido dicha expresion a
una que contiene tan solo k-1 aplicaciones de la
operacion. Por lo tanto podemos actuar de modo
inductivo hasta completar el proceso de introduc-
cion de las diagonales. Naturalmente, si substitui-
mos los numeros i de los lados del poligono por los
simbolos s, entonces el altimo lado nos permite
obtener la expresion original. La Figura 5 (a, b)
ilustra la designacion de las disecciones del penta-
gonoy el exagono determinados por las correspon-
dientes expresiones de la Figura 1 (a’, b’).

Sucesi6n de pasos para relacionar un 4rbol con una expresion entre paréntesis.

o (51((5233)34)

81 ((8253) 34)

14 A 9/1991
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1+, j+2, 0.

Un poligono de p+1 lados de
una posible subdivision .

(Sj+1 sj+2 ..Sj+p) aparece en la Trazado de una diagonal y su etiquetado.
expresion

Primer paso en la conversion de una expresioén en un poligono descompuesto.

(1(=3)9)

(a) Poligono para (s1 ((s2 s3)s4)) (b) Poligono para (51 s2 (s3 s4 s5))
p=2,k=3. p=3k=2

Poligonos descompuestos y sus correspondientes expresiones.
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Obviamente podemos reproducir el proceso en
sentido inverso. Es decir, dado a un poligono de
(p-1) k+2 lados que ha sido descompuesto en k
poligonos disjuntos de p+1 lados por k-1 diagonales,
podemos obtener la correspondiente expresion y,
por lo tanto el arbol correspondiente. Vamos a
mostrar brevemente cémo se puede asociar de
modo directo un arbol con un poligono descom-
puesto. Ilustraremos coémo establecer estas co-
rrespondencias en el caso un poco méas complicado
del siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.1. Tomemos p= 3, k=4 y consideremos
la expresion: :

(s, (s, 8, (s, (548, 8,) 8.)) 5).

La correspondiente descomposicién de un poligono
convexo de 10 lados en cuatro cuadrilateros me-
diante 3 diagonales, con las designaciones apro-
piadas, se muestra en la Figura 6. El correspon-
diente arbol ternario se muestra en la Figura 7.

(1 (a3 (se )N )

R3(4(s67)%))

=

Descomposicién de un poligono asociada a la expresién
(s1(s2 s3(s4(s5 56 57)s8))s9),
después del etiquetado.

%
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1 9
p=3
J) k=4
2 3
/ 8
o
5 6 7

Arbol asociado a (s1(s2 s3(s4(s5 s6 S7)S8))s9).

En primer lugar, vamos a tratar como se deduce
del poligono descompuesto (sin designaciones) la
correspondiente expresion asociada. El hecho de
que el poligono esté descompuesto en cuadrilate-
ros nos dice que la expresioén estd formada median-
te una operacion ternaria. Comenzando por el lado
superior del decagono original, numeramos los
demas lados, empezando por el lado contiguo por
la izquierda (siguiendo la direccién contraria a las
agujas del reloj) tal como se ilustra en la Figura 6.
Al mismo tiempo escribimos la ‘expresion’ prelimi-
nars, s, s, s, S, S; S, S, S,. Ahora el objetivo consiste
en designar el lado superior del decagono original
de modo que podamos determinar la expresién

asociada a partir de dicha designacién. Empeza--

mos buscando un lugar (o lugares) en la frontera
del poligono en el cual 3 lados sucesivos estén
conectados por una diagonal formando un cuadri-
latero. Donde esto ocurra (en nuestro caso para los
lados 5,6 y 7) designamos la diagonal mediante los
numeros de los lados (en este caso (5 6 7)) y ésta se

convierte en el lado de un poligono con dos lados
menos que el original. Al mismo tiempo encerra-
mos entre paréntesis los simbolos s; s, y s..
Consideramos el nuevo poligono en el que (5 6 7)
es una designaciéon de uno de los lados y nuestra
‘expresion’ es la expresion preliminar, siendo (s, s,
s.) un simbolo como los demas.

Por lo tanto estamos en disposicion de repetir
el proceso que acabamos de describir. Continua-
mos de este modo hasta conseguir que el lado
superior tenga una designacion simbélica y la
expresion preliminar posea todos los paréntesis
correspondientes. Naturalmente, si reemplaza-
mos cada uno de los simbolos { del lado superior
por simbolos s, obtendremos la expresién desea-
da.

Vamos a ver ahora como podemos obtener el

diagrama enarbol directamente a partir del poligono
descompuesto. La Figura 8 proporciona un buen

& 911991 17
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ejemplo para ilustrar el proceso. En primer lugar
elegimos el cuadrilatero de la descomposicién que
contenga el lado superior del poligono. En él dibu-
jamos unvértice inicial del arboly observamos que
podemos dibujar ramas que, partiendo de este
vértice, pasen a través de cada uno de los otros 3
lados del cuadrilatero. Si una rama sale del cuadri-
latero sale de €l a través de un lado del poligono

original, enlonces su extremo sera un vértice ter-
minal del arbol (y perderemos todo interés en esta
parte del arbol). Pero, si una rama sale del cuadri-
latero através de unadiagonal interior del poligono,
nos introduciremos en un nuevo cuadrilatero de la
descomposicion y, entonces, su exiremo serd un
nuevo veértice a partir del cual podemos dibujar
nuevas ramas; y asi sucesivamente. ..

Empezamos aqui

i
!
N /4

Correspondencia entre un arbol y un poligono descompuesto.
(En este caso, el 4rbol de la Figura 7 y el poligono de la Figura 6).
Observemos que
* = vértice interior = vértice fuente

o = vértice exterior = vértice terminal.
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En el caso p=2, cualquiera de los valores a.b,o
c,. puede considerarse como la definicién del ic-ésimo
nimero de Catalan. Por lo tanto podemos considerar
cualquierade los a,, b, o c, como la definicion del
Ic-ésimo namero dpe Catalan generalizado.

TEOREMA 1.2.
1

a, =—
k

pk 1 pk

, k> 1.

k-1 (p-1) k+1 k

La demostracion usual de este resultado (ver
[K]) es bastante sofisticada y en ella se utilizan
argumentos de analisis complejo. Uno de nuestros
objetivos principales ha sido poder ofrecer una
demostraciéon elemental del Teorema 1.2. que se
base en el algebra ordinaria. Sin embargo, en este
articulo, demostraremos el Teorema 1.2. tinica-
mente en el caso p=2; nuestro argumento usara
todavia una cuarta interpretacion de los niimeros
de Catalan generalizados (2). Pondremos un énfa-
sis especial en la flexibilidad de esta cuarta inter-
pretacion, que vamos a describir a continuacion.

Trayectorias en la reticula entera

En primer lugar definamos lo que es una tra-
yectoria. Una trayectoria en la reticula entera del
plano de coordenadas es una sucesioén de puntos
P, P......, P ,m >0, en R* de manera que cada P,
es un punto de la reticula (es decir, tiene coorde-
nadas enteras), y P, se obtiene avanzando una
unidad hacia el norte o hacia el este desde P. Una
trayectoria diremos que es una trayectoria de Pa Q
siPy=P P =Q. Una trayectoria se llama p-correcta
sise encuentra toda ella en el semiplano inferior de
la recta y=(p-1) x; en el caso contrario se llama
p-incorrecta.

Sea d = pdk el namero de trayectorias p-correc-
tas de (0,- 1) a (k, (p-1)k-1). (considerando d =1).
Vamos a extender el resultado del Teorema 1.1.

TEOREMA 2.1.

Demostracién. Podemos suponer que k > 1 y
vamos a probar que b,=d,. Consideramos una
expresiéon obtenida asociando k aplicaciones de
una operacion de p elementos sobre un conjunto de
(p-1) k+1 simbolos. Suprimimos todos los parénte-
sis de cierre (3) en nuestra expresion y obtenemos
lo que llamamos una expresioén de trabajo . Ahora,
leyendo de izquierda a derecha, interpretamos un
paréntesis abierto como la instruccién ‘avanzar
un lugar a la derecha’ y un simbolo como la
instruccién ‘avanzar un lugar hacia arriba’. De
este modo, si empezamos en el punto (O, - 1), cada
expresion de trabajo da lugar a una trayectoria de
{0, -1) a (k, (p-1)k), puesto que hay k paréntesis
abiertos y (p-1)k + 1 simbolos. Vamos a compro-
bar:

(i) que el penultimo punto de la trayectoria es

k, (p-Dk-1),y

(ii) que la subtrayectoria de (0, - 1) a

(k, (p-1) k - 1) es p-correcta.

La trayectoria obtenida aplicando el procedi-
miento anterior al Ejemplo 1.1 se muestra en la
Figura 9. N

y = 2r p=23
v — k=4
(4,8)
(4,7)
L 2
e
i >
(0, =1) Trayectoria asociada con

(s1(s2 s3(s4(s5 s6 S7)s8))s9).

(2) Los lectores interesados en nuestra demostracién del Teorema 1.2. para el caso general pueden consultar [HPI, 2].
(3) Esto convierte nuestra expresion en una ‘expresién polaca inversa con significado’("meaningful reverse Polish expresion
(MRPE)); véase [HAG]. Observemos que los paréntesis de cierre son innecesarios para el significado de dicha expresion.
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Para demostrar (i) observemos simplemente que
nuestra expresion de trabajo no puede terminar
con un paréntesis abierto. Para probar (ii), haga-
mos la hip6tesis inductiva (respecto k) de que si en
cualquier paso de la expresion, excepto en el lti-
mo, hemos contado (a partir de la izquierda) u,
paréntesis y v, simbolos, y por lo tanto hemos
alcanzado el punto (u,, v,-1), entonces (p-1) u>v,, es
decir, el punto alcanzado esta por debajo de la linea
y = (p-1)x. La hipétesis es evidentemente cierta
para k=1, por lo tanto supongamos k >1. De
acuerdo con el argumento utilizado en el Teorema
1.1, encontramos una parte de nuestra expresion
que consiste en un paréntesis seguido de p simbo-
los. Al sustituir esta parte por un tnico simbolo
obtenemos una expresion con (k- 1) aplicaciones de
la operacion.

Consideremos los u', y v', obtenidos en este caso
del mismo modo que los u, y v, anteriores. Por las
hipétesis de induccién resulta que (p-Du’, > v,
excepto en el ultimo paso. Por lo tanto, para todos
los pasos i anteriores a la parte sustituida en la
expresion, resultara que (p-1)u, > v;; en particular
(p-1)uy, > vi,. para el paso iy inmediatamente ante-
rior a la parte sustituida. Si ahora insertamos el
nuevo simbolo obtendremos (p-1)ui>vi+1, y si
reinsertamos la parte sustituida resultara que, al
final de dicha parte, es u,= wi+1, v, =vi+p, y porlo
tanto (p-1) u, >vi,. Apartirde aquise satisface u= u'+1,
V= V#p, y por lo tanto también (p-1)u,> v, excepto
para el ultimo paso.

En conclusién, omitiendo el ultimo simbolo
obtenemos una trayectoria p-correcta de (0, - 1) a
(k, (p-1) k-1). Dejamos al lector la demostracion de
que, reciprocamente, toda trayectoria p-correcta
produce una expresion de trabajo bien construida.
(Analogamente, este hecho requiere un argumento
inductivo del mismo tipo).

20 atmn 91991

Como ya hemos dicho, en el caso particular p=2
la sucesion de nameros producida por cada una de
las cuatro definiciones es la sucesion C, de los
numeros de Catalan. Es decir,

2= Zbk= 0= o= Cy.

Los ntimeros a, (= b= c,= d,)sellaman nimeros
de Catalan generalizados (ver [HPI, 2]. La siguiente
seccion esta dedicada a encontrar una formula
explicita para C,; es decir, nos restringiremos al
casop = 2.

Célculo de los niimeros de Catalan (p = 2);
el método de reflexion de André.

Hace poco mas de cien afios el matematico
francés Désiré André publicé una nota breve, titu-
lada “Solution directe de probléme résolu par M.
Bertrand”, en la prestigiosa revista francesa
“Comptes Rendus de l"Académie des Sciences” [A].
El problema en cuestiéon es conocido como el
problema de la votacién y vamos a describirlo y a
solucionarlo, utilizando una variaciéon del método
de André, en la seccidon siguiente. Pero antes,
vamos a discutir elmétodo utilizado por André para
calcular ,d,, es decir, para calcular todas las tra-
yectorias 2-correctas de (0, - 1) a (k, k-1).

André queria calcular el nimero de trayectorias
2-correctasde P (a,b)aQ (c, d) enlareticula entera,
conb <a<d<c(ver Figura 10 (a)). Su solucién es
preciosay, todavia hoy, se la considera un recurso
modelo en combinatoria (ver, por ejemplo [C]).
Vamos a exponerla.,

Puesto que siempre consideraremos p=2, a lo
largo de esta seccién no explicitaremos la p en la
terminologia simbdlica.



(a) (b)

a<c, b<d, existencia de trayectorias,

a>b, c>d, ambos puntos bajo lalineay=x, y

a<d, existencia de trayectorias incorrectas.

niimero total de trayectorias  nimero de trayectorias incorrectas

((c+d) - (a+b)) ] ((c+d) - (b+a)
d-b d-a

) = nimero de trayectorias correctas.

Método de reflexién de André.
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En primer lugar, observemos que el nuamero
total de trayectorias, correctas o incorrectas, de
P (a, b) a Qlc, d) es precisamente el coeficiente
binominal.
(c+d)-(a+b) (c+d)-(a+b)
o, de modo equivalente,

d-b c-a
Por lo tanto es suficiente calcular las trayectorias
incorrectas. Si P es una trayectoria incorrecta, sea
F su primer punto de contacto con la linea y=x.
Denotemos por P, y P, las subtrayectorias PF y FQ;
de modo que, considerando la composicién de tra-
yectorias como su yuxtaposicion,se verifica P=P P,.
A su vez, denotemos como P, la trayectoria obte-
nida a partir de P, mediante reflexion en la linea
y=x. Entonces, si P= P, P,, P es una trayectoria de
P(a,b)a@Q(c, d)y, de estemodo, la correspondencia
P » P establece una biyeccion entre el conjunto de
trayectorias incorrectas de P a Q y el conjunto de
todas las trayectorias de P a Q. Por lo tanto el
numero total de trayectorias incorrectas de P a Q
viene dado por el coeficiente binominal.

c+d)-(b+a) (c+d)-(b+a)

o, de modo equivalente por,
c-b d-a
Asi pués, existen al menos cuatro modos apa-
rentemente distintos (pero realmente idénticos) de
escribir una expresion explicita para el numero de
trayectorias correctas de P a Q. Con la intencién de
que el calculo posterior de los nameros de Catalan
resulte lomas sencilla posible, elegimos la siguiente
expresion:

(c+d) - (a+b) (c+d) - (b+a)

(3.1) d-b d-a
para designar el namero de trayectorias correctas

de P (a, b) a Q (c, d). La argumentacién anterior se

(4) Suponemos que una sola persona realiza el escrutinio.
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ilustra en la Figura 10. En ella, la subtrayectoria
FQ se representa por una linea ondulada para
indicar que simplemente es cierta trayectoria (con
nuestro sentido especifico) de F a Q, pero que no
estamos interesados en ninguna particularidad
suya.

En el caso concreto que nos interesa, a partir de
(3.1), resulta que el namero C, de trayectorias
correctas de P (0, - 1) a @ (k, k - 1) viene dado por
2k

2k 2k

— -1
k

C =

) k21,

|

k+1 ] 1

k k-1 k-1 k 'k-1
En la proxima seccién utilizaremos (3.1) y el
ingenioso principio de reflexién de André para

resolver el famoso problema de la votacion.
El problema de la votacién

El problema de la votacion cautivo a matemati-
cos y probabilistas a finales del siglo XIX. Supon-
gamos que se realiza una votacion para una elec-
cion a la que concurren dos candidatos, X e Y;
supongamos ademas que X recibe avotos y que Y
recibe b votos, siendo a>b y, por lo tanto que X es
elegido. La cuestion que se plantea es la siguiente:
“¢Cual es la probabilidad "p" de que, durante el
recuento de votos (4), X esté siempre por delante de
Y?". Naturalmente esta cuestion se puede traducir
en una cuestion sobre trayectorias en la reticula
entera del plano de coordenadas. Cada trayectoria
de (0, 0) a (a, b) representa una posible evolucién
del recuento de votos, por esto su numero total
sera:
a+b

a
4.1)

Llamemos favorable a un recuento en el que X
siempre esté por delante de Y. Esta claro que un
recuento favorable corresponde a una trayectoria
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que (excepto en su punto inicial (0, 0) ) es correcta.
Por lo tanto necesitamos saber cuantas trayecto-
rias de este tipo existen.

Observemos que, en un recuento favorable, X
ha de recibir el primer voto y la trayectoria corres-
pondiente alcanza inmediatamente el punto (1,0).
Por lo tanto nuestro problema consiste en contar el
nuamero de buenas trayectorias de (1,0) a(a, b) . El
namero de dichas trayectorias, calculado a partir
de la expresion (3.1) resulta ser:

Para obtener el valor de p en el problema de la
votacion basta con dividir (4.2) por (4.1) y obtenemos:

(a+b-1)! a! b!
p: ————— (a—b) =
a! b! (a+b)!

a-b

a+b

Este resultado sorprendentemente sencillo
muestraque, de hecho, la probabilidad "p" depende
solo de larazén b/ay no del namero total de votos
recibidos por los candidatos. Estle resultado nos
parece algo misterioso y poco intuitivo. Quizas el

a+b-1 a+b-1 (a+b-1)! siguiente argumento alternativo, basado en con-
- = (a-b) ceptos probabilisticos combinados con el método
b b-1 al b! de’ André, nos puede proporcionar una idea mas
(4.2) clara del porqué de nuestro resultado. (5)
p
y A
¥
(a, b)
//'y
4
--—)—o(“- b)
A~ R R
(0,0) > S * >

(1,0)

Trayectoria de un suceso favorable.

Meétodo de reflexién de André para una trayectoria incorrecta.

(5) Agradecemos al profesor James A.Wahab habernos enviado una carta con las ideas basicas de este argumento.
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Consideremos una (rayectoria producida por
una sucesion de votos que satisface el criterio del
problema de la votacion, tal como se muestra en la
Figura 11. Entonces podemos observar facilmente
que, dada una trayectoria de (0, 0} a (a, b) corres-
pondiente a unrecuento particular de unavotacién,
la probabilidad p, de que el primer paso vaya en
direccion Este es:

a

Pr =
a+b

y la probabilidad p, de que el primer paso vaya en
direccién Norte es:

b

Py =
a+b

Estamos buscando la probabilidad p de que una
trayectoria dada se encuentre bajo la linea y=x
excepto en el origen. Podemos ver facilmente que
todas las trayectorias que empiezan con un paso
hacia el Norte seran trayectorias incorrectas,
mientras que las que empiezan con un paso hacia
el Este pueden ser correctas o incorrectas. Con un
analisis méas detallado podemos ver (usandolaidea
de André) que, de hecho, a cada trayectoria que
empieza con un paso hacia el Norte le corresponde
otra trayectoria necesariamente incorrecta que
" empieza con un paso hacia el Este. Esta corres-
pondencia biyectiva entre trayectorias que empiezan
con un paso hacia el Norte y trayectorias incorrec-
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tas que empiezan hacia el Este, se establece to-
mando la reflexién de la subtrayectoria OR sobre la
linea y=x y manteniendo la parte de la trayectoria
original que va de R a (a, b) {tal como se ilustra en
la Figura 12). Por esto, la probabilidad de que una
trayectoria empieze con un paso hacia el Este y
sea incorrecta es exactamente la misma que la
probabilidad de que una trayectoria empieze con
un paso hacia el Norte. Por lo tanto:

a b

p= pE - pN= - =
a+b

a-b

a+b
coincidiendo con (4.3).

De este modo, tal como dijimos, la probabilidad
buscadadepende sélo delarazéna/b; por ejemplo,
la probabilidad es la misma tanto si X recibe 80
votos e Y recibe 40 como si X recibe 800 votose Y
recibe 400 (en concreto 1/3). Sin embargo, esto no
implica que la probabilidad no se veria afectada si
agrupasemos los votos, por ejemplo de 10 enlO,
antes del recuento. De hecho, en el caso extremo
en que todos los votos se agrupan en un tnico
conjunto antes del recuento, la probabilidad re-
sultaria ser 1!. He aqui otra cuestion interesante.
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ANALISIS EXPLORATORIO DE DATOS: SUS
POSIBILIDADES EN LA ENSENANZA SECUNDARIA

En la actualidad la ensefianza de la Estadistica
se realiza de forma gradual desde séptimo de
E.G.B. hasta los primeros cursos universitarios,
en donde existen asignaturas de Estadistica Apli-
cada en distintas licenciaturas: Medicina, Biologia,
Farmacia, Economia, Psicologia, Ciencias de la
Educacion, Ingenieria, etc.

Debido al espectacular desarrollo de la informa-
tica y a la disponibilidad de paquetes de calculo,
facilmente manejables y accesibles, asistimos en
nuestros dias a una demanda cada vezmayor de
formacién estadistica, lo que sin duda ha
contribuido a que en los disenos curriculares pro-
puestos para la Reforma de las Ensefanzas no
Universitarias estos contenidos reciban mayor peso.
Baste citar que de los cinco bloques de contenido
que se proponen para la Ensefianza Secundaria
Obligatoria, dos estan relacionados con la Esta-
distica: el 4, dJnterpretacién, representacion y
tratamiento de la informaciorney el 5, «Tratamiento
del azar. (Diseno Curricular Base). Este fenéme-
no no es exclusivo de nuestro pais: la ensenianza de
los contenidos referidos a estadistica y probabi-
lidad se acenttia en los nuevos planes de estudio
de diferentes paises. Como ejemplos podemos
citar el Curriculum Nacional de Inglaterra y Gales
[1], puesto en funcionamiento en 1988 y las
recomendaciones sobre el tema incluidas en los
Curriculum and Evaluation Standars del N.C.T.M.
[2] en Estados Unidos.

M. C. Batanero Bernabe\_x
A. Estepa Castro
J. Diaz Godino

Pero si queremos aprovechar las posibilidades
de renovacién curricular que se manifiesta en la
intencion de la reforma, desde las primeras tomas
de contacto con el tema, debiera tratarse el anali-
sis de datos desde un punto de vista exploratorio,
como se estd iniciando en otros paises, maxime
teniendo a nuestra disposicién herramientas tan
poderosas como los microordenadores.

Enfoques confirmatorio y exploratorio
en el andlisis de datos

Las capacidades de calculo y representacion
grafica de los ordenadores actuales, permiten de
una forma sencilla, la obtencién de una amplia
variedad de graficos y estadisticos diferentes y han
hecho posible la aparicién de una nuevafilosofia en
los estudios estadisticos: el analisis exploratorio
de datos, introducido por Tukey [3].

Anteriormente a este enfoque, el analisis de
datos se basaba fundamentalmente en el calculo
de estadisticos, conduciendo a dos consecuencias:
En primer lugar se disminuia la importancia visual
de la representacién de los datos, dandosela exclu-
sivamente a los calculos y en segundo se equipa-
raba el analisis con el modelo confirmatorio.

En este tipo de analisis el conjunto de valores
de las variables observadas se supone que se
ajusta a un modelo preestablecido, calculando los

. estadisticos para aceptar o no una hipétesis, que
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es previa a la toma de las observaciones, las
cuales han sido recogidas con el tnico propésito
de poner tal hipétesis a prueba. Al contemplar
s6lamente dos alternativas, (confirmacion o no de
la hipétesis), los datos no se suelen explorar para
extraer cualquier otra informaciéon que pueda
deducirse de los mismos.

Para entender los principios por los que se guia
el analisis exploratorio, se ha de tener en cuenta
que los datos estan constituidos por dos partes:
la«regularidad»ylas «desviaciones», Laregularidad
indica la estructura simplificada de un conjunto
de observaciones (en una nube de puntos, por
ejemplo, es la recta a la cual se ajusta). Las
diferencias de los datos conrespecto a esta estruc-
tura (diferencia en nuestro caso respecto a la
recta), representan las desviaciones o residuos de
los datos, que usualmente no tienen por qué pre-
sentar una estructura determinada.

Tradicionalmente el estudio se ha concentrado
en la busqueda de un modelo que exprese la
regularidad de las observaciones. Por el contrario,
el analisis exploratorio de datos es basicamente el
desglose de los mismos en las dos partes que
hemos citado. En lugar de imponer, en hipétesis,
un modelo a las observaciones, se genera dicho
modelo desde las mismas. Por ejemplo, cuando
se estudian las relaciones entre dos variables, el
investigador no sélamente necesita ajustar los
puntos a una linea recta, sino que estudia los
estadisticos, compara la linea con los residuos,

estudia la significacion estadistica del coeficiente

de correlacion u otros parametros para descubrir si
la relacion entre las variables se debe o no al azar.
Aunque los estadisticos calculados presenten un
valor estadisticamente significativo (en el ejemplo,
el coeficiente de correlacion sea significativamente
distinto de cero), la relacion entre las variables
puede no ajustarse bien a una linea recta. En este
caso al investigador le faltaria descubrir algo im-
portante: el modelo latente no es el esperado.

Caracteristicas del analisis exploratorio
de datos

Como hemos indicado, nos encontramos ante
una nueva filosofia en la aplicacion de los métodos
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de analisis de datos, aunque unida a ella se han
desarrollado también algunas técnicas concretas
para su aplicacion. Esta filosofia consiste en el
estudio de los datos desde todas las perspectivas
y con todas las herramientas posibles, incluso
las ya existentes. El propésito es extraer cuanta
informacion sea posible, generar <hipétesis» nue-
vas, en el sentido de conjeturar sobre las
observaciones de las que disponemos.

Como contrapartida, tales «hipotesis» no que-
dan contrastadas en el sentido estadistico del
término al finalizar el analisis, por lo que seria
preciso la toma de nuevos datos (una replicacion)
sobre el fendmeno y efectuar sobre ellos un anali-
sis estadistico tradicional con el fin de contrastarlas.
Por ello, el analisis exploratorio se utiliza especial-
mente enlas fases iniciales del estudio experimen-
tal en las diversas ciencias -Biologia, Ciencias
Humanas, Economia,- enla que se dispone de poca
informacion sobre los objetos bajo estudio, siendo
especialmente 1til en el denominado paradigma
cualitativo de investigacion.

Al considerar la conveniencia o no de incluir un
tema como objeto de ensenanza hemos de tener en
cuenta su utilidad y que este tema se halle al
alcance de los alumnos. Ademas de la utilidad,
yarazonada, el analisis exploratorio de datos tiene
las siguientes caracteristicas que lohacen un tema
apropiado de estudio en la ensefianza secundaria:

* Posibilidad de generar situaciones de
aprendizaje referidas a temas de interés al
alumno. Lo usual es trabajar sobre un fichero
de datos que han sido codificados previamente e
introducidos en el ordenador, ya que se pretende
estudiarlos mediante cuantas perspectivas y téc-
nicas tengamos a nuestro alcance. Estos conjuntos
de datos pueden ser obtenidos por los mismos
estudiantes, mediante la realizacién de una en-
cuesta a sus comparneros sobre temas diversos,
como caracteristicas fisicas, aficciones, empleo del
tiempo libre, etc, o incluyendo valores de variables
relacionadas con otras areas curriculares obteni-
dos en anuarios o publicaciones estadisticas

* Fuerte apoyo en representaciones gra-
ficas: Una idea fundamental del andlisis exploratorio
dedatos es que al usar representaciones multiples
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de los datos se convierte enun medio de desarrollar
nuevos conocimientos y perspectivas. Esto puede
ejemplificarse al pasar de tablas a graficos, de lista
de numeros arepresentaciones como la del «tronco,
reduciendo los niimeros a una variedad discreta en
unmapa estadistico para facilitar la exploracion
de la estructura total, construyendo graficos, como
el de la «caja» que hace posible la comparacion de
varias muestras.

(Biehler [4],pg.2).

Empleo preferente de los estadisticos de
orden, porque son sensibles a la mayor parte de
los datos y con ellos se palia el efecto producido
por los valores atipicos, escasos y muy alejados de
la norma.

No necesita una teoria matematica comple-
ja, «Como el andlisis de datos no supone que estos
se distribuyen segtin una ley de probabilidad clasi-
ca (frecuentemente la normal), no utiliza sino
nociones matemdticas muy elementales y procedi-
mientos grdficos faciles de realizar.

Hasta aqui es, pues, bastante parecida a la
estadistica descriptiva tradicional, pero se aleja de
ella por su intencion. Pues, al contrario que en ella,
la representacion o el calculo no son en el andalisis
exploratorio de datos un fin, sino un medio de
descubrir la informacion oculta en los mismos,
Jullien y Nin [5], pags. 30-31.)

Uso de diferentes escalas o reexpresion: La
escala enla que una de las variables es observada
y registrada no es unica. Aveces, transformando
los valores originales de la variable a una nueva
escala se puede lograr que dichos valores sean
mas mamnejables. De este modo se incluye también
el empleo de otros contenidos matematicos, espe-
cialmente los referidos al concepto de funcion y el
estudio de las propiedades de las funciones ele-
mentales,

Enresumen, como indica Biehler [4], pg. 5:
«El curriculum tradicional de Estadistica Descripti-
va debiera transformarse en direccion al andlisis
exploratorio de datos. Seria esencial, sin embargo,
dar apoyo sustancial a la actitud investigadora,
contra la tendencia de la mayor parte de las
transposiciones didacticas de reducir el conoci-
miento a la técnica.»

Técnicas elementales de analisis explo-
ratorio de datos

Aunque, como hemos indicado, lo usual en este
enfoque seria trabajar con un ordenador, muchas
de estas técnicas son sencillas de realizar, incluso
amano. En lo que sigue, y para ejemplificar algu-
nas de ellas, trabajaremos con el conjunto de
datos que se muestra en la Figura 1, y que supon-
dremos ha sido recogido en clase por los propios
alumnos.

Peso en Kg.

Hembras
60 45 46 50 47 55
49 52 50 46 50 52
52 48 52 63 53 54
54 54 53 55 57 44
56 56 56 53 60 65
67 61 68 55 64 60

Varones
5564 70 74 75 70
64 93 60 62 70 80
61 60 62 68 65 6b
66 6870727271

Figura 1

Griéfico del tronco

El grafico del tronco (en inglés -stem and
leaf-) fue descrito por Tukey y es utilizado para
la representaciéon de distribuciones de variables
cuantitativas, consiguiendo con é€l, ademas de
una grafica de la distribucion, la visualizacién de
los valores de los datos que estamos estudiando.
Para realizar este grafico procederemos de la si-
guiente forma:

- Se redondean los datos a dos o tres cifras,
expresando los valores con nuimeros enteros. En
nuestro ejemplo, puesto que los datos disponi-
bles constan s6lo de dos cifras, este paso no es
necesario.

- Se ordenan de menor a mayor, como se mues-
tra en la Figura 2.
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44 45 46 46 47 48 49 50 50 50 52 52 52 52 53
53 53 54 54 54 55 55 55 55 56 56 56 57 60 60
60 60 60 61 61 62 62 63 64 64 64 65 65 65 66
6768686870707070717272747580 93

Figura 2

- Se separan por la izquierda uno o mas digitos
de cada dato, segin el numero de filas que se
quiera obtener, engeneralno masde 126 15. Cada
uno de estos valores se escriben uno debajo del
otro, trazando una linea a la derecha de los nii-
meros escritos. Estas cifras constituyen el «tronco».
En nuestro caso tomaremos la primera cifra para
formar con ella el «troncov.

- Para cada dato original se buscan los digitos
escritos de su tronco y a la derecha de los mismos
se escriben las cifras que nos habian quedado.
Estas cifras forman las <hojas».

De este modo obtenemos el grafico del tronco
para nuestros datos (Figura 3).

Gréfico del tronco del peso de los alumnos

4566789
000222233344455556667
000001122344455567888
000012245

0

3

© O N U

Figura 3

Como se observa, el resultado es, enla practica,
un histograma de amplitud de intervalo 10, que
ademas de mostrarnos la forma de la distribucioén,
presenta todos los datos ordenados. Esta repre-
sentacion puede ser ampliada o condensada para
aumentar o disminuir el namero de filas, subdivi-
diendo o fundiendo dos omasfilas adyacentes. Por
ejemplo, para extender el grafico de la Figura 3,
podemos subdividir en dos cada fila de la siguiente
forma: marcamos con un asterisco las filas cuyos
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digitos de la derecha varian de 0 a 4y con un punto
las filas cuyos digitos de la derecha varian de 5 a
9. Este nuevo diagrama, que podemos observar en
laFigura 4, recibe el nombre de grafico del «tronco
extendido»,

Gréfico del tronco extendido
del peso de los alumnos

4* B 4

4. 566789

5* 0002222333444
5. 55556667

6* 0000011223444
6. 55567888

7" 00001224

7. 5
8 8 O
9 3

Figura 4

Al comparar el grafico del tronco con un histo-
grama de frecuencias observamos las siguientes
ventajas:

- Su facil construccion, especialmente con pa-
pel cuadriculado.

- Se pueden observar los datos con mas preci-
sién que en el histograma, pues los rectangulos
pueden ocultar diferencias importantes entre los
valores, mientras que en el grafico deltronco estas
lagunas pueden ser facilmente detectadas y obser-
vadas.

- Pueden obtenerse a partir de él rapidamente
los estadisticos de orden, como los valores maximo
y minimo, la mediana, cuartiles, percentiles y sus
rangos, asi como la moda.

Como contrapartida observamos que no pode-
mos elegir la amplitud del intervalo, como en el
caso del histograma, sino que viene impuesta por
el sistema de numeracién. Tampoco podemos es-
coger la escala de la representacién grafica, que
viene impuesta por el espaciado del papel empleado.
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Ademas de emplear este grafico para el estudio
de unavariable aislada, también puede servir para
establecer comparaciones entre dos distribucio-
nes, observando claramente las diferencias y se-
mejanzas en las mismas. Este hecho es importante
anuestro juicio, pues permite desde los comienzos
de los estudios de Estadistica una iniciaciéon
intuitiva para el estudio posterior del contraste de
hipétesis, como ilustraremos con el estudio sepa-
rado de los pesos para chicos y chicas en nuestro
ejemplo.

Construyendo un grafico del tronco separado
para cada uno de estos conjuntos de datos y
uniéndolos en la forma expuesta en la Figura 5
podemos hacer ver a los alumnos qué quiere decir
que las chicas pesan menos que los chicos: no se
trata de todos los casos, pues hay varones y
hembrasdeigual peso. Tampoco se trata de casos
aislados: al comparar las frecuencias relativas de
pesos en los mismos intervalos observamos que
esta frecuencia es distinta en los dos sexos, al
menos para algunos intervalos. Estas diferencias
de frecuencias, también se corresponden con otras
en los distintos estadisticos: maximo, minimo,
moda, mediana, media,...

Estas diferencias son en este ejemplo muy acen-
tuadasy pueden servir también, como una primera
introduccién intuitiva al concepto de asociacion y
dependencia estadistica entre variables. Cuando
en lugar de tomar en clase observaciones de dos
variables distintas (peso y sexo en nuestro caso)
hemosrecogidovarias sobre los mismos individuos
(sexo, peso, altura, longitud de brazos, fumar ono,
practicar o no deporte, pulsaciones por minuto en
reposo, etc..) se puede hacer ver los distintos
grados de dependencia de una de las variables con
las restantes, especialmente cuando combinamos
el uso de estos métodos con las técnicas maés
clasicas: histogramas, calculo de estadisticos, ta-
blas de contingencia, representacién de nubes de
puntos y calculo de la recta de regresion.

Gréfico del tronco extendido del peso
para varones y hembras

CHICOS CHICAS
4*R 4
4. 8566789
5*1 0002222333444
5 5, 5556667
4422100 6* 000134
88655 6.§ 578
42210000 7%
5 7.
0 8*
’ 3 9
Figura 5

Gréfico de la «Caja»

El grafico de la caja fue descrito por Tukey [3]
denominandolo «box and whiskers». Para su cons-
truccién se utilizan 5 estadisticos de la distribu-
cién: el minimo, el primer cuartil, Q,, la mediana,
el tercer cuartil, Q,, y el maximo y se procede en
la forma siguiente:

- Se traza una linea vertical u horizontal de
longitud proporcional al recorrido de la variable,
que llamaremos eje (Véase la Figura 6). Los extre-
mos del eje seran el minimo y el maximo de la
distribucién, que en nuestro caso son 44y 93 Kkilos.
En elinterior del eje se senalaran las subdivisiones
que creamos necesarias, para formar una escala.

Paralelamente al eje se construye una caja rec-
tangular con altura arbitraria y cuya base abarca
desde el primer cuartil al tercero. Como vemos,
esta «caja» indica graficamente el intervalo de va-
riacién del cincuenta por ciento de valores centra-
les en una distribucién que, para el peso de los
estudiantes, abarca desde 53 a 66.5.

- La caja se divide en dos partes, trazando una
linea a la altura de la mediana (60 kg. en nuestro
caso). Cada una de estas partes indica pues el
intervalo de variabilidad de una cuarta parte de
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los datos. De este modo, en el ejemplo dado, una
cuarta parte de los alumnos tiene un peso com-
prendido entre 44 y 53, estando incluidas las otras
cuartas partes enlos siguientesintervalos de peso:
53 a 60, 60 a 66.5y 66.5 a 93.

- A la caja asi dibujada se anaden dos guias
paralelas al eje, una a cada lado, en la forma
siguiente: el primero de estos segmentos se pro-
longa desde el primer cuartil hasta el valor maxi-
mo entre el minimo de la distribucién y la diferen-
cia entre el primer cuartil y una vez y media el
recorrido intercuartilico. Como en nuestro caso el
minimo peso es 44 kilos, y el recorrido
intercuartilico es 66.5 - 53 = 13.5, al restar al
primer cuartil, Q =53 unavezy media el recorri-
do intercuartilico obtenemos:

Q, - 1.5 RI = 53 - 20.25 = 32.75

El maximo entre 44 y 32.75 es 44, por lo que
el segmento inferior que debe dibujarse en el
grafico de la caja debe llegar hasta 44, como se
muestra en la Figura 6.

El segmento dibujado al otro lado de la caja
abarca desde el tercer cuartil hasta el minimo entre
el mayor de los datos y la suma del tercer cuartil
con unavezy media el recorrido intercuartilico. En
el peso de los alumnos el maximo es 93 kilos y, al
sumar una vez y media el recorrido intercuartilico
al cuartil superior 66.5, obtenemos:

Q,+ 1.5 RI = 66.5 + 20.25 = 86.75

Deeste modo, el extremo superior del segmen-
to debe prolongarse ahora sélo hasta 86.75

Sialguno de los datos queda fuera del intervalo
cubierto por la caja y estos segmentos, como
ocurre en el ejemplo con el alumno que pesa 93
kg., se sefiala en el grafico mediante un asterisco
o cualquier otro simbolo, como puede verse en la
Figura 6.

Estos datos son los llamados valores atipicos
(«coutliers» enla terminologia anglosajona), que son
valores muy alejados de los valores centrales de la
distribucion. En la distribucién normal, fuera del
intervalo que resulta de extender los cuartiles en
una vez y media el recorrido intercuartilico, solo
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aparecen un uno por ciento de los casos, por lo que
estos valores, si no son debidos a errores, suelen
Ser casos excepcionales.

Grafico de la caja para el peso de los alumnos

44 53 60 66.5 86.75 93

ot
€4

Figura 6

A

Como vemos en el ejemplo dado, este grafico
nos proporciona, en primer lugar, la posiciéon
relativa de la mediana, cuartiles y extremos de la
distribucion. En segundo lugar nos proporciona
informacion sobre los valores atipicos, sugiriendo
lanecesidad o no de utilizar estadisticos robustos.
En tercer lugar, nos informa de la simetria o
asimetria de la distribucion, y posible normali-
dad o no de la misma.

El grafico de la caja también se puede utilizar
para comparar la misma variable en dos muestras
distintas, como se muestra en la Figura 7 al
comparar los pesos de chicos y chicas.

Gréfico de la caja para los pesos de chicos y

chicas
44 54 68 93
I ] ! | ! ] ]
[ T T T T i 1
CHICAS
— ] *
CHICOS
Figura 7
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Ademas de estas representaciones graficas
existen otras especificas, tanto para datos univa-
riantes, como para representar conjuntamente un
grupo de variables. Una buena exposicion de estos
graficos y su utilizacién se puede estudiar en
Chambers y cols. [6]. Asimismo, para el estudio
conjunto de dos variables se emplean, ademas de
la regresion lineal ordinaria y diversos tipos de
regresién no lineal, la recta de regresion respecto
alamediana, es decir cuandola sumade cuadrados
de residuos que se trata de minimizar se refiere a
lamediana. (Hartwing y Dearing [7]). En el analisis
multivariante, que, de momento creemos queda
fuera de este nivel de ensefianza, la mayor parte de
las técnicas pueden ser empleadas tanto para
realizar un analisis clasico como con un enfoque
exploratorio.

Programas disponibles para el andlisis
exploratorio de datos

Como hemos indicado, lo habitual en este
enfoque estrabajar con un ordenador, para aligerar
el trabajo de calculo y representacion grafica, ya
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LA RESOLUCION DE PROBLEMAS Y
LOS PROFESORES DE MATEMATICAS

Resumen

Laresolucion de problemas es uno de los aspec-
tos centrales enlas nuevas propuestas curriculares
que en la actualidad se realizan sobre la ensenanza
de las Matematicas. No obstante, son numerosas
las dificultades que aparecen en el aula cuando
esta idea quiere llevarse a la practica, porla falta de
conexion con la actividad concreta que los profeso-
res desarrollan.

El trabajo que ahora se presenta quiere dar a
conocer algunos de los resultados de una investi-
gacion mas amplia llevada a cabo en la Escuela de
Magisterio de Badajoz uno de cuyos objetivos era
describir el conocimiento practico personal de los
profesores de E.G.B. sobre la resolucién de proble-
mas. ‘

Introduccién

Al considerar los objetivos de las diferentes
propuestas curriculares podemos observar que se
intenta modificar los contenidos y metodologia, asi
como cambiar la actitud hacia las Matematicas. Se
proponen buscary consolidar ciertas capacidades
basicas que pueden surgir de la actividad matema-
tica, al mismo tiempo que se adquieren ciertos
conocimientos o técnicas que puedan ayudar a
comprendery comunicar larealidad que nos rodea.
A modo de resumen, podriamos considerar tres
citas que reflejan estas ideas: '

* “Saber matematico resulta ser esencialmente
saber de método mucho mas que saber de
contenido” (Guzman, 1985, p. 32).
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« **Reestructurar el contenido mas sobre la base
de los procesos matematicos que sobre la
base actual del contenido” (I.C.M.1., 1987, p.
37).

* “Conocer Matematicas es hacer Matematicas”
(Putnam y otros, 1990, p. 62).

Aparece la necesidad de delimitar qué tipo de
actividades podrian ser llamadas matematicas y
conocer aquellas que debe desarrollar un conoce-
dor de las Matematicas para poder sugerir las que
deben ser desarrolladas por los alumnos en las
clases. Aeste respecto, y enreferencia al Curriculum
and evaluation standars for school mathematics,
Putnam y otros (1990) sugieren que “hacer mate-
maticas en clase deberia consistir en actividades
tales como: abstraer, aplicar, convencer, clasificar,
inferir, organizar, representar, idear, generalizar,
comparar, explicar, desarrollar modelos, validar,
proveer, conjeturar, analizar, contar, medir, sinte-
tizar y ordenar” (p. 96).

Resolucién de problemas y profesores
de Matemaiticas

Dentro de estas ideas de renovacion la resolu-
cion de problemas es considerada por muchos
autores el aspecto central de la ensefianza de las
Matematicas. A lo largo de la década de los 80
fueron numerosos los trabajos que intentaron pre-
cisar el significado de la expresién “resolucion de
problemas”, asicomo los aspectos pedagogicos que
se derivarian de su consideracion practica en el
contexto escolar.
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No obstante, la idea de la resolucion de proble-
mas como parte integral de la clase suscita algunas
dificultades para que pueda tener repercucién
practica en elmarco curricular correspondiente. Asi,
para Rosenbaum y otros (1989), “la resolucién de
problemas surge como aspecto central de las Ma-
tematicas en la escuela primaria para facilitar, a
nuestros estudiantes, la transicién al siglo XXI. Sin
embargo, traducir esta aspiracién a las clases
practicas llega a producir, a menudo, consterna-
cién y preocupaciéon” (p. 7).

Esta reflexion es importante en el inicio del
proceso de reforma ya que si no se encuentra el
nexo de unién entre las nuevas propuestas
curriculares y la practica docente que desarrollan
los profesionales de la ensenanza de las Matema-
ticas en los distintos niveles, la propuesta de
renovacion realizada caerd en terreno baldio.

Surge pues la necesidad de hacer referencia a
los profesores, sus pensamientos Yy acciones como
elementos fundamentales de la ensenanza que
contribuyen a la comprensiéon de los procesos
didacticos. El conocimiento de la perspectiva de
todos los protagonistas de la ensenanza, en parti-
cular de los profesores, es una linea de investiga-
cion desarrollada por grupos de investigadores que
tratan de describir el conocimiento practico perso-
nal de los profesores de Matematicas. (Bromme,
1988; Marks, 1989)

Para Arrieta (1987), “el profesorado en activo
cuenta en su haber con una experiencia, y un
pensamiento pedagdgico determinado, en relacion
con la resolucién de problemas de Matematicas,
que da igual que sea acertado o erréneo puesto que
de él es imprescindible partir para utilizarlo como
factor clave en el disefno y planificacién de cual-
quier actividad educativa” (p. 214).

La perspectiva de los participantes pudiera re-
portarnos una nueva visién que nos hiciera com-
prender lo que sucede en la clase de Matematicas,
ayudandonos a estudiar y comprender en profun-
didad cudles serian las nuevas demandas de los
profesores, y cuales las maneras en que estos

pueden acomodarse a ella, considerando que es
necesario comprender cudles son los conocimien-
tos, creencias y actitudes de los profesores de
Matematicas, asi como las formas en que desarro-
llan su ensefnanza. (Ernest, 1989)

Los resultados presentados forman parte de
unainvestigacionmas amplia, desarrollada desde
el ano 1986 en la Universidad de Extremadura en
el que adoptando las técnicas propias de la
metodologia cualitativa se aborda el “analisis dela
ensenianza interactiva de profesores de EGB, con
experiencia en la enseflanza de las Matematicas,
y de estudiantes para profesores, durante las
practicas de enseflanza, para contrastar el pensa-
mientoy la accion en relacién con la ensenanza de
las Matematicas, que ayude a comprender el
conocimiento practico personal de los profesores
expertos y noveles”. (Blanco, 1990, p. 29)

Se desarrollan, entre otros, dos estudios de -
casos de Profesores con experiencia en ensefianza
de las Matematicas de Ciclo Superior, que son
analizados para recoger los significados e interpre-
taciones que hacen de suinteraccion didactica. Las
técnicas empleadas son entrevistas y observacio-
nes de clases a través de grabaciones en audio y
video, que sonmétodos basados enlaverbalizaciéon
de los pensamientos y permiten acceder a los
procesos internos de razonamientos, decisiones,
creencias, etc, (Marcelo, 1987, p. 123). La combi-
nacién de los métodos asegura la comunicaciéon y
de accién necesaria para poder obtener conclusio-
nes fiables en el estudio.

Durante los cursos 1986-87 y 1987-88, se desa-
rrollaron un total de 26 protocolos a estos dos
profesores (8 entrevistas, grabadas todas en audio,
y 18 observaciones de clases, grabadas en audio y
video). En el presente documento se exponen algu-
nos de los resultados considerados para uno de los
profesores expertos (Luis) sobre resolucion de pro-
blemas con el que obtuvimos 14 protocolos, de los
que 10 eran grabaciones de clases y 4 eran entre-
vistas de estimulacién del recuerdo (Calderhead,
1981).
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El conocimiento practico personal so-
bre la resolucién de problemas

El analisis de las observaciones de clase asi
como la justificacion que de su accién realiza
nuestro informante nos lleva a considerar algunos
aspectos que constituyen su conocimiento practi-
co personal sobre la resolucién de problemas, que
ahora exponemos.

1. Significado de la resolucién de problemas

Luis hace una clara diferencia entre la ensefian-
za de la teoria y la de los problemas que es una de
las dicotomias que el movimiento de la resolucion
de problemas quiere romper. La ensefianza simul-
tanea de los conceptos matematicos ylaresolucion
de problemas es uno de los aspectos senalados en
el movimiento de la resolucion de problemas que
mas dificultad tiene para ser considerado en la
practica diaria y asi nos lo manifiesta nuestro
informante desde su experiencia.

Cuando en las entrevistas quiere delimitar el
significado de la expresién “resolucién de proble-
mas” se refiere mas bien ala finalidad que pretende
con laactividad o ala propia accion de los alumnos,
evitando las definiciones. Asi seniala:

“La definicion de problema la veo complicada.
Distingo solo dos tipos de problemas, o que el profesor
los usa con distintas finalidades. La primera al inicio,
en cualquier momento de un nuevo tema o de una
nueva cuestion a tratar, o sea para iniciar un nuevo
tema, un nuevo concepto o una nueva idea se propo-
ne un problema que tiene el alumno posibilidades de
acceder a él. El otro tipo seria el de comprobacién,
después de haber dado unos temas, pues una forma

“de comprobar si aquellos conceptos que se han
impartido son dominados por el alumno es intentar
resolver problemas en los que hay que aplicar los
conceptos que se hayan aprendido”.

Contempla dos direcciones para la resolucién
de problemas: a) como motor de conocimiento, b)
como justificacion y/o aplicacién de los conoci-
mientos aprendidos.

Considera, ademas, otro significado para los
problemas en un intento de encontrar nuevas
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perspectivas para su ensefnanza que entronque
con las nuevas propuestas curriculares. Asi, hace
referencia a la necesidad de que el alumno experi-
mente constantemente en clase sugiriendo otro
tipo de problemas que suele darse en su actividad
docente, y que se aleja del problema lipo que se
enuncia en los libros.

“Entiendo como problema, también, muchas si-
tuaciones que se dan en cada momento en la clase,
Puedes estar hablando sobre un tema determinado y
una de las situaciones, cualquiera, puede ser un
problema. Una situacion muy puntual. Eslos proble-
mas no son planteados a partir de un lenguaje oral,

.y luego aplicar lo que se sabe sino que es un mundo
muy amplio donde el alumno puede tocar cosas muy
puntuales, y a cada uno se les ocurre cosas distinlas
porque no les das lineas generales, unas lineas muy
concretas, sino que les das una idea y a partir de esa
idea ellos van sacando problemas e intentando resol-
verlos”.

2. Algunos aspectos en la presentacién del
problema

2.1. Parte de la realidad de los alumnos.

Luis quiere plantear los problemas partiendo de
una situacion que estén viviendo los alumnos en
€sos momentos, escogiendo los datos que le van
proporcionando los propios alumnos:

“Estamos vendiendo, para la excursion, piezas de
porcelana. Por cada una ganamos 100 pesetas...”.

No obstante, es consciente de que esto es muy
dificil, y en otros casos les indica a los alumnos:
‘... Una cosa que os he dicho siempre de los
problemas es que os creais que los problemas son de
verdad. Que es algo que esta sucediendo de verdad.
Que intentéis vivirlo, como sj fuera algo que vosotros
mismos vais a hacer”,

Establece una clara diferencia entre lo queesla
realidad de los adultos, que es la considerada
normalmente en las diferentes propuestas de los
libros, (problemas sobre bancos, o sobre merca-
dos...), ylarealidad del alumno, que le hace “pasar”
de las que no considera ni valida ni ttiles para sus
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intereses de nino o de adolescente. Es importante
resaltar la conexién que Luis establece, en este
sentido, con la propuesta que el Diseno Curricular
Base hace para la Ensefianza Secundaria Obliga-
toria, donde se sefala:

“No son los mismos problemas los que necesita
resolver un matematico, un adulto, un adolescente
y un nino. Larealidad incluye su propia percepcion
del entorno fisico y social y componentes imagina-
das y ludicas que despiertan su interés en mayor
medida que las situaciones reales desde el punto
de vista adulto. En consecuencia, la activacion del
conocimiento matematico mediante la resoluciéon
de problemas reales no se consigue trasvasando de
forma mecanica situaciones que pueden ser muy
pertinentes y significativas para el adulto, pero que
pueden facilmente no tener estas caracteristicas
para los alumnos” (MEC, 1989, p. 480)

2.2, Relacién de los problemas con la teoria.

Los problemas pueden ser el origen del estudio
de diversas propiedades segiin senalaba en el
apartado anterior. Es éste uno de los aspectos que
suele indicarse, a los alumnos en la presentacién
de los problemas:

“Mirad, vamos a pensar en este problema. Alguno
dira, si es muy sencillo. Quiero que saquemos de él
conclusiones...".

Estas observaciones, en las que relaciona pre-
viamente el problema con la teoria y en las que
declara sus objetivos, son frecuentes en la presen-
tacion de los problemas, y se manifiestan, atn
cuando realiza dos o mas problemas seguidos,
como puede comprobarse en esta otra intervencién
que corresponde a la misma clase:

“Vamos a hacer otro semejante. Siempre en estos
problemas tenemos que ver los conjuntos con los que
trabajamos y ver cual es la funcion de proporcionali-
dad directa...”

2.3. Significado de términos y conceptos
implicados

En la presentacion de los problemas, pregunta
acerca del significado de los términos empleados,

no solo en el sentido matematico sino en el vulgar,
incluso recurriendo al diccionario si es necesario.

“Un campo rectangular tiene una de sus dimen-
siones 15 metros... Y laotra dimensién 3,5 decametros.
¢Cual es el perimetro de ese campo?. Jorge, la pala-
bra perimetro en tu lenguaje, squé significa?”.

Asimismo pregunta acerca de los conceptos que
estan implicados en el enunciado, y de la relacion
que entre ellos pudiera establecerse:

“Cual de las dos cantidades es mayor, 15 metros 6
3,5 decametros?”.

‘¢ Mariano por qué sabes que 3,5 Dm es mayorque 15
metros?”.

“¢35 metros, entonces si esto fuera el dibujo donde
pondriamos los 35 metros. J/Aqui o aqui?

3. Proceso seguido

3.1. Necesidad de reflexién antes, durante y
después

Cuando Luis considera terminada la presenta-
cion del problema, suele implicar a los alumnos en
un proceso de reflexion anterior a la ejecucion de
alguna mecanica que pudiera llevarles a la solu-
cion del ejercicio. Podemos ver cémo suele plan-
tearles a los alumnos que le expliquen cémo harian
para resolverlo:

“Bueno la pregunta es cuanto media el perimetro.
Entonces, ti, ¢qué harias para averiguar ese perime-
tro?”.

En otro momento de la grabacién, podemos
observar que ralentiza el trabajo de un alumno,
durante la realizacioén del problema, para que este
sea mas consciente de sus acciones. Asi, le senala:

“Piensa por qué. No te vayas a una operacion
rapida... Mentalmente, gqué esta sucediendo?. A
todos”.

De igual forma, una vez que el alumno ha
encontrado la solucién al problema, llama nueva-
mente a la reflexiéon y a que manifieste el proceso
seguido para alcanzarla:
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“Explicanos como piensas ti1 para llegar a esa
conclusién. Por favor, sal y explicalo en la pizarra”.

Luis, una vez realizado el problema, lo repasa,
con participacion de los alumnos, incidiendo sobre
los diversos aspectos, matematicos o no, que han
aparecido en el desarrollo de la actividad. Podemos
observar como a partir de un problema resuelto, va
estudiando conceptos que han aparecido en el
trabajo diario, asi como propiedades nuevas que
surgen en suresolucién. Existe unarelacién estre-
cha entre la teoria que estan estudiando y los
problemas que propone que reflejan los conceptos
y propiedades de esa teoria.

Finaliza algunos problemas preguntando a los
alumnos sobre otra posible forma de hacerlo, en
una forma mas de implicar a los alumnos, y de
favorecer su iniciativa y de suscitar estrategias
propias de ellos:

“Eso seria una posible forma de hacerlo, ga al-
guien se le ocurre otra forma de hacerlo?”.

3.2. La comprensién del problema es maéas
importante que la rutina operatoria.

Luis intenta constantemente que el alumno
reflexione sobre la situacion planteada. Le concede
mas importancia al proceso a seguir, que a la
mecanica concreta para resolver el problema.
Cuando los alumnos sugieren con prontitud una
operacion para encontrrar la solucién, cuando
dudan o se equivocan, etc, se dirige a ellos, incitan-
doles a utilizar su capacidad de razonamiento.

“Vamos a ver. Vamos a pensar, no intentes, lo
hemos dicho muchas veces, no intentes simplemente
buscar en la mente algo que recuerdes, y que puedas
aplicarlo”.

“Da igual 15 6 9, lo que queremos ver es como
piensa él”.

“Mirad, en los problemas, no importan los ntime-
ros que estan contenidos, 19, 90... no importan. Los
fundamentos de los problemas no estan en los niime-
ros, en las cantidades que llevan, estan en como
relacionar esas cantidades para resolver el proble-

"

ma. '
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3.3. Necesidad de una correcta expresion

Luis hace constantes llamamientos a que este
pensamiento, y la accién que de él se derive, se
exprese correctamente a fin de poder establecer
con claridad una buena comunicacion.

“Pon las cosas bien, las cosas ordenadas. Poned
las cosas siempre con orden. Escribid con orden. La
igualdad es un signo que sirve exclusivamente para
decir esto es igual que esto. Pero 2 Kg. nunca pueden
ser igual a 115 ptas., sino que el precio de 2 Kg. son
115 ptas.”.

,3.4. Establece pautas de conducta a los
alumnos.

En muchos momentos hace referencia a cues-
tiones generales de educacion de sus alumnos, (de
comunicacion entre ellos, de comportamiento ge-
neral,...) es como si quisiera aprovechar cualquier
circunstancia para educar, mas que para ensefar
Matematicas, ya que se considera maestro antes
que profesor de Matematicas:

“Un momentoJorge. Os lo he dicho muchas veces,
cuando os hablen escuchad, oid lo que os hablan,
pensad sobre lo que os hablan y sacad conclusiones.
Tanto si me lo dices tta mi, como si te lo digo yo a ti,
Paulino. Cuando vamos a una conferencia, cuando
leemos la prensa, un articulo”.

4. Factores en la resolucién de problemas
4.1. Ellenguaje en la resolucién de problemas

A pesar de las diferentes formas en las que
sugiere que se puede presentar un problema, con-
sidera que el lenguaje utilizado en todo momento
en la presentacion de la actividad debe cuidarse,
puesto que es una de las fuentes principales de
dificultad que encuentran los alumnos en su acti-
vidad docente,

“La dificultad fundamental que veo en mis alum-
nos, segiin mi experiencia es el lenguaje. Lo que no
son capaces es de observar el lenguaje, qué es lo qile
le esta diciendo, qué es lo que esta expresando.
Ademas, dificultades de vocabulario, de palabras
nuevas que aparecen en ese problema que ellos nolas
conocen”.
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Sin embargo no sélo se refiere a la comprensién
de los vocablos o frases que aparecen en el enun-
ciado, para él la propia estructura del problema
puede condicionar la resolucién del mismo.

“Un problema se plantea muchas veces, en su
redaccion, de varias formas distintas. Si el lenguaje
escrito del problema es isomorfo, por decirlo de
alguna manera, con la resoluciéon algoritmica, el
ntmero de operaciones que se requieren estan en el
mismo orden, entonces al alumno la mayoria de las
veces no les crea dificultad. Cuando el lenguaje ya no
esta en el mismo orden que las operaciones que hay
que hacer, se crea una dificultad muy grande”.

Se refiere, asi mismo, a la propia ciencia mate-
matica delaque dice que aporta unlenguaje propio
que los alumnos deben conocer, afiadiendo una
dificultad mas a la compresion del problema.

“Las Matematicas, acompanan otro lenguaje es-
pecifico que es otra dificultad mas, aparte, el lenguaje
diriamos de uso normal, es inmaduro. Cuando re-
suelve un problema matematico en el que aparece
ademas el lenguaje propio de la ciencia matematica,
la dificultad es mayor. O sea, diriamos es una dificul-
tad del lenguaje en los dos aspectos, el lenguaje
normal del alumno y el lenguaje de las Matematicas”.

4.2, Referencia al alumno.
a) El alumno como investigador

Reiteradamente se refiere al trabajo del alumno,
para situarlo, en la clase, mas como un investiga-
dor que como un receptor de conocimiento. Sin
embargo no se olvida nunca del papel del profesor
al que le asigna un protagonismo decisivo en la
clase, aunque no lo considere nunca el centro de la
actividad docente. En la entrevista nos habla sobre
cual deberia ser el papel del profesor y cual el del
alumno, en la resolucién de problemas, sin embar-
go su visién podriamos enmarcarla en un intento
de considerar la resolucién de problemas mas
como una metodologia de la ensefnanza de las
Matematicas que como unejercicio que se desarrolla
en un determinado momento en clase.

“El profesor nunca puede dejar de ser guia. Hay
unas metas, unos objetivos a los que hay que llegar,

pero hay que conseguir que el alumno no sea comple-
tamente receptivo, hay que conseguir que, a partir de
algunas ideas, intente conseguir otras nuevas, o
mejorarlas, o ampliarlas. Eso se consigue haciéndole
que intervenga mucho en la clase, que ante cualquier
situacion nueva que se le presente ellos experimen-
ten, y eso son soluciones de problemas, ante una idea
nueva, experimenta, comprueba si cosas que él esta
pensando sobre aquello se dan o no se dan. El
fundamento de las Matematicas en los primeros
niveles, sin olvidar lo que hemos dicho sobre la guia
del profesor, es que el alumno tiene que experimentar
mucho, tiene que acostumbrarse a trabajar las Mate-
maticas, si se las damos nosotros trabajadas y ela-
boradas, pues le estamos rompiendo todo lo que
pueda aportar de imaginacion y su posible potencial
que tenga, de descubridor. Que le va a hacer una
persona mucho mas integral”.

b) Relacién profesor-alumno

Luis se refiere a la relaciéon que se establece
entre profesor-alumno, y a determinadas circuns-
tancias para poder garantizar que la implicacién
del alumno en la actividad sea una implicacién de
investigacién necesaria para que éste se implique
en el problema. En esta linea manifiesta:

“Lo primero que tiene que existir es una atraccion
del profesor al alumno y del alumno al profesor. Los
alumnos necesitan un tiempo de adaptacién. Se
necesitan unas circunstancias, porque en cualquier
momento (plantear problemas) no es valido, todas
esas cosas (condiciones para la resolucion de proble-
mas) se dan cuando hay un intercambio perfecto
entre alumno y profesor”.

La actitud que toma el alumno anteslas cuestio-
nes que se le plantean, es una variable importante
para poder delimitar lo que seria la actividad de
resolucion de problemas. La situacién de resolu-
cién de problemas, en consonancia con su idea de
hacer Matematicas, debe ser de investigacion
aceptada por el alumno como tal, e intentar que
éste se sittie ante estas actividades como investiga-
dor.

“Creo que la situacion se da cuando el alumno
acepta experimentar sobre aquello que se le ha dicho
para obtener unos resultados. Para mi esa es la
situacién problematica. Expongo algo, una expresion
oral, una expresion escrita y ante aquello el alumno
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se sitia, en forma de investigador, para obtener unos
resultados. Eso seria una situacion problematica del
alumno”.

4.3. Relacion de la teoria con los problemas

Otro aspecto importante serialado por Luis en
las entrevistas se refiere a la dificultad de los
alumnos de relacionar los conceptos aprendidos
conlas aplicaciones practicas que se reflejan en los
problemas. Asi, cuando se refiere a los métodos de
ensenanza de las Matematicas, dice expresamente:

“Los alumnos, muchas veces, con el sistema tra-
dicional de teoria y después practica, he observado
que conocen muy bien la teoria, saben perfectamente
cualquier concepto, o cualquier idea matematica que
le has expresado. Sin embargo le pones un problema
y no son capaces de resolver un problema”.

Para Luis existe una clara relacién entre la
teoria y la realizacion de los problemas, en estos
subyace siempre algin concepto que es el que los
alumnos deben saber para poder generalizar su
conocimiento sobre la resolucién de problemas en
algiin tema determinado:

“El alumno o cualquier persona cuando resuelve
un problema, si solo resolviera los ntimeros que alli

Bibliografia

[11 ARRIETA, J. J. (1987). Teoria y practica de las Ma-
temaéticas en el Ciclo Inicial de la E.G.B. Tesis doctoral
inédita presentada en el Departamento de Ciencias de la
Educacion de la Universidad de Oviedo.

[2] ARRIETA, J. J. (1989). “La resolucién de problemas
y la educacién matematica. Hacia una mayor
interrelacion entre investigacién y desarrollo
curricular”. Ensefianza de las Ciencias 7 (1). 63-71.

[3] BLANCO, L. (1990). Conocimiento y accién en la
ensefianza de las matematicas, de profesores de
E.G.B. y estudiantes para profesores. Servicio de Pu-
blicaciones de la Universidad de Extremadura. Caceres.

[4] BROMME, R. (1988). "Conocimiento profesional de
los profesores”. Ensefianza de las Ciencias 6 (1). 19-29.

38 Z 91991

existen entonces no eslaria resolviendo el problema,
eso es imposible. Un alumno cuando es capaz de
resolver un problema. lo que liene claro son los
conceptos que intervienen en el problema, o sea que
cuando una persona resuelve un problema, lo que es
capaz es de manejar son los conceplos en abstraclo.
Lo que pasa es que ese concepto en el problema se
concreta en problemas de la vida real, en situaciones
concretas”,

Reflexidon final

Con el presente articulo no se ha pretendido
establecer ninguna teoria acerca de la resoluciéon
de problemas partiendo de los resultados presen-
tados. Sin embargo, nos ha parecido oportuno dar
a conocer algunas reflexiones que a partir de la
practica docente ha surgido en un trabajo concreto
de investigacion y que se consideran pueden ayu-
dar, aligual que a nuestros informantes, a reflexio-
nar sobre la accion diaria a fin de avanzar el camino
de la renovacion didactica.

Lorenzo J. Blanco Nieto.
Profesor de la Escuela de Magisterio
de Badajoz. Miembro del Grupo Bela

[5] CALDERHEAD, J. (1981). “Stimulated recall. A
method for research on teaching”. British Journal of
Educational Psychology 51. 180-190.

[6] ERNEST, P. (1989). “The Knowledge, Beliefs and
Attitudes of the Mathematics Teacher. a model”
Journal of Educational for Teaching, 15, (1). 13-33.

[71 GUZMAN, M. (1985). “Enfoque heuristico de la en-
sefianza matematica”. Aspectos didacticos de Matema-
ticas. ICE de la Universidad de Zaragoza. 31-46.

[8] 1L.C.M.I. (1987). Las Matematicas en primaria y
secundaria en la década de los 90. Valencia. Mestral.

[9] LAMPERT, M. (1990). “When the problem is not the
question and the solution is not the answer:



ARTICULOS

Mathematical knowing and teaching”. American
educational research journal. 27, (1). 29-63.

[10] LEINHARDT, G. (1987). “Integraton of lesson
structure and teacher’s subject matter knowledge".
AERA. Washington.

{11]LEINHARDT, G. (1990). “Capturing craft knowledge
in teaching”. Educational Researcher, 19, (2). 18-25.

[12] LLINARES, S.y SANCHEZ, M. V. (1990). “El cono-
cimiento profesional del profesory la ensefianza de las
Matematicas”. En Llinares y Sanchez, Teoria y practica
en educacién matematica. Alfar. Sevilla. 63-116.

[13] MARKS, RICK. (1989). “What exactly is pedagogical
content knowledge?. Examples from Mathematics”.
AERA. San Francisco.

[14] M.E.C. (1989). Libro blanco para la reforma del
sistema educativo. Madrid.

[15]M.E.C. (1989). Disefio Curricular Base. Educacién
Primaria. Madrid.

[16] M.E.C. (1989). Disefio Curricular Base. Educacién
Secundaria obligatoria. Madrid.

[1'7] N.C.S.M. (1989). “Essential Mathematics for the
twenty-first century. The position of the NCSM".
Aritmetic Teacher 37, (1).

[18] N.C.S.M. (1989). Curriculum standards for scholl
Mathematics. Virginia.

[19] PUTNAM, R. T.; LAMPERT, M. y PETERSON, P. L.
(1990): “Alternative perspectives on knowing
Mathematics in elementary schools”. En C. B. Cazden,
Review of research in education, 16 Washington. AERA.
57-150.

[20] ROSENBAUM, L. y otros (1989). “Step into problem
solving with cooperative learning”. Aritmetic Teacher
36, (7). 7-11.

[21] SCHOENFELD, A. H. (1985}. Mathematical Problem
Solving, Orlando. Academic Press Inc.

w Y A nimate
@WA//

28 911991 39



NUEVA DIRECCION
PARA LA CORRESPONDENCIA
coN RN
Ap’do. de Correos 1304
| 21080 - HUELVA




IDEAS PARA
LA CLASE



IDEAS PARA LA CLASE

EXPLORAR LAS MATEMATICAS
CON LA HOJA DE CALCULO

Resumen

Las hojas de calculo son programas comerciales
bien conocidos en el ambito de gestién, pero des-
graciadamente, quiza no tanto en el educativo, a
pesar de su gran utilidad como medio de explora-
cioén para las asignaturas experimentales. Se trata
en las siguentes lineas de dar una primera aproxi-
macion que pueda despertar el interés de los
profesores de distintas materias, y en especial de
matematicas, por este recurso didactico tanversatil
e interesante en las clases.

Introduccién

Los paquetes integrados se componen de una
hoja de célculo, un procesador de textos y una base
de datos, que interaccionan entre si (como Open
Access, Framework, Works, etc.); encontramos
también hojas de calculo como PcCalc, Multiplan,
Lotus 1-2-3, etc.; todo lo que sigue se puede llevar
a cabo con cualquiera de ellas, con quizas, peque-
fias modificaciones, habiéndose utilizado para los
ejemplos la Lotus 1-2-3. :

La hoja de calculo

Al mirar el monitor, vemos una hoja en blanco,
que nos podemos imaginar como un papel cuadri-
culado, pero en el que no se ven las lineas. Cada
casilla se designa mediante una letra que indica la

- columna, y unnamero para la fila; en nuestro caso,

disponemos de 256 columnas (A, B, C, ... , AA, ...,
IV) y 8.192 filas, lo que hace un total de 2.097.152
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casillas. El monitor es una especie de ventana en la
que se ve un trozo de la hoja (fig. 1).

B6: JIRENT

Figura 1

En cada una de las casillas se puede introducir
uno de los tres tipos distintos de datos: alfanu-
meéricos, numéricos o féormulas. Las férmulas se
refieren siempre a los datos numeéricos o resulta-
dos de calcular las férmulas de otras o, incluso, de
la misma casilla en que esta la férmula (en este
caso se dice que hay una referencia circular, dando
lugar a posibles definiciones recursivas), teniendo
en cuenta que dichas referencias pueden ser abso-
lutas o relativas. Cada formula se recalcula cada
vez que se cambia algun dato de la hoja (salvo que
indiquemos recalculo manual, lo que permite cam-
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biar varios datos y recalcular después). Las refe-
rencias relativas evitan el tener que escribir varias
veces una misma [6rmula, bastando con copiarla.

Por ejemplo, supongamos que en Al esti el
numero 2 y en A2 la férmula + Al + 3; en pantalla
apareceria un 5. Si en Bl escribimos la [6rmula
+A1*2, la pantalla mosirara un 4, si se copia la
férmula de B1 en B2, en ésta tendremos +A2*2,
apareciendo un 10. Si en Al se escribe un 4,
inmediatamente aparecera un 7 en A2, un 8 en B1
y un 14 en B2. Sin embargo, si en Bl se hubiera
escrito +$A$1*2, al copiar, en B2 también se ten-
dria +$A$1*2,

A B A B
1 2 +A1*3 2
2 | +A1+3 +A2*2 5. 10

Tenemos asi el potencial de una multitud de
calculadoras que interaccionan entre siy recalculan
cada vez que uno de los datos cambia pudiendo,
ademas, definir distintos tipos de graficas con los
datos existentes en cada momento. Si dichos datos
se alteran, también se modificara la grafica.

Modos de utilizacion

Una hoja de calculo es un instrumento que
permite el desarrollo de unas clases en que se
puede esperar un mayor o menor grado de creati-
vidad por parte del alumno segun el planteamiento
previo por parte del profesor.

a) - El alumno como usuario

Los chicos utilizan el ordenador de una forma
dirigida; muestra una serie de resultados en fun-
cion de unos parametros que pueden ser modifi-
cados, obteniendo como conclusiones la influencia
de los mismos sobre los resultados.

i. Macros

Dado que es posible crear “macros” (presionando
una sola tecla, se realiza una serie de operaciones,
como copiar, redefinir rangos, etc.), es posible
utilizar la hoja como un programa dirigido (caja

negra), que permita al alumno cambiar una serie
de paramelros y utilizar unas macros realizadas
por el profesor para ver resultados. Desde este
punto de vista, un programa especilico suele ser
mas comodo que uno que, como ésle, es de empleo
general.

ii. Plantillas

El profesor crea una “planlilla”, es decir, una
hoja con las féormulas para realizar los célculos
necesarios para un cierto proceso. El alumno, al
cambiar los parameliros, observa los cambios
producidos a lo largo de todo el proceso.

b) : El alumno como conocedor de algoritmos

Se espera que los chavales conozcan el algoritmo
para resolver un cierto problema y lo apliquen. La
hoja de calculo es un medio auxiliar que sustituye
con ventaja a la calculadora, lapiz, papel y/o papel
milimetrado.

¢) - El alumno como investigador

Se plantea una cierta cuestion y el alumno, que
conoce como moverse en una hoja de calculo, debe
disenar sus propias técnicas de investigacion y
resolucion de problemas.

El comienzo

Salvo que se desee emplear la hoja solamente
como “caja negra”, es necesario introducir a los
alumnos en el manejo de una hoja de calculo. Ello
se debe hacer mediante una serie de problemas
practicos en los que vayan surgiendo dificultades
estructuradas de una forma progresiva y que im-
pliquen la necesidad de explotar los distintos re-
cursos disponibles (copiar, mover, variar el ancho
de las columnas, necesidad de visualizar mas o
menos decimales, definicion de graficos, etc.), para
lo que son necesarios tres o cuatro periodos lecti-
vos. Veamos algunos ejemplos; algunas soluciones
propuestas por los alumnos se pueden encontrar
en el apartado de soluciones propuestas.

a) - El comerciante

Disefia una hoja que permita a un comerciante
conocer sus ingresos al cabo del dia segun el
numero de unidades vendidas de cada articuloy el
precio unitario.
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b) - Méds comercio

Modifica la anterior para que pueda conocer sus
ganancias del dia. Considera los impuestos que
debe pagar. '

c) - Un concurso

Entre un grupo de comparieros vais a organizar
un concurso de fotografia. Considerad los distintos
gastos que ello supone, asi como los ingresos y
subvenciones; se trata de decidir cual es la cuota
que cobraréis a cada participante para asegurar,
dentro de lo posible, el no tener pérdidas.

Hoja de cdlculo y Matematicas

Lo que sigue son algunos ejemplos de utilizacion
de lahoja de calculo en las clases de Matematicas.
En el siguiente apartado se presentan algunas
soluciones, varias de ellas propuestas por los
alumnos.

a) - Grdficas
Se presenta a los alumnos la hoja de la figura 2.

E: M T
=2 roo= SN -
= 7 =
Intervalo de variacibm FUCI0N Variacibm de y,
de x. x en fa,b} Y en Ic,d)
# INSTRUCC 10MES : ®
] 1, Befinir funcibm en casilla 2 a
# 2, Pulsap ALT4a »
L] (se puede repetir 5 veces) L
L] 3, Para recomewzar, antes pulsar ALY+h &
# 4. 81 se quiere camblar la escala del efe ¥: #
] a) Becridir los valores en HZ y H3 L
L} B) Pulsar ALT+e #
L] 5, Cambto de escala eje X: #
] sirplements, warfar los walores de 2, B3 #
] L]
» F18 yara wer las gréficas #

Figura 2
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i. Representa las graficas de funciones del tipo:
f(x) = ax+b

¢Qué influencia tienen los valores de a y b en la

grafica?,

ii. Lo mismo para funciones del tipo:
f(x)=ax-p2+q

(Insisto en el hecho de que un programa disefiado

para el dibujo de graficas de funciones es mas ttil

que la hoja de calculo).

b) - Més graficas

Es posible, sin embargo otro enfoque del mismo
problema: “Disefia una hoja de célculo para repre-
séntar la grafica de una cierta funcion”.

c) - Introduccién a la nocién de limite

Se ha introducido a los alumnos en el campo de
las sucesiones numeéricas mediante diversas situa-
ciones previas (paradojas de Zenén, Fibonacci,
rectangulos aureos, analisis de “Square Limit” -
Escher-), y han buscado el término general de
algunas sucesiones. “Disenia una hoja para inten-
tarver si una determinada sucesién se acerca cada
vez mas a algan numero”,

i. “Utiliza la plantilla (fig. 3), para probar con
distintas sucesiones”.

B9: 1408 s

& chloulos
2 auxiliares

a8
» TE. oo R
£ SENNBIBEIISHYEHI SO B DR NNEY

: ]
o tém, GIt: 17

[

1

1 # para
[

1

1, Escribir el térnino geseral

Z, Indicar en B9 el priner
téraino a ver

3. Pulsar AL

4. Para borrar, ALT+B
5. ALTeX gréfica 1
ALT9Z gréfica 2

Figura 3
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ii. “Disefnla una hoja de calculo para ver si los
términos de una sucesion se acercan cada vez mas
a un cierto numero”.

d) - Transformaciones geométricas

i. “Dibuja un poligono utilizando la hoja de
calculo”.

ii. “Utiliza lo anterior para visualizar una tras-
lacion”.

iii. "Lo mismo para un giro o una homotecia de
centro el origen. Generalizalo para cualquier trans-
formacion de la que conozcas la matriz asociada”.
iv. “Disefla una plantilla que resuma los casos
anteriores en una misma hoja”.

e) - Probabilidad
“¢Cual es el numero de personas que debe haber
enunareunion para que la probabilidad de que dos
hayan nacido el mismo dia sea mayor que 0.5?”.
“Se eligen dos numeros al azar (ay b), en el
intervalo [0,1]. ¢,Cual es la probabilidad de que la
longitud del intervalo [a,b] sea mayor que 0.5?".

f) - Niimeros

“Construye una sucesion de Fibonacci. Investi-
ga qué ocurre con la sucesion formada por la razén
de cada dos términos consecutivos”.

“Modifica los dos primeros términos para ver
qué ocurre”,

“Investiga las sucesiones en que cada término a
partir del tercero se obtenga dividiendo entre dos la
suma de los dos anteriores”.

“Prueba con distintos ntimeros iniciales (inclu-
yendo numeros negativos). s Puedes predecir lo que
va a ocurrir?”.

“¢Y sidivides entre otros niimeros en lugar de
2?7,

“Intenta encontrar una expresion para la suma
14+3+45+7+...+(?)".

“Calcula

1 1 1

1

1 1 1+
1+ 1+ 1

2 1 1+

1+ — 1
2. 1+—

¢Deduces alguna consecuencia?”.

g) - Estadistica

Resulta evidente el gran valor de una hoja de
calculo como material auxiliar para el estudio de la
estadistica descriptiva, con las facilidades que
proporciona para la realizacién de graficas de
barras o de sectores, asi como las facilidades de
calculo.

Conclusiones

Espero que estas lineas puedan dar una idea de
la gran riqueza de posibilidades que ofrece la hoja
de calculo como material didactico para nuestras
clases, permitiendo a los alumnos observar regu-
laridades y desarrollar su intuicién matematica.
Os agradeceria, amigos lectores, que me
comunicaseis vuestras experiencias.

Soluciones propuestas

a)Elcomerciante: Se muestra la hojavisualizando
las féormulas empleadas. -

B C D E

4 Articulo N. Unidad P. Unidad Total por Art.

5

6 vaqueros 29 4.500 +C6*D6

7 mini-faldas 13 2.400 +C7*D7

8 cazadoras 6 9.000 +C8*D8

9 calcetines 36 550 +C9*D9
10 calzones 9 990 +C10*D10
11 tenis 3 2.500 +C11*D11
12 cinturones 7 855 +C12*D12
13 camisas 16 2.900 +C13*D13
14
15 . TOTAL: +E6+E7+E8+E9+E10+E11+E12+E13
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b) Mas comercio

B C D E F G
4 Articulo N. Unidad P. Unidad Total por Art. Cosle Benelicios
S
6 vaqueros 29 4,500 +C6*D6 3.750 +(DB-F6)*C6
7 mini-faldas 13 2.400 +C7*D7 1.500 +(D7-F7)*C7
8 cazadoras 6 9.000 +C8*D8 7.500 +(D8-F8)*C8
9 calcetines 36 550 +C9*D9 © 450 +(D9-F9)*C9
10 calzones 9 990 +C10*D10 870 +D10-F10)*C10
11 tenis 3 2.500 +C11*D11 2.200 +D11-F11)*C11
12 cinturones - 7 855 +C12*D12 770 +D12-F12)*C12
13 camisas 16 2.900 +C13%D13 2.000 +(D13-F13)*C13
14
15 Total: +EG+E7+E8+E9+E10+E11+E12+E13
16 Beneficios: +G6+G7+G8+G9+G10+G11+G12+G13
17 Impuestos: +E16-E17
18
19 Total ganancias: +E16-E17

¢) Concurso fotografia: “Al cambiar el numero de participantes, se observa cé6mo cambia el beneficio.
Cada concursante debe presentar tres fotos”.

C
1 INGRESOS:
2 Cuota:
3 Folletos:
4 Publicidad folleto
5 Part. escuela:
6 Part. APA
7 Reventa marcos:
8
9 TOTAL INGRESOS......
10
11 GASTOS:
12 Precios marcos:
13 Alquiler local:
14 Electricidad:
15 Imprenta folletos:
16 Premios:
17

18 TOTAL GASTOS.........

20 BALANCE FINAL........
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D

500
50
1.000

5.000

2.500
50

150
2.00
500
20
6.500

E
N. UNIDAD

20
200
2

+E2*3

+E2*3

+E3

+D2*E2
+D3*E3
+D4*E4
+D5
+D6
+D7*E7

@SUMA (F2..F7)

+D12*E12
+D13*E13
+D14*E14
+D15*E15

+D16

@SUMA (F12..F16)

+F9-F18
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INGRESOS:

Cuota:

Folletos:
Publicidad folleto
Part. escuela:
Part. APA
Reventa marcos:

TOTAL INGRESOS . . ... ... ... o

GASTOS:
Precios marcos:
Alquiler local:
Electricidad:

Imprenta folletos:

Premios:

500
50
1.00
5.000
2.500
50

150
2.000
500

6.500

Num. unid.

20
200
2

TOTAL GASTOS . . ... .. O

BALANCE FINAL

a) Graficas

10.000
10.000
2.000
5.000
2.500
3.000

32.500

9.000
8.000
2.000
4.000

29.500
3.000

Un grupo de alumnos (2° BUP) propuso la solucién de la fig. 4, siendo el contenido de las celdas el

siguiente:
Al +D1
A2  : +A1+$D$3
A3 +A2+$D$3
.. A100 : +A99+$D$3
D3 : +(D2-D1)/100

Bl : +f(x), en este caso, @SEN (Al)
y se copi6 hasta B100

que se copi6 hacia abajo

Se definié una grafica de tipo XY, con rango X = Al...A100 y rango A = B1...B100. Cambiando los

valores de D1 y D2, se puede estudiar la funcién en distintos intervalos.

AL 1

bl bbbl
fNBELROEE

&
S
PP P bbbbbbdbbd

LE

hindd

FEBR
BEE
25k

&
o
L -x -X--X -X -}

B pps
BRERE

Figura 4
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b) Sucesiones: Se muestran las formulas delinidas y resultados:

NO O WN -

A
1
Al+1

A2+]1

A3+1
Ad+1
A5+1
AbB+1

B
1+1/A1)7AL
(1+1/A2)7A2
(1+1/A3)7A3
(1+1/A4)7A4
(1+1/AB)AAS
(1+1/A6)7AB
( )

NO O W~

B
2
2.25
2.3703703704
2.44140625
2.48832
2.5216263717
2.546499697

1+1/A7)7A7

¢) Transformaciones geométricas: Para dibujar un poligono a partir de sus coordenadas basta con
* repetir el primer punto y definir un grafico de tipo XY.,

ii y iii). El contenido de las casillas es (ver fig. 5):

AL 1 21 =

1

[}
2 4 Bacribir en I1:
1 1 l - Giro 2 - Traslac, 3 - Rateiz
9 3
b 2 I fegulo de giro: -99
s ] figura inicial ! (Bad = -1.57879 )
9 3 -3 -3 | i

-2 -2 | Uector traglac. ( 2, -1)
-3 1
1 1 N=( g 4) | Matriz ( -3 8)
3 a ( 4 8) ( ‘] -3)
2 4
1 1 Ratria:
4 4 6.16-17 -1
;] 12 1 6.18-17
16 8
L] 4
R L - N
. Figura 5 Figura 6
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A5 +Al1+E$1 que se copia a la derecha
(en C5) y abajo tres veces
Alb: +A11*$E$11+B12*$F$11
Cl15:
+A11*$E$124B12*$F$12

que se copian hacia abajo
tres veces

Para dibujar la traslacion, la grafica es de tipo
XY, con rango X = Al...A8, rango A=B1..B8y
rango B = C1..C8. De [orma analoga para la parte
inferior de la hoja. '

iv. La plantilla de la figura 6 parte de los mismos
conceptos, anadiendo el hecho de que se debe
especificar en I1 la opcidén de que se trata. Merece
la pena sefialar el contenido de algunas casillas:

E15: @Sl ($1$1 = 1, @COS ($E$7), E11)
Al6: @S] ($1$1 = 2,A8+$F$9, +A8*$E$15+B8*$F$15)

lo que permite definir el contenido de una casilla de
una forma u otra segiin una cierta condicién. Las
coordenadas de la figura inicial estan en A21..B25
(A21 = +AS8, etc.), las abscisas de la imagen, en
A26...A30, y las ordenadas, en C26...C30; de este
modo, quedan fuera de la pantalla.

Las figuras 7 y 8 muestran dos ejemplos de graficos
dibujados a partir de dicha plantilla.

TRASLACION (2,—1)

Figura 7

d) Probabilidad. Se propone a los alumnos que
intenten calcular dicha probabilidad si hay una,
dos, tres, ... personas; si es necesario, se les indica
que consideren el suceso contrario. Rapidamente
se dan cuenta de que el calculo es recursivo. La
hoja permite la definicion del calculo a partir de
una férmula que basta con copiar:

B C D
1 n P(A") P(A)
2 —— . —
3 1 1 1-C3
4 2 +C3*(365-B4+1)/365  1-C4
5 3 +C4%(365-B5+1)/365  1-C5
6 4  +C5*%365-B76+1)/365 1-C6
7 5 +C6*%(365-B7+1)/365  1-C7
8 6 +C7%(365-B8+1)/365  1-C8
9 7 +C8%(365-B9+1)/365  1-C9
10 8  +C9*%365-B10+1)/365 1-C10
11 9  +C10%365-B11+1)/365 1-C11
12 10 +C11%365-B12+1)/365 1-C12
13 11 +C12*(365-B13+1)/365 1-C13
14 12 +C13%(365-B14+1)/365 1-Cl4
15 13 +C14%365-B15+1)/365 1-C15

Una vez realizados los célculos, la hoja aparecera
como sigue:

HOMOTECIA (r=—-3)

-] - ~N o » -] L] ~ @ °

{
)

4

-4 -2 o 2 4 L] [} 10 12

Figura 8
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B C D Tras la realizacion de todo este proceso, los
alumnos han deducido la expresion de la probabi-
1 n P(A) P(A) lidad:
2 e ———
3 1 1 0 .
4 2 0.997260274 0.002739 365 364 363 365-n+1
5 3 0.9917958341 0.008204 P (A) = . .
6 4 0.9836440875 " 0.016355 365 365 365 365
7 5 0.9728644263 0.027135
8 6 0.9595375164 0.040462
9 7 0.9437642969 0.056235 ,
10 8 0.9256647076 0.074335 es decir,
11 9 0.9053761661 0.094623 _ _ 365-n+1
12 10 0.8830518223 0.116948 P (A)=P (A ———— P (A) =1
13 11 0.8588586217 0.141141 365
14 12 0.8329752112 0.167024
15 13 0.8055897248 0.194410 Y, a partir del grafico generado con los datos (fig. 9),
se pueden deducir las conclusiones pedidas.

Luis M*® Botella Lopez.
Escuela Europea, Bruselas I

REUNION DE n PERSONAS

(dos hayan nacido el mismo dia)

0.9
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Figura 9

Numero de persanas
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PLON CHIRIBICU

Experiencias de azar con nifnos de 7 y 8 afios

Resumen

La propuesta curricular de las matematicas de
la Comunidad Valenciana sittiala Probabilidad y la
Estadistlica desde los primeros cursos de la Ense-
nanza Obligatoria, ésto que a primera vista puede
parecer una exageracion se muestra como posible
e interesante siempre que quede entendido el sen-
tido de la propuesta. No se {rata de trasladar
muchos anos hacia abajo lo que hoy casi ni se da
en la ensenanza obligaloria, la probabilidad como
parle organizada de las matematicas, se trata de
aprovechar el senlido que ya tiene en estas edades
las nociones de SUERTE y JUEGO JUSTO para
ampliar y enriquecer su visiéon del azar. Al mismo
tiempo el azar introduce un contexto muy amenoy
rico en situaciones numeéricas, situaciones en las
(que para determinar un ganador necesilan de
traslormaciones entre los ntuneros que obtienen ,
recogen y organizan, [undamentalimente suma,
resta y mulliplicacion.

Experiencia

P - Bien, ya habéis visto que he puesto un caramelo
en cada mesa, Jquién se lo quisiera comer?.

A - Yo (casi lodas las manos en alto).

P - Tendréis que llegar a un acuerdo pues todos no
podéis comeros el caramelo.

A - Lo parlimos en cualro parles (son cualro por
equipo).

P - Si, esa seria una posibilidad pero no tenemos
ulenstlios para corlarlos y ademas se desharian al
hacerlo. Solamente se lo puede comer un miembro
de cada grupo, squién?.

A - Yo (olra vez levantan muchos la mano).

P - Poneos de acuerdo, uno solo se lo puede comer.
A - Lo echamos a suerte (casi simulldneamente
dicen tres o cualro ninos).

P - De acuerdo lo echaremos a suerle. Cada equipo

Pascual Pérez Cuenca

dira el campeén y de que forma lo ha echado a
suerte.

Aproximadamente este es el comienzo de una
actividad de azar realizada en varias clases de 2°y
3°de EGB en los colegios Enric Valor de Alicante y
El Palmeral de Elche.

Transcurridos los diez minutos en unas clases
bulliciosas y de mucha aclividad fueron contando:

G1. Hemos tormado el Madelman (un munequito de
esos guerreros a los que son lan aficionados) y lo
hemos tirado hacia arriba si caia hacia abajo gana-
ba yoy hacia arriba él, después ellos dos han hecho
lo mismo y los ganadores lo han vuelto a repetir, al

final Juan ha ganado.

G2. Nosotros hemos cogido la barra de pegamento
y la hemos hecho moverse, al que apuntaba la
lapadera ganaba. Ha ganado Sonia.

G3. Nosotros lo hemos hecho a piedra, papely tijera.
P. 4 Como se juega? Explicadmelo.

G3. En parejas se esconde una mano enla espalda
Yy cuando se cuenta tres se saca con el purio cerrado
que es la piedra, con la mano abierta que es el papel
o con la mano haciendo una tjjera. La piedra rompe
la tijera, la tijera corta el papel y el papel envuelve
a la piedra, piedra y piedra, o papely papel, o lijera
y tijera hace que se repila el juego. Lo hemos hecho
asiy he ganado yo.

G4. Lo hemos echado a suerte con una cancion.
P. ¢Con una cancién? scomo?

G4. Si hemos cogido la cancion PLON CHIRIBICU
CHIRIBICA CHIRIBICURICURIFA CHIRIBICU-
RICURIFERO é'CUANT OS HIJOS TIENE EL ZAPATE-
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RO?, elnino en que acaba la cancién dice un nitmero
de I a 20 y a quien toque ese niumero gand.

G6. Nosotros hemos jugaco de la misma_forma pero
con otra cancion: PITO PITO GORGORITO ;DONDE
" ESTAS TU BONITA? EN LA ACERA VERDADERA
PIN PON FUERA y para que no gane siempre el
mismo vamos cantando la cancion hasta que uno
dice basta, en ese momento empezamos a contar.

G5. Nosotros hemos cogido la goma de borrar y por
parejas la hemos lanzado si salia la parte escrita
ganaba uno y sino otro, después lo han repetido los
otros y después los ganadores han hecho el
desempate.

P. ¢A quéotramanerade sorlear de las ya contadas
se parece ésta? (A la del primer grupo, todos a coro).

G7. Lo hemos hecho como el sequndo grupo pero en
vez de conla barra de pegar con un boligrafo, al que
le senalaba la punta ganaba.

Hasta aqui llego la primera parte de la clase,
unos 45 minutlos. Los nifos estaban ansiosos pues
al entrar les dije que en el maletin llevaba unos
Jjuegosy que después de resolver el problema de los
caramelos jugariamos con ellos.

P. Después de lo bien que habéis resuello el anterior
problema os voy a dar una bolsita de dados
(tetraedro, cubo, decaedro, dodecaedro e icosaedro).
Tenéis que resolver el anlerior problema de echar a
suerle usando los dados, cada grupo liene que
tnwentar las reglas y jugar para ver quién gana.

Transcurridos unos minutos en los que se acos-
tumbraron a esos dados tan raros, empezaron a
pensar las reglas y a jugar. Varios grupos pregun-
taron como se sabia quién ganaba al lanzar el dado
tetraédrico pués tenia ires ntmeros marcados en
cada cara. Eso lo tenéis que decidir vosotros, les
contesteé,

Y lo decidieron, electivamente. Estas fueron
tres soluciones:

- Tomamos la cara que queda apoyada sobre la
mesay sumamos todos los ntmeros que aparecen,
esta es la puntuacion del que lo ha tirado.

- Uno tira el dado y otro distinto los levanta, el
que lo ha tirado dice abajo, izquierda o derecha y el
numero que queda en esa posicion es el que se le
apunia,

D
o
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- Se tira sobre la mesa y se levanta, el niimero
mas grande de los tres de la cara sobre la mesa se
le apunta al que tiraba.

Curiosamente ninguna de las tres era la que a
los adultos nos parece la tinica solucion, el namero
que se repite en las tres caras y que queda sobre la
mesa. '

Las soluciones en conjunto que dieron sobre el
problema de c6mo efectuar sorteos con los dados
fueron desde el utilizar un tnico dado (curiosa-
mente el que tomaron los tres grupos que optaron
por esta solucion fue el icosaedro), a una unica
tirada, el utilizar un dado y apuntar los resultados
de cinco tiradas y el lanzar todos los dados y la

- suma se le apuntaba al que los tiraba.

Los que jugaron a una sola tirada y un solo dado
enseguida acabaron, por lo que les pedi que juga-
ran a diez tiradas. El tener que recoger varias
tiradas es lo que hace necesario la utilizacion de
alguna técnica de recogida y ordenacion de los
datos. Todos los grupos sin excepcion adoptaron la
estrategia de poner los nombres sobre la hoja y
apuntar los resultados en columna, unos apunta-
ron un uno al que ganaba una tirada y después de
las diez partidas los sumaban, otros apuntaban el
namero resultante de cada lanzamiento en la co- -
lumna del que lanzaba.

Los grupos que lanzaban todos los dados y |

apuntabanla suma tenian que obtener elresultado i

mentalmente con lo que tenian que ejercitar esta
importante destreza de cdlculo repetidamente y
con agilidad ya que el resto de los companeros
esperaban impacientes su {turno. Una vez efectua-
dos los diez lanzamientos tenian que sumar cada
columna para ver el ganador. En una discusion de
un grupo que habia lanzado el dado icosaédrico 5
veces cada miembro, un nino habia sacado 13, 12,
16, 3y 14 dos ninos dudaban si sumar el tres con
las decenas o con las unidades (la cosa tenia su
logica pues al escribir rapidamente los nameros en
columna el 3 habia quedado muy a la izquierda),
tuvo que intervenir el juicio razonado de una nifia
del grupo que les hizo ver que ese tres eran tres
unidades y no treinta.

Pascual Pérez Cuencé
Asesor de Matemdaticas de la Comunidad Valenciana
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MOVIMIENTOS EN EL PLANO Y MOSAICOS

Resumen

Con esta experiencia se pretende familiarizar al
alumno con los Movimientos del Plano.

Para ello, tomando como base un mosaico, se
buscaran aquellas traslaciones, giros y simetrias
que dejan invariante el mosaico. La gracia esta en
tener varias muestras de mosaicos en los que
aparezcan unos movimientos de un tipo o de otro.

Estudiadas las propiedades basicas de estos mo-
vimientos, los alumnos los definiran sobre un plano

Juan Aurelio Montero Sanchez

en general, sin necesidad del mosaico soporte.

Las ventajas mas importantes son desde el
punto de vista de lamotivacién y de la metodologia.
En éste ultimo sobre todo ya que el alumno llega a
sus conclusiones al manipular el material entre-
gado.

Pueden utilizarse los mosaicos para estudiar
otros temas como:
- Divisioén regular del plano.
- Redes y mallas en el plano.
- Etc.
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Introduccion

Laideafundamental de este articulo nace a partir
de la asistencia del autor al Congreso de Arte y

Matematicas. “M.C. Escher: Entre la Geometria y el

Arte”, Granada 1990. En dicho encuentro a parte de
poder contemplar la magnifica exposicion pictérica
de Escher que es un desafio para los sentidos y un
estimulo para la razon, pudimos constatar a partir
de los ponencias y conferencias la estrecha relacién
entre la obra de Escher y diversos conceptos mate-
maticos. Pensé como acercar todo estoamis alumnos.
Fundamentalmente por dos razones que pasaré a
explicar: en el programa de 2° de FP II de matemati-
cas hay unos temas sobre traslaciones, giros y
simetrias que me ha costado mucho explicar por lo
abstracto y poco en contacto con la realidad (al
menos eso creia yo) que tienen y que siempre he
postergado para el {inal del temario. Mi primera
razén es para motivacion del profesor, es mas
agradable y creo que se comprende mejor hablar de
una traslacion sobre un mosaico que sobre un plano
en general. La segunda razén es obvia, asi el
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alumno ve que todo ese estudio de transformacio-
nes en el plano tiene una aplicacién, o mejor al
revés, el alumno descubre y construye de una
forma natural toda una serie de movimientos que
mas tarde estudiara con rigor. Para un estudio de
traslaciones y giros en el plano no es necesario
hablar de mosaicos y menos aun de Escher, pero
no he querido dejar pasar la oportunidad que
brinda este tema para mostrar los estupendos
trabajos de Escher. Como a este nivel los alumnos
estan familiarizados con el uso de vectores, y
conocen bastante a fondo la trigonometria no me
entretendré mas y pasaré a describir como realizo
esta experiencia.

.

Material a utilizar

* Mosaicos (fig. 4)

* Acetatos o papel transparente (vegetal u otro tipo)
* Regla, compas y medidor de angulos

* Rotuladores o lapices de colores

* Chinchetas o alfileres

* Espejos y/o libro de espejos
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Desarrollo de la experiencia

Cada grupo parte del mosaicon® 1y efectia las
siguientes actividades:

1.- Calcar exactamente el mosaico propuesto.

2.- ¢ Qué “movimientos” o “deslizamientos” de la
copia mantienen el mosaico invariante? A estas
operaciones las llamaremos movimientos.

3.- Si realizamos consecutivamente dos movi-
mientos, ¢Obtenemos un movimiento?, Por que?
Busca ejemplos.

4.~ ¢Se puede una vez hecho un movimiento
volver a la posicién inicial?

En este punto deben de aparecer de forma
natural, la traslacién respecto a unvectordadoyel
giro. Obviamente la respuesta a las preguntas
tercera y cuarta lleva aparejada la idea de grupo.
(Seguimos con las actividades).

5.- El alumno una vez que ha asimilado el
concepto de “traslacién” debe distinguir cuales son
los vectores que “generan” todas las traslaciones
posibles que dejan invariante el mosaico. Aparece
aqui la idea de “generadores de un grupo”. ¢Son
anicos?, JHay algo en ellos que permanece
invariante? Piénsalo.

6.- Cuando el alumno ha visto que el giro

también es un movimiento debe describir los “ele-
mentos caracteristicos” de estos giros. (Aparece el
centro de giro y el angulo de giro).

7.- Buscar una parte del mosaico que mediante

las traslaciones o giros genere todo el mosaico.
(Baldosa basica).

8.- Efectuar un resumen. En este punto debe de
hacerse un esquema con los “descubrimientos”
mas importantes (fig. 1).

Una vez finalizado el estudio de un mosaico
hacemos lo propio con los restantes.

Puesta en comiin

Mosaico 1 Observac,

Tipo de
movimiento

Traslacion Giro

Elementos Veclores Angulo  Centro

caracleristicos

Baldosa
basica

9
(Los elementos que aparceen en csta tabla deben estar

sefalados, a ser posible en colores distintos, en la copia que
cada grupo hace del mosaico).

Figura 1

Hasta ahora no hemos dicho nada de simetrias
en el plano. El momento 6ptimo para introducirlas
puede ser cuando algiin alumno pregunte: ¢Vale
levantar el papel y “darle la vuelta"? (Cambiar la
cara de la copia que apoya sobre el original); o
también al observarlaloseta basica, alguien piense
(incluyendo al profesor) que se puede generar toda
esa baldosa s6lo con la mitad, ya que la otra mitad
se “genera” a partir de la primera.

Pues bien, esa linea que divide a la loseta en la
mitad o que permanece “invariante” al levantar el
papel y “darle la vuelta”, la llamaremos eje de
simetria.

Si doblamos el papel por el eje de simetria, los
dibujos de ambas partes encajaran perfectamente.

Al poner un espejo perpendicularmente al mo-
saico y sobre el eje de simetria (o de reflexion) se
visualizara todo el mosaico.

Debemos de completar nuestro cuadro anterior
introduciendo también las simetrias y sus elemen-
tos caracteristicos. /Cuales son?

. Por qué hemos estudiado las simetrias aparte?

2 Qué ocurre cuando ponemos un texto frente a
un espejo? :

2078 9191 55
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¢Queé ocurre cuando una figura dibujada en un
cristal la miramos por detras?,

¢Se produce el mismo efecto?.

Matematicamente hablando estamos invirtien-
do la orientacién ya que, sin meternos mucho en
profundidades, hemos cambiado la derecha del
dibujo por su izquierda y viceversa. La simetria es
por tanto un movimiento inverso, mientras que la
traslacion y el giro son directos (no cambian la
orientacién).

Hay otra cuestiéon que los diferencia: en los
movimientos directos la copia se mueve en el
mismo plano que el original, mentras que en los
inversos necesitamos la componente espacial, bien
para “dar la vuelta” a la copia, bien para “doblarla”
por el eje o bien para colocar el espejo perpendicu-
larmente al plano del mosaico.

Unavez buscadas las simetrias y senalados sus
ejes en los distintos mosaicos, resaltamos en una
tabla las propiedades especificas de cada uno de
ellos y en otra tabla las propiedades comunes.
(Fig. 2)

TABLA DE PROPIEDADES ESPECIiFICAS

TABLA DE PROPIEDADES GENERALES

Tipo de Movimiento

Propiedades generales

Traslacion

1.-"La composicién de
traslaciones vuelve a
ser una traslacion”,
¢Cual es su vector
asociado?

'2.-"Hecha una traslacién

siempre puedo volver
al punto de partida",

3.- En una traslacién la
copia se "mueve" so-
bre el original, no
queda ningin punto
fijo, todos se mueven
enlamisma direccion
y sentido.

4.- Si consideramos el no
"deslizar" la copia
como una traslacién,
el conjunto de tras-
laciones tendria es-
tructura de grupo.

Giro

1.- Lleva asociado un
centro de giro y un
angulo.

2.- Si dejamos fijo el cen-
trodegiro, cumple las
propiedades 1, 2 y 4
de las traslaciones
(arreglando un poco
el enunciado).

3.- Deja un punto fijo,
salvo cuando damos
“vueltas completas",

Elementos generad. | baldosa minima
MOSAICO1 | Traslaciones
Giros
Simetrias
MOSAICO 2
Figura 2

Las tablas obtenidas por los alumnos, por grupos,
seran parecidas a éstas (fig. 3).
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Simetria

1.- Lleva asociado un eje
que queda fijo al efec-
tuar la simetria.

2.- Son inversas de si
mismas (como los gi-
ros de 1809).

3.- ¢,COémo son las rectas
que unen un punto y
su simétrico?

La composicién entre los elementos anterio-
res es también un movimiento.

Figura 3
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Quedan todavia una serie de preguntas sin respon-
der, que deberan responder los alumnos.

JPodemos definir movimientos en un plano
cualquiera, prescindiendo de mosaico?

¢,Coémo severan afeclados sus puntos al efectuar
un movimiento?

¢/Conservaran las mismas propiedades?

Los alumnos deben de estar capacitados para
definir una traslacion, giro o simetria en general y
preveer como acttan sobre un plano.

Conclusion

* Esta experiencia puede ser realizada con
alumnos de distintonivel. Para un primer o segundo
curso de bachiller la veo suficiente. Para cursos
mas elevados veo necesario el considerar (cuando
el curso no lo haya preguntado} por parte del
profesor de las siguientes cuestiones:

- ;Qué ocurre con la composicion de giros de
distinto centro?

- .Y con la composicion de simetria?

- ¢ Es todomovimiento composicion de simetria?

En mi opinién, para responder a estas ultimas
cuestiones, 1o mas cémodo es partir de movimien-
tos en general (estan ya definidos por los mismos
alumnos), y comprobar los resultados en nuestros
diversos mosaicos, pero sin renunciar a que sean
los propios alumnos los que pronostiquen, intuyan
e incluso encuentren la solucién!.

* Aparte de la ventaja desde el punto de vista de
la motivacién creo que de esta forma se hace mas

Bibliografia

(1) ALSINA, C. - PEREZ, R. - RUIZ, C. Simetria dina-
mica. Ed. Sintexis. Madrid 1989.

(2) Monografico sobre la Alhambra, EPSILON, Granada.

evidente y menos teérico el estudio de los movi-
mientos.

* El alumno cuenta con unos problemas en los
que de forma natural y casi por necesidad se
encuentra con unos conceptos, en principio, nada
faciles de visualizar como: grupo, generadores de
un grupo, composicion de movimientos, elc; fuera
de un ambiente matematico y que va obteniendo de
forma experimental.

* Se consigue una interrelacion entre ciencias
aparentemente tan distantes como Matematica y
Arte, Respecto a esto tltimo dice Servien: La mas
elebada voluptuosidad de los hombres es la apre-
hension de relaciones matemdalticas sencillas bajo la
infinita variedad de las cosas. Converlida en sen-
saciénes arte; convertida enconceplos, es ciencid....

Actividades complementarias:
Pueden realizarse las siguientes:

- Confeccion de puzzles y/o mosaicos a partir de
figuras geométricas y no geomeétricas.

- Estudio de algunos movimientos en el plano
inducidos desde el espacio tridimensonal:

* La simetria con desplazamiento como caso
particular del movimiento helicoidal espacial.

* La simetria en el plano como caso particular
del giro en el espacio.

J. Aurelio Mentero Sanchez.
P.N. del I.F.P. Baza

(3) ERNST, B., El espejo magico de M.C. Escher, Ed.
Taco. Berlin 1989.

Encuentro particularmente adecuado el desarrollo del tema que hace el libro Simetria Dindmica (1).
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SOBRE LA RESOLUCION DE ECUACIONES
CON CALCULADORAS GRAFICAS

Resumen

En el presente trabajo se estudia como utilizar
calculadoras graficas (modelo CASIO) para encon-
trar soluciones aproximadas de ecuaciones, y c0mo
puede continuarse el proceso iniciado hasta obte-
ner soluciones con cualquier grado de precision.

Elarticulo termina con el enunciado, y ejemplos
de aplicacién, de una regla general para resolver
cierta clase de ecuaciones trigonométricas.

Es conocido que las calculadoras con pantalla
grafica permiten resolver facilmente y con cual-
quier grado de precisién (dentro de sus limites
internos) la mayoria de las ecuaciones que plan-
tean combinando funciones elementales (e*, x", Vx,
senx, etc...)

Denotamos pro {(x) = 0 la ecuacién a resolver.
Ademas, para que se puedan seguir los ejemplos,
advertimos que usamos la calculadora grafica
mas sencilla que conocemos, la CASIO FX-7000G.

El proceso para obtener en primera aproxima-
cion las soluciones de la ecuacién suele constar,
basicamente, de tres etapas.

PRIMERA ETAPA: Consiste en establecer in-
tervalos adecuados (o rangos) de
las variables X e Y.

Llamaremos a esos intervalos [X .
Y..Y 1

min® ~ max
Como interesa hallar los puntos donde la
curvaY =f(x) cortaaleje horizontal,Y eY

min max

deben elegirse de forma que entre ellos se

XIH&X] y
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halle el 0. Por ejemplo, puede adoptarse la
costumbre de elegir Y, =-leY, =1.

(Ambos intervalos se eligen mediante la tecla
Range)

SEGUNDA ETAPA: Consisle en dibujar la grafica
Y =1{(x)

Para ello, se pulsa la tecla Graph y, a conti-
nuacion, se escribe la expresion { (x) y se
pulsa la tecla EXE.

Sea, por ejemplo, la ecuacion x* + sen (x) = 0,
ala cualnosreferiremos después. Para dibu-
jar la funcién, pulsariamos

Graphi|Alphafl + I x]f+ ] sin]] Alpha EXE

+

TERCERA ETAPA: Consiste en recorrer la cur-
va desde su izquierda hasta el Ul-
timo punto de corte con el eje hori-
zontal (tltima solucion).

Para ello, se pulsan las teclas Shift y Graph
{(funcién Trace). Se vera un valor de X, y un
punto parpadeante en la parte izquierda de la
curva. Entonces, pulsando la tecla cursor-
derecho se podra llevar ese punto sobre
las distintas soluciones; en cada una, vere-
mos el valor de Xy ya tendremos una primera
aproximacion de la misma.

Normalmente, la etapa dificil es la primera y,
mas concretamente, elegir los valores extremos
X .y X . Generalmente, se intentara que ambos
estén suficientemente separados como para que



.
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entre ellos queden situados todas las soluciones de
la ecuacién, o, al menos, todas las que nos puedan
interesar. Pero eso, ademas de requerir un analisis
previo de la féormula a representar, muchas veces
no es posible debido a las limitaciones fisicas de la
pantalla y ese inconveniente puede comportar se-
rias dificultades.

Como ejemplo, resolveremos la ecuacién men-
cionada antes:

x> +sen(x)=0

PRIMERA ETAPA

(En primer lugar, debe elegirse el radian
como unidad angular. para lo cual basta
pulsar las teclas[Mode][5)
Como sen(x) tiene sus valoresentre-1y 1, la
expresion x? + sen(x) nunca dara 0 si x?
supera 1. Por tanto, podemos elegir Xmin = -1
v Xmax = 1. Concretamente, pulsando la tecla
Range, podemos elegir los siguientes valores;

Xmin -1
max . 1
scl
Ymin -1
max . 1
scl ¢ 1

Después, tras dibujar la curva Y = x* + sen(x)
como ya dijimos (SEGUNDA ETAPA), veremos que
hay dos soluciones (puntos de corte con el eje OX).
Logicamente, una es O.

-0.8723404255

A continuacién (TERCERA ETAPA) activare-
mos la funciéon Trace y veremos a la izquierda el
punto parpadeante. Llevandolo hasta el eje X, vere-
mos el valor X = -0.8723404255. Pues bien, este
valor es una primera aproximacion de la solucién.

En resumen.

Una solucion de la ecuacion x* + sen(x) = 0 es.
aproximadamente, X = -0.8723404255.

Pero, obviamente, el dar un resultado aproxi-
mado no sirve de nada si sabemos responder a las
preguntas siguientes:

,Cudl es el error maximo cometido en esa
aproximacién?

,Como podemos obtener aproximaciones
mejores, incluso hasta alcanzar cualquier
grado de precisi6én prefijado?

Enseguida, lo veremos.

Error maximo de una solucién aproxi-
mada

Volvamos sobre nuestra ecuacion-ejemplo:
x? + sen(x) =0

El error maximo en la aproximacion
X =-0.8723404255, podemos obtenerlo anotan-
do los valores de X que corresponden al tltimo
punto encontrado por encima de la horizontaly al
primero encontrado por debajo de ella. Llama-
remos a esos valores anterior y posterior res-
pectivamente, y los denotaremos por Xa y Xp.

En nuestro ejemplo, se vera que:
Xa=-0.8936170213 Xp=-0.8510638298

De momento, s6lo estaremos seguros de que la
solucién esta entre Xa y Xp, luego podemos decir
que:

Una solucion aproximada es
X =-0.8723404255, y el error es menor
que Xp-Xa = 0.0425531915
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Cémo obtener aproximaciones mejores

Una forma de mejorar esa aproximacion consis-
te en dibujar de nuevo la funcién, pero cambiando
adecuadamente los rangos de la X y la Y. Con-
cretamente, podemos tomar Xmin = Xa, Xmax = Xp,
y elegir para Ymin € Ymax los valores correspon-
dientes a Xa y Xb (los cuales podran verse en la

pantalla utilizando la tecla [X < Y).

Otras formas, quiza en algan caso menos efi-
cientes, pero a nuestro juicio mas céomodas, se
basan en el uso de la funcién Factor, o el del
factor instantdneo. Personalmente, nos inclina-
mos por esta ultima, pues, aunque el proceso
puede ser mas lento, es mas facil, comodo, y no
requiere calculos, ni anotaciones.

Veamos cO6mo mejorar considerablemente
nuestra solucion aproximada utilizando repetida-
mente la funcién factor instantaneo.

PRIMERO: Situar de nuevo el punto parpadeante
eneleje horizontal (hasta ver nuestra
aproximacion X = -0.8723404255)

SEGUNDO: Repetir

la pulsacion de las teclas |[Shift| x| (es
el factor instantaneo de ampliacion
doble)

hasta que desaparezca el punto de
corte coneleje horizontal (o hasta que
la diferencia Xmax-Ymin sea inferior al
limite de error que deseemos).

(Si tal punto no desapareciera nunca
de la pantalla, estariamos ante la
solucion exacta, porque cada pulsa-
cién de aquellas teclas parte en dos el
intervalo {Xmin, Xmax], luego la longi-
tud de éste tiende a cero).
TERCERO: En cuanto desaparezca el punto de
corte con el eje 0X (solucion grdfica),
pulsemos las teclas [Shift |[+] y vol-
veremos a ver la solucion grafica.
Mediante la funcién Trace, llevemos
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el punto parpadeante al eje horizontal
Yy Veremos una aproximacion mejor
que la primera.

Concretamente, en nuestro ejemplo,
obtenemos:

Nueva aproximacion: X =-0.8766622385
Xa=-0.8769946853 Xp=-0.8764960151
Error < Xp-Xa = 0.0004986702

Es obvio que hemos logrado mejorar
considerablemente la precision, pues
el error maximo es mucho menor,

NOTA:En el ejemplo, la eleccion de rangos ha sido
facil. Pero, no suele serlo, ni atn cuando la
ecuacion parezca sencilla. Y si no, pruébese
con X*- 1000.001X?2 +1 = 0, donde el analisis
previo no es muy dificil (Ja ecuacion tiene
cuatro soluciones), pero “dificilmente” conse-
guiria el lector verlas en la pantalla. Ello
prueba que no hay normas para elegir el
rango aplicables a todo tipo de ecuaciones. No
obstante, podemos dar algunas para ciertos
tipos de ecuaciones.

Resolucién de ecuaciones trigonomé-
tricas

Llamaremos trigonométrica a una ecuacion en
la que la incognita X figure sélo como parte del
argumento de las funciones seno, coseno o tangen-
te. Por gjemplo, no consideramos trigonomeétrica la
ecuacion del ejemplo anterior, y si las cinco si-
guientes:

1. sen(2x) + 2cos?’x -2 =0
2. sen (x/3) + 2cosX - 1=0
3. sen(6x) + sen(4x) - 1 =0
4, tg(3x) - tg2x) +1 =0

5. V1-sen(x/6) - cos(x/4) =0



IDEAS PARA LA CLASE

Utilizando el caracter periddico de las funciones
sen, cos, tan, podemos dar una regla general para
cubrir la etapa de eleccion de rangos al resolver
ciertas ecuaciones (rigonomelricas.

REGLA: Si en la ecuacion los angulos son de la
Jorma kX, o de la formia kX+r, donde k se
supone entero, como enlos casos 1,3y 4,
puede elegirse el rango ast.

a) Xmin= 0 y Xmax= 2n/d, siendo d el
maximo comun divisor de los coeficien-
tes k de la variable X.

b) Si sélo aparece la_funcion tangente, con-
viene mas elegir Xmin= 0 y Xmax= 1/d,
stendo d el mismo namero del apartado
anterior.

Apliquémosla a los ejemplos anteriores.

1. ECUACION: sen(2x) + 2cos?x - 2 =0
RANGOS:
Xmin: O
max: 6.283185307 (puesd=m.c.d(2,1)=1)
scl: 0.785398163 ( 0 sea, n/4)

Ymin: -1
max:
scl: 1

Dibujo obtenido:

Se ven cuatro soluciones en el intervalo elegido
(La quinta es 2n y puede considerarse equivalente
a la solucion 0). Con la funcién Trace se encon-
traran las primeras aproximaciones:

0, 0.802, T, 3.943

Las demas soluciones resultaran sumando
multiplos enteros de 2r a las cuatro anteriores,

2. ECUACION: sen(x/3) + 2cosx - 1 =0

Con el cambio X/3 = X', resulta sen(x’) +
2cos(3x’) - 1 =0y éslaseresolvera graficamente
como en el caso anterior.

3. ECUACION: sen(6x) + sen {(4x) -1 =0

RANGO:
Xmin : O
max : 3.141592654 (puesd=m. c. d(6,4)=2)
scl 1 0.785398163

Ymin : -2,5 (se ve mejor la grafica)
max : 2,5
scl 1 1

Dibujo obtenido:

Se ven cuatro soluciones, que valen, en primera
aproximacién, 0.1003, 0.5013, 2.1389, 2.3395.
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Para obtener las demas soluciones, habra que
sumar a éstas multiplos enteros de 2n/d = r.

Por cierto, esta ultima ecuacién “no puede re-
solverse con las formulas trigonométricas” que se
ensenan en Bachillerato (y, por supuesto, la quinta
tampoco). Sin embargo, como acabamos de ver, es
muy facil resolverla si se utiliza una calculadora
grafica, lo que es una clara muestra, a nuestro
juicio, de la conveniencia de ensenar su manejo.

4. ECUACION: {g(3x) - tg(2x) + 1 =0
RANGOS: Xmin : O
max | 3.14159265 (n/d=n/1)
scl : 0.785398163 (n/4)
Ymin :-2,5
max . 2,5
scl ¢ 1

Dibujo obtenido:

Hay una sola solucién en el intervalo elegido.
Con la funcion Trace, resulta una primera aproxi-
macion: 2.7739. Las demas soluciones resultan
sumando a esa un multiplo de 7.
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V1-sen(x/6) - cos(x/4) = 0

5. ECUACION:
Conel cambio X/12 =X resulta V1 -sen(2x’) - cos(3x’)

=0y ésta puede resolverse eligiendo [Xmin, Xmax] =
[0,27]

Conclusiones

Las calculadoras graficas son herramientas

atiles y potentes para resolver ecuaciones que, de

otro modo, caerian fuera del nivel del Bachillerato.
Conellas, nosélo se puede hacer que esos alumnos
sean capaces de resolver facilmente muchas mas
ecuaciones, y mas variadas, que las que encontra-
ran en su libro de Matematicas, sino que, al mismo
tiempo, y como hemos comprobado personalmen-
te, pueden incrementar, y atin renovar, las posibi-
lidades didacticas del Profesor en otros temas.

No nos gustaria que nadie interpretara estas
lineas como una sugerencia a abandonar los mé-
todos tradicionales de resolucién de ecuaciones
trigonométricas, basados en el empleo de férmu-
las. Antes al contrario, creemos que tales métodos
deben ser mantenidos; pero, también podrian
complementarse usando calculadoras graficas,
aunque su utilizacién se redujera a comprobar,
como si de un juego se tratara, si las soluciones
obtenidas son correctas. A fin de cuentas, seria un
juego que podria desarrollar bastante la intuicion,
siempre necesaria en Matematicas, por habituar al
alumno a pensar graficamente ante ciertos proble-
mas algebraicos. Aunque mejor seria para talfin la
pantalla de un ordenador, parece que atn estamos
lejos del momento en que dicha pantalla sea tan
barata, nos quepa en el bolsillo y tengamos el aula
llena de ellas.

Francisco Gonzilez Majdn
I.B. Menéndez Pelayjo. Barcelona
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PAPIROFLEXIA: ACTIVIDADES PARA
INVESTIGAR EN CLASE DE MATEMATICAS

El plegado, ademas de tener reconocido valor
educativo en el desarrollo de habilidades
psicomoltoras, constituye un recurso importante
para ensenar Geometria en todas las etapas educa-
tivas. Sontantaslas posibilidades de la papiroflexia,
que no resulta demasiado dificil encontrar las
actividades, para el aula-taller de Matematicas,
que se adapten a cada edad o nivel.

La determinacion y obtencion de figuras recor-
tando y plegando papel o cartulina', nos permiten
crear condiciones en las que nueslros alumnos
planteen y resuelvan problemas, contando con
apoyo visual, manipulacion, y lo que es mas impor-
tante: nuevas formas de construccién y experi-
mentacion.

Se trata de algo mas que un material didactico
barato: llevar la papiroflexia a clase de Matemati-
cas, significa ofrecer un método de trabajo diverti-
do que favorece el desarrollo de la visién espacial,
las destrezas manuales, y la capacidad de concen-
tracion e imaginacién.

Para empezar necesitamos que los alumnos
conozcan técnicas elementales de plegadoy disponer
en el aula de hojas suficientes de papel.

De esta inagotable fuente de actividades voy a
destacar, por su interés didactico, las siguientes:

Julidn Baena Ruiz

¢ o Construccion de figuras: planas y tridimen-
sionales. (Descripciones y pasos a seguir, se pue-
den encontrar en cualquier libro de papiroflexia). Un
ejemplo puede verse en la foto 1 [5].

e Descripciony medida(s) (superficie y volumen)
de(en) dichas figuras.

¢ Relaciones entre las partes.

* Paso del plano al espacio: identificar en el
plano (hoja plana desplegada) elementos de la
figura obtenida en el espacio.

* Paso del espacio al plano (procedimiento reci-
proco al anterior)

° Establecimiento de leyes de dependencia entre
valores del plano (lamina) y del espacio (figura
obtenida).

! A diferencia de otros tratamientos del plegado, en papiroflexia, la rigidez de los cuerpos se consigue sin usar cola ni pegamento.
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figura 1
Las lineas discontinuas indican los pliegues «monte» y las
continuas los pliegues «alle».

Ahora bien, la papiroflexia es, ademas, un cam-
po de investigacién en la escuela.

Desde esta 6ptica, la Geometria se constituye en
herramienta generadora de nuevas formas. Distin-
tas investigaciones, propuestas por el profesor,
pueden permitir a los alumnos y a €l mismo,
descubrir variantes de un método de plegado que
generalicen una figura conocida, como después
veremos. El objetivo final consiste en descubrir
nuevas formas basicas de plegado.

Los dos ejemplos que presento son fruto de
experiencias personales tanto dentro como fuera
del aula.

El tronco pentagonal
(Experiencia 12-16)

Un amigo cocotélogo? me ensefid, en una con-
ferencia, a hacer ceniceros (troncos de piramide)
como el de la foto 2. Al dia siguiente, tras construir
en clase dicha figura y hacer un estudio de la
misma en el sentido expuesto anteriormente, pre-
gunté a los alumnos si se podria obtener un
cenicero analogo pero cuya base fuese pentagonal.
Nuestras investigaciones nos llevaron a construir-
lo (ver foto 3) a partir de una hoja pentagonal cuyos
pliegues vienen descritos en la figura 1. A ti, amigo

en el niimero 6, Irarte, M2 D.).

¢

lector, si deseas experimentar, te reto a que lo
construyas y encuentres el parametro (libre) que
determinala altura del tronco y que descubras una
nueva figura haciendo el cenicero hexagonal.

Una nueva forma de plegado (16-18)

Al construir un simple cenicero de papel, cuya
forma es de prisma rectangular, estamos generan-
do cuatro triedros (esquinas) cada uno de ellos
procedente de tres angulos rectos en el plano. A
partir de ese plegado y dando un tratamiento
matematico de generalizacion, hemos trabajado en
clase sobre el paso, mediante el plegamiento, de los
angulo planos a los diédricos asi como de tres

*Se usa cocotologia como sinénimo de papiroflexia. Los lectores de SUMA recordaran el articulo que sobre dicha «ciencia» aparecié»
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angulos planos a un triedro. Multiples experimen- * A partir de una forma basica obtener una
tos y tanteos nos llevaron a descubrir una nueva variante que la generalice.
forma basica de plegado: la que obtiene el tetraedro e Descubrimiento de nuevas [ormas basicas de

apartirde untriangulo equilatero. Lafiguraestaen  plegado.
lafoto 4 y se obtiene de una hoja cuya forma es un

triangulo equildlero. El siguiente diagrama resume los pasos a seguir:
FORMA BASICA GENERALIZACION
\ /
MATEMATIZACION
\
NUEVA FORMA FORMA BASICA VARIANTE
/
EXPERIMENTACION

Por ultimo, quiero animar a los lectores a que
participen de esta aventura.A que hagan una «ec-
tura matematica» en los libros de papiroflexia; con
toda seguridad van a descubrir figuras maravillosas
que, ademas de facilitar ideas para llevar al aula,
ayudaran a conocer y amar mas la Geometria.

Estas ejemplificaciones resumen las dos lineas
de investigacion sobre las que estamos experimen-
tando en clase:

Julidn Baena Ruiz
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PARA MEDIR ANGULOS

“Ahora podemos medir cualquier 4ngulo, in-
cluso diedros, mas facilmente”.

Este podria ser el anuncio de propaganda del
invento que os presento. No tiene nada de nuevo,
pues parece ser que los traumatoélogos lo viénen
utilizando desde hace unos anos para medir el
grado de desviacion de la columna verlebral en
algunos pacientes. De hecho, fue uno de ellos
quien me regalo mi primer ejemplar.

El fundamento es bien simple: Dos reglas idén-
ticas con un extremo semicircular en uno de los

cuales se imprime un circulo graduado. Las reglas -

se unen mediante un remache colocado en el
centro del circulo.

Si esto se hace en plastico transparente y flexi-
ble (como el de encuadernar, peromas consistente)
y se le anaden algunos detalles mas para facilitar
la medicion, tendremos este util “goniémetro”.
Detalles: “una linea eje” en cada regla, en sentido
longitudinal a lo largo del eje de simetria que pasa
por el centro del circulo; cantos graduados en
centimetros. Pienso que seria tutil, ademas, gra-
duar en centimetros también las “lineas eje” para
facilitar algunas tomas de medida (aunque quiza
restaria nitidez a las mediciones normales).

Para medir cualquier angulo, sélo hay que colo-
car el goniometro sobre €1, de forma que el centro
de giro coincida con el vértice y los trazos centrales
de las reglas con los lados del angulo.

Tal como se presenta el instrumento actual-
mente, permite tan solo la medida de angulos ya

Amaia Basarrate Zaldibar

construidos, pero no pennite la construccion de
angulos de medida dada. Para subsanar este in-
conveniente bastara con sustituir la linea eje de la
reglamovil por unaranura que permita la escritura
con lapiz o boligralo. ‘

Venlajas respectlo al transportador:
- Es mas clara y facil la medida de todos los

angulos planos, ya sean el dibujo, (rama cons-
truccion con mecanos, elc... (Foto n°1)

- Como permite medir angulos diedros, los
alumnos pueden efectuar mediciones direttlas de
angulos dentro y fuera del aula, medir angulos de
aberturas de puertas, venlanas, cajas, elc... (Foto
n°2). Este tipo de actividades les ayudara enorme-
mente en la comprension del concepto de angulo.
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Esta posibilidad de medir angulos diedros re-
presenta una serie de nuevas posibles actividades
a realizar con alumnos de la futura Secundaria
Obligatoria:

- Podran sorprenderse comprobando, por ejem-
plo, que aunque un tetraedro esta formado por
cuatro triangulos equilateros, cuyos angulos miden
60°, sus angulos diedros no miden 60°, sino algo
mas de 70°. La deduccién matematica la podran
hacer en cuanto tengan unas nociones de
trigonometria y asi podran contrastar resultados.
(Foto n?3).
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- Podemos llenar un plano con cuadrados y
también lo podemos llenar con triangulos
equilateros. ¢Podremos llenar el espacio con cu-
bos? ;Y con tetraedros? ¢Con qué otros poliedros
regulares?

- ¢,Con qué tipo de poligonos no regulares podre-
mos llenar un plano? ¢ Con qué poliedros irregula-
res podremos llenar el espacio? Estudio de las
secciones del cubo, sus angulos.

- Con Polydron o cualquier otra construccion y
este gonidmetro, se pueden plantear actividades de
trigonometria, sin salir del aula, para alumnos de
22 de B.U.P.

- Sujetando con pegamento un boligrafo sin
“mina”, a lo largo de la “linea eje” de la regla movil
- es decir, de la que no tiene el circulo graduado -
, se pueden efectuar todo tipo de medidas de
angulos necesarios para hallar alturas de edificios,
arboles, etc... Esta ultima actividad debera ser
contrastada con las medidas tomadas con trans-
portadores mas grandes y graduaciones mas finas
del circulo.

Espero que encontréis interesante su utiliza-
cion y que vuestros alumnos lo disfruten.

Del mismo modo, espero que las casas de mate-
rial didactico también lo encuentren interesante y
se dediquen a fabricarlo. Por el momento, tan sélo
las casas de ortopedia disponen de él.

Amaia Basarrate Zaldibar
L. B. José Miguel de Barandiaran.
Lejona (Vizcaya)
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INFORMACION

VIII CIAEM

CONFERENCIA INTERAMERICANA
DE EDUCACION MATEMATICA.

Celebrada en Miami - Florida. (Estados Unidos)

Los pasados dias del 3 al 7 de agosto tuvo lugar
en el recinto de la Universidad de Miami, Coral
Gables (Florida) la VIII CIAEM, donde se reunieron
cerca de doscientos profesores de Matematicas de
paises iberoamericanos, Estados Unidos, Canada
y de algunos europeos como Francia y Espafia,
todos ellos especialistas e interesados en la educa-
cién matematica.

Esta Conferencia que ya ha cumplido sus trein-
ta anos de existencia desde la celebracion de la
Primera en el afio 1961 en Bogota, y de forma
regular cada 4 a 5 afios en distintas capitales de
América, tuvo su sede en esta ocasién en los
Estados Unidos y en concreto correspondio a la
Universidad de Miami su organizacién. El comité
Interamericano de Educacién Matematica, cuyo
primer presidente fué el prestigioso matematico
norteamericano Marshall Stone y que tuvo como
primer representante en el ICMI (International
Commitee of Mathematics Instruction) al reconoci-
do profesor e investigador espafiol D, Luis Santald,
es el encargado de la organizacion de esta Confe-
rencia y de importantes estudios y trabajos en el
campo de la educacion Matematica en las Améri-
cas. Sus miembros actuales y en los que recayo la
organizacion de esta VIII Conferencia son:

Eduardo Luna, Republica Dominicana. Presi-
dente, v

Patrick Scott, EEUU, Vice-Presidente y Organi-
zador general.

Fidel Oteiza, Chile. Vice-Presidente.

Angel Ruiz, Costa Rica. Secretario.

Carlos Vasco, Colombia. Vocal,
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[3

Javier Dominguez Garcia

Marta Villavicencio, Perti. Vocal.

Ubitaran d"Ambrosio, Brasil. Ex-Presidente.
Emilio Lluis. Mexico. Representante en el ICMI.
El responsable local de organizacion fué el Pro-
fesor Gilberto Cuevas de la Facultad de Educa-
cion de la Universidad sede.

El principal patrocinador de la Conferencia fue
la UNESCO organismo que siempre ha colaborado
con aportaciones econdmicas y publicacion de
documentos y Actas. Ademas de la Universidad de
Miami, también colaboraron la Oficina de Coope-
racion Técnica Internacional de la Universidad de
Nuevo México, el Departamento de Matematicas y
Ciencia de la Computacion de la Barry University
y el Dade Country Council of Teachers of
Mathematics de los EEUU.

Lamayoria de las secciones del evento tuvieron
lugar en el edificio Pearson de la Universidad de
Miami, aunque algunos actos como el de apertura
se celebraron en el Aula Magna de la Facultad de
Leyes y las conferencias plenarias en el Learning
Center de la Universidad de Miami. Esta Univer-
sidad, que es la cuarta de los EEUU en ntmero de
alumnos, tiene sus especialidades mas prestigio-
sas en las facultades de Leyes, Medicina, Negocios
y Educacion. Hemos de destacar las muchas acti-
vidades dedicadas a la formacién de profesores
debido a la gran demanda que hay en el estado de
Florida por la immigracién tan grande que recibe.
Cada mes, alrededor de 700 escolares nuevos son
inscritos en sus escuelas, lo que indica que en ese
periodo debe abrirse una nueva escuela y de ahila
importancia en formar maestros para las mismas.
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La financiacion de la Universidad es privada, aun-
que recibe ayuda de las autoridades del Condado
de Dade al que pertenece geograficamente y de
otros Organismos publicos asi como de fundacio-
nes privadas o patrocinadores. Tiene unas magni-
ficas instalaciones tanto para la docencia como
para actividades complementarias tales como de-
portes, museos, comedores, salas de reunion, etc...,
todo ello en un inmenso campus rodeado de zonas
ajardinadas alrededor de una lago y edificios de
apartamentos y servicios para los estudiantes.
Dispone de un sistema de transporte interno y de
vigilancia y seguridad donde participan muchos
estudiantes que con esta labor se ayudan a pagar
sus estudios.

Actividades desarrolladas en la Confe-
rencia

Como en todas las reuniones de este tipo, los
actos programados fueron los clasicos, tales como:
mesas redondas, conferencias, comunicaciones,
exposiciones, posters, grupos de discusién y la
natural convivencia e intercambio de informacién
entre los participantes. También se celebraran
diversos actos sociales y de recreo como fueron un
cocktel el dia de la inauguracion o una visita al
Museo de la Ciencia.

El contenido cientifico de la Conferencia consis-
ti6 en:

LOS PANELES: Actividad donde un grupo de
expertos trataba sobre untema en dos sesiones. En
la primera se exponian las ideas por los panelistas
y en la segunda se debatia y discutia con los
asistentes. Estos paneles versaron sobre:

“Integracién del contexto Sociocultural en la
ensefianza de las Matematicas” moderado por Marta
Villavicencio de Peru.

“La ensenanza eficaz de las Matematicas”, mo-
derado por Roberto Baldino de Brasil.

“Usos innovativos de calculadoras y
computadoras”, moderado por Carlos Vasco de
Colombia.

LLAS CONFERENCIAS PLENARIAS:
“Las Matematicas modernas en las Ameéricas:

filosofia de una reforma”, impartida por Angel Ruiz
Zuniga de la Universidad de Costa Rica.

“The Joy of Mathematics”, (Los juegos en Mate-
maticas) por Peter Hilton de la State University of
New York (EEUU).

LOS GRUPOS DE DISCUSION:

Estaban previstos como sesiones de (rabajo
donde un grupo de profesores interesados en un
tema debatian y proponian ideas sobre educacion
matematica. Eran dirigidos por un profesor experto
nombrado de antemano por la organizacién. Se
reunieron en dos sesiones y trataron sobre los
siguientes temas propuestos por sus directores:

“Formacién de maestros”. Por Beatrizd Ambrosio
de Brasil.

“Aulasmulticulturalesy multilingues”. Por Elisa
Bonilla de Peru.

“Laboratorios de Matematicas en Secundaria”.
Por Doris Cetina.

“Resolucion de problemas”. Por Luiz Dante de
Brasil. ,

“Tecnologia audiovisual en Matematicas: Apli-
caciones”. Por Javier Dominguez de Espana.

“La ensefnanza de la estadistica”. Por Bayardo
Mejia de Guatemala.

“Deficiencias matematicas de los estudiantes de
nuevo ingreso en la Universidad”. Por Carmen
Ortiz de Puerto Rico.

“El uso de la historia de las Matematicas en las
aulas”. Por Carlos R.Vianna de Brasil.

LAS COMUNICACIONES:

Estas comunicaciones breves fueron sesiones
de veinte minutos para la exposicion y diez minu-
tos para preguntas o debate. Se presentaron 106
comunicaciones. Acompanamos en la fig. 1 una
tabla conla distribucién por paises. Enloreferente
a Espana, se presentaron nueve, por parte de los
once profesores espanoles participantes pertene-
cientes a colectivos o Universidades de nuestro
pais. Estos fueron:

Gonzalo Sanchez Vazquez, presidente de la Fe-

deracién de Sociedades de Profesores de Mate-

maticas.

Javier Pérez y Antonio Pérez, de la Sociedad

Andaluza de Profesores de Maternaticas “Thales”.

Paco Padilla y Javier Dominguez, de la Sociedad
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Canaria de Prolesores de Matematicas “Isaac
Newlon”.

Jose M" Galdon y Cristina Ramirez, del Grupo
AC de Tecnologia Educativa, de Madrid.

Lola Ugarte, de la Universidad de Zaragoza.
Joaquin Giménez de la Universidad de Barcelona.
Joaquin Fivilia, M* Teresa Raimmos de la Univer-
sidad de La Laguna.

EXPOSICIONES Y POSTERS:

Hubo una sesién especial de presentacion de
materiales, publicaciones, programas especiales,
etc... Destacamos los siguientes:

Presentacion del Ministerio de Educacién de
Colombia sobre nuevos curriculos en Matemati-
cas, a cargo de Celia Castilblanco y Carlos Vasco.

El programa “Matematica para la Familia” por
Mary Jo Cittadinno de los Estados Unidos.

Una metodologia para la ensenanza de la Geo-
metria Descriptiva por Marie Clire Pola de Brasil.

Textos de los hermanos Zuniga Topete de México.

Revistasvarias de Asociaciones de Proflesores de
Matematicas como las presentadas por los compa-
neros de la Sociedad Andaluza “Thales”.

Material Didactlico presentado por colegas bra-
silenos, asi como otro material variado y diverso de
representantes de los Estados Unidos.

ElGrupo AG de Tecnologia Educativa de Madrid
€xpuso transparencias para retroproyectlor aplica-
das al estudio de [unciones, limites y continuidad,

De forma generalla Conlerencia estuvo a un alto
nivel de participacion y debate en casi todas sus
secciones. Los problemas politicos y sociales en
Latinoamerica estuvieron continuamente presen-
tes ya que han dado un (renazo a la educacion en
general en esos paises y con ello a la educacién
Matematica. Grandes problemas econémicos ha-
cen que los presupuestos en educacién sean re-
cortados en muchos paises. No es el caso de los
Estados Unidos, Canaday los paises €uropeos, por
lo que en palabras del Presidente del Comité, Dr,
Eduardo Luna, la educacién en Lalinoamerica
debe hacerse desde olra 6ptica diferente a la de los
paises desarrollados. Anuncié para el proximo
ICME-7, a celebrar en Quebec (Canada) en agosto
de 1992, un grupo de trabajo sobre “Educacion
Matematica y recursos escasos” que sera modera-
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do por uno de los miembros del Comité Interame-
ricano, Fidel Oteiza de Chile.

El profesor Claude Gaulin de Canada hizo la
presentacion del ICME-7 y anuncié que para el
mismo se buscaran ayudas para que la participa-
cion latinoamericana sea considerable ya que hasta
ahora en estos encuentros internacionales ha ha-
bido predominancia sajona.

En el transcurso de la Conferencia se reunié el
Comité Interamericano para renovar a sus miem-
bros y anunciar los proximos encuentros interna-
cionales de esta indole. El nuevo Comité quedo
formado por:

Fidel Oteiza de Chile como Presidente.

Patrick Scott de EEUU, Vice-Presidente.

Angel Ruiz Zaniga, de Costa Rica, Secretario.

Marta Villavicencio de Perti, Vocal,

Carlos Vasco Uribe, de Colombia, Vocal.

Elfriede Wenzelberger, de México, Vocal.

Eduardo Luna de la Republica Dominicana

como ex-Presidente,

Este Comité sera el encargado de organizar las
proximas reuniones: El II CIBEM. Se decidi6 que
la proxima Conferencia (IX CIAEM), tenga lugar en
Santiago de Chile en elmes de Enero de 1995y que
laII CIBEM se celebre en Brasil en 1994 para la que
se formara un Comité Organizador formado por
Espana, Portugal y paises Americanos. El Organi-
zador de la misma sera Ubiratan d’ Ambrosio, de
Brasil.

Enelactode clausura intervino Gonzalo Sanchez
Vazquez, Presidente de la Federacion Espanola de
Sociedades de Profesores de Matemalicas, quien
destaco la importancia que tienen los paises ibero-
americanos en la educacion Matematica. Agrade-
ci6 a la UNESCO y al Comité Interamericano la
colaboracioén recibida para celebrar el I CIBEM el
pasado afo en Sevilla, evento que fue un éxito de
participacion y es otro encuentro importante den-
tro de los de este tipo en el contexto internacionatl.
Informo6 que ello ha colaborado al logro conseguido
de celebrar el ICME-8 en Sevilla el ano de 1996,
donde el espaniol sera idioma oficial. Esta informa-
cion fué acogida porlos asistentes con una salva de
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aplausos que interrumpieron su intervencién, no
PAISES Ne Participantes - N° Comunicaciones solo por ser la primera vez que un pais de habla
hispana consigue la organizacioén, sino también
ARGENTINA 8 3 porque nuestra lengua no es oficial hasta el mo-
BRASIL 20 26 mento en este tipo de encuentros, lo cual ha sido un
BARBADOS 1 0] obstaculo para la participacién de los paises lati-
CANADA 2 1 noamericanos. Asimismo animé a todos en seguir
COLOMBIA 4 3 trabajando por lamejora enla educacioén en general
COSTA RICA 9 7 con nuestra aportacién desde la instruccién Ma-
CUBA 1 1 tematica, como garantia para el progreso y desa-
CHILE 9 7 rrollo de los paises de latinoamerica en el futuro
EL SALVADOR 1 1 inmediato de esta década de fin de siglo.
ECUADOR 2 0
ESPANA 11 9 .
GUATEMALA 3 3 ~ Javier Dominguez Garcia
FRANCIA 1 1 Sociedad Canaria de Profesores
HAITI 1 1 de Matematicas "Isaac Newton”
HONDURAS 1 1
ISRAEL 1 0
MEXICO 22 9
PANAMA 2 9
PERU 4 4
PUERTO RICO 10 3
R. DOMINICANA 20 3
U.R.S.S. 2 2
URUGUAY 4 3
U.S.A. 24 14
VENEZUELA 7 4

Figura 1
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UN MODELO DE CONVIVENCIA EN TORNO A LA
MATEMATICA: "LA OLIMPIADA NACIONAL"

José Romero Sanchez

Los cambios cientificos, tecnolégicos y
metodoldgicos hacen dificil predecir cuales han de
ser los conocimientos que cualquier joven necesi-
tara -al concluir su etapa educativa. Pero nadie
duda que precisara una sélida preparacién mate-
matica.

En la sociedad actual las matematicas se incor-
poran torrencialmente en multitud de actividades,
y determinados aspectos forman parte del glosario
de términos del lenguaje usual.
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De todas las actividades que forman parte de la
educacién matematica, destaca sobremanera “la
resolucién de problemas”, ya que en ello se com-
binan: la hipétesis, la creatividad, la imaginacién,
el placer ludico, el orden, la tenacidad, la capaci-
dad de abstraerse..., y el fomento del ego personal.

Con la puesta en marcha, por parte de diversas
sociedades matematicas, de las Olimpiadas y Cer-
tamenes se quiere contribuir al desarrollo de la
inquietud por la mejora de la ensefianza de las



INFORMACION

matematicas, provocando una mayor sensibiliza-
cion hacia las Ciencias Exactas. Y se ha escogido el
momento en el que los escolares terminan la EGB,
como edad idénea para la celebracién de estas
pruebas; ya que aun no se han desarrollado en
demasia las fobias y miedos hacia esta disciplina.

Cuando la década de los 80 acabada de comen-
zar, un grupo de profesores de todo el territorio
peninsular e insular prepararon sus maletas, sa-
caron sus billetes e hicieron viajar sus anhelos
renovadores para poner en marcha la maquina de:
congresos, jornadas, seminarios, certamenes ma-
tematicos, y un largo etc...

Tras un penoso caminar, en 1989, ese viaje en
eltren imaginario de sus inquietudes profesionales
se manifiesta como un gran horizonte luminoso en
compania de otras sociedades que viajan en el
vagon de la Federacion Espariola de Profesores de
Matematica.

Poniendo los motores en marcha, haciendo que
las maquinas y los vagones giren sus pesadas
ruedas por los railes del tiempo y aunando el
esfuerzo de todas las sociedades, miraremos por la
ventanilla para situarnos en:

Primera Estacién: “NAFARROA - IRUNEA
1990".

En este lugar empezo6 el lento caminar de la I
Olimpiada Matematica Nacional, con un vagén
repleto de ilusionesy viajeros de Canarias, Aragon,
Andalucia, Murcia, Albacete y Navarra.

La prueba individual se celebré en el marco
incomparable del Castillo de Olite y la de parejas en
elrecinto amurallado de la Ciudadela de Pamplona.

Segunda estaciéon: “CANARIAS 1991".

Guaguas circulando por las calles de Tenerife,
Las Palmas y Lanzarote, guanches, el Teide en todo
el horizonte y miles de cepas esperando la caricia
suave del rocio nocturno. Aqui... el numero de
olimpicos habia aumentado, pues a las comunida-
des del anio anterior se unieron Castellén y el
Principado de Andorra.

La prueba individual se celebr6 en la montaria
de Arucasy la de parejas en un escenario bellisimo,
Las Canadas del Teide.

El chucu-chucu-chu del tren FESPM alargé
su recorrido cruzando la frontera pirendicay en
L'Ecole Polytechnique tres esparoles embajado-
res matematicos: David Garcia Alvarez, Juan A.
Mates Valdivielso y Patricio Molina Corpas, inten-
taron derrochar el depésito de particulas de Con-
vivencia que la FESPM quiere imprimir en este
certamen. Pero amén de un noveno puesto entre un
centenar de franceses, suizos, belgas, marroquies
y tunecinos y un gratisimo recorrido por Paris, la
decepcién hizo acto de presencia en estos tres
chavales.

Como muestra de lo anterior reproduzco lite-
ralmente algunas observaciones de ellos:

“La Prueba... para que contar. Sin razonamiento,
solo se puntua el resultado con 0 6 1”,

“Con el planteamiento del certamenno he podido
ampliar el circulo de mis amistades, que era lo que
yo esperaba’.
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Si bien en la revista SUMA aparecid reciente-
mente un articulo detallando los pormenores de los
Juegos Matematicos, quisiera hacer algunas
puntualizaciones tras mi vivencia:

- Los tres alumnos espanoles fueron encuadra-
dos en el grupo C2 y tuvieron que resolver en dos
jormadas 6 problemas cada dia.

- De los 12 problemas propuestos en cada jor-
nada, el grupo C1 debia resolver los 4 primeros, el
grupo C2 los 6 primeros, el gran grupo y lycées los
9 primeros y el grupo alta competicion la totalidad
de los ejercicios.

- A la gran final se podia acceder habiendo
salvado las distintas cribas eliminatorias o bien
accediendo al concurso paralelo, independiente-
mente de haber sido o no eliminado.

- El planteamiento es totalmente contrario al de
la Federacién, pues prima el aspecto econdémico
sobre el de convivencia.

- Participar implica pagar una cuota de ins-
cripcion.

- Las casas comerciales son un eslabén
importantisimo en los Juegos Matematicos.

- EIRAMA fue el momento mas positivo de todos
“les Jeux Mathématiques”. En un salén se reunieron
todos los participantes, el equipo organizador y el
equipo que elaboré la prueba. Tras una explicaciéon
exhaustiva de los problemas por los autores, se
entablé un debate sobre los diferentes caminos
seguidos para conseguir la solucion.

A continuacion publicamos los problemas pro-
puestos en La Olimpiada Nacional tanto en la parte
individual como en la de parejas. En el suplemento
"Para Coleccionar” del N° 10 apareceran los doce
ejercicios de los “Jeux Mathématiques”.

Olimpiada Nacional
Prueba Individual.-

1.- En una votacidén para la eleccién de un
alcalde entre dos candidatos Ay B, se emiten nueve
votosy gana A por uno. Hallar y describir el niimero
de maneras en que pueden contarse las papeletas
de votacién, de tal forma que siempre vaya por
delante el candidato ganador.
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2.- En la Agencia de Investigaciones M.I.A.
(Matematicas Investigadas y Aclaradas), se han de
resolver cierto nimero de misiones, pero dispone-
mos de un namero de agentes tal que: si encarga-
mos una mision a cada agente, sobran “x” misio-
nes; pero si damos x misiones a cada agente, se
quedan “x” agentes sin misién. Como los agentes 'y
misiones suman menos de quince, j,sabrias decirnos
cuantos agentes y misiones son?.

Por supuesto que nuestro especial agente 007 1o

resolvi6 en dos patadas.

3.- Las reglas del “TRES EN RAYAS"” son bien
conocidas, sobre un tablero de 3x3 dos jugadores,
alternativamente, colocan sus piezas (cruces o
monedas, por ejemplo) sobre las casillas del table-
ro. Gana quien logra primero colocar tres de sus
piezas en linea. Pues bien, observando las figuras
1,2y 3y considerando que ninguno de los jugadores
es bobo, resuelve las siguientes situaciones:

- Eneltablero delafigura 1, scual fue el primero
en jugar: cruces o monedas?.

- En el tablero de la figura 2, ¢ es posible que se
dé esta situacién?.

- En el tablero de la figura 3, sen qué casilla se
hizo la altima jugada?.

Explicalo adecuadamente.

X
O

O
OX
XO[X

Figura 2

0|0

X
O

Figura 1

X| | X

O

Figura 3
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4.- Se quiere batir el record Guinnes de
apilamiento de pelotas de tenis. Para ello, se forma
una piramide de base cuadrada adosando las
pelotas y disminuyendo en cada capa una pelota
por lado de los sucesivos cuadrados hasta la bola
final, que formara el vértice superior de la pirami-
de.

Sabiendo que el numero de bolas del lado de la
base es 1000, ¢scuantas pelotas se veran externa-
mente?.

5.- Demuestra que siel producto de losnameros
anterior y posterior a un multiplo cualquiera de 6
le sumamos 1, el resultado es multiplo de 36.

6.- Demuestra que el angulo A de la figura es
recto. Ellado opuesto al angulo es un diametro del
circulo.

7.- Tenemos el numero suficiente de cubitos
como el de la figura 1. Los apilamos formando un
cubo de 2x2x2= 8 cubitos. /Cuantos cubitos no se
ven sin variar el punto de vista de la figura? Basta
con que veas una de las caras del cubito para
considerar que se ve. (figura 2).

Tomamos 27 cubitos y los apilamos hasta for-
mar el cubo de 3x3x3 (figura 3}); ¢cuantos cubitos
‘o ves?.

Se hace lo mismo con el cubo 4x4x4= 64.
¢Cuantos cubitos no ves? 5Y en el caso de que se
apilen nxnxn= n® cubitos?.

Explica las conclusiones a las que llegues.

Figura 1 Figura 2
e f f ﬁ/k
d lr/l /I : g
/ A
/ // /'/j 4 v
i i
/']

Figura 3

8.- jMira que facil se “simplifican” esta serie de
fracciones!
166 1

16 1 1666 1

6664 4
JHay fracciones, como la primera de la serie,
donde el numerador y el denominador son nume-
ros entre 10 y 100, con sus cifras diferentes, y que
se “simplifican” de igual manera?®.
¢Generan fracciones de forma diferente a como
16

lo hace —— ?
64

Encuentra una ley general para esta clase de
fracciones.
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9.- En el pais de los numeros andan locos para
intentar colocar las cifras 1,2,3,4,5,6,7 y 8 en los
ocho espacios de esta superlicie circular, atendien-
do a la siguiente condicion:

No pueden estar dos numeros consecutivos
formando frontera por linea, ni vertice. Puedes
encontrar una soluciéon?.

I

.

10.- Sialos términos de una fraccion irreducible
se les suma el denominador y a la fraccion resul-
tante se le resta la fraccién de partida, se obtiene de
nuevo ésta. ¢De qué fraccion se trata?.

Prueba por Parejas.-

Descripcion: Estamos en el Parador Nacional de
Las Canadas del Teide que se encuentra en el
interior del Parque Nacional del mismo nombre.
Como se puede observar, es un paraje de singular
belleza que merece la pena admirar y preservar.

Uno de los elementos paisajisticos mas notable
de este lugar es la majestuosa imagen del Pico
Teide que, como sabes, es el punto mas alto de
Espania y de todo el Atlantico Norte.

Las Canadas del Teide es una caldera de las
llamadas de hundimiento. Esto quiere decir que
habia aqui una montana que, en un momento
determinado, se hundi6 y di6é lugar a la caldera.

Pero vamos a orientar tu atenciéon hacia los
aspectos un poco mas matematicos y estudiar
algunas cuestiones curiosas que, por cierto, pocas
personas conocern.
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La forma cénica que observas en el Pico Teide se
repite mucho a lo largo de la geografia de las islas.
Es una formacion montanosa muy tipica de los
volcanes y se debe a los materiales expulsados por
la boca del volcan, se van acumulando a su alrede-
dor, dando lugar asi, a lo que se conoce como cono
volcanico. Si te fijas, a partir de ahora identificaras
muchos conos volcanicos en tus recorridos por las
islas.

Actividad.- La actividad que te proponemos
tiene que ver con el cono volcanico que vemos en
frente: el del Pico del Teide. Para ello te hemos
entregado un mapa del Parque Nacional, una regla
y una calculadora. Vas a hacer ahora una estima-
cion sobre el volumen de ese cono, teniendo en
cuenta las siguientes instrucciones:

- Considera que la forma del cono volcanico es
perfecta. Recuerda que el volumen de un cono se
calcula multiplicando la superficie de su base por
la altura y dividiendo por tres.

- Convenimos en considerar la linea de nivel de
la parte baja del teleférico, como la base del cono.
Por tanto, el radio de la base se calculara midiendo
sobre elmapa la distancia que hay desde ese punto
hasta el Picoy aplicando la escala que se indica en
el mapa.

- Observando las lineas de nivel, podras obtener
laaltura a la que se encuentra el Pico sobre la linea
que hemos considerado como la base del cono.

Cuestiones.- Ahora responde a las siguientes
cuestiones, procurando explicar los calculos que
realizas, las formulas que empleas y presentar los
resultados de la forma mas clara posible:

12.- Calcula el volumen, aproximado, del cono
volcanico del Teide, tal y como se te explica en el
apartado "ACTIVIDAD”.

28.- Supongamos que se desea trasladar todo el
material que forma el cono, es decir, dejar un llano
alaalturadelalinea de nivel que hemos convenido.
Suponiendo que cada minuto saliesen diez camio-
nes con diez metros cubicos de materiales cada
uno, y durante las 24 horas del dia. ¢Cuanto
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tiempo se tardaria en trasladar todo ese volumen
de tierras volcanicas?. ¢Cuantos viajes hay que
dar?.

3%.- El material extraido se va a utilizar para
ganar terreno al mar, asi que los camiones van a ir
descargando en una franja que se ird adentrando
en el mar. La franja tiene 100 m de frente y una
altura media de 80 m. Cuando descarguen el
ultimo camion, ¢,qué largo tendra la franja?.

4%.- Una vez que se ha trasladado todo el mate-
rial, quedara una enorme superficie plana circular
donde antes estaba el cono. Considerando que un
campo de fitbol mide 60x120 metros cuadrados.
¢Cuantos campos caben en el circulo? ;Seguro?

José Romero Sdnchez
Coordinador Nacional de la Olimpiada
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EL ICME-8 DE 1996, EN SEVILLA

Nos complace informar a todos los participantes
en la VIII CIAEM, que el Comité Ejecutivo del ICMI
(International Comission on Mathematical
Instruction) ha acordado por unanimidad en su
ultima reunion, celebrada en Madrid el 9 de Abril
de 1991, aceptar el ofrecimiento que la Federacion
Esparfiola de Sociedades de Profesores de Matema-
ticas present6 como organizadora del 8° Congreso
Internacional de Educaciéon Matematica (ICME-8)
en 1996, en la ciudad esparniola de Sevilla.

)

La Sociedad Andaluza de Educacion Matemati-
ca “THALES", en representacién de la Federacion,
ha asumidola responsabilidad de llevar a cabo este
encuentro internacional. La SAEM “THALES” orga-
niz6 en Sevilla el 1° Congreso Iberoamericano de
Educacién Matematica (I CIBEM) en septiembre de
1990, al que asistieron unos ochocientos profeso-
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res, de ellos mas de ciento cincuenta americanos y
cerca de cien portugueses.

Con este anuncio, pretendemos animaros a
preparar ya vuestra participacion en dicho Congre-
so en el que deseamos tenga una presencia impor-
tante la Comunidad Iberoamericana. Estamos se-
gurosde que con el apoyo de todos vosotros haremos
frente con éxito al reto que supone para nuestra
area cultural que la Comunidad Matematica Inter-
nacional nos haya confiado la organizacién de tan
importante acontecimiento.

iBienvenidos a Sevilla en 1996

Gonzalo Sdnchez Vazquez
Presidente de la FESPM
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ICTMA 5

Se ha celebrado en Noordwijkerhout (Holanda)
durante el pasado mes de Septiembre la 52 edicion
del ICTMA (International Conference of
Mathematicall Modelling and Aplications). La or-
ganizacion estuvo a cargo de los componentes del
Instituto Freudentahl (antes OW&OC) cuyo direc-
tor - Jan de Lang - es bien conocido en Espana por
el Proyecto IOWO, traducido en parte al castellano.

A lo largo del Congreso se desarrollaron en
paralelo unas sesenta sesiones de trabajo, dedicadas
la mayor parte de ellas a presentar experiencias
sobre construccién y aplicacion de modelos mate-
maticos a las ciencias fisicas y naturales, ciencias
sociales, arte, etc..., tanto para la ensenanza Pri-
maria como Secundaria.

Entre las sesiones plenarias, cabe destacar las
que estuvierona cargo de Christine Keitel (“Modelos
matematicos implicitos en la practica social y
ensenanza de la modelizaciéon matematica”), Gila
Hanna y Peter Harrison (“Fractales en el curriculo
de Matematicas) y J. M. Kantor (*“Mostrando la
importancia de las Matematicas a través de
videofilms”).

La proxima ediciéon tendra lugar en 1993, en
EE.UU., y sera anunciada oportunamente a través
de las paginas de SUMA.

M? Jestis Luelmo
L.B. San Mateo
Madrid
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TESIS DOCTORAL

Enla comunidad matematica estamos de enho-
rabuena, el pasado mes de Enero, M2, Luz Callejo
de la Vega ley6 su tesis doctoral en la Universidad
Paris VII, dirigida por la profesora Dra. Josette
Adda de la Universidad Lumiére (Lyon II). El titulo
de la tesis es “Les représentations graphiques dans
larésolution de problémes de type Olympiades: Une
expérience de Club mathématique” [Las represen-
taciones graficas en la resolucién de problemas de
tipo Olimpiadas: Una experiencia de Club matemé-
tico], y la propia autora nos hace un comentario-
resumen del contenido de la misma.

Resumen de la Tesis

Este trabajo de investigacién supone un esfuer-
zo por comprender mejor el papel que las represen-
taciones graficas pueden jugar en la resolucién de
problemas matematicos y se ha centrado en el
estudio sistematico de los aspectos siguientes:

- los elementos que determinan la eleccién, la
interpretacion y las modificaciones de las repre-
sentaciones graficas en los comportamientos de
resolucién de problemas:

- las consecuencias de un entrenamiento en
resolucion de problemas en la utilizacion de repre-
sentaciones graficas.

Dicho estudio ha estado motivado por la
constatacion del deterioro sufrido por la educacién
matematica, y en particular por la resolucién de
“verdaderos problemas” en Espana en las ultimas
décadas, y también por el declive del aspecto visual
de las matematicas en beneficio de los aspectos
simbolicos, verbales y analiticos.
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M*® Luz Callejo

.Las hipétesis de partida planteadas al co-
mienzo de este estudio son las siguientes:

Primera hipétesis: La forma en que esta re-
dactado el texto de un problema influye en la
eleccion y en la interpretacion de la primera repre-
sentacion grafica.

La eleccion de esta representacion grafica va a
influir en la eleccién de la estrategia de resolucion.
De la misma forma, si se elige primero la estrategia
de resolucion, ésta influira en la eleccién de la
primera representacion grafica.

La sucesion de representaciones graficas dibu-
Jadas en la resolucién de un problema esta
influenciada por la primera representacion.

La confirmacién de esta hipétesis significaria
que en el proceso de resolucion de un problema es
necesario saber cambiar de representacion, a fin de
encontrar la buena estrategia de resolucién. Por
tanto hace falta preparar a los estudiantes con
objeto de que empleen las representaciones grafi-
cas de forma fluida y flexible. Se formula pues asi
la Segunda Hipétesis:

Si se hace reflexionar a los estudiantes sobre la
forma en que eligen las representaciones graficas,
se puede favorecer en ellos flexibilidad para que
cambien de representacién grafica y cierta fluidez
bara que consideren varias representaciones gra-
ficas. La flexibilidad y la fluidez les ayudaran a
encontrar la buena estrategia de resolucién. Es
pues necesario entrenar a los estudiantes para
favorecerles una actitud reflexiva, critica y abierta
ante la resolucion de problemas.




INFORMACION

Para hacer este estudio se cont6 conlas hojas de
resolucion de problemas de los participantes en
algunas de las fases finales de las Olimpiadas
Matematicas Espanolas (OME). El estudio de este
material permitia una aproximacién interesante
pero limitada al tema de investigacion. Por ello se
organiz6 un Club matematico con estudiantes de
bachillerato, que condujo la autora del trabajo,
para explorar las formas de pensamiento de sus
componentesy arrojar asi mas luz sobre el empleo
de representaciones graficas en el proceso de reso-
lucion de problemas. Los problemas seleccionados
se propusieron también en dos clases de COU de
Ciencias.

El entrenamiento de los estudiantes del Club
matematico trataba, como hemos dicho, de desa-
rrollar una actitud reflexiva, critica y abierta para
resolver verdaderos problemas y se ha fundado: en
lareflexion sobre el comportamiento seguido; en la
explicacion de este comportamiento, y en el trabajo
y discusion en grupo. Tras la reflexion sobre dicho
comportamiento, los estudiantes debian exponer
al grupo el proceso de resolucién. Esto di6 lugar a
una discusiéon moderada por la autora del trabajo,
en el curso de la cual se explicitaban los procedi-
mientos que habian contemplado los estudiantes.
Asise traté de comprender por qué ciertos caminos
no conducian a la solucion, y se intento profundi-
zar hasta el final. En altimo lugar se considerd el
papel que las representaciones graficas habian
jugado en el proceso de resolucién.

La recogida de datos acerca de los comporta-
mientos de los estudiantes en la resolucion de
problemas se hizo a partir de las hojas de resolu-
cion (borrador, semiborrador y hojas de limpio) de
los participantes en las OME y de los alumnos de
COU, de los protocolos de los componentes del
Club matematico y de entrevistas individuales a
estos ultimos.

El analisis de datos de las hojas y de los proto-
colos de resolucion tuvo en cuenta los siguientes
aspectos: en primer lugar la eleccién o no de una
representacion grafica; en segundo lugar la inter-
pretacién de la representacién grafica y el papel
quejuega ésta enla aplicaciéon de una estrategia de
resolucion y en tercer lugar las modificaciones de

las representaciones graficas a lo largo del proceso
de resolucion.

En el analisis de la evolucion de los estudiantes
entrenados en el Club matematico, se tomé como
punto de referencia sus comportamientos durante
las primeras sesiones en el Club y se estudié en
detalle: el comportamiento general de resolucién
(familiarizaciéon con el problema, busqueda de va-
rias estrategias, eleccion de una estrategia y desa-
rrollo de la misma, revision del proceso), las dife-
rentes ideas puestas en juego y la capacidad para
adaptarlas a las nuevas situaciones y el conoci-
miento que cada estudiante tiene de si mismo.

En el trabajo se hace una aproximacion al tema
de dos modos complementarios; un estudio sincro-
nico acercade los comportamientos de cada uno de
los grupos de poblacién en relacion a las represen-
taciones graficas utilizadas en la resolucion de 6
problemas de las fases finales de las OME y de 2
problemas relacionados con éstos; un estudio
diacroénico, caso por caso, de la evolucién de 10
participantes en el club durante el entrenamiento
que han seguido en el mismo.

El estudio sincrénico se estructura en torno a
cuatro series de problemas:

- Minimizacién de caminos: 4 problemas en los
que se trata de encontrar la linea poligonal mas
corta entre dos puntos, imponiéndole algunas con-
diciones;

- Problemas alrededor de un tridngulo equilatero:
se proponen 6 versiones de un mismo problema.

- Expresiones algebraicas e interpretaciones
geométricas: 2 problemas en los que el transfert del
dominio algebraico al dominio geométrico ayuda
en su resolucion;

- Puntos y flechas, un problema que puede ser
ilustrado mediante un grafo.

Alfinal de esta parte se pueden esbozar algunas
conclusiones parciales entre las que destacamos
las siguientes: :

1) En relacién a los grupos de poblacion, se
constaté por unlado que los bloqueos engendrados
por las representaciones graficas, y en particular
por la presentacién del problema son mayores en
los alumnos de las clases de COU que en los otros
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grupos de poblacién; por otro lado que los estu-
diantes del Club y los participantes en las OME
determinan mejor el papel que las representacio-
nes graficas deben jugar en la resolucién de modo
que les ayude en la misma.

2) En relacién al tipo de estrategia elegida, se
manifesté una preferencia por las estrategias de
tipo analitico sobre las de tipo geométrico. Esta
preferencia, junto con la “rigidez geomeétrica” han
determinado la aparicion y persistencia de deter-
minadas representaciones graficas que bloquean
al estudiante en el proceso de resolucion.’

El estudio de los participantes del Club mate-
matico, caso por caso, ha permitido destacar las
relaciones entre las representaciones graficasylas
caracteristicas individuales de los sujetos y enri-
quecer y matizar las conclusiones anteriores.

De forma breve eshozamos las conclusiones
finales de este trabajo:

* Respecto a la primera hipétesis segun la cual
se relacionaba la eleccién de la primera represen-
tacion grafica dibujada enlabusqueda de la solucién
con la presentacion del problema, no sélo se ha
confirmado sino que ha aparecido una nueva va-
riable independiente: las habilidades especificas
desarrolladas por los estudiantes como los cono-
cimientos de programacion de ordenadores o de
otras ramas cientificas. Respecto ala presentacion
del problema se distinguieron dos aspectos: la
formulacioén del problema (palabras, signos, grafi-
cos, orden en que se da la informacién, forma de
plantear la cuestion, contexto extramatematico del
enunciado) y las condiciones en que el problema ha
sido formulado (presupuestos de la comunicacion,
sobreentendidos, leyes del discurso, pragmatica
del cuestionamiento escolar). Con relacién ala
formulacion del problema se constaté que ésta ha
determinado las representaciones graficas cuyo
papel es resumir o ilustrar el enunciado, en par-
ticular en el caso de enunciados de problemas
geométricos; respecto a las condiciones de enun-
ciacion se ha podido comprobar que dichas condi-
ciones han determinado las “representaciones-
tipo” asociadas a ciertos problemas,
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La primera hipétesis afirmaba también la in-
fluencia de la primera representacion grafica sobre
las que se dibujarian mas tarde. En el conjunto de
representaciones dibujadas podemos distinguir una
representacion que llamaremos generatriz, y en
algunos casosvarias representaciones generatrices,
que se caracterizan porque cada una de las otras
puede reducirse a la(s) generatriz(ces) de distintas
formas, dependiendo de la familiarizaciéon del es-
tudiante con distintas aproximaciones a la re alidad
(por ejemplo, los conocimientos de programacion o
de otras ramas cientificas).

* La segunda hipétesis esbozaba un tipo de
entrenamiento que pretendia que los estudiantes
no se aferrasen exclusivamente a sus propias
representaciones graficas sino que también con-
templaran las que utilizaban sus companeros, que
rellexionasen ante el enunciado de un problema,
que lo estudiasen, lo explorasen y fuesen capaces
de buscar otras formulaciones en lenguaje natural
o grafico. En las entrevistas individuales, los es-
tudiantes han advertido los hechos siguientes en
relacion al empleo de representaciones graficas:
haber concebido ciertas representaciones graficas
intentando imitar a sus companeros; haber des-
cubierto una adecuada utilizacién de las represen-
taciones graficas durante su estancia en el Club;
haber apreciado las representaciones graficas ori-
ginales empleadas por dos de sus companeros.
Estas afirmaciones se pueden corroborar con los
protocolos de resolucién. Ademas, los estudiantes
han prestado especial atencion a los siguientes
procedimientos: salirse del cuadro (fisico o mental)
delimitado por el problema: descomponer y re-
componer la situacién y dinamizar un problema
planteado de forma estéitica, aunque no todos los
hayan interiorizado de la misma forma.

Por dltimo la evolucion de los estudiantes ha
sido mas claramente positiva en los de tendencia
‘geométrica” que en los de tendencia “analitica”,
segun la clasificacion de los espiritus matematicos
hecha por Krutetskii,

M* Luz Callejo. Profesora
de Didactica de las Matemdticas
del I.LP.E.S. de Madrid.
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RESENAS

LES AVENTURES D'ANSELME LANTURLU

Jean Pierre Petit

El material de divulgacion cientifica es siempre un recurso
didactico a tener en cuenta por la comunidad docente, mas atn
si se trata de comics y estos retinen la calidad de los publicados
por esta editorial francesa. No es frecuente que un libro de
divulgacion retina a autores que dominen los campos del comic
y de la ciencia, como tampoco es facil que se puedan presentar
los problemas, de cada rama tratada, con actividades origina-
les, intuitivas y comprensibles para alumnos de ensenanzas
medias. Tal como senalan los autores en la presentacién de la
coleccidén, «. un curso o un texto de vulgarizacién es una
satisfaccion....jjjpara el autor!!!. {El comic cientifico, al contrario,
representa el triunfo del lector!. El lector se identifica con los
personajes, experimenta y vive los mas altos descubrimientos
de la ciencia a medida que la descubre. Por todo ello, la coleccién
que aqui se presenta resulta especialmente atractiva, tanto
para el uso de alumnos como de profesores, con lo que tiene
ganado un lugar en la biblioteca cientifica de los centros de
ensefianza, tanto como en los Seminarios y Departamentos de
dichos centros o en la biblioteca particular de los amantes de la
divulgacién cientifica. ‘

La coleccién retine textos de diversos autores, entre los que
comentamos la serie dedicada al personaje Anselme Lanturlu,
cuyos titulos son tan sugerentes como :«El Geometricon, «El
Topologicon», «<La informatica», entre los dedicados a las ma-
tematicas, asicomo «Todo es relativo», «<El agujero negro», «Big
Bang», «Mil billones de soles», <Energéticamente vuestro»,
«Cosmic Story», etc, dedicados a otras ciencias.

En cada uno de los libros, el personaje, Anselme Lanturly,
realiza un viaje recorriendo paises/problemas practicos de los
campos cientificos tratados. La resolucién manipulativa de los
problemas le permitira llegar a conflictos cognitivos que debe
superar con la ayuda de expertos. Asi, en «Todo es relativo», sera
el Sr. Albert, duernio del tiovivo mas rapido del mundo, en el que
surgen los problemas de la teoria relativista, quien le ayude a
desvelar estos problemas; en «El Geometricorn, la «Casa Euclides»
envia por correspondencia, material para: trazar geodésicas,
calcular areas (baldosas) y perimetros (cerca metalica) y sumi-
nistra ayuda en caso de dificultad, sin que esta ayuda dé por si
sola la solucién a los conflictos plénteados.
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La trama asi tejida, junto con la riqueza plastica que permite
la técnica del comic, nos va introduciendo en los razonamientos
realizados por el personaje, mostrando de forma verosimil las
contradicciones entre estos razonamientos y la realidad apre-
ciada. De esta forma, vamos enriqueciendo nuestra mirada
cientifica a la vez que sentimos la necesidad de profundizar en
la reflexion teérica. Elfinal de laaventura puede ser tan rico que
nos haga necesaria la actuacion de Sophie, companera de
aventuras de Anselmo, quien, ante el desmayo sufrido por éste
frente a una cinta de Moebius, proclama: «yHay un matematico
en la sala?.

Pese a que los libros estan editados en francés, el lenguaje
utilizado por el autory la riqueza de las situaciones presentadas

le confieren una calidad didactica que merece el esfuerzo.
¢

- El autor, Jean Pierre Petit, es Doctor en ciencias, investiga-
dor del CNRS (Centre National de la Recherche Scientifique).
Profesor en una escuela de Bellas Artes y dibujante (ha editado

comics en la serie Spirou y Fantasio).
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COMO ENSENAR LAS MAGNITUDES,
LA MEDIDA Y LA PROPORCIONALIDAD

M¢ Dolores de Prada
Ed. Agora, Malaga (1990)

La autora es una especialista reconocida en el campo de la
Didactica de las Matematicas; esto queda probado por sus
numerosas publicaciones en esta materia, su formacién univer-
sitaria en matematicas y pedagogia (es Licenciada en Matema-
ticas y en Pedagogia), y finalmente por su prolongada actividad
como conferenciante y directora de cursos por todo el territorio
nacional.

La obra -obrita u optisculo por su extensién- toca un tema
muy interesante por estar especialmente “maltratado” en nu-
merosos textos escolares de EGB. La Matematica o las matema-
ticas es junto con la Fisica la ciencia de la magnitud por
excelencia, es razonable esperar que en un estadio temprano del
aprendizaje de la matematicas deba tratarse el tema de las
magnitudes y los intimamente relacionados con ellas, a saber:
las medidas de las mismas y las proporcionalidades existentes.

El profesor que se enfrenta con el problema de tener que
ensenar estos temas debe hacer una primera eleccién en
materia de rigor y en definitiva de lenguaje. La opcién consiste
en limitarse a dar ejemplos de magnitudesy ejercitar levemente
a sus alumnos en el manejo de las mismas, pero obviando la
propia definicién de magnitud, o por el contrario aprovechar los
conocimientos de la Teoria Intuitiva de Conjuntos (concepto de
conjunto cociente, operaciones con clases de equivalencia,
relaciones de orden, aplicaciones biyectivas...), y presentar una
de las estructuras algebraicas mas simples: la de semigrupo.

La autora propone el segundo camino y acompafa su
exposicién de una buena cantidad de observaciones sobre la
Historia de las Matematicas que aligeran ain méas una lectura
que ya resulta agradable de por si.

El libro tiene 4 capitulos, una introducciéon y un apéndice.
Los capitulos impares son los “cientificos” (en el 1°, se define el
concepto de magnitud, se presentan los tipos de magnitudes y
se describen algunas magnitudes de especial importancia en la
matematica elemental -longitud, amplitud, superficie- finali-
zando con el estudio sobre la medida de una magnitud escalar.
El 3¢, trata de la proporcionalidad entre magnitudes, incluyen-
do un estudio muy oportuno sobre la proporcionalidad simple
y compuesta, utilizando el teorema de Thales y las configuracio-
nes de Desargues y Pappus y terminando con la aplicacién al
importante tema de la semejanza de triangulos).

Los capitulos pares son los “pedagogicos” que completan de
una forma muy importante los llamados cientificos. En estos
dos capitulos se ponen ejemplos de actividades (dandose solu-
ciones a algunas de las mismas), se sugieren pautas para
realizar las evaluaciones -no hay que olvidar que la evaluacién

condiciona para bien o para mal todo el aprendizaje- y se hacen
reflexiones sobre la psicologia del aprendizaje (motivacion,
capacidad evolutiva...).

Elapéndice es una informacién sobre una visita a un banco.
Uno se pregunta si era necesario o beneficioso leer toda la obra

- antes de girar la visita a un banco, pero la pregunta no esta bien

formulada, la respuesta aotra pregunta que el lector, o el futuro
lector, de la obra puede hacerse seria “Si, es bueno que al final
de un esfuerzo tedrico en el que se ha necesitado papel, lapiz y
diversos instrumentos -como la escuadra y el cartabon- se
complete con una actividad practica que tenga alguna relacién
con lo ya hecho... ¢y no es algo relacionado con la proporciona-
lidad el que los bancos presten mas al que mas tiene?". Este
apéndice, junto con otros detalles, hace ver que la autora ha
comprendido el espiritu de la Reforma recién aprobada por la
LOGSE, no se trata de echar al fuego los viejos teoremas o las
formulaciones teéricas (incluso. las de corte conjuntista), sino
de presentarlas impregnadas en las actividades y provocar que
el alumno aprenda algo mas del entorno en el que esta.

Consecuencia de todo lo dicho es que el libro debe ser
incluido en la lista de los libros que el aula de matematicas de
la secundaria obligatoria debe tener; y puede ser de utilidad a
asesores de los CEPs, profesores de matematicas y alumnos
acostumbrados a leer por su cuenta, es decir, a aquellos que
han dejado de ser analfabetos.

Antonio Luis Rodriguez Lépez-Caiizares
Inspector de Matematicas en Granada

REVISTA EDUCACAO E MATEMATICA

El I CIBEM ha propiciado un mayor acercamiento a los
movimientos de Didactica de las Matematicas en Portugal.
Como consecuencia de estos contactos hemos podido conocer
materiales y publicaciones portuguesas en este campo de
investigacion.

Una de estas publicaciones es la revista que nos ocupa,
editada por la ASSOCIACAO DE PROFESORES DE MATEMA-
TICA en Lisboa, con periodicidad trimestral, y una tirada de
2.000 ejemplares. Con una cuidada edicién, en sus aproxima-
damente cuarenta paginas a dos tintas, y con abundante apoyo
grafico, diferentes colaboradores presentan articulos variados,
que abarcan desde sugerencias de secuencias para la ensefan-
za de las matematicas, hasta analisis didacticos de conceptos
de la matematica elemental. El encuadre de los autores de los
articulos es amplio, incluyendo procedencias universitarias de
ramas psicolégica, pedagégicay matematica, asi como profeso-
res de los niveles primario y secundario de la educaciéon
portuguesa. Aparece también alguna colaboracién de especia-
listas de otras nacionalidades.
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Revista da Associucdo de Professores de Matemdtica

En el Consejo de Redaccién de la revista encontramos
nombres de ponentes que tuvimos ocasién de conocer en el |
CIBEM y otros congresos hispanoportugueses, como Eduardo
Veloso, Henrique Guimaraes y Paulo Abrantes, colaborando
conarticulos profesores como Joao F. Matos, Lou rdes Serrazina,
y otros ponentes y panelistas ya familiares en el medio de la
Didactica de las Matematicas.

Larevista estd organizada endos partes, la primera formada por
colaboraciones diversas, y la segunda por secciones fijas como
Vamos a jogar, Problema do trimestre, Materiajs para a aula
de matematica. El editorial hace una introduccion al motivo
generalde cada niimero, constituyéndose en algunas ocasiones
en niucleo tematico definidor de los articulos y secciones del
numero correspondiente, Por ejemplo, el niimero 13, del primer
trimestre de 1990, esta dedicado a los materiales enlaensenian-
za de las matematicas, completando los articulos con un
sucinto inventario, realizado porel Consejo de Redaccién, de los
materiales mas significativos, presentados en orden alfabético.

El predominio de experiencias de tipo practico en el aula, asi
como la utilidad para el profesor de los analisis realizados, nos
hace considerar lalectura interesante paralos centros escolares
Y equipos de apoyo de ensefanza primaria, preferentemente.
Los interesados pueden dirigirse a:

Revista Educacdo e Matematica
a/c de Leonor MOREIRA
R. Prof. Francisco Gentil, 38 - 6° Esqu.
1600 LISBOA

Pablo Flores Martinez
Departamento de Diddctica de la Matematica
Universidad de Granada
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EL APRENDIZAJE DE LAS MATEMATICAS

Dicleson, L.; Brown, M. y Gibson, O. (1991)
MEC-LABOR: Barcelona

En este libro los autores proporcionan una informacion
sobre alumnos de 5 a 16 afios en materias de pensamiento
espacial, medida, namero y lenguaje. Es el fruto de un proyecto
de recuperacion de los alumnos rezagados en matematicas y
dan noticia a los docentes del estado actual de conocimientos
relativos a los procesos cognitivos en matematicas.

Alo largo de 399 paginas desarrollan los cuatro bloques de
contenidos, comenzando por el de Pensamiento espacial, citan-
do los hemisferos cerebrales, pasando por la teoria de Piagety
de Van Hiele, los trabajos de Fielker, Kerslake, Fisher, etc...
Después la representacién bidimensional del espacio
tridimensional, ¢l desarrollo de sistemas de referencia y la
geometria de transformacioncs.

Ministrrio de: Fduciciony Giencla
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El segundo bloque dedicado a Medida comprende desde la
naturaleza aproximativa de la medida al desarrollo de longitud
y area, ala medicion de dngulos. ala nocion de masa, peso y su
medicién. Destacan los autores la dificultad que entrana para
los ninos distinguir entre peso y volumen: entre volumen
interno (capacidad) y volumen externo (volumen del espacio
ocupado); entre volumen liquido y capacidad: entre nocion de
tiempo y decir la hora que es: entre area y perimetro, ctc...

En el tercer bloque dedicado al Ntimero exponen los autores
los estadios de Schaefler. los estadios de Piaget. los estadlos
iniciales de desarrollo de la capacidad de sumar y de restar, de
la estimacién, aproximacién, etc... para terminar con el estudio
de las fracciones y las operaciones con decimales.

El cuarto bloque dedicado al Lenguaje es dedicaco a exami-
nar la relacion existente entre lenguaje y pensamiento y los
autores siguen la clasificacién de Newman para presentar los
errores mas comunes cometidos en lenguaje. Terminan este
bloque con las dificultades especificas que experimentan los
ninos con el lenguaje de las matematicas.

El libro de Dickson, Brown y Gibson e¢s un libro bien
documentado con una aportaciéon de trabajos relativos a los
temas que trata bastante extensa, con una bibliografia abun-
dante y con un estilo claro y ameno que permite a todo lector
adentrarse en su contenido y seguir leyendo porque todo lo
que en él se dice es util y provechoso para el docente de
matematicas, sea cual fuere cl nivel en donde imparta sus
clases. En suma un trabajo que debe ser leido y releido por
aquellos que estén interesados en conocer las corrientes
actuales en el aprendizaje de las Matematicas.

Andrés Nortes Checa
Universidad de Murcia

LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
Y SUS FUNDAMENTOS PSICOLOGICOS

Resnick, L. B. y Ford, W. W. (1990):
Paidés-MEC: Barcelona

El libro que nos ofrece Paidés-MEC sigue la linea de otras
recientes publicaciones como “El desarrollo del pensamiento
conceptual enlaEscuelaPrimaria” de Peter Langford o “Elnifio
y la aritmética” de Vicente Bermejo, ya que a lo largo de mas
de 300 paginas ofrece al lector interesado en temas de matema-
ticas un compendio de fundamentos psicologicos de la ense-
fanza de las matematicas.

Los autores comienzan analizando la teoria de Thorndike
sobre la formacion de vinculos establecidos entre los estimulos
y las respuestas aplicadas a la aritmética junto con la critica
formulada por Brownell de no tener en cuenta las diferencias
cualitativas. Después las jerarquias de aprendizaje para la
suma, el conteo, efc..., aludiendo a Gagnéy Resnick, proponien-
do los estudios de escalo-namiento y entrenamiento. Terminan
este primer bloque tratando el analisis de la ejecucion de las
tareas de calculo y para ello analizan los procesos de solucién
de ecuaciones scncillas acudiendo a la simulacién por ordena-
dor para determinar los pasos que sigue el estudiante cuando
se plantea un problema y trata de resolverlo.

Las matematicas como comprensién conceptual y como
resolucién de problemas es cl segundo bloque de contenidos
que presentan los autores de esle libro, comenzando con la
exposicion de la teoria de Bruner y de los materiales
maniplilativos de Dienes. Después en la Resolucién de Proble-
mas destacan la dicotomia existente entre el procesamiento qué
funciona “de arriba abajo™ y de “abajo arriba” aludiendo a la
"comprensién subita® y a las estrategias de resolucién de
problemas con la presentacion de los trabajos de Polya.

No podia quedar fuera del estudio de los autores de este libro
las alusiones a Piaget y a las estructuras cognitivas junto con
las criticas que se hacen a su teoria, centrandose en tres
aspectos, los que cuestionan la relacion entre los datos y las
conclusiones y los que cuestionan la programacién biologica.

Se preguntan Resnick y Ford como se almacena todo lo que
sabe el individuo y para ello dedican un capitulo al analisis de
la comprensién desde la perspectiva del procesamiento de la
informacién explicando como realizan las personas deduccio-
nes.

Concluyen los autores diciendo “lo que hemos hecho a lo
largo de este libro ha sido revisar e interpretar un sector
importante de una naciente psicologia de la instrucecion” y
estamos seguros que su trabajo sera analizado tanto por
psicologos como por pedagogos como por matematicos y de su
interpretacion y aplicacion se beneficiara la Didactica de las
Matematicas.

Andrés Nortes Checa
Universidad de Murcia
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ACTAS

Cadiz, Septiembre de 1983

Pedidos contra reembolso a:
SAEM. «THALES». Aptdo. 254, San Fernando (Cédiz)
(Importe: 1.000 pts. més gastos de envio)
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S.A.E.M. THALES

Pedidos:
SAEM THALES'
Apartado 702

29080 MALAGA

JORNADAS
ANDALUZAS

de DIDACTICA de las MATEMATICAS
Almeria, Septiembre de 1985

ACTAS
Pedidos contra reesmbolso a:

S.A.E.M. «THALES». Aptdo. 410. 04080 ALMERIA
(Importe: 1.200 pts. méds gastos de envio)

III JORNADAS ANDALUZAS
SOBRE DIDACTICA

DE LAS MATEMATICAS

(Un encuentro
con iberoamérica)

' SOCIEDAD ANDALUZA DE PROFESORES
DE MATEMATICAS «THALES»

vHUE,L\'/lA, 10AL 14 DE,‘ABRIL DE 1987

. Pedidos:

SAEM THALES'
Apartado 1.209
21080 - HUELVA
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MISCELANEA

LOS TRES PIES DEL GATO

El punto de partida

Desde hace algun tiempo, el periédico Heraldo
de Aragén, que se edita en Zaragoza y se difunde
sobre todo en Aragén, donde tiene una soélida
implantacion, publica un suplemento semanal ti-

tulado Heraldo Escolar, que apdrece los miérco--

les, con actividades para las aulas. Desde su
aparicion, y financiado por una Cajade Ahorros, se
reparte gratuitamente en todos los centros edu-
cativos de la region, en un namero suficiente para
que haya al menos un ejemplar por aula.

A partir de una reestructuracién del periodico,
conunanueva diagramaciony formato, en el curso
88/89 comenzo a aparecer en el suplemento una
seccion de matematicas, titulada Para resolver,
realizada conjuntamente por el que suscribe yJosé
M?® Gairin[1]. En ella aparecian actividades mate-
maticas de las que se suelen encuadrar como
matematicas recreativas: problemas, investiga-
ciones, juegos matematicos,... Al comienzo del
pasado curso 89/90, por parte de la coordinadora
del Heraldo Escolar se propone un nuevo enfoque
de la seccién, en la perspectiva del manejo por
parte de los escolares del periédico y la busqueda
de aspectos matematicos en &l: puesto que el
periddico de los miércoles es accesible para todos
los alumnos, se trataria de que en cada uno de los
nameros apareciera una actividad relativa a algan
articulo perteneciente al Heraldo del miércoles
anterior.

Ese eselreto a afrontar, ademas en solitario. Y

~ lohago con una cierta prevencién, por no llamarla
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Fernando Corbalan
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miedo. En la escasa bibliografia sobre prensa y
matematicas que yo conocia no habia ideas sufi-
cientes como para llenar un curso. Y ademas,
aunque algunas fueran aprovechables, &xistia el
peligro de que no aparecieran articulos apropiados
en el namero del periédico que habia que utilizar.
Pero la propuesta era interesante, y. conla reserva
mental de que si se acababa el "rollo" en algtin
momento del curso se pasaria a un diseno mas
‘clasico” de la seccién, comienza la andadura.
Estamos en septiembre de 1989 y acaba de nacer;
Los tres pies del gato.

En lo que sigue trataremos de recapitular los
temas que han ido apareciendo a lo largo del curso,
como ejemplo de las posibilidades de encontrar
matematicas en los periédicos y de distintas ma-
hera de realizar actividades a partir de ellas. Unas
han sido mas brillantes que otras, las ha habido
con buena y mala respuesta por parte de los
lectores. Pero en todo caso, hemos visto un caudal
de actividades realizables con las matematicas y
con la prensa diaria. Y ello con las limitaciones ya
expuestas de no poder hacer seguimiento de noti-
cias a lo largo del tiempo, sino utilizando ejempla-
res concretos.

Los temas aparécidos

En cada una de las entregas de «Los tres piesdel
gato», desde septiembre a junio, salvo los periodos
de vacaciones escolares, han aparecido normal-
mente dos actividades. Una de ellas era del género
tipico de matematicas recreativas (problemas, in-
vestigaciones, juegos,...) que no trataremos aqui.
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La otra es la que hacia referencia a un articulo (o
varios, ocasionalmente) del Heraldo de la semana
anterior. Ademas, cada cierlo tiempo (seis-ocho
semanas), aparecian soluciones a las actividades
propuestas enviadas por escolares. En ningan
momento (salvo en el caso de los problemas pro-
puestos enlall Olimpiada Matematicas en EGB) se
aportaron soluciones por parte del que suscribe.
En las soluciones se hacia especial hincapié en los
procedimientos utilizados para obtenerlas.

Haremos un agrupamiento por temas matema-
ticos de las actividades, dando una ligera idea del
articulo periodistico al que se referia. Algunas de
las actividades contienen varios tépicos.

Porcentajes

Pensamos que tendrian que dedicarse mas (y/o
mejores) esfuerzos en la escuela al manejo de los
porcentajes, porque la realidad (facilmente
constatable en cualquier nivel educativo) es que se
dominan con dificultad. En la seccién. que co-
mentamos aparecieron en las siguientes ocasio-
nes: Inversiones y porcentajes (4/10), en que se
tratadelvolumen de inversiones puiblicas en Aragon,
utilizando pesetas constantes. En El precio del suelo
(18/10), se opera con las variaciones del precio del
suelo edificable en Zaragoza y su incidencia en el
precio final de las viviendas. Y en Victor d’'Hont y
suregla electoral (25/10) se utilizaba la regla para
asignar diputados con unos hipotéticos resultados
y se estudiaba como influia la concentracion o
dispersién de votos. Un modelo de coche (1/11)
trataba de las variaciones en el precio de las
distintas versiones de un mismo modelo de coche,
asi como la incidencia en él del equipamiento. Por
fin, Los aufobuses y el trdfico (17 /1) estudiaba los
porcentajes de ahorro con la utilizacion del bonobus,
antes y después de la bajada de los precios del
transporte urbano de Zaragoza, asi como el tanto
por ciento de descenso.

Representaciones grificas y escalas

Consideramos que constituyen otro aspecto
fundamental de la cultura que habria que asegurar
en el sistema educativo. Y no suele ocurrir asi. Por
el contrario, incluso son frecuentes represen-

taciones graficas nomuy acordes conlarealidad en
los medios de comunicaciéon. Justamente dos de
las actividades propuestas trataban de dos malas
graficas aparecidas en el Heraldo (Dinero del de-
porte, el 24/1, sobre el dinero destinado a activida-
des deportivas porla Diputacién General de Aragén
endistintos anos, y Las nuevas monedas (14/3), en
que se examinaba un grafico con distintas carac-
teristicas de las nuevas monedas que iban a apa-
recer en el sistema monetario espariol).

Ademas en otros casos se trataba de planos o
mapas y los elementos necesarios para saber la
escala o la obtencion de datos numeéricos que
aparecian en ellos (Cambio de las direcciones de
trafico de Zaragoza (28/2), respecto a una infor-
macioén sobre una reestructuracion de los sentidos
de circulacién en unazona de la ciudad, o La Vuelta
ciclista a Espafna en Zaragoza (16/5) con el reco-
rrido de una etapa contra reloj en nuestra ciudad).

Otro aspecto importante que ha aparecido en
esta seccion ha sido la presentacién de datos en
forma grafica. Asi pasaba, por ejemplo, en Las
centrales nucleares (5/12), sobre los gastos de
construcciony/oreparaciéon de centrales atémicas,
a partir del accidente de la de Vandellds, o con Las
empresas ptiblicas(21/3) con las cuentas de resul-
tados de distintas empresas del INI.

Manejo de magnitudes

No suele ser muy frecuente la eleccion acertada
por los alumnos, y futuros ciudadanos, de las
mejores unidades de las distintas magnitudes de
longitud, superficie, peso, volumen,..., para tratar
los problemas. Y tampoco lo es que se hagan
presentaciones atractivas de relaciones farragosas
de ntiimeros o de cuadros numeéricos.

En Los tres pies del gato han aparecido estos
temas en distintas ocasiones. En Sequia e inunda-
ciones (22/11) se trataba, en base a las inundacio-
nes ocurridas en Malaga, del peso y el volumen del
agua caida, asi como de las maneras de medir la
cantidad de precipitaciones. En Medida de terrenos
(29/11) se estudiaba como repartir una determina-
da superficie para obtener el maximo de canchas
de baloncesto, o de tenis, o para parcelar en
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huertos. Se preguntaba sobre la variacién de las
magnitudes de superficie y volumen al cambiar la
escala en Planos y maquetas (28/2) y en Coches
Jabricados en Aragén (23/5) se intentaba ver
cuanto ocupaban, en longitud y en volumen, los
coches fabricados en un determinado periodo de

tiempo en la fabrica de la General Motors, cercana

a Zaragoza. Y se trataba del significado de la
pendiente de los puertos a cuenta de la Vuelta
Ciclista (16/5).

Lectura de tablas numéricas y obtencién
de relaciones entre magnitudes

Con cierta frecuencia la informacién se nos da
enforma de tablas numéricas, en las que quizasno
aparecen exactamente los datos que buscamos,
pero a partir de los cuales se pueden deducir.
Asimismo se pueden obtener relaciones (funciona-
les o de otro tipo) entre las distintas variables que
en ellas aparecen,

Esos temas han aparecido en Calculos hitngaros
(21/2) en que a partir de una tabla con algunos
datos sobre Hungria se pide deducir otros. Tam-
bién en La Final Four (25/4) sobre la fase final de 1a
Copa de Europa de baloncesto celebrada en nues-
tra ciudad, donde se trata de organizar los mualti-
ples datos estadisticos de los partidos celebrados y
como decidir caales fueron los mejores jugadores
en ellos. Asimismo en Incentivos regionales (30/5)
en que se buscan relaciones a partir de una tabla
de financiaciones de la Comunidad Europea de
distintas comunidades auténomas.

Estimaciones

Como senala el punto 78 del Informe Cockroft

[2] "la industria y el comercio dependen en gran
parte dela capacidad de estimar”. A pesar de lo cual
no se suele practicar demasiado.

En nuestra seccién aparecieron con cierta fre-
cuencia actividades en las que habia que realizar
estimaciones. En particular en Los folios del He-
raldo (20/9) donde habia que hacer hipétesis para
deducir el nimero de [olios que es necesario escri-
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bir para ‘llenar’ un ejemplar del periédico. O en Las
letras mas frecuentes (27/9) donde se trataba de
inferir las letras mas utilizadas en castellano a
partir del conteo de las que aparecen en articulos
del periédico.

Manejo de grandes cantidades

En las informaciones que nos llegan aparecen
muchas veces cantidades enormes ( cientos de
millones o billones de pesetas; cantidades de ejem-
plares fabricados en un determinado lapso de
tiempo-coches, televisores, casas,...-, naumero de
declaraciones de impuestos,...). Y a partir de un
determinado umbral, si no se utilizan reconver-
siones o formas imaginativas de presentacion, es
muy dificil hacerse idea del orden de magnitud que
suponen. Por ejemplo, los gastos en armamento de
un Estado se entienden mucho mejor si se expre-
san por dia en vez de anualmente, o si se divide por
el nimero de habitantes, es decir, si se halla el
‘gasto per capita en armas’.

Ao largo del afio ha habido multiples cuestio-
nes relativas a estos temas. Por ejemplo en Gran-
des cantidades de dinero (8/11) se trataba del
tiempo que se tardaria en contar todo el dinero que
serecaudaen las Declaraciones de la Renta (lo cual
presuponia una estimacién también), asi como el
volumen que ocuparian los impresos y lo que
pesarian. O en Gastos de armamento (7/2) distin-
tas maneras de estimar lo que significan en el
conflicto del Oriente Medio, y ello como parte del
Dia Escolar por la Paz.

Otros temas

Ademas de todo lo anterior, que aparecié con
asiduidad, hubo otros temas que aparecieron oca-
sionalmente. Entre ellos, las distintas teorias
astrondmicas, cuando el lanzamiento del telesco-
pio espacial Hubble o el tamano de la Tierra conta-
do por el numero de coches necesario para hacer
una fila tan larga como un meridiano o un paralelo.
También los ntimeros primos y compuestos, con
motivo de Unnuevoaro(31/1) o la cinta de Mébius
en Numero de caras (30/5).
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Algunas consideraciones sobre la aceptaciéon de
la seccién

Siempre es dificil saber la aceptacion que tiene
en los lectores una seccién concreta de un periodi-
co. En nuestro caso, ademas del contacto personal
con profesores de los distintos niveles, teniamos un
método indirecto de saberlo: el nimero de cartas
que escribian los alumnos/lectores (bien es verdad
que estaban incentivadas por el hecho de que a
todos los comunicantes se les ofrecia un regalo,
consistente en un libro de problemas de matema-
ticas ‘recreativas’).

Elflujo del correo ha sido muy irregular, depen-
diendo de vacaciones, épocas de examenes, etc. Lo
normal era un numero de cartas del orden de 5 por
semana, muchas de ellas correspondientes a colec-
tivos de clase (todo un grupo de alumnos o buena
parte), aunque hubo semanas que llegaron a unas
15. Los comunicantes eran en su mayoria alumnos
de ambos sexos del Ciclo Superior de EGB. Tam-
bién habia bastantes de Ciclo Medio, y eran oca-
sionales los que cursaban Ensefanzas Medias.
Como anécdota, hubo una comunicante un poco
madura para ser estudiante: nos confesé tener 78
anos (y lo corroboraba la caligrafia y los sobres
utilizados) y durante algunos meses nos escribio
con regularidad.

En cuanto a los temas que mayor éxito tuvieron
fueron los titulados Grandes cantidades de dinero,
Sequia e tnundaciones, Los autobuses y el trafico, Un
nuevo ano y La Final Four. Las razones no son
demasiado evidentes, aunque creemos que tienen
mucho que ver con el contexto en que se desarro-
llan, algo frecuentemente olvidado en nuestras
aulas.

Por el contrario la correspondencia fue escasa (y
en algunos casos nula) en los temas referidos a
Estimaciones, Relaciones entre magnitudes y
Lectura de Tablas. En esta caso parece que habria
que mirar a los temarios que se desarrollan en los
centros para encontrar las razones.

Y ya para acabar, animar a todos los profesores
a acercar, aungque solo sea un poco, las matemati-
cas y la realidad. Un buen método para ello cree-
mos que lo constituye la prensa y, mas en general,
todos los medios de comunicacién. Si hemos
contribuido a ello, siquiera minimamente, con
nuestro trabajo a lo largo del ano en Los tres pies
del gatoy ahora con este articulo, nos sentiremos
ampliamente recompensados. Y senalar que, a
pesar del miedo inicial, el curso, con sus muchas
semanas, se ha acabado y no ha faltado en ningan
momento el articulo del cual extraer matematicas.

Incluso, y no hay que tomarlo como bravata, se
puede seguir durante bastante tiempo la "produc-
cion" sinriesgo de caer enlarepeticién, Ahora estoy
convencido que se puede coger el ejemplar de un
dia cualquiera del periddico que se tenga mas a
mano y encontrar materiales suficientes como
para trabajar matematicas en distintos niveles
durante bastante tiempo, con gusto, aprovecha-
mientoy ademas apegadas a larealidad (o almenos
a la realidad que aparece en los medios de co-
municacion).

Si tenemos en cuenta el atractivo que suponen
los medios de comunicacion (sobre todo la televi-
sion) para nuestros alumnos, creo que hay todo un
filon de ‘buenas vibraciones’ para hacer las mate-
maticas mas atractivas.

Fernando Corbalan.
CEP. Zaragoza

Bibliografia
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