ARTICULOS

NUMEROS DE CATALAN Y TRAYECTORIAS
EN LA RETICULA ENTERA

Introduccién

Dos rasgos caracteristicos hacen que la
combinatoria sea un tema matematico particular-
mente apropiado para los niveles de secundaria y
de licenciatura. En primer lugar, retine un numero
importante de conceptos aparentemente diferen-
tes y, por lo tanto ilustra la unidad basica de las
matematicas. En segundo lugar, no hace necesa-
rias técnicas matematicas excesivamente
sofisticadas, sinomas bien aquellas que se adquie-
ren en los niveles anteriores al estudio del calculo.

Los numeros de Catalan, que deben su nombre al
matematico belga Eugéne Charles Catalan (1814-
1894), pero, que de hecho, seremontan como minimo
a Euler en el siglo XVIII, son particularmente inte-
resantes por su multiplicidad de interpretaciones.
En este articulo damos tres interpretaciones que
pueden ser consideradas como primarias en tanto
que estanrelacionadas conideas basicas deteoriade
grafos, computacién y geometria. A su vez, damos
una cuarta interpretacion que los relaciona con la
trama entera del plano de coordenadas y por lo

tanto nos permite introducir su estudio en un rico

dominio del algebra clasica.

Hemos escrito otras veces sobre este tema (ver
[HP 1, 2,]), ya sea para proporcionar informacion
basica, o para - tal como esperamos - ofrecer un
articulo atractivo para matematicos profesionales
con intereses particulares distintos. Nuestro pro-
posito ahora es otro, queremos proporcionar a los
profesores de secundaria - y a los profesores de los
futuros profesores de secundaria - lo que nosotros

Peter Hilton y Jean Pedersen

créemos que es un ejemplo excelente de una fuente
de ideas y de motivaciones convincentes para el
desarrollo de técnicas e intuiciones matematicas.

Naturalmente, nuestra exposicion presenta una
argumentacién debida al matematico francés del
siglo XIX Désiré André que, a nuestro parecer, trae
consigo una de las intuiciones matematicas mas
estimulantes y emocionantes que puede ser plena-
mente apreciada a un nivel de secundaria. Este
argumento fue desarrollado, de hecho, por André
para dar solucién al llamado Problema de la vo-
tacién, pero resulta ser un instrumento de vital
importancia para el estudio de los niumeros de
Catalan en su cuarta interpretacion, tal como
mostraremos a continuacion. La Gltima seccién de
este articulo la dedicamos al estudio del Problema
de la votacion. )

Quisieramos agradecer a nuestro colega y ami-
go Pere Mumbr, de la Universidad de Barcelona,
su invitacién para dar una serie de conferencias de
las que se deriva este articulo.

Arboles, expresiones bien construidas y
poligonos convexos

Empezamos presentando tres conceptos natu-
rales de combinatoria, que aparecen en contextos
bastante diferentes, pero que resultan ser mate-
maticamente equivalentes.

Sea p un entero fijado > 2. Definimos tres
sucesiones de enteros positivos, que dependen de
p, del modo siguiente:
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a,: a, =1, a,=nuamero de arboles con bifurca-
ciones de p ramas y k vértices fuente, para k> 1.

b, b,=1, b,=numero de maneras de asociar k
aplicaciones de una operacion de p elementos,
parak>1.

¢, ,Co= 1, c,=numerodemaneras de diseccionar
un poligono convexo en k poligonos disjuntos de
p+1 lados mediante diagonales que no se corten,
para k> 1,
Observamos que, sik > 1,

(i) un arbol con bifurcaciones de p ramas y k
vértices fuente tiene (p-1) k+1 vértices terminales
y pk+1 vértices en total (Figura 1 (a,b));

(ii) las k aplicaciones de una operacion dada de p
elementos acttian sobre una sucesion de (p-1) k+1
simbolos (Figura 1(a’, bY));

(iii) el poligono tiene (p-1) k+2 lados y se des-
compone en k poligonos disjuntos de (p+1) lados
mediante (k-1) diagonales (Figura 1 (a”, b")).

—

(a) Arbol binario ( p =2)con 3 (k=3)
vértices fuente (*) y 4 vértices
terminales (o)

~ry
1]
0w

(b) Arbol ternario (p=3) con 2 (k=2)
vértices fuente (°) y S vértices
terminales (o)

P
k

w o

~

(51((5253)54)

(a") Expresién con 3 (k =3) aplicaciones
de una operaci6n binaria (p = 2) de 4
elementos.

R e~}
Il

© o

(5152(535455))

(b") Expresién con 2 (k = 2) aplicaciones
de una operacién ternaria (p =3) de 5
elementos.

lados mediante k - 1 diagonales.

Eeade-]
]
[N

(a") Pentdgono descompuesto en 3
tridngulos por 2 diagonales.

Un poligono de ((p - 1) k + 2) lados se descompone en k poligonos disjuntos de p+1l

(b") Hexagono descompuesto en dos
cuadriléteros por 1 diagonal

[}
o w

"
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Un resultado bien conocido y que puede ser
demostrado con facilidad (véase Sloane [S] para el
caso p=2) es el siguiente:

TEOREMA 1.1
P pbf' Cic

Los arboles de la Figura 1 (a,b) pueden conver-
tirse en las expresiones correspondientes de la
Figura 1 (a’,b) aplicando una sucesién de las
correspondencias indicadas en la Figura 2. Para
convertir un arbol particular con bifurcaciones de
- p ramas en su correspondiente expresion, primero
se numeran los vértices terminales del arbolde una
manera que podemos designar toscamente como
"de izquierda a derecha" y que creemos esta sufi-

cientemente explicitada a partir de los ejemplos de
laFigura 1 (a,b). Después se asocia el simbolo s, a
cada numero i. Ahora consideramos cualquier
coleccion de ramas terminales, en las que existe
un conjunto completo de p simbolos y aplicamos
la correspondencia de la Figura 2 para un vértice
fuente intermedio (1). Repetimos este proceso, en
todos los vértices fuente intermedios (en un caso
especial este podria haber sido el punto de partida
del proceso), hasta alcanzar el vértice fuente ini-
cial; entonces aplicamos la correspondencia al
vértice fuente inicial (eliminando toda evidencia
del arbol) para obtener la expresion deseada. La
Figura 3 ofrece un ejemplo de la aplicaciéon paso a
paso del proceso. Para obtener el arbol a partir de
una expresion simboélica, es suficiente invertir el
proceso. ‘

T %o Zp

y, a un vértice fuente inicial

¥y1 ¥ Yp

Para una operacién de p elementos, a un vértice fuente intermedio

(le corresponde) L

<=>
(Cada x; es una expresi6n en un subconjunto ordenado de simbolos s;.)

(le corresponde)

<=>

(Cada yj es una expresi6n en un subconjunto ordenado de simbolos s;.)
Pasos tipicos que relacionan arboles y expresiones entre paréntesis.

(Il 22' Z'p)

(3/1 Yo ?lp)

(1) Si hay mas de un lugar donde pueda hacerse el proceso indicado, entonces todas las correspondencias pueden realizarse

simultaneamente de una sola vez.
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El proceso que relaciona los arboles de la Figura
1(a, b) - olas expresiones de la Figura 1 (a’, b’) - con
los correspondientes poligonos descompuestos de
laFigural (a”, b”) es mas sutil (y laindicacion dada
en [S], para el caso p= 2, es un poco criptica). Por
lo tanto describiremos explicitamente el modo de
establecer la correspondencia que nos permite
asegurar que b= c,. Supongamos pues que co-
nocemos el modo de asociar k aplicaciones de una
operacion de p elementos a una serie de (p-1) k+1
simbolos s, s,..... s, para producir una ex-
presién bien construida. Comenzamos con un
poligono convexo de (p-1) k+2 ladosy, comenzando
por el lado superior, numeramos los demas lados
(siguiendo la direccion de las agujas del reloj) desde
1 hasta (p-1) k+1, como se ilustra en la Figura 4.
Tomamos el primer lugar en la expresion (empe-
zando por la izquierda) en el que una sucesion de
p simbolos esta encerrada entre paréntesis. Si los
subindices de dichos simbolos van de j+1 a j+p,

trazamos una diagonal desde el vértice inicial del
lado j+1 hasta el vértice final del lado j+p, y la
etiquetamos como (j+1,...,j+p). Esta diagonal des-
compone €l poligono en un poligono de p+1 lados,
tal como queremos, y en otro poligono con un
numero de lados menor que el del poligono original.
Por otra parte, si sustituimos la parte (j+1,..., j+p)
de nuestra expresién por un unico simbolo (lla-
mémosle, Z), habremos reducido dicha expresion a
una que contiene tan solo k-1 aplicaciones de la
operacion. Por lo tanto podemos actuar de modo
inductivo hasta completar el proceso de introduc-
cion de las diagonales. Naturalmente, si substitui-
mos los numeros i de los lados del poligono por los
simbolos s, entonces el altimo lado nos permite
obtener la expresion original. La Figura 5 (a, b)
ilustra la designacion de las disecciones del penta-
gonoy el exagono determinados por las correspon-
dientes expresiones de la Figura 1 (a’, b’).

Sucesi6n de pasos para relacionar un 4rbol con una expresion entre paréntesis.

o (51((5233)34)

81 ((8253) 34)
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1+, j+2, 0.

Un poligono de p+1 lados de
una posible subdivision .

(Sj+1 sj+2 ..Sj+p) aparece en la Trazado de una diagonal y su etiquetado.
expresion

Primer paso en la conversion de una expresioén en un poligono descompuesto.

(1(=3)9)

(a) Poligono para (s1 ((s2 s3)s4)) (b) Poligono para (51 s2 (s3 s4 s5))
p=2,k=3. p=3k=2

Poligonos descompuestos y sus correspondientes expresiones.
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Obviamente podemos reproducir el proceso en
sentido inverso. Es decir, dado a un poligono de
(p-1) k+2 lados que ha sido descompuesto en k
poligonos disjuntos de p+1 lados por k-1 diagonales,
podemos obtener la correspondiente expresion y,
por lo tanto el arbol correspondiente. Vamos a
mostrar brevemente cémo se puede asociar de
modo directo un arbol con un poligono descom-
puesto. Ilustraremos coémo establecer estas co-
rrespondencias en el caso un poco méas complicado
del siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.1. Tomemos p= 3, k=4 y consideremos
la expresion: :

(s, (s, 8, (s, (548, 8,) 8.)) 5).

La correspondiente descomposicién de un poligono
convexo de 10 lados en cuatro cuadrilateros me-
diante 3 diagonales, con las designaciones apro-
piadas, se muestra en la Figura 6. El correspon-
diente arbol ternario se muestra en la Figura 7.

(1 (a3 (se )N )

R3(4(s67)%))

=

Descomposicién de un poligono asociada a la expresién
(s1(s2 s3(s4(s5 56 57)s8))s9),
después del etiquetado.

%
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1 9
p=3
J) k=4
2 3
/ 8
o
5 6 7

Arbol asociado a (s1(s2 s3(s4(s5 s6 S7)S8))s9).

En primer lugar, vamos a tratar como se deduce
del poligono descompuesto (sin designaciones) la
correspondiente expresion asociada. El hecho de
que el poligono esté descompuesto en cuadrilate-
ros nos dice que la expresioén estd formada median-
te una operacion ternaria. Comenzando por el lado
superior del decagono original, numeramos los
demas lados, empezando por el lado contiguo por
la izquierda (siguiendo la direccién contraria a las
agujas del reloj) tal como se ilustra en la Figura 6.
Al mismo tiempo escribimos la ‘expresion’ prelimi-
nars, s, s, s, S, S; S, S, S,. Ahora el objetivo consiste
en designar el lado superior del decagono original
de modo que podamos determinar la expresién

asociada a partir de dicha designacién. Empeza--

mos buscando un lugar (o lugares) en la frontera
del poligono en el cual 3 lados sucesivos estén
conectados por una diagonal formando un cuadri-
latero. Donde esto ocurra (en nuestro caso para los
lados 5,6 y 7) designamos la diagonal mediante los
numeros de los lados (en este caso (5 6 7)) y ésta se

convierte en el lado de un poligono con dos lados
menos que el original. Al mismo tiempo encerra-
mos entre paréntesis los simbolos s; s, y s..
Consideramos el nuevo poligono en el que (5 6 7)
es una designaciéon de uno de los lados y nuestra
‘expresion’ es la expresion preliminar, siendo (s, s,
s.) un simbolo como los demas.

Por lo tanto estamos en disposicion de repetir
el proceso que acabamos de describir. Continua-
mos de este modo hasta conseguir que el lado
superior tenga una designacion simbélica y la
expresion preliminar posea todos los paréntesis
correspondientes. Naturalmente, si reemplaza-
mos cada uno de los simbolos { del lado superior
por simbolos s, obtendremos la expresién desea-
da.

Vamos a ver ahora como podemos obtener el

diagrama enarbol directamente a partir del poligono
descompuesto. La Figura 8 proporciona un buen
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ejemplo para ilustrar el proceso. En primer lugar
elegimos el cuadrilatero de la descomposicién que
contenga el lado superior del poligono. En él dibu-
jamos unvértice inicial del arboly observamos que
podemos dibujar ramas que, partiendo de este
vértice, pasen a través de cada uno de los otros 3
lados del cuadrilatero. Si una rama sale del cuadri-
latero sale de €l a través de un lado del poligono

original, enlonces su extremo sera un vértice ter-
minal del arbol (y perderemos todo interés en esta
parte del arbol). Pero, si una rama sale del cuadri-
latero através de unadiagonal interior del poligono,
nos introduciremos en un nuevo cuadrilatero de la
descomposicion y, entonces, su exiremo serd un
nuevo veértice a partir del cual podemos dibujar
nuevas ramas; y asi sucesivamente. ..

Empezamos aqui

i
!
N /4

Correspondencia entre un arbol y un poligono descompuesto.
(En este caso, el 4rbol de la Figura 7 y el poligono de la Figura 6).
Observemos que
* = vértice interior = vértice fuente

o = vértice exterior = vértice terminal.
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En el caso p=2, cualquiera de los valores a.b,o
c,. puede considerarse como la definicién del ic-ésimo
nimero de Catalan. Por lo tanto podemos considerar
cualquierade los a,, b, o c, como la definicion del
Ic-ésimo namero dpe Catalan generalizado.

TEOREMA 1.2.
1

a, =—
k

pk 1 pk

, k> 1.

k-1 (p-1) k+1 k

La demostracion usual de este resultado (ver
[K]) es bastante sofisticada y en ella se utilizan
argumentos de analisis complejo. Uno de nuestros
objetivos principales ha sido poder ofrecer una
demostraciéon elemental del Teorema 1.2. que se
base en el algebra ordinaria. Sin embargo, en este
articulo, demostraremos el Teorema 1.2. tinica-
mente en el caso p=2; nuestro argumento usara
todavia una cuarta interpretacion de los niimeros
de Catalan generalizados (2). Pondremos un énfa-
sis especial en la flexibilidad de esta cuarta inter-
pretacion, que vamos a describir a continuacion.

Trayectorias en la reticula entera

En primer lugar definamos lo que es una tra-
yectoria. Una trayectoria en la reticula entera del
plano de coordenadas es una sucesioén de puntos
P, P......, P ,m >0, en R* de manera que cada P,
es un punto de la reticula (es decir, tiene coorde-
nadas enteras), y P, se obtiene avanzando una
unidad hacia el norte o hacia el este desde P. Una
trayectoria diremos que es una trayectoria de Pa Q
siPy=P P =Q. Una trayectoria se llama p-correcta
sise encuentra toda ella en el semiplano inferior de
la recta y=(p-1) x; en el caso contrario se llama
p-incorrecta.

Sea d = pdk el namero de trayectorias p-correc-
tas de (0,- 1) a (k, (p-1)k-1). (considerando d =1).
Vamos a extender el resultado del Teorema 1.1.

TEOREMA 2.1.

Demostracién. Podemos suponer que k > 1 y
vamos a probar que b,=d,. Consideramos una
expresiéon obtenida asociando k aplicaciones de
una operacion de p elementos sobre un conjunto de
(p-1) k+1 simbolos. Suprimimos todos los parénte-
sis de cierre (3) en nuestra expresion y obtenemos
lo que llamamos una expresioén de trabajo . Ahora,
leyendo de izquierda a derecha, interpretamos un
paréntesis abierto como la instruccién ‘avanzar
un lugar a la derecha’ y un simbolo como la
instruccién ‘avanzar un lugar hacia arriba’. De
este modo, si empezamos en el punto (O, - 1), cada
expresion de trabajo da lugar a una trayectoria de
{0, -1) a (k, (p-1)k), puesto que hay k paréntesis
abiertos y (p-1)k + 1 simbolos. Vamos a compro-
bar:

(i) que el penultimo punto de la trayectoria es

k, (p-Dk-1),y

(ii) que la subtrayectoria de (0, - 1) a

(k, (p-1) k - 1) es p-correcta.

La trayectoria obtenida aplicando el procedi-
miento anterior al Ejemplo 1.1 se muestra en la
Figura 9. N

y = 2r p=23
v — k=4
(4,8)
(4,7)
L 2
e
i >
(0, =1) Trayectoria asociada con

(s1(s2 s3(s4(s5 s6 S7)s8))s9).

(2) Los lectores interesados en nuestra demostracién del Teorema 1.2. para el caso general pueden consultar [HPI, 2].
(3) Esto convierte nuestra expresion en una ‘expresién polaca inversa con significado’("meaningful reverse Polish expresion
(MRPE)); véase [HAG]. Observemos que los paréntesis de cierre son innecesarios para el significado de dicha expresion.
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Para demostrar (i) observemos simplemente que
nuestra expresion de trabajo no puede terminar
con un paréntesis abierto. Para probar (ii), haga-
mos la hip6tesis inductiva (respecto k) de que si en
cualquier paso de la expresion, excepto en el lti-
mo, hemos contado (a partir de la izquierda) u,
paréntesis y v, simbolos, y por lo tanto hemos
alcanzado el punto (u,, v,-1), entonces (p-1) u>v,, es
decir, el punto alcanzado esta por debajo de la linea
y = (p-1)x. La hipétesis es evidentemente cierta
para k=1, por lo tanto supongamos k >1. De
acuerdo con el argumento utilizado en el Teorema
1.1, encontramos una parte de nuestra expresion
que consiste en un paréntesis seguido de p simbo-
los. Al sustituir esta parte por un tnico simbolo
obtenemos una expresion con (k- 1) aplicaciones de
la operacion.

Consideremos los u', y v', obtenidos en este caso
del mismo modo que los u, y v, anteriores. Por las
hipétesis de induccién resulta que (p-Du’, > v,
excepto en el ultimo paso. Por lo tanto, para todos
los pasos i anteriores a la parte sustituida en la
expresion, resultara que (p-1)u, > v;; en particular
(p-1)uy, > vi,. para el paso iy inmediatamente ante-
rior a la parte sustituida. Si ahora insertamos el
nuevo simbolo obtendremos (p-1)ui>vi+1, y si
reinsertamos la parte sustituida resultara que, al
final de dicha parte, es u,= wi+1, v, =vi+p, y porlo
tanto (p-1) u, >vi,. Apartirde aquise satisface u= u'+1,
V= V#p, y por lo tanto también (p-1)u,> v, excepto
para el ultimo paso.

En conclusién, omitiendo el ultimo simbolo
obtenemos una trayectoria p-correcta de (0, - 1) a
(k, (p-1) k-1). Dejamos al lector la demostracion de
que, reciprocamente, toda trayectoria p-correcta
produce una expresion de trabajo bien construida.
(Analogamente, este hecho requiere un argumento
inductivo del mismo tipo).

20 atmn 91991

Como ya hemos dicho, en el caso particular p=2
la sucesion de nameros producida por cada una de
las cuatro definiciones es la sucesion C, de los
numeros de Catalan. Es decir,

2= Zbk= 0= o= Cy.

Los ntimeros a, (= b= c,= d,)sellaman nimeros
de Catalan generalizados (ver [HPI, 2]. La siguiente
seccion esta dedicada a encontrar una formula
explicita para C,; es decir, nos restringiremos al
casop = 2.

Célculo de los niimeros de Catalan (p = 2);
el método de reflexion de André.

Hace poco mas de cien afios el matematico
francés Désiré André publicé una nota breve, titu-
lada “Solution directe de probléme résolu par M.
Bertrand”, en la prestigiosa revista francesa
“Comptes Rendus de l"Académie des Sciences” [A].
El problema en cuestiéon es conocido como el
problema de la votacién y vamos a describirlo y a
solucionarlo, utilizando una variaciéon del método
de André, en la seccidon siguiente. Pero antes,
vamos a discutir elmétodo utilizado por André para
calcular ,d,, es decir, para calcular todas las tra-
yectorias 2-correctas de (0, - 1) a (k, k-1).

André queria calcular el nimero de trayectorias
2-correctasde P (a,b)aQ (c, d) enlareticula entera,
conb <a<d<c(ver Figura 10 (a)). Su solucién es
preciosay, todavia hoy, se la considera un recurso
modelo en combinatoria (ver, por ejemplo [C]).
Vamos a exponerla.,

Puesto que siempre consideraremos p=2, a lo
largo de esta seccién no explicitaremos la p en la
terminologia simbdlica.



(a) (b)

a<c, b<d, existencia de trayectorias,

a>b, c>d, ambos puntos bajo lalineay=x, y

a<d, existencia de trayectorias incorrectas.

niimero total de trayectorias  nimero de trayectorias incorrectas

((c+d) - (a+b)) ] ((c+d) - (b+a)
d-b d-a

) = nimero de trayectorias correctas.

Método de reflexién de André.
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En primer lugar, observemos que el nuamero
total de trayectorias, correctas o incorrectas, de
P (a, b) a Qlc, d) es precisamente el coeficiente
binominal.
(c+d)-(a+b) (c+d)-(a+b)
o, de modo equivalente,

d-b c-a
Por lo tanto es suficiente calcular las trayectorias
incorrectas. Si P es una trayectoria incorrecta, sea
F su primer punto de contacto con la linea y=x.
Denotemos por P, y P, las subtrayectorias PF y FQ;
de modo que, considerando la composicién de tra-
yectorias como su yuxtaposicion,se verifica P=P P,.
A su vez, denotemos como P, la trayectoria obte-
nida a partir de P, mediante reflexion en la linea
y=x. Entonces, si P= P, P,, P es una trayectoria de
P(a,b)a@Q(c, d)y, de estemodo, la correspondencia
P » P establece una biyeccion entre el conjunto de
trayectorias incorrectas de P a Q y el conjunto de
todas las trayectorias de P a Q. Por lo tanto el
numero total de trayectorias incorrectas de P a Q
viene dado por el coeficiente binominal.

c+d)-(b+a) (c+d)-(b+a)

o, de modo equivalente por,
c-b d-a
Asi pués, existen al menos cuatro modos apa-
rentemente distintos (pero realmente idénticos) de
escribir una expresion explicita para el numero de
trayectorias correctas de P a Q. Con la intencién de
que el calculo posterior de los nameros de Catalan
resulte lomas sencilla posible, elegimos la siguiente
expresion:

(c+d) - (a+b) (c+d) - (b+a)

(3.1) d-b d-a
para designar el namero de trayectorias correctas

de P (a, b) a Q (c, d). La argumentacién anterior se

(4) Suponemos que una sola persona realiza el escrutinio.
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ilustra en la Figura 10. En ella, la subtrayectoria
FQ se representa por una linea ondulada para
indicar que simplemente es cierta trayectoria (con
nuestro sentido especifico) de F a Q, pero que no
estamos interesados en ninguna particularidad
suya.

En el caso concreto que nos interesa, a partir de
(3.1), resulta que el namero C, de trayectorias
correctas de P (0, - 1) a @ (k, k - 1) viene dado por
2k

2k 2k

— -1
k

C =

) k21,

|

k+1 ] 1

k k-1 k-1 k 'k-1
En la proxima seccién utilizaremos (3.1) y el
ingenioso principio de reflexién de André para

resolver el famoso problema de la votacion.
El problema de la votacién

El problema de la votacion cautivo a matemati-
cos y probabilistas a finales del siglo XIX. Supon-
gamos que se realiza una votacion para una elec-
cion a la que concurren dos candidatos, X e Y;
supongamos ademas que X recibe avotos y que Y
recibe b votos, siendo a>b y, por lo tanto que X es
elegido. La cuestion que se plantea es la siguiente:
“¢Cual es la probabilidad "p" de que, durante el
recuento de votos (4), X esté siempre por delante de
Y?". Naturalmente esta cuestion se puede traducir
en una cuestion sobre trayectorias en la reticula
entera del plano de coordenadas. Cada trayectoria
de (0, 0) a (a, b) representa una posible evolucién
del recuento de votos, por esto su numero total
sera:
a+b

a
4.1)

Llamemos favorable a un recuento en el que X
siempre esté por delante de Y. Esta claro que un
recuento favorable corresponde a una trayectoria



- ARTICULOS

que (excepto en su punto inicial (0, 0) ) es correcta.
Por lo tanto necesitamos saber cuantas trayecto-
rias de este tipo existen.

Observemos que, en un recuento favorable, X
ha de recibir el primer voto y la trayectoria corres-
pondiente alcanza inmediatamente el punto (1,0).
Por lo tanto nuestro problema consiste en contar el
nuamero de buenas trayectorias de (1,0) a(a, b) . El
namero de dichas trayectorias, calculado a partir
de la expresion (3.1) resulta ser:

Para obtener el valor de p en el problema de la
votacion basta con dividir (4.2) por (4.1) y obtenemos:

(a+b-1)! a! b!
p: ————— (a—b) =
a! b! (a+b)!

a-b

a+b

Este resultado sorprendentemente sencillo
muestraque, de hecho, la probabilidad "p" depende
solo de larazén b/ay no del namero total de votos
recibidos por los candidatos. Estle resultado nos
parece algo misterioso y poco intuitivo. Quizas el

a+b-1 a+b-1 (a+b-1)! siguiente argumento alternativo, basado en con-
- = (a-b) ceptos probabilisticos combinados con el método
b b-1 al b! de’ André, nos puede proporcionar una idea mas
(4.2) clara del porqué de nuestro resultado. (5)
p
y A
¥
(a, b)
//'y
4
--—)—o(“- b)
A~ R R
(0,0) > S * >

(1,0)

Trayectoria de un suceso favorable.

Meétodo de reflexién de André para una trayectoria incorrecta.

(5) Agradecemos al profesor James A.Wahab habernos enviado una carta con las ideas basicas de este argumento.
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Consideremos una (rayectoria producida por
una sucesion de votos que satisface el criterio del
problema de la votacion, tal como se muestra en la
Figura 11. Entonces podemos observar facilmente
que, dada una trayectoria de (0, 0} a (a, b) corres-
pondiente a unrecuento particular de unavotacién,
la probabilidad p, de que el primer paso vaya en
direccion Este es:

a

Pr =
a+b

y la probabilidad p, de que el primer paso vaya en
direccién Norte es:

b

Py =
a+b

Estamos buscando la probabilidad p de que una
trayectoria dada se encuentre bajo la linea y=x
excepto en el origen. Podemos ver facilmente que
todas las trayectorias que empiezan con un paso
hacia el Norte seran trayectorias incorrectas,
mientras que las que empiezan con un paso hacia
el Este pueden ser correctas o incorrectas. Con un
analisis méas detallado podemos ver (usandolaidea
de André) que, de hecho, a cada trayectoria que
empieza con un paso hacia el Norte le corresponde
otra trayectoria necesariamente incorrecta que
" empieza con un paso hacia el Este. Esta corres-
pondencia biyectiva entre trayectorias que empiezan
con un paso hacia el Norte y trayectorias incorrec-
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tas que empiezan hacia el Este, se establece to-
mando la reflexién de la subtrayectoria OR sobre la
linea y=x y manteniendo la parte de la trayectoria
original que va de R a (a, b) {tal como se ilustra en
la Figura 12). Por esto, la probabilidad de que una
trayectoria empieze con un paso hacia el Este y
sea incorrecta es exactamente la misma que la
probabilidad de que una trayectoria empieze con
un paso hacia el Norte. Por lo tanto:

a b

p= pE - pN= - =
a+b

a-b

a+b
coincidiendo con (4.3).

De este modo, tal como dijimos, la probabilidad
buscadadepende sélo delarazéna/b; por ejemplo,
la probabilidad es la misma tanto si X recibe 80
votos e Y recibe 40 como si X recibe 800 votose Y
recibe 400 (en concreto 1/3). Sin embargo, esto no
implica que la probabilidad no se veria afectada si
agrupasemos los votos, por ejemplo de 10 enlO,
antes del recuento. De hecho, en el caso extremo
en que todos los votos se agrupan en un tnico
conjunto antes del recuento, la probabilidad re-
sultaria ser 1!. He aqui otra cuestion interesante.
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