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Introduccion

Desde que, en los afios setenta, se planteé la necesaria
presenciade laresolucién de problemas comoeje vertebrador
del curriculum de Matematicas, se han dado decisivos avan-
ces en este terreno. En lo concerniente a la resolucién de
problemas aritméticos en la Ensefianza Primaria, se ha traba-
jado «grosso modo» en tres aspectos fundamentales:

1) En primer lugar, las posibilidades que ofrecen los
distintos conceptos y operaciones aritméticas de desarrollar-
se a través de la resolucién de problemas.

2) En segundo lugar, las estrategias empleadas por los
nifios al resolver problemas, con especial énfasisenla llama-
da «artimética informal», es decir, las estrategias infantiles
no influidas por la escolarizacion.

3) Por dltimo, la aplicacién de todo lo anterior en la
instruccién escolar, sea por medio del curriculum, sea por
formas concretas de ensefianza en el aula. Este es el aspecto
mésreciente y el que orientard, probablemente, el mds préxi-
mo futuro en la investigacion sobre resolucién de problemas.

Fruto de estos esfuerzos han surgido trabajos consisten-
tes sobre los dos primeros aspectos para la suma y la resta
[Carpenter, Moser y Romberg 1982], asi como resultados
menos completos en la multiplicacién, division, fracciones,
etc.

Parece razonable suponer que la bien establecida
clasificacién de distintos tipos de problemas de suma y resta
[Puig y Cerdan 1988, Maza 1989] ird introduciéndose paula-
tinamente y de modo sistematico en el curriculum espaiiol. Lo
mismo sucede desde hace tiempo, aunque sélo de forma
intuitiva, respecto a los problemas de multiplicacién y divi-
sién. Dado que el aprendizaje infantil, dentro de una misma
operacion, varia sustancialmente segiin los tipos de proble-
mas considerados, se puede afirmar que la no consideracién
por el profesor de estas clasificaciones comportaria:

a) Que se transgrediera el principio de una progresiva
complejidad en el aprendizaje, planteandose problemas com-
plicados antes que otros més sencillos.

b) Olvidar tipos de problemas en beneficio de otros, mds
clasicos. Tal serfa el caso de presentar s6lo problemas de
multiplicacién resolubles por suma reiterada, olvidando los
de combinacidn propios del producto cartesiano o los que se
presentan en este articulo, de conversion.

Alavistadetodoello, este articulo pretende hacer conocer
al profesorado la clasificacién de problemas de multiplica-
cién y division, difundiendo, al mismo tiempo, las posibi-
lidades que encierran los Ilamados problemas de conversién,

Clasificacion de problemas de multiplicaciéon
y division

Hay cierto acuerdo entre los investigadores en Educa-
cién Matemadtica en la existencia de tres tipos generales de
problemas para estas dos operaciones [Schwartz 1976,
Vergnaud 1983, Quintero 1986, Nesher 1988].

Para la multiplicacién, e incluyendo un ejemplo breve de
cada caso, serian los siguientes:

1) Problemas de razén
Compras 2 paquetes de caramelos. Cada paquete tiene
6 caramelos. ;Cudntos caramelos compraste?.

2) Problemas de comparacién
Tienes 6 pesetas. Un amigo tiene dos veces las pesetas que
td tienes. ;Cudntas pesetas tiene tu amigo?.

3) Problemas de combinacion (o de producto cartesiano)
Tienes 6 camisas y 2 pantalones. Si te pones una camisa y
un pantalén cada vez, ;de cuantas formas distintas puedes
vestirte?.
Todos los problemas planteados se resuelven con la ope-
racion 2 x 6 pero, sin embargo, plantean dificultades diferen-
tes. Parece claro que los problemas de combinacién (que
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implican la combinacion de los elementos en juego a través
de un producto cartesiano) son mds dificiles que los dos
tipos anteriores, resolubles por una suma reiterada [Hart
1981, Quintero 1985].

Si bien se estd conforme con esta clasificacién, no hay
tanto acuerdo en determinar aquella variable que distingue
a unos problemas de otros. Aqui presentaremos, exclusi-
vamente, lainterpretacién dada por Schwartz [1976, 1986]
que supone un andlisis de los tipos de cantidades empleados.

Asi, se distinguen las cantidades «extensivas» del tipo 6
caramelos o 2 pantalones, de las cantidades «intensivas»,
que sefialan la presencia de una cantidad en otro. Este seria el
casode 6 caramelos por paquete. Al objeto de simplificar
este andlisis, Schwartz [1986] propone que las cantidades del
tipo «dos veces mds» sean consideradas comointensivas, bajo
el razonamiento de que, en el problema de comparacién
expuesto, ese «dos veces mds» podria entenderse como las
pesetas de tu amigo respecto de las tuyas.

Esta reduccidn se propone exclusivamente para simplifi-
car el andlisis tedrico. En su vertiente prictica se siguen
considerando distintas la razén del primer problema (6 cara-
melos/paquete) y el cuantificador del segundo (2 veces mas).

Deestaforma, los problemas de razén y de comparacién
tendrian la estructurade cantidades Ex I (cantidad extensiva
por cantidad intensiva), mientras que el problema de com-
binacion responderia a la estructura E x E.

Estaclasificacién supone que paralos dos primeros tipos,
inicialmente, la operacién de multiplicar no es conmutativa.
Uno de los nimeros corresponde a la cantidad que se repite (I
en el primero, E en el segundo) y el otro a la cantidad de veces
que se repite el anterior. Ello tiene como consecuencia in-
mediata que los problemas de divisién correspondientes han
de tener en cuenta que la incOgnita sea una u otra cantidad,
lo que da lugar a dos problemas de divisién para cada uno
de los dos primeros casos contemplados anteriormente,
Serfan los siguientes:

1) Problemas de razén

a) Paricipacién-razon: Compras 2 paquetes de caramelos,
lo que hacen un total de 12 caramelos. ;Cudntos hay en cada
paquete?.

b) Agrupamxento-Razén Compras 12 caramelos en pa-
quetes de a 6 caramelos. (Cudntos paquetes compraste?.

2) Problemas de comparacién

a) Participaci6n-Cuantificador: Tu amigo tiene 12

6 SUMA 8/1991

pesetas, 2 veces lo que tii tienes. ;Cudntas pesetas tienes?,
b) Agrupamiento-cuantificador: Tienes 6 pesetas y tu
amigo 12, ;Cuéntas veces mas que td tiene tu amigo?.

3) Problemas de combinacion

Tienes 6 camisas y varios pantalones. Si te pones una
camisa y un pantalén cada vez, puedes vestirte de 12 maneras
diferentes. ;Cudntos pantalones tienes?.

Las denominaciones «particién» y «agrupamiento» (que
también recibe el nombre de cuoticién) corresponden a las
dos acciones fundamentalesde resolucién de estos problemas:
Repartir loselementos dadosobservandolosque corresponden
alfinal o formar grupos delos mismos elementos alcanzando
un nimero de grupos determinado.

Los problemas de conversion en la multiplicacion

En el andlisis de los problemas maultiplicativos se han
mencionado las posibilidades E x Iy E x E. Una simple
extensi6n de las mismas conduce a considerar la posibilidad
IxL

Este tipo de problemas ha sido, en general, considerado
como pocousual oinaplicable en la Ensefianza Primaria [Puig
y Cerddn 1988, Nesher 1988], por lo cual ha merecido poca
atencion. Lainica aplicaci6n que se aduce para ellos es la
conversion de medidas que se desarrolla en cursos superiores.
Sin embargo, un andlisis sencillo puede descubrir no sélo su
aplicabilidad en las aulas de Primaria sino, ademas, su posible
conveniencia.

Respecto a los problemas de multiplicacién, la estructura
IxI ofrece tres posibilidades, segin se considere por canti-
dad intensiva unarazén (R) o un cuantificador (C). Estas son:

1) Problemas R X R

En cada bolsa de un cumpleafios hay 5 paquetes de chicle.
Cada paquete tiene 3 chicles. ;Cudntos chicles hay en cada
bolsa?.
2) Problemas R X C

Hay 5 chicles en un paquete pequefio. Un paquete grande
tiene 3 veces los chicles del paquete pequeﬁo (Cudntos
chicles tiene el paquete grande?.

3) Problemas C X C

Pablo tiene un dinero. Enrique tiene 3 veces el dinero de
Pablo. Guillermo tiene 4 veces el dinero de Enrique. ;Cuén-
tas veces tiene Guillermo el dinero de Pablo?.
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Como una simple muestra de las posibilidades de reso-
Iucién que pueden tener estos problemas, se le plantearon a
Guillermo, un nifio de 8 afios y 2 meses. Cursaba el segundo
curso de EGB, en el cual habia encontrado, por primera
vez, distintos problemas multiplicativos y algunos ejemplos
no sistematicos de division. Se le recomend6, durante la
entrevista, que dibujara los elementos del problema antes de
resolverlos, al objeto de observar la expresi6n grafica de su
procedimiento y ello diera una pista de Ia posible represen-
tacién del problema que hubiera construido.

Los problemas RxR y RxC fueron bien resueltos y, como
se puede apreciar por sus dibujos (Figura 1), a través de una
suma reiterada. Tal parece que el procedimiento de solucién
consistia en considerar la primera razén dada como el
multiplicando y el otrondmero (razén o cuantificador) como
el multiplicador. Conello, enrealidad, se reduciael problema
RxR a un problema de razén y el RxC a un problema de
comparacion.

De ahi surgen dos interrogantes: Esta estrategia de suma
reiterada jes la més aplicable, en general, a este tipo de
problemas?. Ademds, ;estos problemas de conversién con-
llevan mayor dificultad que los de razén y comparacion,
o suponen una dificultad de aprendizaje similar?. Lo que si
parece probable es que, si la estrategia de resolucién fuera la
suma reiterada, los problemas de conversion serian posibles
de resolver incluso a los 8 afios.
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Figura 1

Problemas multiplicativos de conversién

Elproblema CxCacarred, sin embargo, una gran dificultad. E1
entrevistado parecia necesitar un referente concreto sobre el
que trabajarpor lo que consideraba para Pablo un dinero
hipotético (5 pesetas). Ademds, era incapaz de emplear mas
de un cuantificador, de manera que aplicaba el1iltimo pronun-
ciado (4 veces) para dar la solucion errénea de 20.

Este tipo de problemas supone la inclusién jerarquizada
de tres conjuntos: El dinero de Pablo estd incluido en el de
Enrique (3 veces) que, asu vez, estd incluido en el de Guiller-
mo (4 veces). Se le suministrd, entonces, un diagrama de
Venn donde aparecian los tres conjuntos relacionados de esta
manera, pero no di6 resultado alguno.

Para confirmar la hip6tesis de que la inclusién jerarquizada
eraun osticulo en este tipo de problemas, se le planted otro del
mismo tipo:

La tienda «Roja» vende 3 veces mds que la «Azul» y la
«Azul» vende el doble que 1a «Verde». ;Cudl vende mds: La
tienda «Roja» o la «Verde»? ;Cudntas veces mas?.

Larespuesta a la primera pregunta fué acertada (1o cual ni
confirmé ni desminti6 la hipétesis), Habiéndole instado a
dibujar la situacién fué incapaz de hacerlo, aferrandose a la
respuestade la segunda pregunta. Esta consistid en el siguiente
didlogo:

Pregunta: ¢ Cudntas veces mds?

Respuesta: Una.

Pregunta; Una vez. Entonces ;jvende el doble?

Respuesta: No.De 3 laverde es el doble ;no?. Luego
es 3 menos el doble, una vez mds.

Pregunta: jAh! Lo que haces es 3 menos 2.

Respuesta: Si, éso. Una vez mds.

Tal parece que la secuencia «Verde incluida en Azul
incluidaenRoja» estransformadaen «Azulincluidaen Verde
incluida en Roja», de manera que lo que se compara son las
veces que la Azul estaria incluida en ambas. En una estaria
incluida 2 veces y en la otra 3. Asi que la pregunta del
problema se transforma en: ;Cudntas veces mds incluye la
Roja que la Verde a la Azul?.

De todo ello, se puede conjeturar que existirian tres
acciones en la resolucion de este tipo de problemas:

a) Admitir la presencia hipotética de una cantidad (el

dinero de Pablo, la mercancia vendida por la tienda Verde).
Ello parece plantear dificultades en el primer problema.
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b) Considerar una adecuada relacion de inclusién entre
las tres cantidades en juego, 1o que se muestra como dificil
en el segundo problema, asi como en el primero.

¢)Realizar una operacién multiplicativa entre cuantifi-
cadores apoyada en las dos primeras acciones. Ello resulta
insalvable si alguna de las anteriores acciones fracasa.

Los problemas de conversion en la division

Se puede sostener que las multiplicaciones del tipo IxI no
son conmutativas, lo que daria lugar a dos clases de divisién
para cada una de las categorias presentadas [Puig y Cerddn
1988]. Dimensionalmente, se puede sostener también lo con-
trario, que es lo que haremos aqui. En efecto, en el
problema RxR de multiplicacién, la solucién viene dada por

5 paquetes/bolsa x 3 chicles/paquete
y también por
3 chicles/paquete x 5 paquetes/bolsa

Esta solucién es, en ambos casos, de 15 chicles/bolsa.

Sise toma, entonces, lamultiplicacién como conmutativa,
los posibles problemas de divisién que surgen paralelamente
a los anteriores, son los siguientes:

1) Problemas R X R
Un paquete tiene 4 caramelos. Hay 12 caramelos en una
bolsa. ;Cudntos paquetes entran en una bolsa?.

2) Problemas R X C

Los nifios de una familia comen 14 galletas en cada
desayuno, eldoble de lo que comen los nifios de otra familia.
(Cudntas galletas comen en cada desayuno los nifios de la
segunda familia?.

3) Problemas C X C

Pablo tiene un dinero. Guillermo tiene 10 veces el dinero
de Pablo y el doble del dinero de Enrique. ;Cudntas veces
tiene Enrique el dinero de Pablo?.

Es interesante observar que Guillermo, el nifio entrevis-
tado, presenta un comportamiento estable tanto para los
problemas de multiplicacién como de divisién. Asi, resuelve
con facilidad los dos primeros y falla en el segundo.

El problema RxR muestra ademas, en su resolucién, un
adecuado establecimiento de las relaciones de inclusi6n entre
los tres conjuntos presentes, los de caramelos, paquetesy
bolsas. Su representacion gréfica asi lo muestra (Figura 2).
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Figura 2

Dicha representacion no reproduce el esquema de accio-
nes tal como se presentan en el problema, sino que comienza
dibujando la bolsa para continuar con los paquetes uno a uno,
incluyendo en cada paso los caramelos correspondientes y
dando la respuesta final adecuada. Algo similar sucedeenel -
problema RxC.

Nuevamente, esel problema CxC el que le causa dificul-
tades. Dibuja un conjunto de seis elementos (que manifiesta
ser el dinero de Pablo) y, a continuacién, otro conjunto de
seis mds seis elementos (que afirma ser el dinero de Enri-
que). Asi pues, necesita nuevamente tomar un conjunto de
referencia sobre €l que operar y la operacién que ejecuta es
la aplicacién del iltimo cuantificador dado (el doble).

Con un tratamiento semejante al caso de la multiplicacién,
se le planted un nuevo problema menos propicio a serle asig-
nadas cantidades hipotéticas iniciales:

La tienda «Roja» vende 8 veces mas que la tienda «Azul»
y 4 veces mds que latienda «Verde». ;Quién vende mis,
la tienda «Verde» o la «Azul»?. ;Cudntas veces mas?.

La primera pregunta fué, nuevamente, acertada. La
segunda supuso un comentario similar al caso de la multipli-
cacién:

Pregunta: ¢ Cudntas veces mds?
Respuesta: Cuatro.

Pregunta: JPor qué?

Respuesta: Porque 4 mds 4 son 8.
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Una vez més, la pregunta parece haberse transformado
en ;Cudntas veces mas vende laRoja que 1a Verde respecto
de 1a Azul?. Parece, pues, que es posible realizar la inclusidn
de los tres conjuntos (tal como en el problema RxR) asi como
prescindir de la cantidad inicial (aqui no hace hipétesis
alguna al respecto), pero no consigue operar multiplicativa-
mente las tres relaciones simultineas de inclusién que hay
que considerar: laRoja incluye ala Azul, la Verde incluye a
la Azul y la Verde incluye ala Azul,

No obstante, existe un dato significativo que permite
sostener otro tipo de hipétesis sobre el origen del error
detectado. Surge del diagrama que se le mostré en torno
al problema de divisién CxC del dinero de los tres nifios
(Figura 3).

GUILLERMO

Figura 3

Este diagrama mostraba la relacion de inclusién entre la
cantidad menor (el dinero de Pablo) y la mayor (el de
Guillermo). Se le pedia que determinase la relacién entre
el conjunto intermedio (el dinero de Enrique) y el mayor.
Reduciendo el problema a un agrupamiento, la respuesta fué
correcta como se muestra por la forma en que lo completé (en
trazo grueso) y el didlogo que siguid:

Problemas multiplicativos de conversién

Pregunta: (Cudntas veces tiene Enrique el dinero de
Pablo?

Respuesta: Cinco, cinco veces.

Pregunta: (Por qué?

Respuesta: Eldoble de 5 son 10.

Ante estarealizacion, podria sostenerse que el hecho de
hacer perceptivalacantidad inicial de Pablo (representada por
un rectdngulo) pudo motivar el acierto. Ello estaria conforme
por esa necesidad planteada de considerar una cantidad hipo-
tética inicial.

No obstante, parece mas probable que el establecimiento
de yna de las inclusiones a través del diagrama le ayude a
centrar su atencién en sélo dos inclusiones (el dinero de
Enrique respecto de Pablo y respecto de Guillermo). La
reduccion de tres inclusiones simultdneas a dos podria ser la
clave del mayor acierto.

Conclusiones

Este trabajo asi expuesto no permite sacar conclusiones
definitivas, como tampoco lo pretendia. Su objetivo ha sidoel
de abrir a la observacién un reducido campo de problemas
normalmente no tratados en la escuela. Se han mostrado
algunas de las posibilidades que ofrece en el desarrollo
infantil de la comprensiony aplicacién de estas operaciones
aritméticas, asf como en el terreno de la instruccién, sea por
el planteamiento de una diversidad de situaciones resolubles
con una misma operacion, sea por la aplicabilidad de 1las
representaciones graficas parafacilitar el razonamiento infantil
en resolucién de problemas.

Algunos de los interrogantes que plantea este tipo de
problemas ya han sido mencionados de manera explicita.
Otros pueden irse formulando m4s adelante. En todo caso,
se puede sostener que los problemas de conversion estdn
Hlamados a ejercer un papel tan importante como los restantes
tipos de problemas y, por ello, me permitoinvitar a profesores
e investigadores a seguir profundizando en las estrategias
infantiles que losresuelven, enla comparacién entre este tipo
de problemas y los demadsy en la viabilidad de su aplicacion
en el aula.
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