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al como comentamos en las entregas previas de

esta seccion dedicada a las Matematicas en Pri-
maria, nuestra intencién es la de analizar dinamicas
de clase centradas en la conversacion y la comuni-
cacion: ¢qué actividades podemos proponer para
generar este ambiente de clase?, ;qué preguntas po-
demos formular para fomentar las discusiones?,
¢qué modelos podemos presentar a los alumnos
para ayudarlos a pensar y a comunicar sus razona-
mientos?

En esta tercera entrega continuamos haciendo pro-
puestas en este sentido, ahora centrandonos en un
tema del bloque «Numeracién y Calculo» con la
misma intencién de dar a nuestros alumnos y nues-
tras alumnas un papel protagénico en la construc-
cion de su aprendizaje a partir de actividades en las
que ell@s tienen la palabra.

El dinero como modelo para calcular

El uso del dinero como modelo estructurador de
contenidos en la ensefianza de las matematicas es
sumamente importante debido a que es un contexto
que refleja el sistema de numeracion decimal. No
es el inico modelo que cumple esta propiedad, los
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bloques multibase, los abacos o la utilizacién de
bolsitas con diez garbanzos agrupadas en cajas de
diez bolsitas, también lo reflejan y creemos en la
importancia de su presencia en las aulas. Sin em-
bargo, el uso del dinero amplia muchisimo las posi-
bilidades de juego ya que, forma parte del contexto
cotidiano de los alumnos y brinda muchas mas opot-
tunidades a la comunicacion.

Comentaremos dos grandes campos de la utilizacion
del dinero en clase de matematicas:

a) La comprension del sistema de numeracién po-
sicional, en el que cabe incluir también el cono-
cimiento en contexto de los nimeros decimales.

b) Eldesarrollo de estrategias de calculo y la oportu-
nidad que brinda un contexto cotidiano para poder
verbalizar la justificacion de estas estrategias.

El dinero y las operaciones aditivas
en el rango 0-100

En la primera entrega de «Ell@s tienen la palabra»
(Suma, n.° 70) hablamos de la linea numérica como
modelo y de una estrategia de calculo asociada a
este modelo: el encadenamiento (strznging, en Van
den Heuvel-Panhuizen, 2001, pp. 90). Segun esta
estrategia para sumar dos numeros se parte del pri-
mero, se descompone el segundo y se suman al na-
mero de partida primero las decenas y luego las
unidades. Aplicada esta estrategia a la suma 44 + 32

resultaria:
44+30=74
74+2=176
Por lo tanto:
44+32=176

El uso del dinero como contexto puede generar otra
estrategia de calculo, distinta del encadenamiento: la
descomposicion (splitting, en Van den Heuvel-Pan-
huizen, 2001, pp. 90). Veamos un ejemplo: la imagen
1! presenta una situacion en la que queremos saber
el costo total de dos juguetes que valen respectiva-
mente 44 y 32 €. Manipulando dinero lo mas normal
es agrupar los billetes por un lado, las monedas por
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otro y finalmente sumar los resultados par-
ciales. En este caso, el calculo efectuado
serfa el siguiente:

40+30=70
4+2=6
70+6=76

Imagen 1. ¢Cuanto valen los dos juguetes juntos?

En esta estrategia se descomponen los
dos numeros para después sumar los re-
sultados, a diferencia de la estrategia de
encadenamiento en la que el primero
queda fijo, siendo tnicamente el segundo
el que se descompone. Mientras el enca-
denamiento es una estrategia muy ade-
cuada para realizar calculos mentales y fa-
vorece la generacion de estrategias
alternativas o «calculos astutos» (por ejem-
plo, sumar 73419 sumando 73+20 y res-
tando 1 al resultado), la descomposicion
es la base sobre la que se construyen los
algoritmos de calculo. En el caso de si-
tuaciones que impliquen la utilizaciéon de
la resta, el proceso es analogo al de la
suma con la unica diferencia que en lugar
de afiadir billetes o monedas, se quitan.

Después de la fase de manipulacion, en-
tramos en el proceso de representacion.
Estas representaciones deben unificarse y
comprimirse para poder contrastar las dis-
tintas soluciones o estrategias usadas por
los alumnos y para poder discutirlas entre
todos. En las imagenes 2a y 2b tenemos
dos ejemplos de estas representaciones.
La primera es especialmente adecuada para
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que la maestra o el maestro represente en
la pizatra la explicacioén oral de un alumn(@)
que verbaliza su proceso, compartiéndola
asi con sus compafieros. La segunda im-
plica una representaciéon mas formal y su
disposicion vertical ilustra nuestra afirma-
cion acerca de que la estrategia de des-
composicion es la base sobre la que se
construyen los algoritmos de calculo.

Imagen 2a. Para sumar 44+32, primero sumamos
40+30; luego 4+2; y finalmente, 70+6.

Imagen 2b. Para sumar 44+32 descomponemos
los dos sumandos.

En la imagen 3 se presenta una situacion
relacionada con la resta. Para calcular 5635
manipulando dinero lo mas normal es qui-
tar tres billetes de los 5 que habia y 5 mo-
nedas de las 6 que tenia, para finalmente
sumar los resultados parciales. En este caso
el calculo efectuado serfa el siguiente:

50-30=20
6-5=1

Imagen 3. Si tengo 56€ y compro un juguete que
cuesta 35€, icuanto me sobrara?

e

Reagrupando, quedan 20+1=21 euros. Pero se ha
de tener en cuenta que si no ha habido un trabajo
manipulativo anterior no se entiende por qué en el
paso final se ha de sumar en lugar de restar.

¢Qué pasa en el caso de que las operaciones impli-
cadas son «con llevadas»? En el caso de la suma so-
lamente implica una pequefia modificaciéon en el
momento de reagrupar monedas y billetes.

Pongamos, por ejemplo, que queremos sumar
44+38. El proceso seria el siguiente:

44=40+4
38=30+8
Sumando los billetes, obtenemos:
40+30="70
Y sumando las monedas:
8+4=12
Cuando reagrupamos obtenemos 70 +12=82.

El caso de la resta es mas complejo. Calcular, por
ejemplo, 62 — 34 manipulando dinero supone un
reto, ya que de 6 billetes de 10€ puedo quitar 3 sin
problema, pero de 2 monedas de euro no podemos
quitar 4. Se plantea asi el problema de la resta con
llevadas a nivel manipulativo.

Buscamos una solucién: cambiar la descomposicion
de 62 para poder restar. En lugar de 62 =060+ 2 po-
demos considerar 62=50+ 12, que corresponde a
cambiar un billete de 10€ en monedas y quedarnos
con 5 billetes y 12 monedas. Ahora ya podemos
efectuar la resta 62 — 34: quitamos 3 billetes de 10
de los 5 que habia y 4 monedas de euro de las 12
que tenfamos y nos quedan 2 billetes y 8 monedas
que representan 28€. En la imagen 4 podemos ver
una representacion de esta estrategia similar a la
que aparecia en la imagen 2b para una suma.

Imagen 4. Representacion de 62—-34=28 por estrategia
de descomposicion.
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Esta reflexion es muy importante de cara a la trans-
parencia de los pasos implicados en el algoritmo de
la resta con llevadas, ya que es la que empleamos
cuando quitamos «la que llevamos» a las decenas
del minuendo?.

Una representacion, de la estrategia de descompo-
sicién, que nos acerca mas al algoritmo estandar es
la llamada representacion en columnas: simplemente
consiste en un cambio de direccién de la represen-
tacion que pasa a ser vertical.

En la imagen 5 podemos ver la suma 44 + 38 repre-
sentada en columna. A nivel visual, esta representa-
cion puede parecerse mucho al algoritmo estandar,
pero lo que las diferencia es el «discurso asociadow.

Imagen 5

Ante la suma en columnas el alumno no dice:
«4+8=12, escribo un 2 y me llevo una», ni «4+3=7»,
sino que trabaja con las cantidades reales: «40+30
son 70, 4 mas 8 son 12, 70 y 12 son 82».

Imagen 6

Vemos un ejemplo de como esta manera de sumar
también puede convertirse en una estrategia de
calculo mental en el siguiente video:

http://youtu.be/gdF7qutuSkc
Esta extraido de la magnifica coleccion de videos

del CEIP Aguamansa de Tenerife, donde Antonio
Martin lleva afios trabajando en este sentido.
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La imagen 6 presenta una variacion de la
resta en columna e implica la resolucion
de una resta «con llevadas» de una manera
distinta a las usuales en nuestro pafs (Van
den Heuvel-Panhuizen, 2001, pp 150). Sor-
prende por su simplicidad, eficacia y trans-
parencia y es una magnifico ejemplo de la
potencialidad de la combinacién del algo-
ritmo en columnas con el discurso aso-
ciado en un contexto de dinero.

El «discurso asociado» en este caso serfa:
tengo 60€ y he de pagar 30, me quedan
30; tengo 2€ y he de pagar 4 «debo 2» (es-
cribiendo «—2» para indicar esa deuda); si
tengo 30 y debo 2 me quedan 28. ;Podria
ser ésta la salida a afios y anos de pelearnos
con la opacidad del algoritmo de la resta
«con llevadasy?

El dinero y los nimeros
decimales

Escribir o ordenar numeros decimales no
es tarea facil: que un alumno escriba 15
centésimas como 0,015 o que afirme que
0,32 es mayor que 6,4 porque 32 es mayor
que 4, son errores frecuentes en nuestras
clases. Pero si la introduccién de los nua-
meros decimales se hace en el contexto
del dinero, los alumnos tienen un referente
claro que les ayuda a resolver sus dudas y
evaluar sus respuestas.

Si presentamos a un alumno un monedero
amarillo que tiene un billete de 5€ y una
moneda de 20 céntimos y un monedero
verde que tiene un billete de 5€ y cuatro
monedas de 1 céntimo, podemos invitarlo
a que elija el monedero en el que hay mas
dinero o a que decida si la cantidad de di-
nero que hay en el monedero verde se es-

cribe 5,4 0 5,04.

Se debe tener en cuenta que el contexto
del dinero no agota el trabajo que debemos
hacer con decimales puesto que hablando
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de dinero siempre se tienen dos cifras de-
cimales. De todas maneras, el contexto de
las medidas de longitud y el uso de las cal-
culadoras (por ejemplo, para discutir por
qué si escribimos 3,20 y pulsamos la tecla
igual, aparece en pantalla un 3,2) comple-
mentan perfectamente estas carencias.

El dinero y la divisidon decimal

Sabemos que una misma division puede
tener resultados diferentes dependiendo de
la situaciéon que representa. La divisién
14:4 puede representar, entre otras cosas,
el reparto de 14 libros entre 4 personas (en
cuyo caso el resultado serfa dar 3 libros a
cada persona y que queden 2 libros sin re-
partir) o el reparto de 14€ entre 4 personas
(en cuyo caso el resultado serfa dar 3,50€ a
cada persona). Por tanto, lo que decide si
una division es decimal o no, es la situacion
a la que da respuesta esa division y no la
maestra. Preguntas como «extraemos de-
cimales?» o «icuantas cifras decimales he-
mos de sacar?» deberfan desaparecer de un
aula donde ell@s tienen la palabra.

El trabajo con divisiones decimales co-
mienza con actividades manipulativas
como las que se proponen en la imagen 7,
donde se pide repartir diferentes cantida-
des de dinero en diferente numero de
cajas (cada rectangulo representa una de
tales cajas y el que hecho que dos rectan-
gulos tengan el mismo color implica que
en ellos debe haber una cantidad igual de
dinero).

Imagen 7

e

Después de trabajar con este tipo de ejercicios es
posible proponer otras situaciones como las que
aparecen en la imagen 8 donde se pide repartir 641€
en cuatro sacos de manera que todos ellos conten-
gan la misma cantidad de dinero.

Imagen 8

Un discurso que podria acompafar estos repartos
podria ser este: para repartir 641€ entre 4, separamos
la cantidad total en grupos que sepamos dividir
entre 4 facilmente. Por ejemplo, uno de 400€, otro
de 200€, otro de 40€ y otro de 1€. Y como:

400:4=100
200:4 =50
40:4=10
1:4=025

En total, pondremos en cada saco:

160,25€=100+50+10+0,25

El calculo contextualizado en el dinero
mediante applets

A continuacién presentamos algunos applets que
ofrecen la oportunidad de manipular virtualmente
dinero con la finalidad de desarrollar estrategias de
calculo y de poder verbalizarlas en discusiones gru-
pales. Un primer ejemplo a destacar es (imagen 9):

www.fisme.science.uu.nl/
toepassingen/00411/spel.html

Imagen 9
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Vo Se trata de un applet en que se pide que se paguen
diferentes importes exactos a partir de una serie de
monedas y billetes disponibles. Cuando eso no es
posible, se puede pedir que una moneda o billete se
cambie en monedas o billetes mas pequefos hasta
poder pagar el importe exacto.

Un segundo ejemplo podtia ser un applet con varias
actividades relacionadas con el dinero y del que co-

mentaremos un par de ellas a continuacion:
Imagen 11a

www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/01041/

a) En la actividad Wisselgeld (imagen 10) se presentan
situaciones en que se debe dar cambio al pago de
una cierta cantidad con un billete mayor.

Imagen 11b

Imagen 10

b) En la actividad Hoeveel kost dit artikel? (imagenes
11a, 11b y 11c) se presentan situaciones en que se
debe adivinar el precio de diferentes articulos. La
barra que aparece a la derecha informa de si las
aproximaciones que se van dando son por defecto Imagen 11c

o por exceso y de la proporcion que representa la i

por oY b .,p 9 b Por ultimo, queremos destacar el applet

aproximacion con relacion al valor exacto). . .y

siguiente (imagenes 124y 125):

Vale la pena comentar que los precios de los articulos www fisme.science.uu.nl/toepassingen/03390/
que aparecen en el applet son ajustados con la reali-

dad lo cual da lugar a interesantes discusiones sobre En este applet se da una cantidad de di-

cual serfa una estimacion razonable para comenzar. nero para repartir en 9 grupos iguales.

Imagen 12a Imagen 12b

DaviD BARBA Y CEciLIA CALVO
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Potencial del contexto
del dinero

El potencial del dinero como soporte
para pensar y comunicar se hace evidente,
por ejemplo, en actividades de estimacion.
Es muy natural para un nifilo o una nina
entender que 1,9 X 5 es aproximadamente
10 si contextualizamos este producto en
un problema de calculo del precio apro-
ximado de 5 tabletas de chocolate que
cuestan 1,90€ cada una. M4s aun, frente
a esta situacion pueden ver que 10 es una
aproximaciéon por exceso del precio
exacto y pueden articular un discurso para
explicarlo del estilo de: «como cada ta-
bleta cuesta un poco menos que 2€, las
cinco tabletas cuestan un poco menos

que 10€».

Un interesantisimo applet en la linea de
este tipo de problemas es:

www.fisme.science.uu.nl/toepassingen/
03128/opdrachtl.html

En ¢l se recrea el funcionamiento de una
caja en un supermercado que capta la in-
formacion del precio de tres objetos que
van apareciendo uno a uno y se pide que
se estime el precio total que se ha de pagar
(retener en la memoria los tres precios exac-
tos es practicamente imposible, por lo que
la invitacion a estimar viene dada por el
propio contexto). Al introducir la respuesta,
el applet muestra una linea donde se re-
presentan el valor exacto, el estimado y una
valoracion del error cometido.

Tal y como muestra Treffers en el capitulo
1X de Children Learn Mathematics (Van den
Heuvel-Panhuizen, 2001), los criterios de
divisibilidad representan un ejemplo del
potencial del dinero como herramienta de
justificacion. ¢Como se puede entender
que hay criterios de divisibilidad que re-
curren a la suma de las cifras del nimero
y otros que sélo piden mirar el nimero
formado por las ultimas cifras?

e

Tlustrémoslo con el criterio de divisibilidad entre 9.
Si queremos saber si 278 es divisible entre 9 pode-
mos pensar que tenemos 2 billetes de 100€, 7 billetes
de 10€ y 8 monedas de 1€ para repartir entre nueve
personas. Entonces:

1) De cada billete de 100€ repartiriamos 11€ a cada
persona y guardariamos el euro sobrante.

2) De cada billete de 10€ repartiriamos 1€ a cada
persona y guardariamos el euro sobrante.

Después de esos primeros repartos todavia queda-
rfan por repartir 2€ (procedentes de los dos billetes
de 100), 7€ (procedentes de los siete billetes de 10)
y los 8€ de las monedas de 1. Y puesto que 2+7+8
no es divisible entre 9, no se podra repartir la can-
tidad 278 entre 9 (sin recurrir a los decimales).

De manera analoga se puede explicar por qué el
criterio de divisibilidad entre 3 también involucra
la suma de las cifras del nimero. Sin embargo, en
los criterios de divisibilidad entre 2, 5y 10 sélo
interesa la dltima cifra del ndamero. Ilustremos la
explicacion de este hecho para el caso de la divi-
sibilidad entre 5 tal como lo hicimos en el caso
del 9. Para averiguar si 278 es divisible entre 5
podemos pensar, como hicimos antes, que tene-
mos 2 billetes de 100 €, 7 billetes de 10€ y 8 mo-
nedas de 1€ para repartir entre cinco personas.
Al repartir cada billete de 100€ y cada billete de
10 € entre cinco personas no hay sobrante, por lo
cual se podra repartir la cantidad 278 entre 5 (sin
recurrir a los decimales) Gnicamente si la cantidad
de monedas de 1€ (la cifra de las unidades) es di-
visible entre 5.

La explicacion del criterio de divisibilidad entre 4
es similar, pero permite una interesante variacion
que da lugar a un segundo criterio:

1) Para saber si 278 es divisible entre 4 volvemos a
pensar que disponemos de 2 billetes de 100€, 7 bi-
lletes de 10€ y 8 monedas de 1€ para repartir entre
cuatro personas. Cogemos cada billete de 100€ y
como al repartirlo entre cuatro personas no hay so-
brante, se podra repartir la cantidad 278 entre 4 (sin
recurrir a los decimales) Gnicamente el nimero for-
mado por las dos ultimas cifras (78) es divisible
entre 4.
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2) Pero también podemos proceder de otro modo:

a) Cogemos cada billete de 100€ y lo repartimos
entre cuatro personas sin que haya sobrante.

b) Cogemos cada billete de 10€, repartimos 2€ a cada
persona y guardamos los dos euros sobrantes

Después de estos primeros repartos quedan por re-
partir 14€ (provenientes de los siete billetes de 10)
y 8€ (provenientes de las monedas de 1). Por tanto,
se podra repartir la cantidad 278 entre 4 (sin recurrir
a los decimales) Gnicamente si el doble de la cifra
de las decenas mas la cifra de las unidades es divisible
entre 4.

Reflexion final

Hemos intentado explicar cémo un tema, en prin-
cipio rutinario, como es el trabajo con el sistema
monetario puede convertirse en una oportunidad
para generar un ambiente de clase donde los alum-
nos tienen mucho que decir. Basta que planteemos
dindmicas de discusion y reflexion en las que parti-
cipen activamente los alumnos guiados por nosotros,

1 Lasimagenes 1, 3, 7y 8 se han tomado de D. Barba, C. Barba y C.
Calvo (2005). 3x6.mat Quaderns d’estrategies de calcul, Barcanova, Bar-
celona.

2 Pueden encontrar mas informacion sobre este punto en cuatro ar-

DaviD BARBA Y CEciLIA CALVO

e

sus maestros. Para ello es necesario que
previamente consideremos qué estrategias
de calculo queremos que vayan desarro-
llando, qué actividades propondremos
para facilitar el desarrollo de estas estra-
tegias, qué preguntas centrales realizare-
mos para favorecer la discusion grupal y
cémo iremos observando a cada alumno
para escucharlo después de haberle dado
la palabra.
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