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Matematicas a oscuras

omamos contacto con relativa frecuencia con la experiencia pro-

fesional que representa incluir en las aulas de matematicas a una
alumna o alumno ciego. En esta revista han aparecido a lo largo de los
afios textos de distinta indole que nos acercan tanto a la realidad de los
estudiantes que no ven como a la de quienes se responsabilizan de una
pequena parte de su formacion matematica.

El origen del movimiento inclusivo se remonta a los afios setenta en el
ambito de la educacion especial desde el cual se reclamaba que el alumnado
con algan tipo de deficiencia pudiera educarse en un aula ordinaria, inde-
pendientemente de las caracteristicas de cada persona y sin disfrazar sus
limitaciones. Asi pues, podemos aproximarnos a la experiencia matematica
de los ciegos desde la retorica de la inclusion o de las necesidades educativas
especiales que ciertamente tienen (aunque muchas menos de las que pro-
bablemente imaginamos). Sin embargo, desde esta perspectiva es muy
dificil percibir el enorme potencial de los recursos que utilizan para el
desarrollo de la actividad matematica. En el momento que un alumno
ciego pasa a formar parte de nuestra clase nos desbordan los esfuerzos
por adaptar lo que decimos, lo que hacemos y hasta lo que no hacemos a
la oscuridad en la que nos figuramos que desarrollara su actividad mate-
matica. Apenas hay tiempo para poner en tela de juicio las claves para la
inclusion, para generar mecanismos y artilugios de adaptacion, para de-
tenerse a reflexionar sobre los procesos de razonamiento matematico o
acerca de las propiedades que probablemente la vista no nos deja atisbar.

Hay al menos tres aspectos fundamentales que marcan la diferencia en la
manera en la que ciegos y videntes llevan a cabo su actividad matematica:
el tacto, el lenguaje y el uso del algebra y la notacion matematica.
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El tacto es un medio tan apto como la vista para el aprendizaje y los
ciegos han de utilizarlo como alternativa a la vision para obtener infor-
macion de los objetos matematicos, lo cual implica una experiencia dife-
rente de la del vidente. Si bien es cierto que es menos apropiado que la
vista para recoger informacion de tipo figurativo y global, el tacto ofrece
perspectivas de las que la vista adolece y son éstas las que nos interesa en-
fatizar.

Las impresiones en relieve -carisimas, por cierto- que ofrecen las sofisti-
cadas impresoras que utilizan las organizaciones de ciegos permiten adaptar
imagenes graficas con maxima calidad. Pero no es necesario papel especial
ni carisimas impresoras para poder palpar, por ejemplo, la grafica de una
curva. Basta tomar una lamina de goma de unos 5 mm de espesor y colo-
carla debajo de un papel ordinario sobre el que dibujar con un boligrafo
de punta normal o gruesa. Al esbozar la curva o la grafica de una funcion
el estudiante ciego puede reconocer mediante el tacto sobre el papel lo
que se ha dibujado. El profesor o cualquier otro companero sin limitacion
visual vera lo que ha plasmado alli. Sin duda es un medio excelente para
la comunicacion entre profesores y alumnos en casos de ceguera, pero
resulta igualmente excelente para estudiar matematicas sin pensar en la
perdida de vision.
Cualquiera puede hacer el experimento de dibujar mediante este sistema,
por ejemplo, una o varias parabolas de la familia:

y=ax
y pedir a un vidente -que sepa un poquito de matematicas- que trate de
averiguar, con los ojos cerrados y palpando el relieve de la grafica, cual es
la funcion que se ha representado. En tales condiciones no podremos
evocar la imagen global de la parabola que nos ofreceria la vista de manera
casi inmediata. El reconocimiento de la grafica exige reconocer, paso a
paso, su simetria, su concavidad o convexidad, el vertice y algo que,
aunque conocido, nunca hubi¢ramos tenido antes en cuenta: mientras
palpamos una de las ramas de la parabola nos percatamos que en cierto
momento tenemos bajo la yema de los dedos el vertice y el eje de abscisas
y tomamos en consideracion el angulo con el que la rama de la parabola
se va separando del eje de abscisas para reconocerla. En consecuencia,
necesariamente nos detenemos en la exploracion de propiedades como
la tangencia al eje de abscisas y el cambio de pendiente. De esta forma,
haya o no ciegos en la clase, el uso de la lamina de caucho para «tocar» las
graficas, las simetrias y otros movimientos en el plano abre la puerta para
la exploracion de propiedades locales que de otro modo tal vez pasarian
desapercibidas.

El ejemplo anterior es solo uno de tantos con los que ilustrar que los re-
cursos inventados para la adaptacion de un ciego pueden ser entendidos
y utilizados con eficacia para explorar y visualizar las matematicas tambien
por el alumnado vidente. Por eso dichos recursos trascienden la inclusion
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racteristicas y que propiedades son susceptibles de ser analizadas por el

tacto supone una enorme ventaja para la resolucion de problemas y para

todo el mundo.

Por otra parte, la vision aboca a la mayoria de quienes gozamos de ella a
verbalizar y comunicar con una cantidad muy reducida y corriente de
terminos. Este hecho puede estar muy relacionado con que nuestros in-
terlocutores, alumnos y alumnas, a menudo no entiendan mas que la
mitad de las ideas vinculadas a los términos que utilizamos.

Cualquiera puede hacer el experimento sencillo de pedir a alguien que
intente explicar como un rectangulo al girar sobre un eje imaginario
genera un cilindro. Pero si le pide que repita la explicacion suponiendo
que se esta dirigiendo a una persona ciega comprobara la gran diferencia
en el uso de términos relacionados con las figuras geométricas en cuestion
. . ./ . . 4 .
y sus propiedades, la localizacion en el espacio, etc. El discurso matematico
de los ciegos resulta enriquecedor y seductor porque se desvia a menudo
de las maneras ordinarias de hablar, redundando en aspectos esenciales
para la comprension de un problema, de una conjetura o de su solucion
desde una perspectiva que nunca antes habiamos considerado.

También podriamos dedicar un amplio espacio a reflexionar sobre la uti- st
lizacion del algebra desde la perspectiva de la no vision. En el ambito 1
educativo se ha escrito mucho sobre el uso desmedido de formulaciones
algebraicas en problemas que mas bien exigen una organizacion prudente

de la informacion. Muchos docentes hemos utilizado enunciados de pro-

blemas cuya solucion por metodos algebraicos es enormemente tediosa

para concluir con la moraleja de que el algebra no siempre es el mejor

camino y que una buena intuicion es muy positiva. Esta tesis los ciegos la

tienen clarisima porque escribir algebra en braille es tan pesado y proclive

al error que desarrollan muchas estrategias de visualizacion antes de pro-

ceder a un estudio analitico de los objetos matematicos con los que tra-

bajan. Mas atin, sorprende que en ocasiones argumenten con largos razo-
namientos visuales y geometricos lo que podria zanjarse con la solucion

de una ecuacion. El corolario es evidente: asi ejercitan enormemente la
intuicion y la visualizacion.

Cuanto mas nos acercamos a la experiencia del tacto, al analisis de las re-
ferencias y metaforas visuales y al juego de generar alternativas en el uso
del lenguaje sin la vision pierde sentido aproximarse a la actividad mate-
matica de los ciegos desde la retorica de las necesidades educativas espe-
ciales y desde la perspectiva de la inclusion. Tomese, por tanto, todo lo
dicho como una invitacion a cerrar los ojos y abocarse a lo positivo que
nos sugiere la penumbra: hablar, tocar, imaginar. Una invitacion a hacer
matematicas a oscuras para alumbrar asi lo que la luz oculta.

++
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Recomendaciones a los autores

TiTULO

RESUMEN
NIVELES

INICIO

TEXTO

ORTOGRAFIA Y SINTAXIS

SENSIBILIDADES

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ILUSTRACIONES

LECTURA

Debera ser breve y evitar descripciones excesivas del contenido
del articulo.

Presentara en no mas de cinco lineas el contenido del articulo.
No mas de tres. Titulo aparte, tan solo apartado y sub apartado.

No es conveniente iniciar el texto con un titulo de apartado. Con-
viene hacerlo con una introduccién que no es necesario titular
como «introducciony, pues se sobreentiende.

Procurar que la redaccion sea directa y concisa. Evitar el uso in-
necesario y/o excesivo de oraciones subordinadas y paréntesis
que puedan entorpecer tanto la lectura fluida como la compren-
sion del texto, sobre todo en una misma frase. Evitar redundan-
cias, dequeismos, el uso excesivo de las preposiciones «de» y «en»
y la reiteracion del pronombre relativo «que». Mientras sea posible,
observar el mismo tiempo verbal a lo largo de todo el texto.

Uso apropiado de los signos de puntuacion. En frases largas con-
viene que el lector respire.

Evitar comentarios politicamente incorrectos acerca de la facili-
dad o dificultad de comprension de ideas, conceptos y argumen-
tos. Usar expresiones neutras de tipo genérico para referirse a
grupos de ambos sexos como, por ejemplo, alumnado, estudian-
tes, escolares, profesorado, docentes, ...

Observar las pautas referidas en las Normas de publicacion teniendo
especial cuidado en que se trate exclusivamente de referencias ci-
tadas en el texto y de incluir en cada una de ellas el afio, la editorial
y la localidad de publicacion.

Todas las imagenes, figuras, dibujos, fotografias y tablas deben ir
acompafiadas de un pie explicativo y estar referenciadas en el
texto. Ademas, deberan tener la resolucidén sefialada en las normas
de publicacion.

Una lectura final y de un tir6n del texto completo es de gran ayuda
para mejorar su expresion y su puntuacion.
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El articulo resalta la relevancia de los libros de texto
en la difusién de determinados conocimientos
matemadticos. Este alcance se ejemplifica con
resultados de un estudio histdrico realizado sobre
funcionalidad y caracteristicas de los textos de
matemadticas en la introduccidn y difusion del
Sistema Métrico Decimal en Espafia en el periodo
1849-1892.

Palabras clave: Libros de texto de matematicas,
Historia de la Educacién Matematica, Cambio
curricular, Sistema Métrico Decimal, Conocimiento
matematico.

The Introduction of Metric System and the
Textbooks in Spain

This paper aims to highlight the textbooks as
resources in the spreading of mathematical
knowledge. This gives an example by means of the
findings obtained from a historic study on the
functionality and features of mathematical texts in
the promotion of the Metric System in Spain from
1849 to 1892.

Keywords: Mathematical textbooks, History of
Mathematics Education, Metric system, Curricular
change, Mathematical knowledge.

e

La introduccion del sistema
métrico decimal y los libros
de texto en Espana

MiGuEL Picapo Y 1Luis Rico

a reflexion historica es objeto de atencion sin- 9
gular por los investigadores en educacion mate- s +1
matica (Fauvel y van Maanen, 2000). La investiga-
cién histérica proporciona métodos de indagacion
que atraen a matematicos, profesores de matema-
ticas y otros expertos en matematicas y educacion.
El interés por la aproximacion histérica al estudio
de problemas e interrogantes relacionados con la
educacion matematica se encauza y difunde me-
diante diversos canales e instituciones. Asilo cons-
tatamos en la ediciéon de revistas especializadas y
en la realizaciéon de encuentros entre expertos en
esta tematica, como es el caso del International Study
Group on the Relations between History and Pedagogy of
Mathematics afiliado a la International Commission on
Mathematical Instruction, de la Conferencia de In-
vestigacion Europea en Educaciéon Matematica, el
Congreso Iberoamericano de Historia de la Edu-
cacion Matematica, la Conferencia Internacional
sobre Historia de la Educacion Matematica y el
Congreso Internacional sobre Educacién Mate-
matica.

Particularmente, en Espafa se viene trabajando
en este campo desde el Grupo de Historia de la
Educaciéon Matematica de la Sociedad Espafiola
de Investigacion en Educacion Matematica vy, de

Articulo recibido en Suma en junio 2011 y aceptado en abril de 2012
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manera transversal, desde la Socie-

e

La introduccién del SMD en

funda y superficial y por su

dad Espanola de Historia de las Espaia hubiese experimentado estructuracion producto de
Ciencias y de las Técnicas y la So-  uchas mas diﬁcu[tades sisu reglas textuales y de las del
ciedad Espafiola de Historia de la propagacién hubiese dg‘ado al sistema de la lengua (San-

Educacion.

margen el sistema educativo y

chez, 1983; Salvador, Ro-

Desde hace casi tres décadas, diversas 110 hubiera implemen’cado una driguezy Bolivar, 2004). La
cuestiones, métodos, técnicas y con- Vef‘ orma curricular que derivara perspectiva literaria, en que
ceptos propios de los estudios histé- €N la edicién de libros de texto. centraremos nuestro inte-

ricos vienen siendo objeto de examen

y reflexion por investigadores en educacion mate-
matica. As{ se muestra en los trabajos de Baumgart
(1993), Carrillo (2005), Fauvel y van Maanen (2000),
Furinghetti (2004), Gémez (2003), Siu y Tzanakis
(2004), Rico (2003), Schubring (2011) y Sierra
(1997).

En esta misma linea, el estudio de textos historicos
de matematica forma parte de la agenda de grupos
de investigacion en Espafia en instituciones como
la Universidad de Granada, 1a Universidad de Va-
lencia, la Universidad de Salamanca y la Universidad
de Murcia. Como parte del trabajo de analisis de
textos desde la historia de la educacion matematica,
se ha llevado a cabo en el Departamento de Didac-
tica de la Matematica de la Universidad de Granada
un estudio sobre el papel desempefiado por los li-
bros de texto en el proceso de implantacion del Sis-
tema Métrico Decimal (SMD) en Espana en la se-
gunda mitad del siglo XIX.

El texto en el ambito educativo

Resumimos algunas ideas generales sobre el texto
escolar como fuente escrita de informacion, y otras
mas especificas, vinculadas con un estudio preli-
minar realizado. Partiendo de una perspectiva ge-
neral, la bibliografia permite distinguir dos enfoques
sobre los cuales otorgar un significado al texto: lin-
giifstico y literario. Desde el primero se puede con-
cebir el texto escolar como el conjunto de signos
lingtifsticos analizables, como la unidad lingtistica
comunicativa fundamental caracterizada por su cie-
rre semantico y comunicativo, su coherencia pro-

Luis Rico Y MIGUEL Picabo

rés, concibe el texto escolar

como aquello dicho o es-
crito en una obra, es decir, un texto edu-
cativo es aquel conjunto de escritos o
contenidos con estructura comun y uni-
dad tematica (Sanchez, 1983; Salvador y
otros, 2004).

Esta categorizacion posibilita una dife-
renciacién en las formas de entender el
texto. Sin embargo, las tendencias pue-
den encontrar un punto en comuin y en-
trelazar aspectos de ambas perspectivas
para referirse al texto de matematicas.
Siguiendo a Filloy, Puig y Rojano (2008)
el texto de matematicas es el resultado
de una lectura —entendida como una
transformacién— realizada en un espa-
cio textual' cuyo objetivo no es extraer
un significado inherente a este espacio
textual sino producir sentido; es una
nueva articulaciéon del espacio textual re-
alizada por un individuo como resultado
de la lectura realizada. Sus ideas condu-
cen a dar sentido a un conjunto de sig-
nos partiendo de la lectura y la interpre-
tacion de un determinado objeto o
sujeto informante.

LLas ideas descritas categorizan el signifi-
cado del texto a partir de la comunicacion
verbal, de la lengua o el idioma, del Iéxico
y el sentido que a esta pueda darse en
una region particular; o bien, del registro
escrito de esa comunicacion. En lo que
sigue se va a hablar de libros de texto,
como modalidad privilegiada de texto
matematico en la que centramos nuestro
interés.
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Libros de texto de matematicas

Estos libros proporcionan uno de los ve-
hiculos mas relevantes en los procesos
de difusién y transmisiéon del conoci-
miento matematico a lo largo de la histo-
ria. Gomez (2008) afirma que «son los
registros disponibles del conocimiento
matematico que la instituciéon escolar ha
trasmitido, en un momento determinado
de la historia» (p. 2).

Asi, se constituye en un testimonio de
ideas, paradigmas, conocimientos y cre-
encias en una época determinada. El es-
tudio de su contenido posibilita el analisis
de conceptos, significados y procedimien-
tos, de las formas de representacion y los
contextos utilizados para la exposicion e
introduccién de conocimientos matema-
ticos en la sociedad, en una época y en-
torno particulares.

La bibliografia histérica proporciona una
reflexion sobre la funcionalidad y utili-
dad de los textos en ambitos como la
educacion. En esta perspectiva historica,
Guthrie (2003) realiza dos planteamien-
tos relativos al papel del libro de texto.
El primero sobre su universalidad, que
asemeja con la escolarizacion masiva for-
mal y de la que exceptia a ciertas nacio-
nes con altos niveles de pobreza. El se-
gundo, que les otorga una funcién
politica. Es decir, este tipo de libro es
un instrumento pedagdgico, pero tam-
bién un documento politico cuyo con-
tenido refleja una visién determinada de
una sociedad, de su histo-
ria, sus valores y aspiracio-
nes y su posicion interna-
cional. Es un instrumento
de organizacién y de poder
(Gémez, 2000; Vea, 1995).

Esta segunda considera-
cion como instrumentos

los libros de texto —Y, por
tanto, los manuales
escolares— mantienen una
vinculacién directa con los
intereses sociales,
especiﬁcamente po[iticos,
culturales, econémicos y
educativos.

e

pedagogicos, politicos y culturales y la implantacion
del sistema publico de ensefianza han dado pie a
la presentacion de libros de textos con caracteris-
tica particulares, en forma y contenido, utilizados
en la escuela como respuesta a las necesidades del
sistema de enseflanza, con una estructura, un di-
seflo y una forma de comercializacién especifica:
los manuales escolares.

La aparicion del manual escolar suple la falta de
formacion suficiente de los profesores, da soporte
al modelo de ensefianza simultinea con ventaja
frente al individual y se adapta a las caracteristicas
de los estudiantes en cada uno de los niveles educa-
tivos (Gomez, 2011). De esta forma, los libros de
texto —y, por tanto, los manuales escolares— man-
tienen una vinculacion directa con los intereses so-
ciales, especificamente politicos, culturales, econé-
micos y educativos. Preservan y sostienen el
conocimiento y la cultura —historia, tradiciones y
costumbres, valores, estilo de vida, ideologia—, ha-
cen asequible la educacion estandarizada y logran
mayor cobertura para sus usuarios.

Goémez (2011) considera el libro de texto como
una publicacién especializada, identificable por su
contenido, por la informacién especifica sobre la
materia y por la poblacién a la que se dirige. Los
planteamientos sobre su significado desde la pers-
pectiva literaria conducen al reconocimiento de
los manuales escolares como textos con una fun-
cién educativa y una orientacion didactica. Son
textos para apoyar el aprendizaje, o bien para su
uso como guia, material didactico y auxiliar de
enseflanza para instruir en una disciplina particular
y en un nivel concreto de la misma (Salvador y
otros, 2004). En su elaboracién se deben incor-
porar las tendencias pedagogico-linguisticas del
momento, actualizar los avances téc-
nicos y cientificos y responder a las
necesidades reales de la escuela (Pre-
llezo, 2009).

Particularmente en matematicas, la
elaboracién de libros de texto con-
tribuye a la presentacion, transmi-
sion y difusion del conocimiento
cultural y cientifico. Hofmann

NOVIEMBRE
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2012
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(1961), Gordon-Childe (1979), Bell - E[ potencial del libvo de texto
como fuente de ideas,
propdsitos y reflejos de una
sociedad particu[an ha
conducido a un estudio que

(1992) y Boyer (2003) resaltan esta
funcion difusora de los conocimien-
tos matematicos que han tenido los
libros de texto a lo largo del tiempo.

e

de caracter educativo y pro-
posito formativo. Esta es-
pecificidad se hace necesa-
ria pues el estudio ha
incluido una seleccién y

Pero esta finalidad los constituye enfoca el SMD como estructura 2analisis de libros de texto
también en instrumentos para la  atemdtica predominante en de matematicas editados

transmision e importaciéon de co-
nocimientos. Peralta (2009) afirma

ambitos como el comercio, la
ciencia, la educacién y la

para ambitos como el co-
mercial y mercantil, el legal

que en el siglo XIX, con la traduc- yeglidad social en una Vegiény y politico, el social, el edu-

cién de textos y la adaptacion de
obras extranjeras «poco a poco em-
piezan a introducirse en Espafia las
nuevas teorfas |...] se va teniendo acceso a la ma-
tematica internacional...» (p. 224). Al mismo
tiempo dependera del empleo de un lenguaje ade-
cuado y representativo de estos conocimientos el
que se contituyan en el lenguaje textual, en el re-

ferente mas sobresaliente en estos procesos (Maz,
2009).

El estudio

Nuestro quehacer se ha dirigido a abordar el trata-
miento dado al SMD en libros de texto de matema-
ticas en Espafia en el periodo comprendido entre la
adopcién e implantacion legal del sistema en 1849
y la promulgacion de obligatoriedad de su uso en
1892 (Picado, 2009, 2012). El potencial del libro de
texto como fuente de ideas, propositos y reflejos
de una sociedad particular, ha conducido a un estu-
dio que enfoca el SMD como estructura matematica
predominante en ambitos como el comercio, la cien-
cia, la educacion y la realidad social en una region y
época particulares.

Para ello, se han considerado estos libros como
textos desde un enfoque literario, concebidos
como una obra con estructura y unidad, cuya fi-
nalidad es la comunicacion y difusién de una serie
de datos. El texto responde a una seleccion de fi-
nalidades y a su articulacién mediante una delimi-
taciéon de informacién —conocimientos—, que
contribuyan al logro de determinados objetivos

Luis Rico Y MIGUEL Picabo

’ .
epoca paﬁlcu[ares.

cativo, el administrativo, el
técnico y el cientifico, cuya
finalidad radicaba en faci-
litar y servir de instrumentos para la di-
fusiéon del SMD en Espafa desde el mo-
mento de su introduccion en 1849 hasta
tinales del siglo XIX.

El Sistema Métrico Decimal
en libros de texto de matematicas
en Espana

Las ideas expuestas y el estudio llevado a
cabo permiten contextualizar la utilidad
del libro de texto escolar como instru-
mento para la ejecucion de decisiones po-
liticas y para la transmision e introduccién
de nuevos conocimientos, como es el caso
de los vinculados a la matematica.

En diversas obras sobre la historia social
y cientifica de Espafia se muestra como
los multiples contratiempos ocurridos du-
rante la implantacién del SMD en el pais
—por razén del arraigo de las medidas
tradicionales y el fuerte ideal colectivo—
no fueron impedimento para su intro-
duccion en los establecimientos de ense-
flanza y para la ediciéon e impresion de
gran cantidad de textos, legales y parti-
culares, para su difusion.

...pese a los problemas, el estimulo legal sir-
Vvi6 para dar la salida a una larga y concurrida
carrera de textos divulgadores del Sistema
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Métrico Decimal y de su nomenclatura fran-
cesa. Desde un circulo de instituciones pu-
blicas, de funcionarios, de técnicos, de
profesionales del comercio, se propagd con
rapidez a capas sociales mas amplias; pero
fue la ensefianza desde 1852 el vehiculo
principal con el que la nueva nomenclatura
se introdujo en la sociedad. (Gutiérrez y
Peset, 1997, p. 27)

Gran parte del siglo XIX estuvo caracteri-
zada por diversos y profundos cambios
sociales y politicos en la sociedad espafiola,
algunos de los mas importantes en el or-
den intelectual y académico. Las ideas que
orientan estos cambios también se dirigen
a la renovacion del Sistema Educativo. En
este proceso de reorganizacion, los libros
de texto juegan un doble papel: como me-
dios para controlar la ensefianza impartida
y como instrumentos para la difusion de
nuevos conocimientos, entre ellos la in-
troduccion del SMD.

El libro de texto como regulador de la
enseflanza impartida tuvo algunas difi-
cultades pues parecia oponerse a las
ideas liberales de la época, entre ellas la
libertad de catedra. Vea (1995) ha dis-
tinguido dos periodos en la segunda en-
seflanza espafnola del siglo XIX en cuanto
al uso del libro de texto. En el primero,
comprendido entre 1836 y 1868, los pla-
nes de estudio «indicaban la convenien-
cia de seguir libros de texto —que el
propio Gobierno senalase a través de
listas, elaboradas por el Real Consejo de
Instruccién Publica o por la Direcciéon
General de Estudios, que aparecerfan
periédicamente—» (p. 34). En el se-
gundo, de 1868 hasta ya avanzado el si-
glo XX, se «aboga por una
mayor libertad de eleccion
por parte del profesorado
con el control previo del
Gobierno para la admision
de obras como “aptas”
para la instruccién pu-

blica» (p. 34).

e

En los dmbitos po[[ﬁco y social,
los libros de texto se
convirtieron en un aliado
inmejorable del Gobierno
espaﬁol para la difus ion del

SMD en todas las esferas

sociales.

En los ambitos politico y social, los libros de texto
se convirtieron en un aliado inmejorable del Go-
bierno espafiol para la difusién del SMD en todas
las esferas sociales. El documento divulgativo puso
a disposicion de una mayor capa social los cono-
cimientos elementales del saber humano, en par-
ticular aquellos relacionados con la ciencia. En
las escuelas de ensefianza primaria, los institutos
de segunda enseflanza, las escuelas normales, los
centros de enseflanza superior y en otros centros
de formacién, como los dedicados al ejército, la
marina y el comercio, los libros de texto estuvieron
a disposicion de quienes tenfan a su cargo la en-
seflanza y de quienes se disponian a su aprendizaje
o aplicacion.

Estudios histéricos sefialan a los libros escolares de
matematicas como la fuente mas efectiva para la di-
fusiéon de la nueva normativa metrologica y la re-
glamentacion concerniente a las nuevas pesas y me-
didas adoptadas con la implantacion del SMD en
Espafia. Estos estudios han permitido verificar la
existencia de documentos mediante los cuales iden-
tificar y caracterizar el proceso de implantacion del
SMD en Espafa durante la segunda mitad del siglo
XIX (Aznar, 1997; Picado, 2009, 2012).

Desde la promulgaciéon de la Ley de 19 de julio
1849 se establece una pugna en la edicion de libros
de texto, manuales y tablas para difundir el nuevo
sistema legal. El comercio, la ensefianza, la agri-
cultura, los requisitos técnicos y cientificos, y las
disposiciones legales impusieron esta necesaria
proliferacién de libros de texto. En las escuelas
se requerian textos y materiales para la ensefianza
y el aprendizaje de las nuevas medidas; en el co-
mercio se necesitaban tablas numéricas para el
dominio de las equivalencias; en la administraciéon
publica se precisaba familiarizar a los funcionarios
con las nuevas medidas; y, en gene-
ral, urgfa una formacién en sus equi-
valencias y uso, de las nuevas pesas
y medidas, para todo un mercado
nacional dependiente del gran met-
cado internacional europeo.

Sierra, Rico y Gémez (1997) exponen
que con la introduccion del SMD los
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libros de texto para la enseflanza de la Aritmética
necesitaron una reelaboracién. Estas modificaciones
derivaron hacia una expansion en numero, estilos y
titulos de textos manteniendo para los escolares la
estructura y el contenido recomendado

por José Mariano Vallejo (figura 1).

Mediante la definicién de criterios de
seleccion de textos y la aplicacion de la
técnica de analisis de contenido (Rico,
Marin, Lupiafiez y Gomez, 2008), nues-
tro estudio ha identificado y realizado
una categorizacion de los textos elabo-
rados para la difusiéon del SMD en Es-
pafa en el periodo 1849-1892. Se regis-
tran y describen, principalmente, textos
educativos, documentos legales y textos
mercantiles o para el comercio.

Los libros de matematicas escolares presentan ca-
racteristicas propias que los diferencian en cuanto a
su contenido. Algunos corresponden a textos para
la ensefianza de la Aritmética, en los que se han in-
cluido ciertas consideraciones trelacionadas con el
SMD como las unidades de medida, la nomenclatura
y las equivalencias con las unidades antiguas, pero
el libro sigue dando prioridad a las nociones arit-
méticas.

e

Figura 1. José Mariano Vallejo
y Ortega (1779-1846)

bién textos para los centros de formacién
de ensefiantes, principalmente de las Es-
cuelas Normales. De manera similar
identificamos libros para una autofor-
macion de los ciudadanos, a
los que Aznar (1997) llama
manuales practicos. Una par-
ticularidad de los libros de
texto escolares, principal-
mente de aquellos dirigidos a
la ensefianza primaria es que,
en su mayoria, los autores
mantenian un vinculo cet-
cano con la educacion. Es de-
cir, los maestros y profesores
protagonizaron la renovacion
de documentos para la ense-

flanza del SMD.

Gran parte de esta renovacion de libros
de texto de matematicas se fundamentd
en obras como «Explicacién del sistema
decimal 6 métrico francés...» de Mariano
Vallejo editado en 1840, cuya importancia
en la época inspird la redaccién y el di-
sefio de una gran variedad de textos es-
colares. La figura 2 muestra una pagina

Otros libros de texto se dedi-
can exclusivamente a la expo-
sicién del SMD. Es decir, in-
cluyen las nociones aritméticas,
como las operaciones de suma,
resta, multiplicacion y division,
como parte de la presentacion
de los diversos conceptos,
ejemplos y procedimientos re-
lacionados directamente con
las unidades métricas y mone-
tarias del nuevo sistema.

Tomando en cuenta la pobla-
cién diana, se han reconocido
libros de texto para la instruc-
cién matematica en los niveles

de primaria —primordial-
mente— y secundaria; tam-

Luis Rico Y MIGUEL Picabo

Figura 2. Extracto de la «Explicacion del Sistema Decimal 6 Métrico Francés»
(Vallejo, 1840, pp. 4-5)
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de este libro, el cual reconoce la iniciativa
francesa en el establecimiento del SMD y
sus ventajas, asi como la exposicion de
las nuevas unidades para pesas y medidas
mediante una serie de cuestiones con sus
respectivas respuestas propias del estilo
catecismo utilizado por el autor en textos
escolares.

De forma similat, debe reconocerse a au-
tores como Lorenzo de Alemany y Juan
Cortazar por sus aportes en esta produc-
cion bibliografica. El caso de Cortazar
(1883), sobresale por su implementacion
de métodos y estrategias para la ense-
flanza del sistema legal como en la in-
troduccién de elementos geométricos y
el uso de pequefias cantidades de cifras
decimales en los problemas de conver-
sion a partir del establecimiento de equi-
valencias aproximadas entre pesas y me-
didas antiguas y las métrico-decimales
(tigura 3 y figura 4 en pagina siguiente).

Los documentos o textos de caracter le-
gal muestran primordialmente tablas de
equivalencias oficiales y las disposiciones

e

legales sobre el SMD. Ademas de lo anterior, algu-
nas de estas obras presentan ciertos aspectos
teoricos y terminologicos. Estaban destinadas a la
poblacién en general e incluso se elaboraban en
forma de carteles para su exhibiciéon publica.

El contenido de los libros destinados al comercio
presenta, preferentemente, las unidades de longi-
tud, superficie, volumen y capacidad relacionadas
directamente con las transacciones comerciales de
compra y venta de productos o mercancias. In-
cluyen la presentacioén de tablas de equivalencias
entre medidas antiguas y modernas y de corres-
pondencias para el establecimiento del precio de
los productos segun la unidad monetaria estable-
cida.

En sintesis, los libros de texto de matematicas
para la ensefanza de la Aritmética editados a partir
de 1849 pretendian la difusiéon en Espana de las
nuevas unidades de medidas en todos los ambitos
sociales. La introduccién del SMD en Espafia hu-
biese experimentado muchas mas dificultades si
su propagacion hubiese dejado al margen al sis-
tema educativo y no hubiera implementado una
reforma curricular que derivara en la ediciéon de
libros de texto.

Figura 3. Método para la ensefianza del SMD (Cortazar, 1883, pp. 203-204)
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Figura 4. Inclusidn de Elementos Geométricos (Cortdzar, 1883, Apéndice)

Luis Rico Y MIGUEL Picabo
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No cabe duda que los libros de texto es-
colares, desde su concepcién literaria,
cumplen con una funcién difusora de in-
formacioén en las distintas areas del cono-
cimiento humano. Destinados al comer-
cio, la educacion, la ciencia, la politica o
al uso comun de los individuos, esta ca-
racteristica ha hecho que los textos, a lo
largo de la historia, se conciban como el
medio o los instrumentos adecuados y
eficientes para el cumplimiento y la pro-
pagacion de multiples disposiciones e in-
formacién para una homogeneidad del
conocimiento de las personas.
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En Estadistica y Probabilidad encontramos
diferentes paradojas de solucién asequible a los
estudiantes que permiten organizar actividades
didacticas en la ensefianza y aprendizaje. En este
trabajo describimos la paradoja de Simpson, que
produce multiples errores en la interpretacion de la
asociacion y correlacién. Describimos la paradoja y
su historia, algunas soluciones y ejemplos. También
analizamos los contenidos estadisticos trabajados
en su solucidn, asi como los posibles razonamientos
erréneos de los estudiantes.

Palabras clave: Estadistica, Paradojas, Correlacién.

The Simpson paradox

In statistics and probability we find different
paradoxes, whose solution is attainable by the
students and that serve to organize didactic
activities for teaching and learning. In this paper we
describe the Simpon’s paradox, which produces
many errors in interpreting association and
correlation. We describe the paradox and its
history, some solution and examples. We also
analyze the statistical contents implicit in its
solution and some possible erroneous reasoning on
the part of the students.

Keywords: Statistics, Paradoxes, Correlation.
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La paradoja de Simpson

JosE M. CONTRERAS, CARMEN BATANERO,

GUSTAVO R. CANADAS Y M. MAGDALENA GEA

unque la ensefianza de la estadistica en secundaria

tiene ya una gran tradicion, en las dltimas orien-
taciones curriculares se recomienda reforzar las in-
tuiciones de los estudiantes y el razonamiento esta-
distico.

Una herramienta didactica posible es utilizar algu-
nas de las paradojas clasicas para crear situaciones
didacticas que sirvan para enfrentar a los estudian-
tes con sus intuiciones incorrectas y hacerlas evo-
lucionar en forma positiva. La historia de la pro-
babilidad presenta situaciones muy atractivas que
pueden conducir a reflexionar sobre la presencia
del azar en la cotidianidad ademais de servir de
motivacién hacia el estudio por parte de los alum-
nos, algunas de las cuales hemos analizado en tra-
bajos previos (Contreras, Batanero, Arteaga y Ca-
fiadas, 2011 a y b).

En este trabajo describimos la paradoja de Simpson,
a la que se ha dado mucha importancia en la litera-
tura sobre alfabetizacion estadistica. En lo que sigue,
comenzamos con una reflexién general sobre el in-
terés de las paradojas en la clase de estadistica, des-
cribimos algunas formulaciones de esta paradoja,
analizamos los contenidos matematicos que se tra-
bajan con ella y posibles dificultades.
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Interés didactico de las paradojas

Algunos autores sugieren el interés de utilizar algu-
nas paradojas sencillas de estadistica para plantear
situaciones de aprendizaje en el aula que puedan
beneficiar al desarrollar la motivaciéon y meta cog-
nicién de los estudiantes y hacerles descubrir cone-
xiones entre la historia y la vida cotidiana.

El uso inteligente de paradojas en la clase de mate-
maticas apoya una pedagogia constructivista, pro-
moviendo un aprendizaje profundo a partir de las
creencias previas y dando al profesor el papel de
facilitador del aprendizaje (Lesser, 1998). A la vez,
el analisis y discusion de las soluciones a las mismas
exige al alumno una reflexién sobre sus propios
procesos de pensamientos, lo que es tan importante
como el aprendizaje de la soluciéon correcta y un
paso vital para alcanzar la capacidad matematica
abstracta (Falk y Konold, 1992).

Leon (2009) indica que podemos servirnos de al-
gunas de estas paradojas clasicas para crear situa-
ciones didacticas que sirvan para provocar la refle-
xion matematica de los alumnos. Es sencillo
encontrar este tipo de situaciones, ya que la historia
de la probabilidad y estadistica esta repleta de ejem-
plos, pues su construcciéon no ha sido sencilla (Ba-
tanero, Henry y Parzysz, 2005). Un proceso similar
se desarrolla en el aprendizaje de los alumnos que
deben construir su conocimiento mediante un pro-
ceso gradual, a partir de sus errores y esfuerzo.

Historia de la paradoja

Esta paradoja toma su nombre de Edward H. Simp-
son, quien la describi6 en detalle en 1951 en relacion
con ciertas pruebas médicas, aunque también fue
mencionada a principios del siglo XX por el esta-
distico britanico G. Udny Yule, por lo que también
es conocida como efecto de Yule-Simpson.

LLa paradoja es una de las muchas asociadas al estu-
dio de la correlacién y muestra que en determinados
casos se produce un cambio en la asociacién o rela-
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ciéon entre un par de variables, ya sean
cualitativas o cuantitativas, cuando se con-
trola el efecto de una tercera variable; o,
como indican Malinas y Bigelow (2009),
dependiendo de los datos con los que tra-
bajemos, la asociacion entre dos variables
se puede invertir cuando la poblacién de
estudio se divide en subpoblaciones. Esto
ocurre, segin Blyth (1972) cuando se ana-
liza una variable dependiente respecto a
otras variables independientes en algin
estudio o experimento. Incluso algunas
veces una de las variables (Ia que hace
cambiar el tipo o intensidad de correlacion
entre las otras) es una variable extrafia o
no controlada, por lo que el investigador
puede no ser consciente de este efecto y
llegar a una conclusién incorrecta en su
estudio.

Simpson (1951) describi6 la paradoja a
partir de tres variables dicotémicas, aun-
que también se produce en el caso de va-
riables continuas (Gaviria, 1999). Un ejem-
plo de una situacién concreta donde
puede darse viene dado por el enunciado
del Problema 1.

Problema 1. Supongamos que se quiere rea-
lizar un estudio comparado de la efectivi-
dad de una cierta cirugfa en dos hospitales
Ay B, para lo cual se obtienen los datos
presentados en la Tabla 1. Se pide analizar
los datos y determinar cual hospital da
mayor tasa de supervivencia.

Hospital A Hospital B
Mueren 63 16
Sobreviven 2037 784
Total pacientes operados 2100 800

Tabla 1. Comparacién de supervivencia a una cierta
cirugia.

Si analizamos los datos de la Tabla 1, se
puede observar que en el hospital A,
muetre el 3% (63/2100) de los pacientes
que se somete a la cirugfa y en el hospital
B el 2% (16/800), pot lo que inicialmente
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estos resultados nos po-
drian llevar a pensar que el
hospital mas seguro para
someterse a dicha opera-
cion serfa el hospital B. La
paradoja aparece cuando
controlamos los resultados teniendo en
cuenta otras variables que influyen en la
supervivencia, por ejemplo, el «estado de
salud de los pacientes antes de la opera-
cion.

Problema 2. Estudiemos la efectividad de
la misma cirugfa en los hospitales A y B,
controlando el estado de salud del pa-
ciente antes de ser hospitalizado. En las
Tablas 2 y 3 se presentan los datos de su-
pervivencia para pacientes de buena salud
y salud delicada. Se pide analizar los datos
y determinar cudl hospital da mayor tasa
de supervivencia en cada tipo de enfermo.

Pacientes con buena salud Hospital A Hospital B
Mueren 6 8
Sobreviven 594 592
Total de pacientes operados 600 600

Tabla 2. Supervivencia de pacientes con buena
salud inicial

Pacientes con salud delicada Hospital A Hospital B
Mueren 57 8
Sobreviven 1443 192
Total de pacientes operados 1500 200

Tabla 3. Supervivencia de pacientes con salud inicial
delicada

Si analizamos ahora la tasa de mortalidad
de personas que han sido operadas, para
pacientes con buena salud (Tabla 2), se
tiene que, del total de los que se operaron
en el hospital A, fallecieron un 1%
(6/600) y de los que se operaron el B un
1,3% (8/600). Por lo tanto, parece mejor
el hospital A para los pacientes de buena
salud.

Estudiemos ahora el caso de pacientes
con salud delicada: Del total de los que

[a clave estd en que al sumar
vectores la pendiente de la
suma depende no solo de la
pendien’ce de los sumandos,
sino también de su longitud...

e

se operaron en el hospital A un
3,8% (57/1500) murieron y en el
hospital B el 4% (8/200), por lo
que también podriamos concluir
que el hospital A es preferible para
los pacientes de salud delicada. Es
aqui donde se presenta la paradoja, ya que sin
tener en cuenta la variable estado de salud de los
pacientes, hemos de recomendar el hospital B,
pero si separamos los pacientes en dos grupos,
los que tenfan buena salud y los de salud delicada,
en cada uno de estos dos grupos hay que reco-
mendar el hospital A.

En esta paradoja observamos un propiedad contra
intuitiva de las probabilidades condicionadas (Blyth,
1972). Para ciertos sucesos M, A (con A comple-
mentario de 4) es posible que se dé que:

P(M/ A)>P(M/ A)

Y que al mismo tiempo, para otro suceso S y su
respectivo complementario $*

P(M/ANS)<P(M/ A NS)
P(M/ ANS)<P(M [ A NS

En nuestro ejemplo, sea M = «Morir en la opera-
ciony, A4 = «operarse en el hospital A» y § = «tener
buena salud». Observamos que:

P(M /. A)y=0,03>P(M /.A)=0,02
P(M/ ANS)=0,001<P(M/ A NS)=0,013
P(M/ ANS)=0,038 < P(M /A NS5)=0,04

Aunque esta propiedad sea contra intuitiva, la para-
doja se resuelve observando la frecuencia total de
pacientes que se opera en uno y otro hospital en las
tablas 2 y 3. La mayoria de los pacientes que se
operan en el hospital A tienen una salud delicada y
es de esperar que este tipo de pacientes tenga mayor
dificultad en sobrevivir tras una operacion, por lo
que la tasa de mortalidad en dicho hospital es mayor
que en el hospital B, que tiene menos pacientes y la
mayoria gozan de buena salud. Es decir el suceso S
tener buena salud no es independiente del suceso
A'y de ahi la paradoja.
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fove Razonamientos que pueden

explicar la paradoja

Solucion analitica

Probablemente al llegar a este punto, los alumnos
se sentiran sorprendidos y querran una justificacion
del cambio de signo de la asociacién al controlar
por una tercera variable. Un posible razonamiento
que les puede convencer es el siguiente (Malinas y
Bigelow, 2009): Supongamos que para ciertos nu-

meros enteros se cumplen las condiciones: z
&

a A c C §

— _ J— —_— Q

bl o

b B d D g

Es posible, a pesar de ello, que si sumamos los dis-
tintos numeradores y denominadores de las frac-
ciones que aparecen en ambas desigualdades el or-
den vatrfe.

(a+¢)
(b+4)

(A+C)
(B+D)

Este hecho, conocido como «reversion de las des-
igualdades de Simpson» se produce para un gran
namero de valores a, b, ¢, d, A, B, C, D. Un ejemplo
citado por Malinas y Bigelow es el siguiente:

1 2 o6 4
5 878 5
Mientras que:
76
7>7
13 13

Solucion grdfica

LLa paradoja puede explicarse graficamente mediante
vectores. Havil (2008) representa mediante letras

Havil explica la paradoja en un diagrama
cartesiano (grafico 1) mostrando en el eje
de abcisas el nimero de curados y en el
eje de ordenadas el nimero de pacientes
al que se le ha administrado cada medica-
mento. Podemos representar las propot-
ciones de curados con cada medicamente
por las pendientes de los segmentos re-
presentados en trazo grueso.

d b
N2. pacientes que toman un medicamento
Grafico 1. Representacion grafica correspondiente a la
tabla 4 (Havil, 2008)

Observamos que dichas pendientes son
menores entre los curados con el medica-
mento M, que entre los curados con me-
dicamento M, tanto en el caso de hom-
bres (es decit, a/b<c/d) como en el de
mujeres (es decit, p/g<r/s). Sin embargo,
cuando consideramos el porcentaje global
de pacientes curados (con independencia
de su sexo; que se representa por las pen-
dientes de los segmentos con trazos)
puede resultar paradéjicamente mayor
para el medicamento M, que para el M,:

a+p> c+r
b+q d+s

en una tabla el nimero de pacientes de

Hombres curados Mujeres curadas Total personas curadas

uno y otro sexo que se han curado cuando [\, yicamento v,

Medicamento M,

se les han aplicado dos medicamentos al-

(a) de (b) (p) de ()
(c) de (d) (r) de (s)

(a+p) de (b+q)
(c+r) de (d+s)

ternativos M,y M, (véase la tabla 4).

Jose M. CoNTRERAS, CARMEN BATANERO, GUSTAVO R. CANADAS Y M. MAGDALENA GEA
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La clave esta en que, al sumar vectores, la
pendiente de la suma depende no sélo de
la pendiente de los sumandos, sino tam-
bién de su longitud (obviamente, si todas
las pruebas se hicieran sobre el mismo
nimero de pacientes no se podria dar la

paradoja).

Trabajo en el aula

En el trabajo en el aula con esta paradoja
se usaran implicita o explicitamente dife-
rentes objetos matematicos, que dependen
de la soluciéon. Por ejemplo, si se explica
utilizando la probabilidad condicional se
utilizarfan los siguientes (en la clasificacion
de Godino, Font y Wilhelmi, 2008):

Lenguaje matemitico. Se utilizan expresiones
verbales, y numéricas de las frecuencias
en las distintas celdas de la tabla y los su-
cesos implicados, asi como las tablas de
contingencia. También se usara lenguaje
simbolico para calcular las probabilidades
asociadas.

Conceptos. En esta paradoja los alumnos
trabajan la idea de experimento aleatorio,
suceso, espacio muestral, complementario,
frecuencia absoluta y relativa, doble, mar-
ginal y condicional, probabilidad condi-
cional, dependencia e independencia.

Propiedades. Algunas propiedades que apa-
recen en la resolucion de estos problemas
son: diferencia entre probabilidad condi-
cionada y simple, relacion entre probabi-
lidad condicionada (conjunta y simple),
complementario, regla de la unién y regla
del producto.

Procedimientos. Algunos procedimientos
que podemos encontrar en la resolucion
de estas paradojas son: calculo de proba-
bilidades simples, compuestas y condi-
cionadas.

e

Argumentos. La actividad permite usar el razona-
miento deductivo y empirico.

Obviamente estos objetos cambiarfan notablemente
si se utilizan otras soluciones; en la que hemos de-
nominado «analitica» se trabajan predominante-
mente fracciones y desigualdades; y en la «graficar,
conceptos geométricos, vectores y pendientes de
rectas.

También podemos observar los siguientes procesos
matematicos:

Procesos de materializacion-idealizacion (pasar de algo
que se percibe a algo que no se percibe). Por ejem-
plo, los hospitales, enfermos y situacion de supet-
vivencia a los que hacen referencia la paradoja son
objetos imaginarios que podemos materializar si,
por ejemplo, llevamos a cabo una simulacion de la
situacion.

Procesos de particularizacion-generalizacion. Es cuando
pasamos de un caso particular, generalizando a una
propiedad de un conjunto; o viceversa, cuando una
propiedad que sabemos que es general la aplicamos
a un caso particular. Por ejemplo, sabemos que la
suma total de todas las probabilidades de los sucesos
en un experimento es la unidad. En cada ejemplo,
particularizando llegamos a las probabilidades de
los sucesos dados. Asi sabemos que la suma de la
probabilidad de supervivencia y muerte ha de ser
una en cada caso sin tener que calcularla.

Procesos de representacion-significacion. Los procesos de
representacion y significacion aparecen continua-
mente en el trabajo matematico, pues como no po-
demos operar directamente con objetos ideales re-
presentamos las operaciones sobre los mismos por
medio de simbolos o por medio de otros objetos.
Por ejemplo, el objeto «probabilidad» lo represen-
tamos por la letra P; la probabilidad de un suceso
que denominamos A la representamos mediante

P(A).

Procesos de descomposicion-reificacion. E]l alumno que
trata de resolver el problema tiene que pasar cons-
tantemente de considerar objetos elementales (uni-
tarios) a considerar objetos compuestos de varios
objetos elementales (sistémico). Asi, cada suceso de
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un experimento aleatorio es elemental, pero el es-
pacio muestral del experimento es sistémico.

Posibles dificultades en la actividad

Un razonamiento erréneo se comete cuando se in-
terpretan los datos sin considerarlos globalmente,
es decir, sin tener en cuenta todas las variables que
aparecen en la situacion. Posibles explicaciones de
este razonamiento son las siguientes:

1. Al calcular la probabilidad no tenemos en cuenta
todos los elementos del espacio muestral. Segun to-
memos las variables que afectan a la asociacion entre
«supervivencia» y «hospital» los sucesos toman una
probabilidad u otra (Gras y Totohasina, 1995). Su-
pone un fallo pasar de la idea espacio muestral (in-
tensivo) al espacio muestral concreto (extensivo).

2. Con relacion al estudio de la aso-
ciacion entre las dos variables se ol-
vida una condicion necesaria en dicho
estudio, que es el aislamiento de otras
variables. Esto quiere decir que los
pacientes que asisten a cada hospital,
en el ejemplo, deberfan suponerse ele-
gidos al azar (lo cual evidentemente
no se cumple, pues la tasa de pacientes con buena
salud es muy diferente en cada uno de los hospita-
les). Si existe una variable no controlada que afecta
de forma desigual a los dos grupos el valor real del
coeficiente de asociacion entre dos variables puede
aumentar, disminuir o, incluso, cambiar de signo.

Casos reales relacionados
con la paradoja de Simpson

La paradoja de Simpson tiene una larga tradicion
en el mundo académico y ha aparecido en muchos
casos célebres. Fil6sofos como Cohen y Nagel
(1934) describieron los resultados paraddjicos de
diferentes tasas de mortalidad por tuberculosis de
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El trabajo con la paradoja de
Simpson puede servir para
aumentar la precaucion de los
estudiantes ante la
interpretacion precip itada de
la correlacién como
causalidad.

unos estudios realizados en ciudades ame-
ricanas teniendo en cuenta la raza, pre-
guntandose si las poblaciones del estudio
realmente eran comparables, es decir, ho-
mogéneas, pues al agregar los datos cam-
biaron los resultados. Es también bien co-
nocido por los responsables de politicas
laborales, y no infrecuente, que los cam-
bios en la composicién del empleo hagan
que el crecimiento global de los salarios y
costes laborales difiera del de los distintos
grupos laborales considerados individual-
mente.

Otro ejemplo, descrito por Bickel, Ham-
mel y O’Connell (1975), se produjo en la
Universidad de Berkeley cuando fue acu-
sada de discriminar a las mujeres al com-
probarse que solo aceptaba el 34% de las
solicitudes de ingreso efectuadas por mu-
jeres frente al 44% de las
de los hombres. En un in-
tento de averiguar la causa
y ver si la aceptacion de-
pendia o no de los depar-
tamentos, se desglosaron
las cifras de solicitudes y
aceptaciones de hombres y
mujeres por departamen-
tos constatandose, con sorpresa, que en
casi todos ellos el porcentaje de mujeres
admitidas era superior al de los hombres.
La explicacion era que la proporcion de
mujeres que solicitaron la admision era
diferente en cada departamento.

Otro caso mas reciente (Saari, 2001) fue
cuando en 1999 el Estado de California
establecié un sistema de primas para los
profesores de los colegios publicos en los
que se lograra mejorar el rendimiento de
los estudiantes. La evaluacion de los cen-
tros mostré (con satisfaccion de las auto-
ridades educativas) que el rendimiento de
los alumnos habia mejorado en la mayoria
de los colegios, tanto para el grupo domi-
nante, como para la minorfa (hispanos).
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Sin embargo, al mezclar los datos de los
dos grupos, los valores del rendimiento
global bajaron en casi todos los centros
debido a una variacién de la proporcion
de hispanos en los centros a lo largo del
petiodo.

Gaviria (1999) indica que es muy impot-
tante considerar la posibilidad de la apari-
cién de la paradoja de Simpson al inter-
pretar resultados de evaluacién del
rendimiento. No hacerlo asi llevaria nece-
sariamente a la mala interpretacion de los
datos.

Implicaciones para la enseianza

Diferentes autores recomiendan precau-
cién en la practica estadistica, para evitar
los interrogantes que surgen de los datos
paradojicos, y precaucion antes de hablar
de relaciones de causalidad, pues el con-
cepto de causalidad es dificil desde el
punto de vista filoséfico y no es necesa-
rio, para los métodos cientificos de in-
vestigacion (Pearl, 2000). Cartwright
(1979) por su parte afirma que la inter-
pretacion de las relaciones causales re-
queridas por la investigacion cientifica y
la toma de decision racional han de ser
cuidadosas, ya que la dependencia de las
regularidades y las frecuencias en que los
juicios de probabilidad se basan, no son
suficientes para representar dichas rela-
ciones.

El trabajo con la paradoja de Simpson
puede servir para aumentar la precaucion
de los estudiantes ante la interpretacion
precipitada de la correlacién como causa-
lidad. Para finalizar, recordamos que Gon-
zalez (2004) sefiala que el uso de la historia
con fines didacticos depende del conoci-
miento histérico del profesor y su inicia-
tiva para adaptar este saber a los intereses

e

y necesidades del grupo, por lo que ha de exponer
los avances de la disciplina junto con su estado
actual tedrico y de aplicabilidad. El estudio de la
historia de la probabilidad y de las paradojas aso-
ciadas a la misma sera entonces un componente
importante en la preparacion de formadores.
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A mediados del siglo xviii el prolifico y genial
matemadtico suizo Leonhard Euler analizd y resolvié
un juego de probabilidad con cartas llamado
Rencontre. Como otros problemas probabilisticos,
el enunciado es facilmente comprensible, su
analisis no es elemental y el resultado parece
contrario a la intuicidén o, cuando menos,
sorprendente. Euler utiliza, para la resolucion del
problema, la combinatoria y la suma de ciertas
sucesiones. En este articulo se pretende llegar a la
misma conclusién recurriendo a unas matematicas
mas cercanas al alumno de bachillerato.

Palabras clave: Probabilidad, Resoluciéon de
problemas, Historia de las Matematicas, Ensefianza
y aprendizaje.

The Rencontre’s Problem

By the middle of the XVIIIth century, the prolific and
brilliant Swiss mathematician Leonhard Euler
analyzed and solved a probability cards game called
Rencontre. As it happens with other probability
problems, the game has an easily and
understandable wording, its study is simple and the
result seems to be surprising, far from the one
expected. In order to solve the problem, Euler uses
the Combinatorial Theory and the addition of
sequences. This paper aims to reach the same
conclusion using a kind of Mathemtics much closer
to an average high school student.

Key words: Probability, Problem Solving, History of
Mathematics, Teaching and Learning.
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El problema de Rencontre

MIGUEL BARRERAS ALLCONCHEL

El problema 27

St
1

Leonhard Euler es, sin duda, el matematico mas
prolifico de la historia. Entre otros muchos textos
(69 tomos son necesarios para contener todos los
de su Opera Omnia), escribi6 diversos trabajos sobre
Estadistica y Probabilidad. En uno de ellos, Calen/
de la probabilité dans le jeu de rencontre, publicado en las
Memoires de I’ Academie des Sciences de Berlin (1753)",
abordo el siguiente problema:

El Juego de Rencontre es un juego de azar en el que dos
personas, con un mazo completo de cartas cada una,
sacan a la vez una carta detrdas de otra hasta que gana una
de ellas si sacan la misma carta. Si no tiene lugar dicha
coincidencia, entonces gana la otra persona. Con estos su-
puestos, se pregunta la probabilidad de ganar que tiene
cada persona.

Este juego ya habia sido planteado y resuelto unas
décadas antes por Montmort®. Se llamé entonces
Treize, puesto que se partia de un mazo de trece
cartas (el nimero de cartas de un palo de una baraja
francesa).

De Moivre también lo estudié en 1718°. Segura-
mente BEuler no conocia esos resultados y por eso
se aplico a él y lo resolvio.

Articulo recibido en Suma en febrero de 2011 y aceptado en junio de 2011
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El método de Euler

Sus razonamientos son claros y cercanos al lector
actual. No olvidemos que Euler es, sin duda, uno
de los mayores inventores de sighos matematicos.
A él se deben las notaciones para los numeros ¢, el
namero T, la unidad imaginaria 7 el simbolo de su-
matotio, 2, la expresion para una funcion, f(x), tales
como hoy los conocemos.

Euler explica su procedimiento:

A tal efecto es necesario hacer algunas observaciones ge-
nerales que nos conduzcan al conocimiento de las proba-
bilidades para numeros grandes de cartas, conociendo las
probabilidades para nimeros mas pequefios.

Con razonamientos combinatorios, llega a resolver
casos sencillos para, después, generalizar los resul-
tados usando sumas de sucesiones del tipo:
b + ! +..x !
1-2 1-2-3 1-2-..om
Recordemos que Euler era especialista en este tipo

de calculos. Llega incluso al caso de infinitas cartas,
sumando una serie que, curiosamente, involucra al
numero e. Un trabajo elegante, sin duda.

Portada del opusuculo de Euler

Nuestra solucion

Antes de enfrentarnos al problema es interesante
apelar a nuestra intuicion: ¢Qué es mas ventajoso,
apostar a que va a haber coincidencia o al contrario?
Habiendo apostado a la coincidencia, ¢qué resultara
mas favorable, jugar con 10 cartas (los 10 oros de
una baraja espafiola, por ejemplo), con 40 (una baraja
completa espafola), o con 52 (una baraja francesa)?
Es probable que la intuicion viaje indecisa entre las
distintas opciones, de igual manera que divaga en la
contemplacion de algunas imagenes ambiguas. Lo
que, de entrada, tenemos claro es que con una carta
la probabilidad de coincidencia es 1y con dos, 1/2.

MIGUEL BARRERAS ALCONCHEL

Vamos a analizar el problema con 7 cartas.
La generalizacion posterior resultara obvia.

No hay pérdida de generalidad en suponer
que el jugador A destapa sus cartas y que
sus cartas estan ordenadas en la mesa del 1
al 7. El jugador B juega a que va a haber al-
guna coincidencia. El jugador A despliega
sus 7 cartas (sus 7 numeros) y el jugador B
enfrenta el desorden desconocido de sus
cartas tapadas en la mesa de juego. La suerte
esta echada. Habra coincidencia o no.

Juego de Rencontre: situacién 1 (posicidn inicial)

Antes de seguir, tenemos que coincidir en
una cosa. Se levantaran las cartas del ju-
gador B, el que las tiene tapadas y juega a
que hay alguna coincidencia, y, si la hay, el
jugador B ganara. De lo contrario, perdera.
Pero e/ orden en el que se vayan destapando las
cartas del jugador B no importari en el andlisis
de la sitnacion.

Tomémonos un tiempo para reflexionar
sobre esta ultima afirmaciéon. Cuando ya
hayamos aceptado ese lema, sigamos ade-
lante, pues el problema casi esta resuelto.

Hay que empezar a jugar por algun sitio.
B levanta su primera carta tapada de la iz-
quierda. Si sale 1 ya ha ganado. Ha tenido
muy buena suerte. Una probabilidad de
1/7. No ganari, de momento, con un 6/7
de probabilidad. Pero no hay que deses-
perar. El juego sigue.

Pongamos que le sali6 el 5. B puede levan-
tar la que quiera, pero el matematico, para
el analisis, levanta la pareja del 5 de A.

Puede salir el 1. ¢Qué pasa si sale el 17
Que nos quedan, ya no 7 cartas enfrenta-
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Juego de Rencontre: situacién 2

das con sus numeros, sino 5. Y el pro-
blema se simplifica.

Llamaremos P ala probabilidad de ganar
(que haya coincidencia) con # cartas. En
el caso anterior nos plantarfamos en P,
Y por ahi, podremos seguir tirando de
forma recurrente. Ya veremos, echando
cuentas un poco mas tarde, como.

Pero sigamos con las cartas. Vamos a ver
todas las posibilidades. Supongamos que
la segunda carta no cerrara ciclo, que no
fuera un 1; que fuera, por ejemplo, un 3.

Juego de Rencontre: situacién 3

¢Qué harfa el matematico analista? Levan-
tar la pareja del 3. Si esa carta fuera un 1
se cerrarfa ciclo y el problema pasarfa por
calcular P: los destapados de A4, 2,4, 6y
7, enfrentados a los mismos tapados de B
en un orden incierto.

salel ganaB

1/7/'

salel Ps

1/6
6/7\‘ nosale1 / sale 1
5

/G\A | 11/5
no sale
4/5\

no sale 1

NOVIEMBRE
2012

Juego de Rencontre: situacion 4

Mediante un diagrama de arbol podemos desgranar
las probabilidades que se nos plantean. No es dificil
seguir el procedimiento del matematico decidido
que quiere llegar a la solucion final.

Asi, la probabilidad de que haya coincidencia con 7
cartas, la que hemos llamado P, es:

1.6 1 1 1
P = +6- -P5+6 > P4+6 >4 P, +
776 ° 765 ' 7654
fo2 40 L 054521,
76543 7 765432
1
:7-(1+P5+P4+P3+P +P) 29

suma

Y, en general, para 7 > 2: !

1
P="-(1+P_+P_ +..+P+P+P)
n

siendo, obviamente, P, = 1y P, = 1/2. De aqui se
obtiene facilmente la ley de recurrencia que nos
proporciona todas las probabilidades:

_ (1+P +P_ +P_,+.+P+D)=

nt2

n+2
1
= (14P +P_ +n P 1)
n+2 o g
Por tanto:
(n+2)-P,,=(n+1)-P+P
salel P;
salel P,

\no sale 11/3/' salel Py

23 1/2
nosale 1

112,

nosalel —— salel
1

Arbol de probabilidades del juego de Rencontre

EL PROBLEMA DE RENCONTRE
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De donde se deriva la férmula general:
+1)-P+P
Pﬂ+2 = (” ) ’ =
n+2
Dividiendo los términos de la igualdad anterior

por P,y tomando limites en el infinito obtene-

mos:
n—00 Pn+1 n—00 (ﬂ —|— 2) PnJrl 7n—00 (ﬂ + 2) Pn+1

Llamando w al limite buscado:
w= Lim L
n—eo P
n
Ha de cumplirse la igualdad: w =1/ . Y asi, w =
1, lo que quiere decir que la sucesion de probabi-
lidades se estabiliza conforme aumenta el nimero
de cartas. He aqui la primera conclusién sorpren-
dente.

Para acabar, nos preguntamos cuanto vale ese limite
y a partir de cuantas cartas la sucesion se hace esta-
ble. Ya se han comentado los primeros valores de
la sucesion de probabilidades: P, =1, P, =1/2. Los
restantes nos los da el programa Exve/ (tanto en
grafico como en tabla):

P=1
P,=0,5

P, =0,6666...
P,=0,625

P, =0,6333...

P, =0,6319444...
P,=0,63214286
P, =0,63211806
P,=0,63212081
P, =0,63212054
P, =0,63212056

Vemos que la probabilidad de coincidencia
se estabiliza muy rapido. Puede observarse
que el nimero de cartas es practicamente
irrelevante a partir de cinco. La probabili-
dad de que haya coincidencia es
0,63212056. ¢Sorprendente?

Como apuntabamos al principio este nu-
mero esta estrechamente relacionado con

el nimero ¢, pues se trata, precisamente,
de1-1/e
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Se presenta un estudio comparativo que permite
analizar, sobre los datos reales de los resultados
electorales de varias circunscripciones durante un
proceso electoral, el nimero de representantes
elegidos de cada formacién politica en funcién de la
ley electoral de reparto que se utilice. Para ello se
exponen distintos modelos electorales de distintos
paises y se comparan los resultados.

Palabras clave: Experiencia de Aula, Secundaria,
Legislacion, Sistemas electorales, Politica.

Politics and Mathematics. The Electoral systems

A comparative study about electoral systems is
shown. So the number of elected members of
parliaments depends on the electoral system
applied by each country, we study the systems of
different countries and we compare the results.

Key words: School Experience, High School,
Legislation, Electoral system, Politics.
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Matematicas y politica.
Las leyes electorales

FraNCISCO DANIEL PEREZ CARRETERO

a ciencia en general y las matematicas en par-

ticular son comunmente utilizadas en aspectos
muy diversos de la vida cotidiana. En el ambito po-
litico, en Espana en concreto, el debate sobre la con-
veniencia de nuestra ley electoral esta, cada vez mas,
a pie de calle. Sin embargo, y pese a ser un debate
muy extendido, no son muchas las personas que co-
nocen como funciona el reparto de representantes
electos en funcidn de los votos escrutados en nuestro
pals, y aun menos las que conocen cémo se realiza
ese reparto en otros paises de nuestro entorno.

Por ello, y para incrementar la capacidad critica de
nuestros jovenes desde la asignatura de matematicas,
se pretende dar a conocer algunos de los sistemas
mas utilizados en el mundo para repartir represen-
tantes politicos (concejales, diputados, senadores,
etc...) y comparar los resultados de éstos sobre un
escrutinio real de algunas de las provincias mas po-
bladas recogidos en las Elecciones Generales de
noviembre de 2011. De esta forma se espera que
los alumnos intenten entender qué tipo de gobiernos
facilita cada uno de los sistemas estudiados. Por
otra parte, la utilizaciéon de una enciclopedia al al-
cance de todos ellos, como Wikipedia, les permite
tener acceso permanente a las férmulas de calculo
de los sistemas electorales siempre que lo deseen

St

31

1

Articulo recibido en Suma en diciembre de 2011 y aceptado en abril de 2012
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El contenido del presente articulo se impartié en
clases de 3.° y 4.° de Secundaria del Colegio La In-
maculada (MSJO) de Valladolid. Por otra parte, el
Colegio ha estado inmerso, durante los cursos aca-
démicos 2010-2011 y 2011-2012 en un programa
Comenius conjuntamente con otros 3 centros de
otros tantos paises de la Unién Europea, Italia, Ale-
mania y el Reino Unido. Esta experiencia se enmarca
dentro del programa Comenius con el fin de incre-
mentar el conocimiento de nuestros alumnos de las
caracteristicas, politicas en este caso, de otros paises.
Por ello se hace especial hincapié en los sistemas
electorales de los paises que forman parte del pro-
grama Comenius del Colegio La Inmaculada (MSJO).

Fundamento teorico

En primer lugar, conviene aclarar a los alumnos que
el reparto de representantes en funcion de los votos
emitidos por los ciudadanos es un tema controver-
tido dado que la aplicacion estricta de la proporcion
matematica (tantos votos, tantos escafios), no es po-
sible debido a que los representantes electos no ad-
miten la utilizacién de cifras decimales, son personas
fisicas y, por tanto, indivisibles. La realizaciéon de
cualquier aproximacion sobre los datos directos del
escrutinio genera en s{ un sesgo que altera la pro-
porcionalidad entre unas fuerzas politicas y otras.
Ademis, los distintos paises han optado por sistemas
de reparto que, de alguna forma, tengan una cierta
intencion politica. Algunos sistemas electorales fa-
cilitan la gobernabilidad de una nacién otorgando
mas poder del matematicamente obtenido a los par-
tidos mas votados. Otros sistemas pueden potenciar
la obtencién de representacion parlamentaria a los
partidos con menos votos en aras a incrementar la
presencia politica de las minorfas.

Balinski y Young, en su obra de 1982 demostraron
que no existe ninguna forma de reparto que cumpla
simultaneamente las siguientes cuatro premisas:

1. Verificacion de la cuota. La diferencia entre el por-
centaje de escafios obtenidos y el de votos reci-
bidos no puede ser mayor a la unidad.

FRANCISCO DANIEL PEREZ CARRETERO

e

2. Monotonia respecto de los escasios. Si se in-
crementa el nimero de representantes
a elegir, ningun partido podra obtener
menos de los que tenia antes del in-
cremento.

3. Monotonia respecto de los votos. St en dos
elecciones consecutivas un partido in-
crementa sus votos y otro los reduce,
no debe incrementarse el nimero de
escafios del segundo y reducirse los
del primero.

4. Homogeneidad. E1 nimero de represen-
tantes repartidos no debe cambiar si
los votos de todos los partidos au-
mentan o disminuyen de forma pro-
porcional.

En el presente articulo se han analizado
algunos de los sistemas de reparto de re-
presentantes basados en métodos de di-
visor, métodos de cociente y métodos de
mayoria relativa:

Métodos de divisor

Tienen su origen en una propuesta de T.
Jefferson a finales del siglo XVIII para la
eleccion de representantes a la camara de
Estados Unidos. La idea es la siguiente: si
fijamos el nimero de votos necesario para
obtener un representante, el nimero de
representantes de cada partido puede ob-
tenerse mediante la operacion 7= V/ d,
donde 7 es el numero de representantes
de cada partido, 17, es el numero de votos
obtenido por cada partido y 4 es el nu-
mero de votos necesario para obtener un
representante. Jefferson desprecia los de-
cimales para calcular el numero de repre-
sentantes.

De esta manera, lo que queda sin deter-
minar es el numero de representantes to-
tales, que se obtiene mediante la suma de
los obtenidos por todos los partidos.
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No obstante, suele darse el caso de que el
tamafio de la camara de representantes sea
fijo, y, por tanto, es necesario ajustar d para
obtener ese nimero preciso de miembros
electos. Para proceder a la busqueda del
divisor adecuado se procede de la siguiente
manera. Comenzamos utilizando como di-
visor el nimero de votantes del partido
mas votado. En esta situacion este partido
obtiene como cociente 1 y los demas ob-
tienen cocientes menores que 1 y por tanto
quedan sin representacion parlamentaria.
Pero solo hemos elegido un representante.
Disminuimos el divisor para obtener un
segundo representante. Este se obtendra
cuando el divisor sea o bien la mitad de los
votos del partido mas votado, o bien igual
alos votos de alguno de los demas partidos.
Tendremos elegidos 2 representantes y ha-
bra que seguir disminuyendo el divisor
hasta encontrar el mas adecuado en funcién
del nimero de representantes a elegir.

Para realizar este proceso de forma mas
sencilla, actualmente se calculan los co-
cientes del numero de votos de cada par-
tido (1) con respecto a una sucesion de-
terminada de divisores. La asignacion de
representantes se realiza por orden decre-
ciente de los cocientes obtenidos hasta
completar el nimero total de represen-
tantes necesarios. Si esta sucesion de di-
visores es la de los numeros naturales
(como en el caso de la Ley D’Hondt) el
ultimo cociente que se obtiene en la asig-
nacion del ultimo escafio seria el divisor
buscado y que nos habrfa dado el numero
exacto de representantes de la camara.

Entre los sistemas de divisor, podemos
encontrar los siguientes:

Ley D’Hondt

Es el sistema utilizado en Espafa para el
reparto de representantes en funcion de

e

los votos emitidos en unas elecciones. Es ademas
un sistema ampliamente utilizado en otros estados
tanto europeos como sudamericanos, asi como en

Japon.

En el sistema D’Hondt se utilizan como divisores
los numeros naturales 1, 2, 3, ..., hasta el nimero
de representantes que ha de elegirse en esa circuns-
cripcion.

Los cocientes se calculan, por tanto, segin la for-
mula I//(n+1), donde 17, es el nimero de votos
obtenidos por cada partido y # es un indice que va
desde 0 hasta el numero de representantes a elegir
menos 1.

Método Saint Lagué puro

Es el sistema utilizado en algunos paises europeos,
entre ellos Alemania.

Este sistema es muy similar al D’Hondt. La dife-
rencia entre ambos es que, en el método de Saint
Lagué se utilizan como divisores los numeros im-
pares: 1, 3, 5, ... La férmula utilizada en este caso
para realizar la tabla de asignacion del nimero de
representantes electos es 17,/(2n+1).

Método de Saint Lagué modificado

Es idéntico al sistema Saint Lagué puro excepto
para la asignacién del primer representante de cada
partido, que se hace segun el cociente 17,/ 1,4.

A partir del primer representante se retoma la férmula
del método Saint LLagué puro, es decir I/ (2n+1).

Métodos de cociente

Los métodos de reparto de representantes por
cociente se basan en el mismo principio. En pri-
mer lugar se establece un divisor 4 para repartir
los representantes. De esta manera, en una primera
aproximacion, cada formacién politica recibe un

NOVIEMBRE
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numero de representantes que es igual al numero
de votos recibidos 1”7, dividido entre d, aproxi-
mandose el cociente por defecto. Estos seran los
representantes por cociente (7). Tras realizarse
este reparto, y como consecuencia de la aproxi-
macion por defecto realizada en cada formacion
politica, quedan unos puestos sobrantes, es decir,
sin cubrir por el reparto por cociente. Se procede
a repartir estos puestos entre los grupos politicos
en funcién de los restos de las divisiones realiza-
das, es decir, de los votos de cada formaciéon que
no han sido utilizados para conseguir los repre-
sentantes por cociente. Estos seran los represen-
tantes por residuo (z).

Cociente Hare

En el caso del Cociente Hare, el divisor utilizado es
el resultado de dividir el nimero de votos totales
(1) y el nimero de representantes a elegir en el
proceso (r): d/ 17, aproximando d al entero mas pro-
ximo. En este caso, podemos interpretar ¢ como el
numero de votos necesario para conseguir un re-
presentante.

Por ello, el nimero de representantes de cada par-
tido por cociente sera la parte entera del cociente
n= V/ d. Este sistema es similar al utilizado por
Jefferson hace dos siglos. La diferencia estriba en
el reparto de los representantes por residuo que
se hace a continuacién y que completa el nimero
de personas electas de la camara, que se considera
fijo.

Los votos residuales seran 17 = 17 —d *n , que seran
los utilizados para conseguir o no representantes
por residuo.

Cociente Droop

En el caso del Cociente Droop, el divisor utilizado
es d=1+17/(r+1), aproximando d al entero mas
préximo. Los calculos de los representantes por co-
ciente y por residuo son los mismos que en cociente
Hare.

FRANCISCO DANIEL PEREZ CARRETERO
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Cociente Imperiali

En el caso del cociente Imperiali, utilizado
en Italia hasta las reformas electorales de
1991, el divisor utilizado es d= I/ (r+2),
aproximando 4 al entero mas proximo.
Los calculos de los representantes por co-
ciente y por residuo son los mismos que
en cociente Hare.

Método de la mayoria relativa

En el método de la mayoria relativa las cir-
cunscripciones utilizadas son mucho mas
pequenas de lo que son en otros sistemas.
En cada una de ellas solo ha de escogerse
un representante. Este método, con alguna
complicacion anadida, se utiliza en algunos
procesos electorales del Reino Unido.

En cada circunscripcion se asigna el re-
presentante a elegir a la formacion politica
que ha obtenido mas votos en esa cir-
cunscripcion. En el caso espanol, para uti-
lizar este método serfa preciso dividir cada
circunscripcion electoral en otras de me-
nor tamafo en las que se elegirfa un solo
representante en cada una.

La utilizacién del método de la mayoria
relativa tiene una repercusion especial en
la composicién final de la camara. Los
partidos minoritarios son eliminados de
la misma salvo que sean los mas votados
en alguna circunscripciéon concreta en la
que consigan algin representante. Este
sistema favorece la composicion biparti-
dista de los parlamentos.

Desarrollo

Se realiza un estudio comparativo entre
los distintos métodos expuestos utilizando



S71-Pérez Carretero_Maquetacion 1 05/11/12 19:56 Péagina 35

como datos los resultados electorales re-
ales en algunas de las provincias mas po-
bladas en las elecciones generales celebra-
das en Espana en noviembre de 2011,
para el Congreso de Diputados.

e
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En las tablas de la 1 a 1a 8, se van a mostrar todos e

los calculos para el caso de la provincia de Madrid
y, en las tablas de la 9 a la 12, se aportan resumenes
de estos calculos para el resto de las provincias es-

tudiadas.

Votantes Abstencion Votos nulos Votos vdlidos PP (Vi) PSOE (Vi) UPyD (Vi) 1U-LV (Vi) Otros Blanco
3409 331 12 444 483 35526 3373 805 161 154 124 332 108 111 69 111 10429 7 162
Numero de representantes a elegir r=36
Tabla 1. Resultados electorales Madrid Congreso de Diputados 2011
PP esc num* PSOE esc nim UpyD esc num 1U-LV esc num

Entre 1 1719 709,00 1 878 724,00 2 347 354,00 7 271 209,00 11
Entre 2 859 854,50 3 439 362,00 5 173 677,00 17 135 604,50 22
Entre 3 573 236,33 4 292 908,00 9 115 784,67 26 90 403,00 34
Entre 4 429 927,25 6 219 681,00 13 86 838,50 36 67 802,25

Entre 5 343 941,80 8 175 744,80 16 69 470,80 54 241,80

Entre 6 286 618,17 10 146 454,00 20 57 892,33 45 201,50

Entre 7 245 672,71 12 125 532,00 24 49 622,00 38 744,14

Entre 8 214 963,63 14 109 840,50 28 43 419,25 33901,13

Entre 9 191 078,78 15 97 636,00 31 38 594,89 30 134,33

Entre 10 171 970,90 18 87 872,40 35 34 735,40 27 120,90

Entre 11 156 337,18 19 79 884,00 31577,64 24 655,36

Entre 12 143 309,08 21 73 227,00 28 946,17 22 600,75

Entre 13 132 285,31 23 67 594,15 26 719,54 20 862,23 3 5
Entre 14 122 836,36 25 62 766,00 24 811,00 19 372,07 ¥
Entre 15 114 647,27 27 58 581,60 23 156,93 18 080,60 S 1
Entre 16 107 481,81 29 54 920,25 21 709,63 16 950,56

Entre 17 101 159,35 30 51 689,65 20 432,59 15 953,47

Entre 18 95 539,39 32 48 818,00 19 297,44 15 067,17

Entre 19 90 511,00 33 46 248,63 18 281,79 14 274,16

Entre 20 85 985,45 43 936,20 17 367,70 13 560,45

Entre 21 81 890,90 43 936,20 16 540,67 12 914,71

Entre 22 78 168,59 43 936,20 15 788,82 12.327,68

Escafios 19 10 4 3

En las columnas esc nim aparecen los 36 escafios otorgados a los partidos en el orden en que son asignados
Tabla 2. Resultados en aplicacion de la Ley D’Hondt
PP esc num PSOE esc num UpyD esc num 1U-LV esc num

Entre 1 1719 709,00 1 878 724,00 2 347 354,00 4 271 209,00 7
Entre 3 573 236,33 3 292 908,00 6 115 784,67 14 90 403,00 19
Entre 5 343 941,80 5 175 744,80 10 69 470,80 23 54 241,80 30
Entre 7 245 672,71 8 125 532,00 13 49 622,00 33 38 744,14

Entre 9 191 078,78 9 97 636,00 17 38 594,89 30 134,33

Entre 11 156 337,18 11 79 884,00 21 31577,64 24 655,36

Entre 13 132 285,31 12 67 594,15 25 26 719,54 20 862,23

Entre 15 114 647,27 15 58 581,60 28 23 156,93 18 080,60

Entre 17 101 159,35 16 51 689,65 32 20 432,59 15 953,47

Entre 19 90 511,00 18 46 248,63 36 18 281,79 14 274,16

Entre 21 81 890,90 20 41 844,00 16 540,67 12 914,71

Entre 23 74 769,96 22 38 205,39 15 102,35 11 791,70

Entre 25 68 788,36 24 35 148,96 13 894,16 10 848,36

Entre 27 63 692,93 26 32 545,33 12 864,96 10 044,78

Entre 29 59 300,31 27 30 300,83 11 977,72 9 352,03

Entre 31 55 474,48 29 28 345,94 11 204,97 8 748,68

Entre 33 52 112,39 31 26 628,00 10 525,88 8 218,45

Entre 35 49 134,54 34 25 106,40 9 924,40 7 748,83

Entre 37 46 478,62 35 23 749,30 9 387,95 7 329,97

Entre 39 44 095,10 22 531,38 8 906,51 6 954,08

Entre 41 41 944,12 21 432,29 8 472,05 6 614,85

Escafios 19 10 4 3

Tabla 3. Resultados en aplicacion del Método Saint Lagué puro
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2012 PP esc num PSOE esc num UpyD esc num IU-LV esc num
Entre 1,4 1228363,57 1 627 660,00 2 248 110,00 6 193 720,71 8
Entre 3 573 236,33 3 292 908,00 5 115 784,67 14 90 403,00 19
Entre 5 343 941,80 4 175 744,80 10 69 470,80 23 54 241,80 30
Entre 7 245 672,71 7 125 532,00 13 49 622,00 33 38 744,14
Entre 9 191 078,78 9 97 636,00 17 38 594,89 30 134,33
Entre 11 156 337,18 11 79 884,00 21 31577,64 24 655,36
Entre 13 132 285,31 12 67 594,15 25 26 719,54 20 862,23
Entre 15 114 647,27 15 58 581,60 28 23 156,93 18 080,60
Entre 17 101 159,35 16 51 689,65 32 20 432,59 15 953,47
Entre 19 90 511,00 18 46 248,63 36 18 281,79 14 274,16
Entre 21 81 890,90 20 41 844,00 16 540,67 12 914,71
Entre 23 74 769,96 22 38 205,39 15102,35 11 791,70
Entre 25 68 788,36 24 35 148,96 13 894,16 10 848,36
Entre 27 63 692,93 26 32 545,33 12 864,96 10 044,78
Entre 29 59 300,31 27 30 300,83 11 977,72 9 352,03
Entre 31 55 474,48 29 28 345,94 11 204,97 8 748,68
Entre 33 52 112,39 31 26 628,00 10 525,88 8218,45
Entre 35 49 134,54 34 25 106,40 9 924,40 7 748,83
Entre 37 46 478,62 35 23 749,30 9 387,95 7 329,97
Entre 39 44 095,10 22 531,38 8 906,51 6 954,08
Entre 41 41 944,12 21432,29 8 472,05 6 614,85
Escafios 19 10 4 3
Tabla 4. Resultados en aplicacidon del Método Saint Lagué modificado
sm@%’ : PP PSOE UpyD IU-LV OTROS Total
Votos v, 1719 709 878 724 347 354 271209 121716
Escafios por cociente n.= V/d 18 9 3 2 0 32
Residuo v 32 803 35271 66 203 83 775 121716
Escafios por residuo  n =4 1 1 1 1 0 4
Escafios totales nn, 19 10 4 3 0 36
d=V/r=3373805/36=93 717
Tabla 5. Resultados en aplicacion del Cociente Hare
PP PSOE UpyD IU-LV OTROS Total
Votos v, 1719 709 878 724 347 354 271209 121716
Escafios por cociente n = \4/d 18 9 3 2 0 32
Residuo v, 78 379 58 059 73799 88 839 121716
Escafios por residuo  n =4 1 1 1 1 0 4
Escafios totales n+n, 19 10 4 3 0 36
d=1+(V/r+1)=1+3 373 805/37=91 185
Tabla 6. Resultados en aplicacién del Cociente Droop
PP PSOE UpyD U-LV OTROS Total
Votos v, 1719 709 878 724 347 354 271 209 121716
Escafios por cociente n.= \4/d 19 9 3 3 0 34
Residuo v, 32813 79 668 81 002 4 857 121716
Escafios por residuo  n =4 1 1 2
Escafios totales n+n, 19 10 4 3 0 36

d=V/r+2=3373805/38=88 784

Tabla 7. Resultados en aplicacién del Cociente Imperiali

FRANCISCO DANIEL PEREZ CARRETERO
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PP PSOE UPyD IU-LV Total
Ley D’Hondt 19 10 4 3 36
Método Saint Lagué puro 19 10 4 3 36
Método Saint Lagué modificado 19 10 4 3 36
Cociente Hare 19 10 4 3 36
Cociente Droop 19 10 4 3 36
Cociente Imperiali 19 10 4 3 36
Tabla 8. Comparativa de resultados en la provincia
de Madrid, segun el método utilizado

PSC-PSOE  CiU PP ICV-EUIA ERC  Total
Ley D’Hondt 10 9 7 3 2 31
Método Saint Lagué puro 10 9 7 3 2 31
Método Saint Lagué modificado 10 9 7 3 2 31
Cociente Hare 9 9 7 3 3 31
Cociente Droop 9 9 7 3 3 31
Cociente Imperiali 10 9 7 3 2 31

Tabla 9. Comparativa de resultados en la provincia
de Barcelona, segun el método utilizado

PP PSOE EUPV-EV Compromis UPyD Total

Ley D’Hondt 9 4 1 1 1 16
Método Saint Lagué puro 9 4 1 1 1 16
Método Saint Lagué modificado 9 4 1 1 1 16
Cociente Hare 9 4 1 1 1 16
Cociente Droop 9 4 1 1 1 16
Cociente Imperiali 9 4 1 1 1 16
Tabla 10. Comparativa de resultados en la provincia
de Valencia, segun el método utilizado

PSOE PP IULV-CA UPyD Total
Ley D’Hondt 6 5 1 0 12
Método Saint Lagué puro 6 5 1 0 12
Método Saint Lagué modificado 6 5 1 0 12
Cociente Hare 5 5 1 1 12
Cociente Droop 5 5 1 1 12
Cociente Imperiali 6 5 1 0 1

Tabla 11. Comparativa de resultados en la provincia
de Sevilla, segun el método utilizado

PP-PAR  PSOE CHA-IU UPyD Total
Ley D’Hondt 4 2 1 0 7
Método Saint Lagué puro 4 2 1 0 7
Método Saint Lagué modificado 4 2 1 0 7
Cociente Hare 3 2 1 1 7
Cociente Droop 4 2 1 0 7
Cociente Imperiali 4 2 1 0 7

Tabla 12. Comparativa de resultados en la provincia
de Zaragoza, segun el método utilizado

Resultados y discusion

Al finalizar el trabajo de calculo se
analiza y discute en clase las carac-
teristicas de cada sistema desde el
punto de gobernabilidad y repre-
sentatividad, asi como las intenciones
inherentes a cada uno de los méto-
dos y porqué unos paises escogen
unos y otros pafses otros. Los alum-
nos pueden constatar como la elec-
cion del sistema electoral puede no
modificar el resultado en algunas
provincias mientras que en otras
puede subir o bajar el numero de
representantes de algunas forma-
ciones politicas en una unidad. Esta
circunstancia, que es aparentemente
poco significativa, puede amplificarse
cuando se tienen en cuenta las 50
provincias del estado, asi como las
dos ciudades autébnomas, y, como
consecuencia favorecer la existencia
de minorfas y de grupos parlamen-
tarios nuevos o permitir que los
partidos mas votados gobiernen
con mayorias mas amplias. En clase
pueden realizarse estimaciones del
resultado suponiendo un numero
menor de representantes en la ca-
mara, etc.

En el caso concreto de las elec-
ciones cuyos resultados se pre-
sentan, se puede observar que la
Ley d’Hondt es uno de los métodos
estudiados que menor nimero de
representantes otorga a los partidos
minoritarios. El cociente Hare,
por el contrario, es mas beneficioso
para los partidos menos votados.
Por otra parte, conviene analizar,
en el caso de los métodos de
divisor que el primer escafio ob-
tenido por el partido con menos
votos (UpyD) se obtiene en los
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puestos 11, 7 y 8 para los métodos d’Hondyt,
Saint Lague y Saint Lague modificado respectiva-
mente, con lo que, para parlamentos con menos
representantes, el método d’Hondt es el que mas
beneficia a los partidos mayoritarios y por tanto a
la gobernabilidad, siendo el método Saint Lague
el que facilita una camara mas plural de entre los
métodos de divisor.

Este estudio se presenta en clase en las proximidades
de las jornadas electorales para aprovechar el am-
biente electoral y que los alumnos se encuentren
mas motivados en un campo en el que, normal-
mente, No encuentran ningun atractivo. Para finalizar
se estudia el concepto de circunscrip-
cion electoral y de listas abiertas o
cerradas para completar una vision d
general de los sistemas electorales y puntos de
la forma en que estas circunstancias
afectan a la composicion de los par-
lamentos.

En este estudio se presentan datos de un proceso
electoral concreto en algunas provincias. No obs-
tante, puede ser interesante realizarlo en cada lugar
y momento con elecciones y circunscripciones de
mayor interés para los alumnos a fin de fomentar el
espiritu critico de nuestros alumnos desde la clase
de matematicas.

FRANCISCO DANIEL PEREZ CARRETERO

Es tarea del profesor encontrar

matemdticasy lavida
cotidiana y mostrarlas a los

e

Conclusiones

Las matematicas estan presentes en todos
los ambitos de nuestra vida. Es tarea del
profesor encontrar puntos de encuentro
entre las matematicas y la vida cotidiana y
mostrarlas a los alumnos para propiciar
el gusto por las ciencias exactas.

Referencias bibliograficas

HERNANDEZ, E. (2001), Matenziticas y sistenas

electorales, Universidad Auto-
noma de Madrid, Madrid.

BARCELO, B. (2007), Sistemas
electorales, M ATerials MATe-
matics.

encuentro entre las

GIRON GONZALEZ-TORRE, F.

J, v J. M. BERNARDO HE-

RRANZ (2007), «Las matema-
ticas de los sistemas electorales», Rex R.
Acad. Cienc. Exact. Fis. Nat., vol. 101,
n.°1,21-33.

RAMIREZ GONZALEZ, V. (1991), «Foérmulas
electorales basadas en sucesiones de divi-
sores», Suma, n.° 7,29-38

a[umnos

<http://es.wikipedia.org>

FRANCISCO DANIEL PEREZ CARRETERO
Asociacion Castellano 1eonesa de Matematicas
«Mignel de Guzpnin»

Colegio La Inmaculada, Valladolid
<pacoperezcartetero@gmail.com>



S71-Tébar_Maquetacion 1 05/11/12 19:57 Péagina 39

SWW(L

ARTICULOS
Noviembre 2012

Pp. 39 46

En este trabajo se analiza como afectan a los
estudios del Bachillerato y por tanto a las
Matematicas, las grandes leyes y disposiciones
definidas en las sucesivas reformas educativas
desde la LOEM hasta la LOGSE.

Los niveles de Enseflanza Primaria y los de la
Universidad estuvieron claros, pero el de la
Ensefianza Secundaria y el Bachillerato han sido la
parte flexible del sistema, que se modifica en
funcién del disefio de ambas.

Se analiza la repercusion de la Constitucidn en el
modelo educativo general.

Palabras clave: Bachillerato, Legislacion,
Ensefianzas minimas, Curriculos, Reformas
educativas.

Mathematics and High School studies
(1st part: From 1953 to LOGSE)

The aim of this paper is to analyze how the main
laws and regulations defined in the educational
reforms have affected the High School Studies and
Mathematics studies from LOEM to LOGSE.

Primary and University studies were clear and
defined from the beginning of the reforms, but
Secondary and High Schools studies have been the
flexible side of the system, which has been
modified according to their design.

The influence of the Constitution on the general
educational model is analyzed too.

Key words: High School Studies, Legislation,
Minimum required contents, Curriculums,
Educational Reforms.

Las Matematicas
y el Bachillerato
a lo largo del tiempo

(1.2 parte: desde 1953 hasta la LOGSE)

FERNANDO TEBAR CUESTA

esde el disefio de nuestros primeros sistemas edu-

cativos, estuvieron claros los niveles inicial y final,
el de la ensefianza primaria y el de la ensefanza su-
petior, sin embargo, la enseflanza secundaria y/o el
bachillerato ha sido el nivel educativo mas proble-
matico aunque también el mas fundamental, como
ya lo consideraba el ministro de Instruccion Publica
de la IT Republica don Fernando de los Rios cuando
expresaba que «la segunda ensefianza decidird la
cultura del paisy.

Utilizando como eje central del analisis la disciplina
de las Matematicas, partiremos de la consideracion
del Bachillerato como «la preparacién de los natu-
ralmente capacesy, para pasar por diferentes etapas,
desde las iniciales con barreras para seleccionar a
los alumnos a base de examenes de ingreso, revalidas
etc, hasta llegar a la etapa democratica de extension
del Bachillerato después de conseguida la escolari-
zacion universal.

LOEM

La situacion actual no se comprenderia si no mira-
mos al pasado de donde viene, asi pues, debemos
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empezar recordando brevemente la Ley de 26 de fe-
brero de 1953 (BOE de 27) sobre la Ordenacion de la
Enserianza Media, siendo Ruiz Jiménez ministro de
Educacion Nacional'. Dado que estuvo vigente casi
veinte afios, merece la pena destacar algunas de sus
caracteristicas, en especial en lo referente al tema
que nos ocupa:

— Finalidad de la ensefianza media: «la formacion
humana de los jovenes y la preparacion de los
naturalmente capaces para el acceso a los estu-
dios superioresy.

— Organizacion del Bachillerato: Bachillerato ele-
mental de 4 cursos, y Bachillerato superior de 2
Cursos.

— Personal docente: Catedraticos, Profesores Es-
peciales, Adjuntos, Ayudantes.

— Centros docentes: Instituto? Nacional de Ense-
flanza Media, Colegios autorizados.

— Plan de estudios® Grado Elemental (4 afios),
Grado Superior (2 anos), Curso Preuniversitario,
que sustituirfa al «examen de Estado» del plan
de 1938, y que tendria vigencia hasta su sustitu-
cién por el COU en 1970.

— Examenes vy titulos: de ingreso para acceder al
Bachillerato Elemental, de curso para promo-
cionar, de grado (revalidas) para obtener el titulo
de Bachillerato Elemental y el de Bachillerato
Superior.

Si importante y duradera fue esta ley, no lo fue me-
nos la que la sustituyo, pues en la historia de la edu-
cacion espafola ha marcado un hito en todos sus
aspectos.

Ley 70

En la década de los 60, se producen en nuestro pais
una gran cantidad de cambios econémicos, sociales
y culturales, haciéndonos pasar de una sociedad tra-
dicional a una sociedad industrial y de servicios.

Se produce un incremento demografico paralelo
conocido como boom escolar, triplicandose en dos
décadas los centros (de 1.073 en 1950 a 3.140 en
1975), los alumnos matriculados en Bachillerato pa-

FERNANDO TEBAR CUESTA

e

san de 200.000 a 1.500.000, y los profe-
sores pasan de algo mas de 16.000 a mas
de 62.000. Finalmente, como muy bien
expresa V. Garcfa Hoz*, «no pueden ser
olvidadas las posibilidades de acceso a es-
tudios medios y supetiores, pues por Ley,
se destino a ayuda para estudiantes el pro-
ducto de la totalidad del impuesto sobre
la renta de las personas fisicas, creandose
el Patronato de Igualdad de Oportunida-
des»® para dar entrada a argumentos tales
como capacidad y mérito, y que conside-
raba la igualdad de oportunidades en edu-
cacion como uno de los elementos fun-
damentales para alcanzar la igualdad de
oportunidades sociales.

Todo el movimiento econémico, social y
cultural, llevé al ministro José Luis Villar
Palasi a abordar la reforma que dejara
atras la clasica consideraciéon del bachille-
rato como suma de barreras y crear un
sistema educativo moderno, utilizando un
instrumento fundamental, una buena ley,
la Ley General de Educacion, en la que
en su preambulo observamos ya el cambio
respecto de la anterior: «se trata de cons-
truir un sistema educativo permanente,
no concebido como criba selectiva de los
alumnos, sino capaz de desarrollar hasta
el maximo, la capacidad de todos y cada
uno de los espafioles».

La elaboracion de la ley se hizo con cri-
terios técnicos y de planificacion, elabo-
rando previamente el llamado «Libro
blanco» de la educacién, con el titulo de
«La educaciéon en Espafia: Bases para una
politica educativa», que dio como resul-
tado una ley consensuada y duradera en
el tiempo, que fue aprobada en agosto
de 7970 con el nombre de 1.y General de Edu-
cacion y de Financiamiento de la Reforma Edu-
cativa (Ley 14/1970, de 4 de agosto, BOE
del 6), mas conocida como Ley 70 o
como homenaje a quien la impulsé Ley

Villar.
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Dada la trascendencia futura de la ley, en

la que se contd con la participacion de pro-

fesores, y con el asesoramiento de expertos

educativos, conviene que nos detengamos

en sus caracteristicas principales.

Sistema educativo

La LGE establece los siguientes niveles

educativos:

— Ed. Preescolar, Educacion General
Basica (EGB), de caracter obligatorio
y gratuito, de 8 afios de duracion. La

EGB engloba la anterior E. Primaria

mas el Bachillerato elemental, con lo

que desaparece éste. Se encargaria a

los maestros, que a partir de entonces

pasarfan a llamarse profesores de
EGB. Al final de la EGB el alumno
obtenia el titulo de Graduado Escolar,
o un certificado de escolaridad si la

evaluacién no era positiva.

— Bachillerato Unificado y Polivalente
(BUP)®, Formacién Profesional (FP).
El Bachillerato se reduce a tres cursos

(14-16 afos) con un unico titulo. Su
Plan de estudios debera comprender

materias comunes, materias optativas

y, enseflanzas y actividades técnico-

profesionales.

Aunque el BUP venia previsto en la ley,

sin embargo no se implant6 hasta 1975,
con el Decreto 160/75, de 23 de enero
port el que se aprueba el Plan de Estudios

del Bachillerato, que concreta que las ma-

terias comunes se articulan en areas de

conocimiento, estando las Matematicas

incluidas en el Area de Ciencias Matemiticas

9 de la Naturaleza y distribuidas en los tres

cursos:

Primer Curso Segundo Curso

Tercer Curso

Matematicas Matematicas

Ciencias Naturales

Fisica y Quimica

Matematicas

Tabla 1

e

Del desarrollo de lo dispuesto en el decreto, se ocu-
para la Orden Ministerial de 22 de marzo de 1975
por la que se desarrolla el decreto 160/75 y se regula
el COU, estableciendo el horario de las materias:

Materia Horasen 1.° Horas en 2.° Horas en 3.°

Matematicas 5 4 4

Tabla 2. Horario de Matematicas en el BUP

Se consolida segun M. E Enguita’ la consideracion
del caracter dual generado por la LGE «el Bachillerato
era académico, la FP profesionalizadora; aquél pro-
pedéutico, ésta terminal; el primero simbolo de éxito
en los estudios, la segunda de fracaso escolar; uno la
rama noble de las ensefianzas medias, la otra el basu-
rero, ...pot no hablar ya de las no menos duales ima-
genes asociadas de orden y desorden, buenos y malos
alumnos, etc.»; por otra parte, sin olvidar la planifica-
ci6én y la uniformidad desde el Ministerio de Educa-
cién, se constata la coexistencia de dos sistemas de
enseflanza: publico y privado, y mientras el sistema
publico tiene un nivel medio, la ensefanza privada
oscila entre las academias y los colegios de élite.

Ordenacion académica del COU

La superacion del BUP daba paso al COU, corres-
pondiendo su programaciéon y pruebas de acceso a
la Universidad, y dejando su imparticion a los Cen-
tros de Bachillerato. Al final, el COU pasé a ser un
curso mas de Bachiller.

Opcion  Materias Horas

Comunes Lengua Extranjera, Filosofia, Lengua Espafiola 3,4,3

Obligatorias: Literatura, Historia
del mundo contemporaneo 4

Opcién A . g . S
Optativas: Latin, Griego, Historia
Optativas del Arte, Matematicas 4
Obligatorias: Matematicas, Fisica 5
Opcidn B | Optativas: Quimica, Biologia,
Geologia, Dibujo Técnico 4

Tabla 3. Curriculo del COU

Finalmente, no solo se atiende a la ordenacion aca-
démica®, sino que también se organizan los centros,
asi, se establecen las catedras y agregadurias por
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Orden de 16 de noviembre de 1976, en los Institutos
Nacionales de Bachillerato, para las catedras se es-
tablecen en las distintas disciplinas, en concreto en
Matematicas, y para las agregadurias, se establece
una clasificaciéon por médulos considerados como
maximos:

Disciplina Mddulo V- Mddulo IV Mddulo Il Mddulo Il Mddulo |
Matematicas 8 5 4 3 2

Tabla 4. Plantilla del Cuerpo de Profesores Agregados
en los diferentes médulos

As{ por ejemplo, en capitales de provincia como
Albacete, su INB tenfa médulo 111, mientras que a
los pueblos medianos como La Roda, les corres-
pondia médulo I, y en Madrid, los grandes INB
como Isabel La Catélica, Beatriz Galindo o Ramiro
de Maeztu, médulo V, y en la periferia, en el cinturén
industrial, INB como el Matematico Puig Adam de
Getafe, también le correspondia médulo V.

Con respecto a la vigencia y trascendencia de la
LGE, lo expresa de forma inmejorable el catedratico
de la UNED, J. L. Garcia Garrido, «la recién estre-
nada democracia de 1978 no tuvo inconveniente al-
guno en seguir contando todavia bastantes afios
con esta ley como marco fundamental de la politica
educativar.

La Constitucion Espaiiola y la educacion

Con el nombramiento de Adolfo Suirez como Pre-
sidente del Gobierno el 7 de julio de 1976, se inicia
la «transicion» del franguismo al estado democratico
de la Monarquia. La transicion, tiene su punto cul-
minante con la aprobaciéon de la Constitucion espa-
fiola de 27 de diciembre de 1978. Nuestra norma
basica dedica a la ensefianza los articulos 20, 27, 39,
43, 44, 103, 148, y 149, siendo el fundamental el
Art 27 que contiene la declaracion basica referida a
educacion.

Hasta la llegada de la LOGSE, la restauracion demo-
cratica se limité a adaptar la legislacion derivada de la
Ley 70 a los principios constitucionales de la Consti-
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Consenso  — Derecho a la educacién como un derecho
fundamental
— Obligatoriedad y gratuidad de la ense-
flanza basica
— Los fines de la educacion
— La consideracién de la educacion como
algo que compete a los poderes publicos

Cesiones — Religion

* El grupo socialista acepta el derecho de
los padres a que sus hijos reciban edu-
cacion religiosa

e El grupo centrista acepta la educacion

religiosa voluntaria
— Concepto de escuela

¢ El grupo socialista renuncia a la escuela
Unica estatal y acepta la libertad de en-
sefianza (suponia aceptar la financiacion
de la escuela privada por el Estado)

e El grupo centrista acepta la participa-
cion de la comunidad educativa en el
control y gestion de los centros, y la
programacion general de la ensefianza.

Tabla 5. Elementos clave referidos a la Educacion
en la Constitucién Espafiola de 1978

tucién de 1978. Asi ocurtié con el COU,
modificado en 1978’ cuyo caricter servia
por un lado de sintesis y ordenacion de los
cursos anteriores, y por otro, de preparacion
para el acceso a la enseflanza superior. Y
puesto que desde el COU se podia acceder
a diversos estudios (Matematicas, Ciencias
experimentales, Ingenieria), se aconsejaba
que la ensefianza fuese adecuada a tan am-
plios fines, y se indicaban las semanas que
parecfa conveniente dedicar al estudio de
los respectivos temas

En 1980, la Uni6én de Centro Democra-
tico cuyo lider era el carismatico Adolfo
Sudrez, aprob6 la Ley Organica por la que
se regula el Estatuto de Centros Escolares
(LOECE), el 19 de junio de 1980, de es-
casa vigencia, no solo por la inestabilidad
de su partido (seis ministros de educacion

Tema Num. de semanas

Sistemas de ecuaciones lineales. Discusion 6
Espacios afin y euclideo tridimensionales
Ampliacién del célculo diferencial e integral
Ampliacién del calculo de probabilidades

~ O

Tabla 6. Contenidos de Matematicas en COU
y distribucién temporal
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entre 1976 y 1982') sino porque al ganar
las elecciones de octubre de 1982, el grupo
socialista liderado por Felipe Gonzilez,
se iniciaron las reformas que llevarian a la
LOGSE.

LOGSE, su desarrollo
y el paréntesis de la LOCE

Mientras transcurria el proceso de elabo-
racion de la siguiente gran ley educativa,
los sucesivos gobiernos iban adaptando
la normativa derivada de la LGE, y lo
mismo que sucedié con el COU en 1978,
se producia diez afios mas tarde, en 1987
nuevamente para el COU" y en 1988 con
el BUP, la razén segun el legislador era
que los horarios de Matematicas de 1° de
BUP (también en otras materias) suponian
un incremento respecto a los que se tenfan
en el dltimo afo de la EGB, lo que supo-
nfa unos horarios excesivamente prolon-
gados para los alumnos, lo cual les exigia
un importante esfuerzo que dificultaba el
adecuado rendimiento académico y difi-
cultaba ademas, la organizacion y desarro-
llo de otras actividades escolares distintas
de las estrictamente académicas. Se redu-
cen pues, en mayo del 1988'% las horas de
las materias que en el plan de estudios de
1975 tenian asignadas cinco horas sema-
nales, en concreto las Matematicas, y al
ser solo de una hora se supone que no
deberfan tener incidencia en los progra-
mas, por lo que no se consideraba nece-
sario modificar éstos, asi pues, el horario
semanal dedicado a las materias de Ba-
chillerato quedarfa:

Horasen 1.° Horas en 2.° Horas en 3.°
4 4 Opcion A—4
Opcién B—4

Tabla 7. Horario de Matematicas en el BUP

e

De modo similar a como los cambios en la década
de los 60 provocaron la adopcion de medidas edu-
cativas para adaptarse a las nuevas condiciones de
la sociedad, el cambio del régimen franquista a la
democtracia, el aumento del nimero de estudiantes
de bachillerato y formacién profesional, etc., hacia
necesario abordar un cambio del sistema educativo
del que la LOGSE seria el instrumento basico y
fundamental.

La Ley Organica de Ordenacion General de Sistema
Educativo (ILOGSE) se aprueba el 3 de octubre de
1990 (BOE del 4), tras un enorme trabajo iniciado
en 1987 por el ministro Maravall, con el documento
titulado «Proyecto para la reforma de la ensenanzan.

El Bachillerato cambia en sus fines, las dos leyes
anteriores se ven superadas, pues proporcionara a
los alumnos una madurez intelectual y humana, los
conocimientos y habilidades para desempefiar sus
funciones sociales vy, capacitarles para acceder a es-
tudios superiores, bien universitarios, bien de FP
de grado superior. En palabras de A. Vifiao Frago",
«la solucién ya no es el Bachillerato para las clases
directoras de 1938, ni los filtros intermedios de
1953 o las ramas paralelas de 1970, sino la escuela
comprensiva con opciones y modalidadesy.

LLa Ley dedica el capitulo 3.° del titulo I a la educa-
cion secundaria: ESO y Bachillerato. A éste, dedica
los articulos 25 al 29, indicando que comprendera
2 cursos académicos y las modalidades de Artes,
Ciencias de la Naturaleza y de la Salud, Humanida-
des y Ciencias Sociales y Tecnologia, organizados
en materias comunes, propias de cada modalidad y
optativas.

A pesar de sufrir el recorte temporal dejandolo re-
ducido a solo dos afios que, a todas luces resulta in-
suficiente para los objetivos que se pretenden con
estos estudios, se incrementaron el nimero de op-
ciones, y de asignaturas cientificas y tecnologicas,
permitiéndose mayor flexibilidad curricular para
adaptarse a los alumnos.

La obtencién del titulo de Bachiller cierra una etapa,
la mal denominada de los estudios «no universita-

riosy, pero cuya posesion faculta para presentarse a
las Pruebas de Acceso a la Universidad (PAUs), co-
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Novewsre  nocidas como Selectividad. Estas pruebas han sido Este fue el orden seguido en las publica-

2012

denostadas por diversos medios, pues realmente ciones segun sus competencias:

una prueba que supera el 86% de los estudiantes — En primer lugar, el Rea/ Decreto

presentados dificilmente puede considerarse como
un proceso de seleccién. Al contrario de lo que se
aplica en Europa, donde Francia e Inglaterra tienen
pruebas mas discriminatorias, aunque sin llegar al

1700/ 1991, de 29 de noviembre, por
el que se establece la estructura del ba-
chillerato (BOE de 2 de diciembre), fi-
jando sus distintas modalidades, y las

«numerus clausus» de Italia. materias comunes y propias de cada

modalidad.

El calendario de aplicacion de la nueva ordenacion . .
Las Matematicas se sitian como ma-

del sistema educativo establecida por la LOGSE,
se aprueba por el Real decreto 986/1991, de 14 de
junio, en €l se establece el proceso de extincion

terias de modalidad, con denomina-
cion y distribucion segun se refleja en

) ) , la tabla siguiente:
gradual de los planes de estudios existentes asf g

como la implantacion sucesiva de los nuevos cur-

sos, asi en el ano académico 1997-98 se implanta- Modalidad ~ Ciencias de la Naturaleza ~Humanidades y

/curso y de la Salud. Tecnologia  Ciencias Sociales

ran, con caracter general, el primer curso del ba-
Primero Matemdticas | Matematicas Il

hiller 7 dejara impartirse el 3.° cur 1
¢ erato y de]a a de partrse ¢ 3.% curso de Segundo Matemdticas aplicadas Matemdticas

bachillerato unificado polivalente, en el afio aca- alas Ciencias Sociales | aplicadas
démico 1998-99 se implantara, con caracter gene- g'a.s Ciencias
) ) ) ociales Il
44 ral, el 2.° curso del bachillerato y dejara de impar-
. Tabla 8
st tirse el COU. avia

71

Hemos llegado a un sistema educativo complejo,
o . — En segundo lugar corresponde deter-

por lo que para alcanzar los objetivos educativos . N .
, . minar las enseflanzas minimas del Ba-

expresados en las leyes, se ha de ir a una clarifica- . .
chillerato, lo cual se realiza por el Rea/

Decreto 1178/1992, de 2 de octubre,
por el que se establecen las enseianzas
minimas del Bachillerato (BOE de 21
de octubre).

cion normativa donde se respete la Constitucion y
las leyes que la desarrollan. Intentaremos esque-
matizar la estructura para hacerla mas clara y com-
prensible.

La normativa basica estatal, de caricter comun, con-
fiere unidad al sistema educativo, asi pues, aprobadas
por las Cortes las Leyes Organicas, corresponde al
Gobierno, establecer mediante Reales Decretos la
estructura de las modalidades del bachillerato, las
materias especificas de cada modalidad y el nimero
de estas materias que se deben cursar, asi como fijar
las ensefianzas minimas.

LLas Administraciones educativas competentes, me-

Para cada materia se establecen los
contenidos que son indispensables
para alcanzar las capacidades propues-
tas como objetivos. Los contenidos se
refieren a conceptos, conocimientos
de hechos y de principios; a procedi-
mientos, 0 modos de saber hacer en la
correspondiente disciplina; y a actitu-
des relacionadas con valores y pautas

. , , de accion.
diante Decretos estableceran los curriculos de las
distintas ensefianzas reguladas en la Ley, que inclui-
ran en todo caso las enseflanzas minimas. Matemdticas | Matemdticas Il

Lo . Estadistica y probabilidad Algebra lineal
Procede por dltimo, que se regule por Ordenes, la Geometria Andlisis
Funciones / Aritmética y algebra Geometria

organizacion académica de las ensefianzas del Ba- e
Resolucidon de problemas

chillerato, antes de su concreciéon por los centros

en sus programaciones_ Tabla 9. Contenidos de las materias Matematicas | y Il
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Matemadticas aplicadas
a las ciencias Sociales |

Matemadticas aplicadas
a las ciencias Sociales I

Aritmética y algebra
Funciones

Estadistica y probabilidad
Resolucion de problemas

Algebra
Analisis
Estadistica y probabilidad

Tabla 10. Contenidos de las materias Matematicas
Aplicadas a las Ciencias Sociales | y Il

— Por ultimo, a las Administraciones

educativas competentes se les reserva
el desarrollo del curriculo del Bachi-
llerato, del que formaran parte, en
todo caso, las ensefianzas minimas. El
Real Decreto 1179/ 1992, de 2 de octu-
bre, por el que se establece el curriculo
del Bachillerato (BOE del 21) regula
dicho curriculo para los centros de dnbito
territorial de gestion del Ministerio de Edu-
cacton y Ciencia.
Todo lo relativo a las materias oprativas
del Bachillerato es competencia de las
respectivas Administraciones educati-
vas, y su curriculo no forma parte de
las ensenanzas minimas.

Cronoldgicamente corresponde introducir
el paréntesis que supuso la Ley Organica
de Calidad de la Educacién, veamos el
porqué de dicha anomalia historica:

En 1996 el Partido Popular gana las elec-
ciones generales y, al no haber apoyado
con sus votos la LOGSE, parecia en
principio que una de sus prioridades edu-
cativas serfa su derogacion, pero al no
obtener mayorfa absoluta y tener que
pactar con grupos nacionalistas que si
apoyaron la ley, hizo que las anunciadas
reformas no se plantearan. Habra que
esperar a la siguiente legislatura para que
el PP apruebe el 23 de diciembre, la Ley
Organica 10/2002, de Calidad de la Edu-
cacion (LOCE), siendo ministra Pilar del
Castillo.

Ni E. Aguirre ni su sucesor en 1999 M.
Rajoy hicieron mucho por modificar ni
sustituir la criticada LOGSE, mas bien se

e

les acusa de inaccion educativa, y no seria hasta la
segunda legislatura que se aprobarfa la LOCE, la
cual no darfa tiempo a desarrollar en su totalidad al
perder el PP las elecciones de 2004 y encontrarse la
ley en pleno desarrollo.

El Bachillerato estaba contemplado en la LOCE en
los articulos 33 al 37, no obstante, la publicacién
por el Gobierno del Real Decreto 1318/2004, de
28 de mayo, por el que se modifica el Real Decreto
827/2003, y en el que se establece el calendario de
aplicacion de la nueva ordenacion del sistema edu-
cativo, establecida por la LOCE, supone la parali-
zacion de la implantacién de la nueva ordenacion
de las ensefianzas.

Un tiempo de tranquilidad para el Bachillerato que
no sufre modificaciones (aparte la definiciéon de op-
tativas en 92, 95 y 96) hasta el 2000, pero reformados
los curriculos de la Educacién Secundaria Obliga-
toria, y asumidas las competencias en educacion
por las Administraciones educativas competentes,
se realizan estudios sobre el funcionamiento del Ba-
chillerato en los afios transcurridos desde el 1991,
como conclusion de los mismos, a instancias de la
Conferencia de Educacion y ofdas valoraciones ex-
ternas, se sugiere la introducciéon de nuevos plante-
amientos de algunos contenidos en las materias de
modalidad asi como la propia formulacién de los
curriculos, actualizandolos desde el punto de vista
cientifico y didactico por medio del Rea/ Decreto
3474/2000, de 29 de diciembre del Ministerio de
Educacién, Cultura y Deporte (BOE del 16 de enero
de 2001) que modifica el RD 1700/91 sobre la es-
tructura y el RD 1178/92 de ensefianzas minimas.

En lo referente a la materia de Matematicas para las
distintas modalidades, las modificaciones seran mi-
nimas. El horario escolar que corresponde a las en-
seflanzas minimas para cada materia de modalidad,
y por tanto a las de Matematicas, se establece en se-
tenta horas para cada una de ellas y no sufre modi-
ficacion respecto al horario establecido en 1991.

Pero la proximidad de la LOCE vy el proceso legis-
lativo llevado a cabo por las Comunidades Auténo-
mas pertenecen al proximo articulo que nos llevara
hasta la actualidad.
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En Egipto se iniciaron las matemdticas mediante un
sistema de numeracion de base decimal, con las
operaciones aritméticas elementales realizadas por
los escribas de las primeras dinastias faradnicas. Se
establecieron medidas de longitud, superficie,
volumen y capacidad y se desarrollaron
operaciones con fracciones aplicadas a situaciones
practicas de repartos iguales y desiguales. En los
papiros Rhind y de Moscu se encontraron
problemas de algebra y geometria. La astronomia y
la resolucion de ecuaciones algebraicas lineales se
afianzaron posteriormente junto a calculos de
progresiones aritméticas y geométricas.

Palabras clave: Sistema de numeracion,
Operaciones aritméticas, Unidades de medida,
Fracciones, Papiro Rhind.

Mathematics in Ancient Egypt

In Egypt mathematics began through a numbering
system on a decimal basis, with arithmetic operations
carried out by elementary scribes of the first
pharaonic dynasties. Measures were introduced in
length, surface, volume and capacity and operations
with fractions applied to practical situations of
distributions equal and unequal were developed.
Algebra and geometry problems were found in the
Rhind and Moscow papyrus. The astronomy and the
resolution of algebraic linear equations got firmed
subsequently next to calculations of arithmetic and
geometric progressions.

Key words: Numbering systems, arithmetic
operations, Units of Measure, Fractions, Rhind
Papyrus.

Matematicas
en el antiguo Egipto

Jost C. ILLANA RUBIO

Egipto es un don del rio Nilo»!, rodeado de de-

siertos por el este y el oeste de su largo curso.
Desde el décimo milenio a. C. un proceso paulatino
de desecacion condujo a la actual situacion. Hacia
el octavo milenio a. C. los habitantes némadas del
territorio, durante el Paleolitico, huyeron del desierto
y fueron acercandose al gran rio.

Estas poblaciones de las riberas fluviales mezclaron
posteriormente la caza y la pesca, con el cultivo in-
cipiente de cereales y la domesticacion de animales
dando comienzo al Neolitico.

El Egipto faradénico de la época histérica tuvo una
etapa predinastica que corresponde a los afios 5000
al 3100 a. C. Esta etapa present una separacion ge-
ografica y cultural entre el Bajo Egipto en el Delta
del rio y zonas limitrofes, al norte del pais; y el Alto
Egipto, en el curso fluvial desde Menfis hacia el sur.

La estructuracién social y politica de la poblacién
del valle del Nilo se realiz6 en pequefias ciudades y
su territorio circundante, «nomow, cuyo gobierno
fue ejercido por un «nomarca», noble local que pet-

vivié en la época faradnica.

En el afto 3100 se hizo la unificacion del Alto y del
Bajo Egipto por el rey Narmer. Se conserva una es-
tela en la que Narmer esta representado con las co-
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ronas de ambos territorios. En ella aparecen los pri-
meros intentos de representaciéon numérica de ani-
males y prisioneros humanos (figura 1).

Similares representaciones se repiten en la base de
una estatua del rey Jasejemuy, de la segunda dinastia
para describir los enemigos muertos por el Faraén
en la batalla (Maza, 2003)? (figura 2).

Figura 1

Figura 2

Sistema de numeracion y escritura

En el antiguo Egipto el sistema de numeracion jero-
glifico era de base decimal. Cada unidad se represen-
taba por una barra vertical (), las decenas se indicaban
con una (u) invertida (M) y las centenas con una espiral
®). El millar se escribfa con una flor de loto () y las
decenas de millar con un dedo ligeramente flexionado
(). Se continuaba con las centenas de millar repre-
sentadas por un renacuajo, los millones por un hom-
bre arrodillado, y los diez millones por la imagen del
Sol, personificado en el dios Re (Ifrah, 1987)°.

El periodo dinastico antiguo comprende las dos
primeras dinastfas llamadas tinitas, porque tuvieron
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a Tinis por capital, en el Alto Egipto. En
la 1.* dinastia destaca el rey Menes, que
fundo la ciudad de Menfis, muy proxima
al Delta, que serfa la capital del Imperio
Antiguo (Lara, 1991)*. En esta época se
desarroll6 la escritura jeroglifica, con sig-
nos iconograficos, que intentaban repre-
sentar objetos reales. Con la escritura apa-
recieron los escribas y funcionarios que
estructuraron la sociedad egipcia alrededor
de la figura teocratica del Faradn.

Durante la segunda dinastia se articuld
una escritura ideografica, de base fonética,
que se difundi6 sobre hojas prensadas de
papiro (una planta acuatica del Delta).
Esta escritura tuvo cada vez mas fines
practicos y administrativos, utilizados en
el gobierno y la explotacién econdémica
del pafs.

Operaciones aritméticas

Los escribas de la época tinitica ya reali-
zaban sencillas operaciones aritméticas.
LLa suma consistia en la unién de las uni-
dades correspondientes y del paso a una
unidad superior cuando se sobrepasaba
la base decimal:

26+19=(20+10)+ (6 +9) =
=30+15=45
NI+ A = AN+ A= AONAT

La resta suponia un procedimiento in-
verso quitando unidades cuando se podia
de forma directa o cambiando una uni-
dad de orden superior, de la manera si-
guiente:

33-18=(30—10)+ (3-8) =
20+(3-8)=10+(13-8)=10+5=15
OO — I = ey =+ i — i =
= (0 NN — 0= O+ 0=

Se han encontrado tablas utilizadas para
la suma y para la resta que usaban los es-
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cribas egipcios de épocas posteriores (Gi-
llings, 1972)°.

La multiplicaciéon se realizaba mediante
duplicaciones sucesivas. Asi para multi-
plicar 17x5 =285, se duplicaba 17 dos ve-
ces: 17x2=34; 34x2=08.

Como 5=2+2+1; el resultado de la mul-
tiplicacion serfa: 34 +34+17=85

Un método opuesto se usaba para la divi-
sion, considerada una multiplicaciéon de
la que se desconoce uno de los factores

(Maza, 2000)":

25%x 2= 375; 25x2=50; 50x2=100;
100x2=200; 375=200+ 100 + 50 + 25;
8+4+2+1=15
25x15=375

Imperio Antiguo

El paso de la 2.* a la 3.* dinastia se inicid
con el reinado del faraén Zoser, que co-
menzd una etapa de grandes construccio-
nes funerarias en la planicie de Saqqara,
cerca de El Cairo. El poder del Faraén se
hizo absoluto abarcando todas las areas
religiosas y econémicas de la sociedad
egipcia. El gobierno estaba totalmente
centralizado y los funcionarios y escribas
controlaban toda la actividad del pais en
nombrte del Faraon.

La capital se trasladé a Mentfis, a poca
distancia del Delta. De esta época es el
célebre médico y arquitecto Imhotep, que
fue equiparado por los griegos con As-
clepio, el iniciador de la medicina en Gre-
cia. Lla 4.* dinastia comenz6 con el faraén
Snefru, que inici6 una politica expansio-
nista con expediciones militares a Nubia
y Libia.

Keops, hijo de Snefru, construyé la Gran
Piramide de Gizeh. En su época se puede

e

considerar el maximo apogeo del Imperio Antiguo.
Kefren levanto otra piramide junto a la de su padre,
ligeramente mas pequefa. En su reinado se cons-
truyo la Esfinge, que tiene esculpida la cara del fa-
radén. La tercera piramide, la mas pequena, es la de
Micerino, hijo de Kefren, que esta revestida de
granito.

Durante la 5.* y 6.* dinastias la centralizacion del
poder fue disminuyendo y los «nomarcas» locales
impusieron la herencia del cargo para sus hijos, y
con ello la menor dependencia del poder del Faraon.
Asi se cuenta en el Papiro Westcar, aparecido durante
el Imperio Medio, (Kemp, 1989)" y en la Piedra de
Palermo (figura 3), ligeramente posterior. En ella se
describe la situacion politica y social de Egipto du-
rante la 5. y 6.* dinastfas. El poder del clero aumento
con los recursos econémicos que los faraones pro-
porcionaban a los templos para su mantenimiento.

Durante el Imperio Antiguo se completaron las
operaciones aritméticas basicas, se introdujo la ge-
ometrfa de figuras planas en el calculo de la super-
ficie de los campos, y los volimenes de los cuerpos
solidos, especialmente de las piramides.

Figura 3

Medidas de longitud

Con los primeros tratamientos geométricos surgieron
las medidas de longitud. Los escribas egipcios de esta
época usaban el «codo» como unidad, y el «palmo» y
el «dedo» como subunidades. Cada codo tenia 7 pal-
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mos y cada palmo 4 dedos. Un codo, por tanto, tenfa
28 dedos. Aunque hubo diversos valores en el tamafio
de estas unidades de longitud de base antropomorfica
(codo corto, codo real) las equivalencias comunmente
mas aceptadas eran las siguientes (Iversen, 1975)%

1 codo 7 palmos 28 dedos 20,59 pulgadas 52,5cm
2,94 pulgadas 7,5¢cm

1,875 cm

1 palmo 4 dedos
1 dedo 0,735 pulgadas

Tabla 1

Otra unidad intermedia entre el codo y el palmo,
citada por algunos autores fue el «remen», equiva-
lente a 5 palmos, correspondientes a la distancia
media del hombro al codo en los brazos humanos.
El «doble-remen» equivalente a 10 palmos ha sido
definido por Gillings (1972)° como (figura 4):

la longitud de la diagonal de un cuadrado cuyo lado era
un codo...

El codo era una unidad de medida muy pequefia
para grandes extensiones de terreno. Se utilizaba
también un multiplo llamado «khet», equivalente a
100 codos (Robins y Shute, 1998) '°.

1 khet = 100 codos = 52,5 metros

1 codo=7 palmos

o
<
o
@Q
& 7% +7% = 49+49=98100
& d=/982~100=10 palmos
\Q;
O
60

Figura 4

Medida de superficies

Se ha escrito que el «doble-remen» se utilizaba en la
medida de tierras, porque permitia duplicar o dividir
a la mitad las superficies sin alterar las formas. Un
campo cuadrado podia duplicar su superficie, con
la aproximacion calculada, haciendo otro cuadrado

de lado la diagonal (figura 5).
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1 codo

Superficie: 1 codo?

Superficie:
2 codos?

Figura 5

La delimitacién de los campos cultivables
era un tema conflictivo desde la época
predinastica con las alteraciones produ-
cidas por las inundaciones anuales. En el
Imperio Antiguo se produjeron a veces
enfrentamientos juridicos entre los tem-
plos y los particulares, y en otras situa-
ciones era preciso el conocimiento lo mas
aproximado posible de la extension de
los campos de produccion agricola. Cual-
quier campo de forma poligonal, mas o
menos regular, podia descomponerse en
triangulos de una u otra forma. Los egip-
cios después de la triangulacion obtenfan
las dimensiones de un rectangulo de area
equivalente para cada uno de los triangu-
los formados (figura 0).

100 codos

80 codos
Figura 6

Ejemplo. Un tridngulo de 100 codos de al-
tura y 80 codos de base. ¢Qué superficie
tendra?

Transformado el triangulo en el rectan-
gulo coloreado de 100 codos de longitud
y 40 codos de anchura (la mitad de la
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base del triangulo) darfa 4000 codos cua-

drados de superficie.

Aunque hemos utilizado en el ejemplo
anterior el codo cuadrado como unidad
de superficie, los egipcios usaban una mas
grande, el «setat», llamado también «arura»
en épocas posteriores por influencias grie-
gas. También usaron el «codo de tierray.

Un «setat» era la superficie de un cuadrado
de un «khet» de lado, por lo que equival-
drfa a 10000 supuestos codos cuadrados,
unos 2755 metros cuadrados, (aproxima-
damente 27,5 areas = 0,275 hectareas).

El «codo de tierra» era la centésima parte
del «setat», unos 27,5 metros cuadrados,
equivalentes a la superficie de una franja
de terreno de 1 «khet» de largo (100 co-
dos) y 1 codo de ancho (supuestamente

100 codos cuadrados).

LLa extension de las tierras de algunos tem-
plos medidas en «setat» (Gasse, 1988)!! se

expresaron de la siguiente forma:

— Parcela riberefia al noroeste: 5 setat
— Parcela al oeste del templo de Horus:

15 setat

— Parcela al oeste de Seger-chad: 2y V4

de setat

Medidas de volumen y capacidad

Las medidas de volumen no se diferen-
ciaban de las de capacidad en el Antiguo
Egipto. Los correspondientes codos cu-
bicos del calculo de volimenes se trans-
formaban en «kham (unidades de capaci-
dad) multiplicando por 1,5. Asi 200

unidades de volumen eran 300 khar.

Un «khar» era la capacidad de un cuerpo
cuyo volumen son 2/3 de un codo cubico

(Maza, 2003) "2 Segun esta definicién:

1khar=2/3 codo ctubico =
=2/3-52,3°=95370 cm?

e

Otras medidas de capacidad utilizadas eran el «he-
qat» y el «hin». Un «khar» tenfa 20 «heqat» o 200
«hiny», por lo que 1 heqat equivalia a 10 hin. En
unidades actuales:

1 hin = 476,85 cm’
1 heqat=4768,50 cm’=4,7685 litros.

En el Papiro Rhind"” aparece también como medida
de capacidad el «heqat-cuadruple», maltiplo del «he-
gat», con las equivalencias siguientes:

1 heqat-cuadruple =4 heqat
1 khar =5 heqats-cuadruples

Los multiplos de «heqat» servian para medir la ca-
pacidad de los grandes graneros usados en Egipto
para contener cereales, y para medidas mas pequefas
se utilizaban divisores de «heqav: 1/2, 1/4, 1/8,
1/16, 1/32 6 1/64 de esta unidad. Para fracciones
mas pequefias aun se usaba el «ro», equivalente a

1/320 de heqat, correspondiente a 14,90 cm’.

La estructura agraria de la sociedad egipcia y las di-
ficultades de alimentar a la poblacién en épocas de
escasez potenciaron la construccion de silos o gra-
neros para almacenar el cereal. En el Papiro Rhind
aparecen problemas directos e inversos sobre la ca-
pacidad o las dimensiones de estos graneros.

Calcular la capacidad de un granero de 10 codos de
longitud, 10 codos de anchura y 10 codos de altura.

El calculo del volumen del granero darfa: 10x 10 x
10=1000 codos cubicos, que se transformarian en
medidas de capacidad segun las relaciones:

1 khar=2/3 codo cubico
1 khar =5 heqats-cuadruples

1000 codos ctibicos x 3/2 = 1500 khar =
=7500 heqats-cuadruples.

¢Qué altura tendra un granero de base cuadrada de
10 codos de lado si contiene 2500 hegats-cuadruples
de grano?

2500 heqats-cuadruples =500 khar =
=500x2/3=333,33 codos cubicos.
I7=10x10x h = 333,33;
h=333,33/100= 3,33 =3 1/3 codos
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Imperio medio

La pérdida del poder real durante la 6.* dinastia,
produjo lo que ha sido llamado el Primer Periodo In-
termedio entre el Imperio Antiguo y el Imperio Medio,
a partir del afio 2160 a. C. El poder centralizado de
los faraones del Imperio Antiguo dejé paso al au-
mento de poder de los «nomarcas» y del clero y a
las dificultades econémicas del reino.

En este periodo se desarroll6 una pujante literatura
que describfa la situacién cotidiana del pais. Entre
estos escritos destacan los «Textos de los Sarcofa-
gos» y «Enseflanza para Merikara», un conjunto de
consejos para el buen gobierno en una época de
crisis politica.

Los principes tebanos de de la X1 dinastia iniciaron
el Imperio Medio hacia el afio 2060 a. C., consoli-
dando de nuevo el poder real y restableciendo la
economia conjunta del valle del Nilo. El Imperio
Medio alcanzé su apogeo con Sesostris I que realizo
una politica territorial expansionista en Nubia, lle-
gando hasta la tercera catarata del rio Nilo. Sesostris
IIT continué la expansion por Siria y Palestina.

De esta época es la Historia de Sinube, obra cumbre
de la literatura egipcia, y los papiros de Kahum y Berlin.
También se inici6 la escritura hieratica y se desarrollé
la medicina (cirugfa, curacion de enfermedades ocu-
lares,...). El «papiro quirdrgico Edwin Smith» (Hot-
nung, 2003)!* detalla diagndsticos para diversas en-
fermedades y cita el corazén como centro del
sistema vascular.

El Imperio Medio llegd a su final en el afio 1786.
De nuevo los visires y nomarcas tuvieron mas po-
der efectivo que los propios faraones de la X111 y
X1V dinastfas. Se conoce esta etapa como Segundo
Periodo Intermedio, con una duracion de mas de dos
siglos

Durante el Segundo Periodo Intermedio, diversos pueblos
asiaticos (hicsos) se fueron asentando pacificamente
en la zona del Delta empujados por movimientos
migratorios que afectaron a todo el Proximo
Oriente. Entre ellos posiblemente se encontraban
los hebreos. Los hicsos ocuparon poco a poco pues-
tos de responsabilidad politica y administrativa en

Jose C. ILLANA RuBio

el Estado egipcio. En el afio 1644 a. C.
consiguieron entronizar un faraén de ori-
gen asiatico en la zona del Bajo Egipto.

De esta época son el Papiro Rhind y el Pa-
piro de Moscii . El Papiro Rhbind fue esctrito
por Ahmes en el afio 1640 a. C. Este es-
criba recopil6 problemas matematicos an-
teriores en escritura hieratica que se utili-
zaban en la iniciaciéon al calculo de los
nuevos escribas. El Papiro Rhind fue com-
prado en Luxor por Henry Rhind abo-
gado inglés en 1858, del que ha tomado
su nombre.

Operaciones con fracciones

El Papiro Rhind utiliza fracciones de uni-
dades de medida de forma habitual, usa-
das en problemas concretos de repartos
iguales o desiguales (alimentos, salarios
de trabajadores,...). Las fracciones usadas
por los egipcios tenian la unidad por nu-
merador. Otras fracciones de numerador
distinto de la unidad se solian distribuir
en sumas de fracciones unitarias:

8/10=1/2+1/5+1/10=

-

T+ N=244+10
(Neugebauer, 1962)'¢

—

Una excepcién a este planteamiento de
fracciones de numerador unitario es el
uso de la fracciones 2/3 y 3/4 en opera-
ciones matematicas habituales.

8/10=2/3+1/10+1/30

Los egipcios realizaban operaciones con
fracciones. LLa suma se hacia de la forma
siguiente:
1/4+1/4=1/2
(fracciones iguales de denominador par)
1/3+1/6=1/2
(denominadores doble uno de otro)
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1/5+1/20=1/4
(denominadores multiplo uno de otro)

Los egipcios sumaban también tres o mas
fracciones:

1/6+1/6+1/6=3/6=1/2

1/7+1/14+1/28=
=4/28+2/28+1/28=7/28=1/4

En forma similar realizaban la resta de
fracciones cuando tenian las mismas ca-
racteristicas que las tratadas en la suma.
Gillings (1972)' aplica para casos de de-
nominadores multiplos unos de otros los
siguientes calculos:

1/2-1/6=3/6-1/6=2/6=1/3
1/4-1/12=3/12-1/12=2/12=1/6
La multiplicacién de fracciones 1/n por
ndmeros enteros cuando n es un nimero
par estaba resuelta por el método de du-
plicaciones:
1/2x2=1;1/4%x2=1/2;1/6%x2=1/3
1/2x3=1/2%x2+1/2x1=
=1+1/2=11/2
1/4x3=1/4x2+1/4x1=
=1/2+1/4=3/4
1/2%x5=1/2%x24+1/2x2+1/2x1=
=1+1+1/2

Cuando n es impar los egipcios utilizaban
la tabla 2/ (tabla 2):

2/5=1/3+1/15
2/7=1/4+1/28
2/9=1/6+1/18
2/15 = 1/10 + 1/30

2/21=1/14 + 1/42
2/25=1/15 + 1/75
2/27=1/18 + 1/54
2/33=1/22 +1/66

Tabla 2

La multiplicacién de dos numeros frac-
cionarios se realizaba de la forma si-
guiente:

Problema 9 del Papiro Rhind
8/14x7/4=(1/2+1/14)x(1+1/2+1/4)

T e 1/2+1/14 NOV'%BlR;
1/2 i 1/4+1/28
1/4 i 1/84+1/56
1+1/2+1/4..... 1/2+1/4+1/8+
+1/14+1/28+1/56

1/24+1/4+1/8=7/8;
1/14+1/28+1/56=1/8;
7/8+1/8=8/8=1

Las divisiones de fracciones entre si eran menos
habituales, aunque podian realizarse por métodos
de duplicaciones inversas.

Repartos iguales

El planteamiento de los matematicos egipcios en el
reparto de 2 objetos en 5 partes iguales podria ar- 53
gumentarse de la siguiente forma:

La primera subdivision de 2 cosas en 5 partes lo
mas grandes posible implicarfa dividir el primer ob-
jeto en tres partes iguales (1/3), y el segundo objeto
de la misma manera (1/3), hasta un total de (5/3),
quedando sin repartir 1/3 de uno de los objetos. La
continuacion del tercio sobrante en 5 partes iguales
producitia 1/15 correspondiente al producto de
1/3x1/5. Por ello 2/5 setia igual a la suma de am-
bos repartos: 1/3+1/15.

Repartos desiguales

Los egipcios resolvian también problemas de repartos
desiguales. Asi en el problema 65 del «Papiro Rhind»
se reparten 100 hogazas de pan entre la tripulacion
de un barco (patrén, jefe de tripulacion, portero, y
siete marineros) en proporciones jerarquizadas: el pa-
trén, el jefe de tripulacion y el portero reciben doble
racion que cada uno de los siete marineros.

La forma de resolucién es como si fueran 13 per-
sonas, contando doble racién a patron, jefe de tri-
pulacién y portero: 7+ 2+ 2+ 2 = 13 raciones.

IMIATEMATICAS EN EL ANTIGUO EGIPTO
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El «Papiro Rhind» da como resultado 7 hogazas,
2/3y 1/39 para cada marinero y 15 hogazas, 1/3,
1/26 y 1/78 para el patron, el jefe de tripulacion y
el portero ',

El «Papiro de Betliny (Menu, 1982) " cita otro ejem-
plo de repartos desiguales complejos, en relacion a
los salarios del templo de Illahun, realizados en es-
pecie alimenticia (pan y cerveza) en raciones que
oscilan desde 10 para el Director a 1/3 para los tra-
bajadores, y asignaciones intermedias para sacerdo-
tes, escribas, policias o vigilantes. El problema con-
sistia en el calculo del nimero de hogazas de pan y
de jarras de cerveza a cada uno de los beneficiarios

e

(tabla 3).
Racién  Pan Cerveza

Director 10 10%x(1+2/3)=16+2/3 8+1/3

Sacerdote 3 3x(1+2/3)=5 2+1/2

Escriba 1+1/3 4/3x(1+2/3)=2+1/6+1/18 1+1/9

Policia 1 1x(1+2/3)= 1+2/3 1/2+1/3=2/3+1/6
Vigilante 2/3 2/3%x(1+2/3)=1+1/9 1/2+1/18
Trabajador 1/3 1/3x(1+2/3)=5/9=1/2+1/18 1/4+1/36

Total 42 70; 70/42=1+28/42=1+4/6=1+2/3 35

Tabla 3

La estructura agraria de la sociedad egipcia daba
gran importancia a los problemas de repartos de
pan y cerveza, alimentos basicos, y al control de su
produccion. Los escribas establecieron una relacion
matematica entre el nimero de panes o jarras de
cerveza que podian obtenerse de cada «heqat» de
grano de cereal. Esta relacion se denomind «psw»

(pesu):
«psw» (pan) = n.° de panes/«heqats»
de grano

«pswy» (cerveza) =n.° de jarras/«heqats»
de grano

En el Papiro Bulag, del Imperio Medio, el «psw» de
cerveza tenfa el valor igual a 2. Posteriormente lleg
avalores 2 3/4, en el Segundo Periodo Intermedio (Papiro
Rhind). El valor del «psw» del pan oscil6 entre va-
lores de 4,5 y 5 en las diversas etapas de la historia
egipcia. Un parametro inverso, el «htr, relacionaba
el numero de «heqats» de grano por cada pan o
jarra de cerveza producidos.

Jose C. ILLANA RuBio

En el Papiro Rhind y en el Papiro de Mosci™
han aparecido diversos problemas con cal-
culos de estas relaciones de la forma si-
guiente:

3 1/2 heqats de grano hacen 80 panes. Ob-
tener la cantidad de grano para producir
cada pan, y el valor del «psw».

Los egipcios calculaban el «psw» divi-
diendo los 80 panes entre los 3 1/2 «he-
qats» de grano de la forma siguiente:

1X31/2 o, 31/2

10X31/2 oo, 35

20X 71/2 oo 70

2X31/2 e 7

2/3%x31/2=2/3%x7/2=

=73 e 21/3

1/7x31/2=1/7%x7/2=

=T7/14= o, 1/2

1/21x31/2=1/21%x7/2=

=T/42= e 1/6

«psw»=20+2+2/3+

+1/7+1/21 o 70+74+21/3+
+1/2+1/6=
=80

La cantidad de grano en cada pan serfa la
razon inversa al «pswr, el «htm, que los es-
cribas egipcios calculaban dividiendo los
3 1/2 «heqats» de grano entre los 80 panes.

Algebra y geometria

El «Papiro de Moscu» plantea un problema
sobre la obtenciéon de las dimensiones de
un rectangulo conocida su supetficie y la
relacion entre la longitud y la anchura.

Un rectangulo de area 12 tiene de anchura
1/2 mas 1/4 de la longitud. Calcula los lados
del rectangulo.
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LxA=12; A=1/2+1/4)L;
(1/2+1/4L.x[.=12;3/417=12;
3[2=48;12=48/3=16;
L=V16=4; A=3/41.=3/44=3
Area=4x3=12
El tratamiento del area del circulo se in-

dica en el Papiro Rhind de la siguiente
forma:

Calcular el area de un campo redondo de
900 codos de didmetro.

La solucién se plantea ast:

1) Tomar 1/9 del didmetro: 100 codos.
El resto son 800 codos.

2) Multiplicar 800 veces 800. Resultado
04 «setat de tierra» (figura 7).

800x800= 640000 codos cuadrados =
=064 setat (1 setat 10000 codos cuadrados)

Se divide cada lado en 3 partes iguales.
Cada pequeno cuadrado tendra:

300 %300 =90000 codos cuadrados =
=9 setat

Las cuatro esquinas son 2 cuadrados pe-
quenos = 18 setat:

81 setat—18 setat =63 setat = 64 setat

d =900 codos

Figura 7

e

La cuadratura del circulo (medida de su 4rea) era
realizada por los egipcios de esta manera:

Area del circulo _ 063~ @
Area del cuadrado 81 (9)?

2 2 2
9 9 9

Geometria de las piramides

La geometria de los soélidos tuvo su aplicacion en
las dimensiones de las grandes piramides del Im-
perio Antiguo. La falsa piramide de Huni (faradn
de la 3.** dinastia), construida en Maidum, cerca
del oasis de El Fayum, fue una piramide escalonada
(figura 8). Snefru construy6 la primera piramide
completa de base cuadrada, de 144 metros de lado
y 95 metros de altura.

La pendiente de las caras laterales de las piramides
varfa desde 43° 22’ de la zona supetior de la piramide
de Snefru a los 60° de la inconclusa piramide de
Djedefra, hijo de Keops, al norte de Gizeh. Las
pendientes de las piramides de Keops (51°507), Ke-
fren (53°7’) y Micerinos (51°20°) son intermedias
entre los valores extremos (Baines y Malek, 1992)%.

Los egipcios median la pendiente de las piramides
en «sekedy, correspondiente a la distancia horizontal
de la mitad de la base respecto de la altura (nimero
de palmos horizontales por cada codo de altura).
(figura 9)

Un problema del Papiro Rhind calcula el «seked» de
una piramide de 360 codos de lado de la base y 250
codos de altura realizando las operaciones siguientes:

=

Figura 8

60 metros
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Figura 9

1) Divide el lado de la base por la mitad:
360x1/2=180 codos
2) Divide 180 entre la altura:
180/250=125+50+5/250=
=1/2+1/5+1/50=0,72
3) Multiplica 1/2+1/5+1/50 por 7:

7/2+7/5+7/50=3,5+1,4+0,14=5,04

Los egipcios esctiben 5 1/25

Otro problema del mismo Papiro calcula la altura
de una piramide cuyo lado de la base es 12 codos, si
tiene un «seked» de 5 palmos y 1 dedo (5 1/4).

1) Multdplica por 2 el «seked»=51/4x2=101/2

2) Divide 7 entre 10 1/2=7:21/2=2/3

3) Multiplica 2/3 por 12 =8 codos (altura de la pi-

ramide)

Los dos problemas anteriores se resolverfan desde
los planteamientos actuales de la siguiente forma,
teniendo en cuenta la definicién egipcia del «seked»

(figura 10)

seked = 72/ b (pendiente de la pirdamide)

Figura 10

Jose C. ILLANA RuBio

Problema 1

/=360 codos; /=250 codos
m=1/2=360/2=180 codos
m/h=180/250=0,72 codos
0,73x7=5,04=51/2 palmos

Problema 2

/=12 codos seked =5 palmos y 1 dedo.
m=12 codos/2=6 codos =42 palmos
seked=51/4=m/h=42/h
h=42/51/4=8 codos

El volumen de las piramides y su calculo
estaba relacionado con la cantidad de
piedra necesaria para la construccion de
estos monumentos funerarios, y con el
numero de trabajadores precisos para
construirlos, ademas del alimento de es-
tos trabajadores. Los escribas egipcios
eran expertos en estas operaciones ma-
tematicas.

Habian llegado a la conclusion de que el
volumen de la piramide era la tercera parte
del volumen del paralelepipedo de igual
base e igual altura (figura 11). Por ello el
volumen de la piramide era calculado igual
que actualmente por 1/3 de la superficie
de la base por la altura.

Los egipcios plantearon también los vo-
limenes de piramides truncadas o troncos
de piramide, porque en muchos casos te-
nfan interés especial por conocer el volu-
men hasta una cierta altura o el peso que
debia soportar la camara mortuoria del
faraon, como en el caso de la piramide de
Keops, que estaba situada a los dos tercios
de la altura total de la piramide.

El Papiro de Moscu plantea el ejemplo
del calculo del volumen de un tronco de
piramide de 6 codos de altura y bases de
4 codos (inferior) y 2 codos (superior).
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Figura 11

La solucion se realiza de la siguiente ma-
nera:

1) Eleva 4 (base mayor) al cuadrado: re-
sultado igual a 16.

2) Eleva 2 (base menor) al cuadrado: re-
sultado igual a 4.

3) Toma 4 dos veces: resultado igual a 8.

4) Suma 10, 8 y 4: resultado igual a 28.

5) Divide 6 (altura) entre 3: resultado
igual a 2.

6) Multiplica 28 por 2: resultado igual a
56 (volumen del tronco de piramide).

Se ha supuesto que los egipcios calculaban
el volumen de la piramide truncada me-
diante la diferencia entre el volumen de la
piramide total y la piramide pequefia, cons-
truida sobre la base menor (figura 12).

Figura 12

V=1/302(h+1)=1/34%I=
=1/3%h+1/34-1/3 %=
1/30%h+1/3 10— &)

En los casos en que la piramide se truncara a la mi-
tad de la altura: /=/la formula general quedaria
simplificada:

V'=1/3b*h+1/30*h-1/3 a*h=1/3 bR~
como bh=2a

V=1/35 2 4at—a)=1/3 hBd—a?) =
=1/3 i(7a*=17/3 ha?

Esta expresion es la usada por los egipcios en el Pa-
piro de Moscu.

Imperio nuevo

Hacia el afio 1550 a. C. los principes tebanos se re-
belaron contra los hicsos. Menfis y el Delta fueron
conquistados en los afios siguientes. El faraén Ah-
mosis unificé de nuevo el Alto y el Bajo Egipto y
fundo la xviir dinastia y con ella el Imperio Nuevo.

Se inici6 la expansion territorial por Nubia, Siria y
Palestina, llegando hasta el rio Eufrates, en las fron-
teras del reino de Mitanni y el norte del actual Ii-
bano y Siria (Aleppo, Karkemish, Qadesh). Se esta-
biliz6 la administracién y se construyeron nuevos
templos a los dioses. El constructor Inene dirigio
las obras del templo de Amoén en Karnak y de los
lugares de enterramiento en el Valle de los Reyes,
en las proximidades de la capital tebana.

En la corte de los faraones del Imperio Nuevo se
reunié a constructores, artistas y cientificos: el as-
tronomo Amenemhat construyo6 un reloj de agua, y
se desarrollé un calendario con la fecha exacta de
salida de la estrella Sirius, segun se indica en el lla-
mado «Papiro Ebers» (Hornung, 2003) . También
apareci6 una literatura sobre el «mas alla», que cris-
taliz6 en el «LLibro de los Muertos» y en la postetrior
revolucion religiosa de Akhenaton.

Hacia 1350 a. C., llegd al poder Amenofis IV, que
ha sido conocido con el nombre de Akhenaton.
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Dio prioridad al dios solar Atén, iniciando la primera
religién monotefsta de la Antigiiedad. Akhenaton
traslad6 la capital a El Amarna, en el centro del
pais y produjo una revolucién politica y social sin
precedentes en el valle del Nilo. (Aldred, 1983)* Su
politica interior y exterior fue totalmente pacifista,
en comparacion a la de sus antecesores.

Posteriormente se inici6 la XIX dinastia y un nuevo
apogeo egipcio con Ramsés II, que
se enfrentd a los hititas en la batalla

batalla cada uno de los contendientes
se consider6 vencedor y se firmé un
tratado de paz que fue respetado du-
rante todo el reinado del faraén. Ram-
sés 11 aumentd el nivel de construc-
ciones con nuevos templos en
Karnak, Luxor y Abu Simbel, y go-
berné Egipto hasta la edad de 90 afos desde su
nueva capital de Pi-Rameses, en el este del Delta.
(Desroches Noblecourt, 1998)%.

Los faraones posteriores a Ramsés II fueron lla-
mados los «Ramesidas». El de mayor relevancia po-
litica fue Ramsés III, que contuvo las invasiones
de los libios y de los «Pueblos del Mar». Posterior-
mente el pafs se hundi6 en la anarquia iniciandose
el «Tercer Periodo Intermedio», que se mantuvo
en Egipto durante cuatro siglos. En este tiempo el
valle del Nilo fue ocupado por invasores libios y
etiopes.

Matematicas en el Imperio nuevo

La matematica egipcia del Imperio Nuevo no pre-
sento6 grandes diferencias con etapas anteriores ni
novedades técnicas en el conjunto de los proble-
mas matematicos desarrollados por los escribas
egipcios.

En esta época se plantearon problemas similares
a los llamados de «pensar una cantidad», tal como
aparecian en el Papiro Rhind (ndimero 34), aunque
con tratamiento mas algebraico (Maza, 2003)*:

Jose C. ILLANA RuBio

e

En esta época se p[antearon
de Qadesh (Siria). Después de esta problemas similares a los [la-
mados de «pensar una canti-
dad», tal como aparecian en
el Papiro Rhind (ntumero 34),
aunque con tratamiento mas
a[gebraico.

Obtener una cantidad tal que ella, 1/2 de
ella, y 1/4 afiadidas juntas sean igual a 10.

Los egipcios lo resolvian en forma similar
a los repartos desiguales a 1, 1/2 y 1/4,
dividiendo 10 entre (1+1/2+1/4):

La solucién egipcia 5+1/7+4/7=55/7
es la obtenida actualmente mediante un
planteamiento algebraico:

En el Papiro de Berlin se han
encontrado formas alge-
braicas similares a una
ecuacion de primer grado
y otra de segundo grado.
Transcritas de forma mo-
derna serfan expresadas
asi:

4x—3y=0
x*+ =100

El conjunto de ambas establece un sistema
de dos ecuaciones con dos incégnitas que
resuelto darfa los valores:

x=06
=8
Los egipcios llegaron a plantear y resolver

problemas de progresiones aritméticas
(ejercicio 64 del Papiro Rhind):

Dividir 10 heqats de grano entre 10 hom-
bres de forma que la diferencia entre cada
uno sea de 1/8 de heqat.

10: 10 =1 heqat por individuo;
diferencia=1/8:2=1/16;
1/16x9 intervalos=9/16=1/24+1/16.

Las soluciones obtenidas en el Papiro Rhind
eran las siguientes:

1/4+1/8+1/16=7/16
1/2+1/16=9/16
1/2+1/8+1/16=11/16
1/2+1/4+1/16=13/16
1/2+1/4+1/8+1/16=15/16
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1+1/16=17/16
1+1/8+1/16=19/16
1+1/4+1/16=21/16
1+1/4+1/8+1/16=23/16
1+1/2+1/16=25/16

7/16+9/16+11/16+13/16+15/16+
+17/16+19/16+21/16+
+23/16+25/16=160/16=10

La solucion actual:

at(a+1/8)+(a+2/8)+a+3/8)+...
o+ (@t+9/8)=10

102+45/8=10

a=(10-45/8)/10=1-45/80=
=1-9/16=7/16

y los valores de los diversos términos de
la progresion:
7/16;9/16;11/16; ...; 25/16

igual que los obtenidos por los egipcios
(Gheverghese, 1996)".

De igual forma en el ejercicio 79 del Papiro
Rhind se plantean también otros tipos de
progresiones:

Calcular la suma de los elementos de una
progresion geométrica de 5 términos, razon
7 y primer término igual a 7.

Las soluciones que se indican son:
7,49, 343, 2401 y 16807
y la suma pedida es igual a:
7449+ 343+ 2401 + 16807 = 19607

Ultimos tiempos

El final del «Tercer Periodo Intermedio»
se produjo con la invasién de Egipto
por los asirios en el afio 669 a. C. El rey
asirio Assaradén conquisté Menfis y

e

nombré gobernador del Bajo Egipto al principe
saita Necao. Una revuelta iniciada en el Alto
Egipto a la muerte de Assaradon expulsé tempo-
ralmente a los asirios, pero el nuevo monarca asirio
Assurbanipal conquisté de nuevo la ciudad de Te-
bas. Psamético I, hijo de Necao, derrot6 definiti-
vamente a los asirios iniciando el esplendoroso
«Periodo Saitax.

Los faraones saitas reinaron en Egipto hasta el afio
525 a. C. y realizaron una politica de modernizacion
del pafs, y de relaciones comerciales con fenicios y
griegos. Durante los reinados de Psamético I, Necao
IT y Psamético II los marinos griegos fundaron la
factorfa comercial de Neucratis en el Delta occi-
dental y la colonia de Cirene en Libia. Necao II
ocupo Siria y Palestina y derroto a los israelitas en
la batalla de Megiddo. Con el Imperio Neobabil6-
nico de Nabucodonosor II mantuvo relaciones pa-
cificas y amistosas.

En la época saita se reformé el lenguaje de los con-
tratos juridicos y se inici6 la escritura demotica. La
influencia cientifica de los griegos en el mar Medi-
terraneo produjo la geometria de Tales y Pitdgoras,
posibles viajeros en Egipto y Mesopotamia, y la me-
dicina de la Escuela de Sais. Se han relacionado los
conocimientos de Hipocrates con tratados gineco-
l6gicos de esta Escuela. También se produjo un in-
cipiente desarrollo de conocimientos alquimicos
que se aplicarfan posteriormente en la época de los
Ptolomeos (Pérez Largacha, 2006)*.

A la muerte de Amasis el rey persa Cambises 11 in-
vadi6 Egipto transformando el valle del Nilo en
una satrapia persa. Egipto se independizé de los
persas durante 60 afos, después de las guerras entre
griegos y persas (guerras médicas), y fue regido de
nuevo por soberanos egipcios, entre los que desta-
caron Amirteo, Nectanebo I y Nectanebo II. En el
ano 343 a. C,, los persas reconquistaron Egipto,
aunque esta etapa sélo dur6 10 afios. Alejandro
Magno entré en Egipto antes de la conquista defi-
nitiva de todo el Imperio Persa.

A la muerte de Alejandro Magno, después de sus
incursiones guerreras en Bactria y la India, se des-
membroé el Imperio formado y se reparti6 entre sus

NOVIEMBRE
2012

IMIATEMATICAS EN EL ANTIGUO EGIPTO



S71-lllana_Maquetacién 1 05/11/12 20:03 Pagina 60

NOVIEMBRE
2012

60

71

generales. Egipto pasé a ser regido

e

La inﬂuencia cientiﬁca de los

GHERVERHESE, G. (1996), La

por Ptolomeo, inicialmente como go- griegos en el mar Mediterraneo ¢ del pavo real. Las mateniti-

bernador y posteriormente como

la ciudad mediterranea de Alejandtria,

construida por Alejandro y depositaria de su mau-
soleo, que fue ademas la capital cultural de toda la
época helenistica, heredera de la cultura griega a
través de sus dos grandes instituciones: el Museo y
la Biblioteca.

La ciencia y la matematica florecieron en la helenis-
tica Alejandria desde los reinados de Ptolomeo 111
y Ptolomeo 1V, durante los dos ultimos siglos del
mundo antiguo antes de nuestra Era, con Aristarco
y Herén, aunque estas aportaciones han sido consi-
deradas culturalmente pertenecientes al mundo

griego y no egipcio.
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Puzzles de equivalencias

GRUPO ALQUERQUE DE SEVILLA

| estudio de la Geometria tiene la particularidad

de que cuando encuentras respuestas a un pro-
blema éstas te plantean nuevas preguntas e investi-
gaciones. El tema que traemos hoy aqui es continua-
ci6én de otros articulos que hemos presentado ya en
esta seccion. En concreto, el encontrar puzzles de fi-
guras con el mismo area y distinta forma ya lo traba-
jamos en los nimeros 48 (en 2005), 65 (en 2010) y
06 (en 2011) (véase bibliografia) de esta revista.

Al terminar el trabajo de las cuadraturas se nos des-
pertd la curiosidad por buscar diferentes poligonos
que se pudieran dividir en un numero finito de pie-
zas y que al recomponerlas adecuadamente se ob-
tuviese otro poligono distinto. Pero en este caso
descartabamos que alguna de las dos figuras fuese
un cuadrado, pues ese caso estaba ampliamente tra-

bajado.

Como indicibamos en el anterior articulo de cua-
draturas, el teorema de Wallace-Bolyai-Gerwein dice
que:

Dados dos poligonos de igual drea existe una diseccion de
uno en un numero finito de piezas poligonales que recu-
bre exactamente el otro®.

Después de ver la web de Gavin Theobald, donde
muestra que este tema es inagotable, limitamos la

St

65

1

Articulo solicitado por Suma en junio de 2012 y aceptado en septiembre de 2012
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investigacion al intercambio entre triangulo, penta-
gono y hexagono.

El punto de partida de este estudio fue: ;Qué mé-
todo de divisioén o proceso de diseccion hay que se-
guir para obtener las piezas adecuadas de forma
que partiendo de uno de los poligonos podamos
construir el otro?

El método que hemos seguido es el de superposi-
cién de poligonos o trama de poligonos, con unos
puntos de coincidencias y un angulo de giro en uno
de ellos, buscando que las divisiones que se produ-
cen entre los poligonos nos den las piezas necesatias,
tratando de que sean las menos posibles.

En este proceso el rectangulo y el romboide son los
poligonos mas faciles de superponer y de comparar
sus areas. Por eso, hemos transformado el triangulo,
el pentagono y el hexagono en romboides.

Triangulo-pentagono

Partimos de un triangulo equilatero y un pentagono
regular que tienen igual area.

Para obtener un romboide a partir del triangulo he-
mos unido dos de ellos por un lado. Como hemos
duplicado el area, tenemos que construir un rom-
boide que provenga del pentagono, pero también
con doble superficie.

GRUPO ALQUERQUE DE SEVILLA

e

AN
N

Y ahora viene la pregunta mas importante
en el proceso de esta investigacion: ¢Al
superponer los romboides, qué puntos
hacemos coincidir y qué angulo de giro
les damos?

La respuesta anterior tiene infinidad de
soluciones, por lo que hay que escoger al-
guna de ellas. Por eso, en el triangulo he-
mos sefalado los puntos medios de dos
lados contiguos (O'y B) y el punto medio
del segmento que forman (C).

En los romboides que obtenemos a par-
tir de dos pentagonos hemos hecho algo
similar: se han sefialado los puntos me-
dios de los lados mas cortos (M, N), el
punto medio entre estos dos (R) y el
punto medio entre este ultimo y los dos
primeros (B, 5).

AN

Nos falta por decidir el angulo de giro.

En nuestro estudio y después de algunas
pruebas, decidimos escoger el de 72° (su-
plementario de 108° angulo interior del
pentagono regular).
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Estudiando todas las posibilidades de su-
perponer los romboides y variando el sen-
tido de otientacion del romboide construido
a partir del pentagono hemos encontrado
18 disposiciones distintas, haciendo coinci-
dir en cada caso uno de los puntos O, B, C
con uno de los puntos R, Py M.

Estan enmarcadas las imagenes que nos
dan algunas de las soluciones que des-

arrollamos a continuacion.
A

® 0 ?
e,
R
R
BRR

Superposicion de romboides

e

Primera diseccion

Observamos que al superponer los romboides coin-
cidiendo en el punto O, cualquiera de los puntos R, P
o M se divide la parte izquierda del triangulo (dibujos
de primera y segunda fila) y al hacer coincidir en el
punto B (dibujos de la tercera y cuarta fila) se divide
la parte derecha, por lo que para dividir plenamente
al triangulo se necesitara una divisién de cada lado.
De esas 12 disposiciones nos dan solucion al problema
las dos que aparecen en la imagen siguiente.

o A
7

De la primera fila hemos tomado la superposicién
donde coinciden los puntos O y R. De la tercera

fila aquella en que coinciden B y M. En este dibujo
hemos cambiado de sitio uno de los trapecios para
ver claramente la divisién que produce sobre la
parte derecha del triangulo.

Unimos los dos dibujos en uno y tenemos el
triangulo y el pentagono divididos en seis piezas
que podemos ver claramente en las imagenes co-
loreadas.

\ A

NOVIEMBRE
2012

PUZZLES DE EQUIVALENCIAS



S71-Juegos_Maquetacion 1 05/11/12 20:06 Pagina 68 &

NOVIEMBRE
2012

O
A
R

A continuacién tenemos el triangulo equilatero y el

pentagono regular de igual area divididos en las mis-
mas piezas (seis):

De las otras seis posibilidades, correspondientes a la
superposicion de romboides, haciendo coincidir el
punto C del romboide de los triangulos con los pun-
tos §' o P del romboide de los pentagonos y girando
el romboide de los pentagonos 72° con centro en el
punto C'y en sentido de las agujas del reloj, obtene-
mos otras dos nuevas disecciones.

GRUPO ALQUERQUE DE SEVILLA

Segunda diseccion

N _SMP_ M

Hacemos coincidir el punto C con S.

7
WASSY
N

Los romboides del triangulo y del penta-
gono han quedado divididos en partes.
Para ver bien las partes que se obtienen
afladimos un trapecio en la parte superior
y superponemos otro romboide de pen-
tagono paralelo al anterior.

b
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<

El triangulo y el trapecio que se obtuvo al M P R
dividir el pentagono han quedado divididos

en seis piezas que podemos ver claramente

- . Si superponemos los dos romboides, haciendo coin-
en las siguientes imdgenes coloreadas. cidir el punto C del romboide de los triangulos con
el punto P del romboide de los pentagonos y el
romboide de los pentagonos lo hacemos girar 72°
con centro en el punto Py en sentido de las agujas

del reloj, obtenemos:

69
sundt,

El triangulo y el trapecio que se obtuvo al dividir el
pentagono han quedado divididos en cinco piezas
que podemos ver claramente en las siguientes ima-
genes coloreadas.

A continuacion tenemos una nueva disec-
cion del triangulo equilatero y del penta-
gono regular de igual area divididos en las
mismas piezas (seis):

Aw

PUZZLES DE EQUIVALENCIAS
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A continuacién tenemos otra diseccion tanto del
triangulo equilatero como del pentagono regular en
las mismas piezas (en este caso cinco):

AL

Tridngulo-hexagono

Partimos de un triangulo equilatero y un hexagono
regular que tienen igual area.

Convertimos tanto el tridangulo como el hexagono
en romboides. Para ello tomamos dos poligonos
de cada tipo y formamos los siguientes romboi-

des.

GRUPO ALQUERQUE DE SEVILLA

Siguiendo el mismo método de superpo-
sicion de romboides, en el triangulo he-
mos seflalado los puntos medios de dos
lados contiguos (O y B) y el punto medio
del segmento que ellos determinan (C); y
en el romboide que obtenemos a partir
de hexagonos, hemos hecho algo similar:
se han sefialado los puntos medios de los
lados mas cortos y enfrentados (M, N), el
punto medio entre estos dos (K) y el punto
medio entre este tltimo y los dos primeros

Py .5).
Después de muchas pruebas el mejor an-

gulo de giro que hemos encontrado es el
de 45°.

La solucién mas clara y con menos piezas
la obtenemos al superponer y hacer coin-
cidir el punto C del triangulo y el punto R
del romboide de hexagonos.

Para distinguir mejor las piezas en que
queda la diseccion, afiadimos algunos po-
ligonos mas.
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Pentagono-hexagono vt

Partimos de un pentagono regular y un hexagono
regular que tienen igual area.

El triangulo y el hexagono quedan dividi- @ <:>

dos en cinco piezas que podemos ver cla-

:

. - Dividimos el pentagono y el hexagono en las partes
ramente en las siguientes imagenes colo-

readas necesarias para crear unas tiras que teselen el plano.

Para ello realizamos los siguientes pasos:

El pentagono lo dividimos en un trapecio isosceles
y un triangulo también isésceles. El triangulo lo di-
vidimos en dos partes trazando un segmento desde

el punto medio de la base y paralelo a uno de los la-

dos iguales del trapecio que nos ha salido anterior- 71
mente. Después reordenamos los tres poligonos sm@;
obtenidos formando un romboide.

\_ P

El hexagono lo dividimos en un pentagono (no re-

¥

gular) y un triangulo, que después reordenamos.

El triangulo queda dividido en cinco par-

tes que colocandolas adecuadamente dan
lugar al hexagono regular de igual area. g

5¢
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Novevere - Con estas tiras de teselacién podemos obtener dos

tipos de disecciones.

Primera diseccion

A

Colocamos las tiras como muestra la imagen, ha-
ciéndolas coincidir en el punto O, vértice en las tiras
de teselacion.

Se obtienen siete piezas que colocando-
las adecuadamente dan lugar tanto a un
o pentagono regular como a un hexagono
A

regular.

La tira de proveniente de los hexagonos la hacemos
girar 43° con centro en el punto Oy en sentido de las
agujas del reloj, que es el angulo que nos hace coincidir
72 el punto 4 con un punto de la base mayor del trapecio

sm@;' | que contienc las tiras de los pentagonos.

Segunda diseccion

° oA 2N

Disponemos las tiras como muestra la

imagen, haciéndolas coincidir en el

Para distinguir bien las partes en que se divide el punto O. Como puede apreciarse lo que

pentagono, afiadimos otra tira de hexagonos y co- hacemos es situar las dos piezas ante-

loreamos las piezas. riores de la misma forma, pero girando
180° la correspondiente a los hexago-

nos.

La tira de hexagonos la hacemos girar
43° con centro en el punto O y en sen-
tido de las agujas del reloj, pues es el
angulo que nos hace coincidir el punto
B con un punto de la base mayor del
trapecio que contiene las tiras de los
pentagonos.

GRUPO ALQUERQUE DE SEVILLA
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Para distinguir bien las partes en que se

divide el pentagono, afiadimos otra tira
de hexagonos y coloreamos las piezas.

s
+
e

Se obtienen siete piezas que colocandolas

adecuadamente dan lugar tanto a un pen-
tagono regular como a un hexagono re-

gular.

e

Trabajo en clase

Volvemos a comentar que se puede poner la Tecno-
logfa al servicio de las Matematicas o las Matematicas
al servicio de la Tecnologfa. Para nuestros comparne-
ros tecnélogos puede ser un buen proyecto de trabajo
el construir los puzzles a partir de una plantilla del
poligono en papel.

Las plantillas pueden ser copiadas en cartulina, car-
toncillo, cartén pluma, goma eva, panel, que es tam-
bién muy facil de cortar con un cutter o, mucho me-
jor, en madera, para su posterior corte con la sierra
de marqueteria, lijado, pintado y barnizado, quedando
unos estupendos puzzles para su manipulacion.

Al jugar con las piezas obtenidas en las disecciones
del triangulo, pentagono y hexagono se puede plantear
el siguiente cuestionario de trabajo o investigacion:

— ¢Qué tipo de poligonos son las piezas obtenidas
en cada diseccion?

— ¢Cuanto miden los angulos interiores en un
triangulo equilatero, un pentagono regular y un
hexagono regular?

— ¢En un triangulo cuanto vale la suma de sus an-
gulos interiores? ¢Y en un pentagono regular?
¢Y en el hexagono regular?

Pero estos puzzles son también problemas en cuanto
plantean un reto de transformacién de un poligono
en otro para el que de entrada no se conoce el ca-
mino de resoluciéon mas adecuado. Al jugar con
ellos podemos comprobar su dificultad. Para evitar
la frustracion del alumno ante estos rompecabezas
y que no abandone la resolucién del problema que
tiene delante, se le pueden dar como pistas unas
plantillas con el contorno de los poligonos de area
equivalente que intercambian sus piezas. Nos esta-
mos refiriendo a que dispongan de la silueta, por
ejemplo, en el caso del tridngulo/pentigono setia:

NOVIEMBRE
2012

73
sundt,
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La plantilla con el contorno sirve de ayuda, orienta
y guia hasta la construccion que se debe realizar,
al facilitar la medida del angulo interior y del lado
del poligono y poder medir comparando la am-
plitud de los angulo y la longitud de las piezas
con la longitud de los segmentos dibujados en la
plantilla.

Aprovechando el puzzle se pueden trabajar en clase
aspectos geométricos y numéricos planteando pre-
gunta como la siguiente: scuanto debe medir el lado
del poligono regular para que tengan la misma area
que otro dado?

En aquellas comunidades en las que los alumnos
desde 5.° de Primaria a 2.° de Secundaria tienen su
notebook personal con el programa Geggebra incot-
porado, como ha ocurrido hasta el momento en
Andalucia, podemos interrelacionar las matematicas
manipulativas con la Geometria dinamica que nos
permite dicho programa. Visiten las referencias web
de la bibliografia.

Referencias bibliograficas

FREDERICKSON, G. (1997), Dissections: Plane & Fancy,
Cambridge University Press. .

1 En 1833, P. Gerwein, teniente del ejército prusiano dio la solucién a
la pregunta sobre las disecciones planteada por el matematico hingaro y
experto en geometria Wolfang Bolyai (1775-1856). También llamado Teo-
rema de Bolyai-Gerwein parece que sin embargo fue demostrado por pri-
mera vez en 1807 por el matematico escocés William Wallace (1768-1843).
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Borrianskt, V. G. (1981), Figuras equivalentes
) equicompuestas, Mir, Moscu.

HANS, J. A., J. MUNOZ, A. FERNANDEZ-ALI-
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— (2011), «Puzzles de cuadraturasy, Suma,
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Referencias web
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http://www.cabti.net/abracadabri/
abraJava/Dissection/ListDiss.html

http://geometriadinamica.es/Geometria/
Disecciones/

http//docentes.educacion.navarra.es/
msadaall/geogebra/puzzles.htm

http:/ /home.btconnect.com/GavinTheobald/
Index.html [Geometric Dissections. Autor:
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CC Santa Maria de los Reyes

José MuRioz SANTONJA
1ES Macarena

ANTONIO FERNANDEZ-ALISEDA REDONDO
IES E/ Majuelo

<juegos@tevistasuma.es>

El teorema no se generaliza a tres dimensiones. En 1908 el
matematico aleman Max Dehn (1878-1952) demostré que
un cubo y un tetraedro regular del mismo volumen no son
equivalentes por diseccidn; aunque hay ejemplos de figuras
que si lo son.
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Estudio de los movimientos

en matematicas (y 2)

MARIANO REAIL PEREZ

ien la primera parte de este trabajo presentamos

la aplicacién «movimientos en el plano» para el
tratamiento de la simetria axial en esta segunda
parte, aunque no cambiemos de tematica, vamos a
centrarnos en una perspectiva mas interactiva.

Geometria interactiva aplicada
al estudio de los movimientos en el plano

Seguimos, pues, con otra aplicacion también deno-
minada «Movimientos en el plano». Se trata de un
software creado por la profesora Marfa José San-
chez, que en el ano 2005 recibi6 el premio a mate-
riales educativos interactivos del Ministerio de Edu-
cacion. Esta disponible en la siguiente direccion
para ser utilizado directamente:

http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/
mem2005/geometria_movimientos_plano/index.htm

También puede ser descargado para utilizarlo en el
aula sin necesidad de conexion a internet desde:

http://descargas.pntic.mec.es/contenidos/
gemopla/gemopla.zip

75

1

Articulo solicitado por Suma en febrero de 2012 y aceptado en abril de 2012
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Esta Aplicacién web es una unidad didactica inter-
activa dedicada al tema de los «Movimientos en el
plano».

Las animaciones Flash con las que cuenta y las pos-
teriores en Cabriweb con las que esta dotado pre-
tenden que se puedan visualizar y manipular movi-
mientos en el plano antes de llegar a
conceptualizarlos. Se incluyen, ademas de anima-
ciones que ayudan a comprender las explicaciones,
applets interactivos en los que los estudiantes pue-
den manipular y observar los cambios en diversas
figuras geométricas.

Al entrar en la aplicacién aparece la pantalla que
observamos en la imagen 1.

Imagen 1. Pantalla de inicio de «Movimientos en el plano»,
de M2 José Sanchez

En esa pantalla observamos que se pone a disposi-
cion del visitante una gufa de utilizacion didactica
para el profesorado y otra para el alumnado con
una presentacion, la justificacion didactica, los ob-
jetivos, etc. Estas gufas son interesantes, ya que acla-
ran bastante el uso didactico de la aplicacion. Ahora
lo que nos interesa es acceder a la aplicacion y dar
algunas pinceladas sobre la misma. Para ello debe-
mos pulsar sobre el botén «Entrar en la unidady,
apareciéndonos la ventana que observamos en la
imagen 2.

En ella aparece desplegado completamente el menu
de navegacion con el que cuenta la aplicacion. Tras
una introduccion en la que se definen y clasifican
los movimientos isométricos en el plano se aborda
un estudio pormenorizado de cada uno de sus tipos:
traslaciones, giros y simetrias. Posteriormente, se
dedica otro apartado a las composiciones de movi-

MARIANO REAL PEREZ

e

mientos, un amplio capitulo a su presencia
en el mundo del arte (mosaicos nazaries,
Escher, etc.)

En la imagen 2 hemos desplegado tam-
bién el esquema de la unidad para tener
una perspectiva visual y clara de los con-
tenidos que desarrolla. Sobre ellos vamos
a hablar con mas detalle. Animamos al
lector o lectora a que descubra cada uno
de sus rincones.

Imagen 2. Opciones de la aplicacidn

Para hacernos una idea de las posibilidades
de esta aplicacion, su autora cita algunas
de las competencias que el alumnado
puede desarrollar una vez finalizado el re-
corrido por la unidad. Debe ser capaz de:

Identificar transformaciones geométricas.

Identificar propiedades comunes entre una
figura y la que se obtiene por una transfor-
macion.

Identificar y clasificar movimientos en el
plano.

Identificar las propiedades de cada movi-
miento.

Identificar los elementos invariantes en cada
movimiento.

Saber realizar cada uno de los movimientos.
Realizar composiciones de movimientos.

Obtener el movimiento inverso de uno dado.
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Entender qué son los mosaicos y cudles son
las condiciones que se tienen que cumplir
para construirlos.

Identificar en la construccién de mosaicos los
distintos tipos de movimientos que se utilizan
en su generacion.

Conocer los distintos tipos de mosaicos que
existen y como se generan.

Reconocer en la naturaleza y en el arte for-
mas en las que se pueda identificar la rela-
cién con los movimientos.

Y todo ello, con un planteamiento basado
en elementos interactivos que ayuden a la
comprension e identificacion de cada uno
de los movimientos y que ayuden a com-
prender cada uno de los conceptos que
se trata en cada momento.

Entre estas pinceladas que vamos a dar
sobre la aplicacion nos vamos a parar en
tres pantallas distintas a modo de ejemplo.
La primera es la que observamos en la
imagen 3, correspondiente al tratamiento
de la simetrfa. Los puntos que desarrolla
son: (i) caracteristicas de la simetria axial;
(i) simetrfa axial de una figura; (iii) ejes
de simetria de una figura; y (iv) simetrias
en el plano cartesiano. Como venimos in-
dicando, la introduccién de conceptos se
acompafia de animaciones en flash, como
la que podemos comprobar en la zona

Imagen 4. Pantallas interactivas con Cabriweb

Imagen 3. Simetrias

central inferior de la imagen 3 y en la que se invita
al alumnado a observar cémo se formaria la trans-
formada de la imagen que aparece al aplicarle una
simetria axial. Ademads de estas animaciones, la apli-
cacion también esta dotada de otras ventanas inter-
activas, como las dos que mostramos en la imagen
4. Ambas estan realizadas con Cabri y pasadas a
Cabriweb de forma que no se necesita el programa
para que funcionen.

Concretamente, en la primera de las que aparecen
en la imagen 4 se puede interactuar de forma que
observemos directa-
mente el efecto que le
produce la aplicacion
en uno de sus puntos
de la simetria axial
que aparece. Enla se-
gunda observamos
este mismo efecto,
pero con una imagen.
Podemos mover por
la pantalla tanto el
punto como la ima-
gen y la recta que de-
fine la simetria axial
observando el efecto
causado en cada mo-
mento.

NOVIEMBRE
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Una de las partes mas interesantes con las que
cuenta esta aplicacion es la del desarrollo que se
hace en los movimientos en el arte. En la imagen 5
hemos recogido una pantalla de esta fase de la apli-
cacion.

Imagen 5. Movimientos en el arte

Esta zona no solamente es interesante por el des-
arrollo que se hace de los distintos mosaicos gene-
rales, los nazaties, las teselaciones de Escher, etc.,
sino también por la cantidad de ejemplos reales que
se recogen sobre los mismos y entre los cuales llama
la atencion la galeria de mosaicos de Escher con la
que cuenta y de los que se detalla, paso a paso y a
través de animaciones didacticas, la construccion
de cada uno de ellos. Véase a continuacion la ficha
educativo-técnica correspondiente a esta aplicacion.

e

FICHA EDUCATIVO-TECNICA

Nombre Geometria interactiva aplicada al estudio
de los movimientos en el plano

Sistema Cualquier sistema operativo.
Necesita plugin de Flash y de Java

Descarga Directamente en la red:

<http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/
mem2005/geometria_movimientos_plano/index.htm>

Descarga:

Licencia Libre uso en educacién
Contenido Movimientos en el plano, frisos y mosaicos
Nivel A partir de 32 ESO
Metodologia Aplicacion para utilizar en la ensefianza de los movimientos

y para la practica por parte del alumnado. En esta Ultima parte
es aconsejable que el alumnado la utilice de forma individual

MARIANO REAL PEREZ

<http://descargas.pntic.mec.es/contenidos/gemopla/gemopla.zip>

La simetria: celosias y mosaicos
en educacion secundaria

No podjia faltar entre las aplicaciones que

estamos citando una denominada «l.a si-
metrfa: celosias y mosaicos». Este
software fue creado por el pro-
fesor José Antonio Mora San-
chez y en el afio 2009 recibi6 el
premio a materiales educativos
interactivos del Ministerio de
Educacion.

Este material esta disponible en

la siguiente direccion para ser uti-

lizado directamente:
http://ntic.educacion.es/w3/eos/

MaterialesEducativos/mem2009/
celosias_mosaicos/index.htm

También puede ser descargado

para utilizarlo en el aula sin ne-
cesidad de conexion a internet. La direc-
cion de descarga es:

http://descargas.pntic.mec.es/contenidos/
premios_curriculares/2009/celosias_mosaicos/
celosias_mosaicos.zip

El objetivo de esta aplicacion es facilitar
la visualizacion de los conceptos asociados
a la comprension de los movimientos en
el plano y ponerlos en conexién con los
hechos relevantes de la vida diaria en los
que se manifiestan. Aborda contenidos
como:

Isometrias: simetria, traslacién, simetria
axial, rotacion y simetria central, simetrfa
con deslizamiento, investigacién en mo-
vimiento.

Celosias: 1a construcciéon de celosias, 1a bal-
dosa, los movimientos, azulejos y simettfa,
simetria de la baldosa y método de colo-
cacion, el grupo de simetria del cuadrado.

Mosaicos: guia de trabajo para estudiar mo-
saicos, dos formas de analizar mosaicos,
el nombre del grupo cristalografico, ana-
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lisis dinamico del mosaico y mosaicos di-
namicos, mosaicos para practicar.

Al acceder a la aplicacion observamos la
pantalla que aparece en la imagen 6.

Imagen 6. Pantalla inicial de la aplicacion «La sime-
tria: celosias y mosaicos», de José Antonio Mora

Una de las caracteristicas que distingue a
esta aplicacion, ademas del contenido, es
la gran cantidad de ventanas interactivas
con las que esta dotada.

ILa mayoria de las paginas contiene una o
varias figuras interactivas construidas con
el programa informatico GeoGebra, es-
pecialmente indicado para la ensefianza y
aprendizaje de la Geometria y las Mate-
maticas. Dispone de una amplia coleccion
de recursos para la realizacion de movi-
mientos en el plano muy sencillos de uti-
lizar. Ademas, dispone también de otras
herramientas que favorecen una presen-
tacion atractiva de los materiales para el
alumnado.

Todos los applets van colocados sobre
una linea de puntos de color verde para
facilitar su reconocimiento y disponen de
elementos interactivos que normalmente
son deslizadores que hacen aparecer una
secuencia de imagenes e interruptores,
también llamados casillas de control, que
presentan o hacen desaparecer ciertas zo-
nas de la construccion cuando el alum-
nado lo solicite.

e

Los applets se complementan con:

Sugerencias para la manipulacién de los elementos.
Aclaraciones de las ideas.
Explicaciones de algunos conceptos implicados.

Preguntas sobre la construccidon que estamos manipu-
lando.

Propuestas de trabajo para la clase.

St se dispone del programa GeoGebra instalado
en el ordenador, es posible abrir el archivo a partir
del cual se ha generado el applet con el fin de que
el usuario pueda disponer de la construcciéon com-
pleta, comprobar su funcionamiento, revisar como
se ha realizado y hacer las modificaciones que se
crean oportunas para mejorar los resultados, tanto
estéticos como en la presentacion de los conceptos.
Hay completa libertad para usar estos archivos con
fines educativos; el Gnico requisito es citar la pro-
cedencia.

En la imagen 7 podemos observar una de estos ap-
plets creados con GeoGebra que aparecen en la
aplicacion. Al software GeoGebra dedicaremos al-
gun articulo en proximos numeros de Sua.

Imagen 7. Pantalla con GeoGebra

Llama la atencién en esta aplicacion la gran cantidad
de construcciones interactivas que contiene y la uti-
lidad didactica que puede hacerse de ellas. En la
imagen 8 (pagina siguiente) damos un ejemplo de
ello. Dentro del apartado «Estudio de mosaicos en
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Novevere el plano» observamos los cinco apartados que se respaldado con gran cantidad de cons-

tratan y cuyo contenido, como hemos indicado, esta trucciones interactivas. Ya en el ultimo

80

71

punto, el de mosaicos para practicar, he-
mos presentado en esta imagen 8 la can-
tidad de ejemplos con los que el alumnado
puede practicar los conceptos tratados. Se
trata de una aplicacion que invita a aden-
trarse en todo su contenido de forma muy
visual y atractiva, como destacamos mas
abajo en su ficha educativo-técnica.

Las transformaciones en el plano son un
contenido al que las herramientas exis-
tentes para el desarrollo de la geometria
dindmica pueden sacar mucho partido.
Desde esta seccion intentamos tratar una
muestra de todo aquello que se pone a
nuestra disposicion en el aula, dando unas
pinceladas sobre el funcionamiento y con-
tenido de las mismas e invitando a los lec-
tores a hacer un recorrido por ellas. Desde
luego, si en el aula de matematicas no se
trata esta tematica mediante applets inter-
activos, que atraen visualmente al alum-
nado y provocan una profundizacién en
los contenidos y la practica, no es porque
no existan recursos, ya que la cantidad de
referencias tanto conjuntas como las que

Imagen 8. Construcciones para practicar hemos expuesto e€s enorme.

FICHA EDUCATIVO-TECNICA

Nombre

Sistema

Descarga

Licencia
Contenido
Nivel

Metodologia

La simetria: celosias y mosaicos en educacién secundaria

Cualquier sistema operativo. Necesita plugin de Flash y de Java

Directamente en la red:
<http://ntic.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2009/celosias_mosaicos/index.htm>

Descarga:

<http://descargas.pntic.mec.es/contenidos/premios_curriculares/2009/celosias_mosaicos/celosias_mosaicos.zip>
Libre uso en educacién

Movimientos en el plano, celosias y mosaicos

A partir de 32 ESO

La aplicacién destaca por la cantidad de practicas que se le proponen al alumnado, por su interactividad y por la gran cantidad de recursos
con las que esta dotada. Es una aplicacion a la que se le puede sacar mucho partido trabajando por parejas.

MARIANO REAL PEREZ

MARIANO REAL PEREZ
CEP de Sevilla

<matemastic@revistasuma.es>
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CineMateca
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Cine y estadistica (y 2)

JOSE MARIA SORANDO MUZAS

La Estadistica en Numb3rs

Continuamos' con la presencia estadistica en el cine
y en las series de television, donde Nuwzb3rs ocupa
un lugar preferente. Dirfa que en los 119 episodios
que componen sus seis temporadas hay casi tantas
matematicas como en todo el resto de la ficcion ci-
nematografica y televisiva; y, desde luego, mas sol-
ventes. Algunas escenas son utilizables en el aula y
en la mayoria de los casos nos ofrecen ejemplos in-
sospechados e interesantes de aplicacion matema-
tica, ejemplos de los que al profesorado le conviene
estar provisto para poder utilizatlos en el momento
oportuno.

Chatlie, el protagonista matematico, recibe datos
de cada caso policial, a veces en gran cantidad. Para
su interpretacion a menudo recurre al estudio esta-
distico y suele concluir haciendo predicciones en
términos de probabilidad. Terminaba el anterior ar-
ticulo con un inquietante caso orientado al control
social. Hay otros mas aceptables.

En «Punto de vista» (episodio 9 de la primera tem-
porada), usa la regresion a la media para justificar
qué disparos corresponden a un mismo francoti-
rador.

St
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Novevere - Hn «Convergencia» (episodio 7 de la 2.* temporada),

recurre a la mineria de datos, técnica de uso creciente
que consiste en la extraccion no trivial de informa-
cion que reside de manera implicita en los datos. La
explica asf:

—Yo disefio un algoritmo vy, a partir de los datos de esos
crimenes, el algoritmo busca correlaciones. Necesito las
estadisticas de delitos del ultimo afio en el condado.

—Pero ¢tantos datos no afadirdn complejidad a la bus-
queda?

—Cuantos mas datos, mas probabilidad de encontrar algo.
Es como cuando quieres armar un puzzle.... Pero resolver
un problema de la vida real es como armar un rompeca-
bezas cuando todas las piezas que necesitas estdan mez-
cladas con piezas de otros rompecabezas... Tienes que
revisar la caja entera y separar las piezas que son de tu
puzzle. El algoritmo revisa todas las piezas y entresaca
aquellas que encajan.

En «El corredom (episodio 15 de la 2.* temporada),
considera que unos datos son muy improbables en
base a la curiosa Ley de Benford:

58w2/\a" —Si observas cualquier tabla de valores de amplio espec-
71 tro: datos del censo, tamafios de terrenos... el 1 aparece
como primer digito en mas del 30% de los valores, el 2
aparece un 17,6%, el 3 un 12,5% y asi sucesivamente (en

orden decreciente).

—Parece ser que Simon Newcomb lo descubrié ojeando
libros de tablas de logaritmos. Observé que las primeras

Josgé MARiA SORANDO MuzAs

paginas estdn mas desgastadas que las
demas. La Ley de Benford no trata de toma
consciente de decisiones, es un fendmeno
estadistico.

Newcomb fue un astrénomo del siglo XIX
y Frank Benford un fisico del siglo xx
que observaron el mismo fenémeno de
manera independiente. Benford lo com-
prob6 empiricamente sobre un total de
20 229 datos de procedencias diversas (so-
ciales, naturales, de laboratorio, etc). Su
formulacion final fué que «a probabilidad
dequen(n=1,2,...9) seala primera ci-
fra no nula de un nimero tomado al azar,
es log(n + 1) — logn».

Dicha ley concluye en la citada escala de-
creciente de probabilidades para los digi-
tos de 1 a2 9 y de ella se deriva también la
mayor probabilidad de que la primera cifra
sea impar.

La extrafieza que provoca de entrada
esta ley es menor cuando empezamos a
revisar cuantas medidas, nuestra propia
edad por ejemplo, o no alcanzan un di-
gito inicial alto o, si lo alcanzan, para
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llegar a él debieron pasar antes por los
anteriores, que eventualmente ostenta-
ron la primacia.

En «Fl chat de la muerte» (episodio 11 de
la 3.* temporada), se aplica el analisis es-
tadistico lingtiistico para establecer el perfil
de las intervenciones del sospechoso.

En «Democracia» (episodio 18 de la 3°
temporada), se detecta una falsificacion
de datos en base a un sorprendente crite-
rio tras el analisis de frecuencias:

—Hay demasiados 7 y 3 para que esta lista
sea aleatoria. Por alguna razén, cuando la
gente inventa informes que tienen ndmeros,
siempre ponen demasiados 3 y 7 y muy
pocos 1y 2. Asi, no puedes saber qué des-
criben los numeros, pero puedes saber si al-
guien miente.

No he encontrado informacién que lo co-
rrobore, pero dada la potente asesorfa ma-
tematica con que ha contado Nuwb3rs, les
concedo el beneficio de mi ignorancia®.

La muestra perfecta

En cualquier investigacion, policial o no,
hay que saber escoger las muestras de da-
tos. Cindad Mdgica (Magic Town, William A.
Wellman,1947) es una pelicula cuya trama
gira en torno a la representatividad de di-
chas muestras.

Rip Smith (interpretado por James Ste-
wart) dirige una empresa que se dedica a
los sondeos de opinién. Al borde de la
bancarrota, casualmente descubre que los
resultados obtenidos en la pequefia ciudad
de Grandview son una réplica exacta de
los obtenidos para todos los Estados Uni-
dos. Es lo que repetidamente llama el «mi-
lagro matematico», la salvacion para su
empresa, que le permitira ofrecer resulta-
dos validos con un coste y rapidez muy
ventajosos frente a la competencia. Rip

e

planea trasladarse con sus colaboradores a Grand-
view y establecerse bajo una falsa identidad de ven-
dedores de seguros, para asi conseguir informacion
de forma permanente sin que los vecinos sospechen
cudl es su finalidad.

Rip se integra rapidamente en la vida de la ciudad,
llegando a ser muy apreciado y se enamora de una
periodista (interpretada por Jane Wyman). Esta des-
cubre el propésito de Rip y lo publica en el diario
local. La noticia corre por todo el pais y Grandview
pasa a ser conocida como la ciudad modelo de la
nacion. Nada volvera a ser lo mismo. La codicia de
unos y otros traeran el rapido ascenso y la estrepitosa
caida de la ciudad. Como no podia faltar en una pe-
licula de Hollywood de posguerra, hay un final es-
peranzador.

Es ésta una pelicula de las de antes: en blanco y negro,
donde los personajes son elegantes y corteses, la
honradez triunfa, el amor redime... En el aspecto
social, llama la atencién la democracia asamblearia
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que rige el destino de la comunidad. Pasemos a sus
aspectos matematicos.

Frente a la estadistica descriptiva, que analiza los
datos obtenidos de todos los elementos de una
poblacion, la estadistica inferencial extrae conclu-
siones a partir de muestras de esa poblacién, con
un grado de confianza conocido. Se hace asi
cuando la observacion destruye el objeto obser-
vado (por ejemplo, algunos controles industriales
de calidad) o por economia de medios, que es el
caso que corresponde a la pelicula y también el de

Josgé MARiA SORANDO MuzAs

e

los habituales sondeos preelectorales. En
la seleccion de las muestras es funda-
mental lograr que sean representativas
de la poblacién.

Es célebre el caso de las elecciones presi-
denciales de EE.UU. de 1936, en las que
gano Franklin D. Roosevelt. La revista The
Literary Digest hizo una encuesta de inten-
cién de voto en la que participaron mas
de cuatro millones de sus lectores y se
equivoco en el prondstico. Otra encuesta
realizada por George Gallup sélo a 5.000
personas anuncié el éxito de Roosevelt
con mucha exactitud. La razén era que
en el primer caso la muestra no era repre-
sentativa de la sociedad norteamericana,
pues entre los lectores de esa revista habia
mayoria republicana, siendo ademas el
método de encuesta el envio por correo
de unos cupones, lo cual suponia un alto
grado de implicacion en la campafa. Sin
embargo, en las 5 000 personas seleccio-
nadas por Gallup estaban bien represen-

tados todos los sectores e ideologfas de
dicha sociedad.

Lograr esa representatividad exige conse-
guir una distribuciéon geografica y social
de las encuestas muy cuidadosa y extensa,
es decir, costosa. De ahi que localizar una
muestra reunida de forma natural como
Grandview fuera un «cholloy» para la em-
presa de sondeos. En la pelicula se dice
que en dicha ciudad los porcentajes de
hombres y mujeres, de blancos y negros,
de republicanos y democratas, etc. son ré-
plicas exactas de los que se dan para el
conjunto de la nacién. De esta forma se
justifica aceptablemente la coincidencia
de opiniones.

Cuando la camara se detiene en el estadillo
de datos podemos comprobar que los por-
centajes que atienden a cada criterio su-
man 100 (jqué menosl... aunque, como ya
hemos visto en otros casos, no siempre
se cuidan esos detalles numéricos).
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Sorprende en esta era digital ver que los
calculos se realizan sobre un gran cua-
drante por un contable a la vieja usanza: a
lapiz, con manguitos y visera. Pensemos
que en 1947 todavia faltaban algunos afios
para la expansion del uso de las calcula-
doras mecanicas de oficina (con rollo de
papel y manivela) y 25 afios para las cal-
culadoras electrénicas de bolsillo.

Las predicciones de la pelicula se obtienen
como porcentajes fijos (estimadores pun-
tuales), cuando lo habitual en los estudios
demoscopicos es darlas en forma de in-
tervalos de confianza, acompafiados de
su fiabilidad en términos de probabilidad
(nivel de confianza, habitualmente del

95% o el 99%).

Por ultimo, el guién es acertado cuando
plantea cémo la consciencia de estar
siendo observados, en ese caso con una
presion mediatica excesiva, altera el com-
portamiento de los ciudadanos de Grand-
view. Es una traslacion a las Ciencias So-
ciales del Principio de Incertidumbre de
Heisemberg de la Fisica Cuantica.

La neutralidad
de los cuestionarios

Claro que, ademas de una muestra repre-
sentativa, es necesario que el cuestionario
no sea inductor de las respuestas. En la serie
de la BBC Yes, Prime Minister, traducida al
catalan y emitida por TV3 bajo el titulo S7
Primer Ministre, lo ejemplifica el siguiente
didlogo entre asesores del Primer Ministro:

—El Partido ha hecho una encuesta y se ve
que los votantes estan a favor de restablecer
el Servicio Militar.

—Tenemos otra encuesta que demuestra que
los votantes estan en contra del Servicio.
—No pueden estar a favor y en contra.

—Claro que si, ées que no te han hecho
nunca encuestas?

e

—Si, pero no una encuesta politica. No sabria qué contes-
tar.

—TU ya sabes como funciona eso. Te visita una sefiorita muy
guapa y quieres quedar bien, no quieres hacer el ridiculo.

—No.

—Y te comienza a hacer preguntas: ¢Le preocupa el gran
numero de jovenes que estan sin trabajo?

—Si

—Y ¢le preocupa también el aumento de la delincuencia
juvenil?

—Si.

—¢éLe parece que falta disciplina en las escuelas publicas?
—Si

—¢Piensa que los jovenes aceptarian un mayor nivel de

liderazgo y de autoridad? ¢ Qué son capaces de aceptar un
reto?

—Si

—¢Estaria a favor de restablecer el servicio Militar?

—Si

—Estd claro que si, después de lo que me has dicho no

puedes contestar que no. Ellos no publican las primeras
preguntas y sélo mencionan la ultima.

—¢Es eso lo que hacen realmente?

—Hombre, los que son honrados tal vez no, pero no hay
muchos de esos. Y la sefiorita habria conseguido el resul-
tado opuesto si hubiera querido.

—éiComo?

—éLe preocupa el peligro de una guerra?

—Si.

—¢Le preocupa la carrera de armamentos?

—Si

—éEncuentra peligroso dar armas a jévenes y ensefiarlos
a matar?

NOVIEMBRE
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—Si.

—¢éLe parece mal obligar a la gente a usar armas si ellos
no quieren?

—Si.

—¢Usted se opondria al restablecimiento del Servicio Mi-
litar?

—Si.

—Ya ve, es asi como se encargan las encuestas para el Mi-
nisterio de Defensa.

El anterior dialogo seria jocoso sin mas si no fuera
porque se parece demasiado al tipo de encuestas
que realizan algunos medios de comunicacién poli-
ticamente beligerantes. Un caso notorio es el de un
diario de tirada nacional cuyos sondeos de opinion
son dudosos para el propio sector demoscopico.
La razén es que han sido realizados, de forma rein-
cidente, por empresas desconocidas.

Y otro sesgo no despreciable es el introducido por
la presion de las empresas sobre los encuestadores,
que conduce en ocasiones a muestras repletas de
familiares y amigos. También lleva a veces a resul-
tados que agraden a un cliente que no busca conocer
la realidad para decidir, sino informes con nimeros
que justifiquen decisiones ya tomadas. En todos eso
casos, no se culpe a la Estadistica sino a quienes la
usan de forma perversa.

Videos estadisticos
para el aula

Con ocasién del Dia Mundial de la Estadistica
(2010), el Instituto Nacional de Estadistica (INE)
publicé en la red un video divulgativo titulado «Un
dia en cifras» en el que se muestran las grandes di-

1 EnSuma 70 nos extrafidbamos de que no se estén aplicando las téc-
nicas sabermétricas al futbol. Hemos conocido un interesante blog que
trabaja en esa direccion. Es obra del profesor Francisco J. Garcia Cuberoy
se titula Aspectos matemadticos del juego del football.

URL: <http://www.futmath.blogspot.com>

2 Enuna reciente pelicula de accion, Safe (Boaz Yakin, 2012), también

se sospecha de la supuesta aleatoriedad de una lista de niUmeros «porque

e

ferencias existentes segun paises entre los
indicadores de diversas variables sociales.
Por ejemplo: «Partos atendidos por per-
sonal cualificado por cada 100 personas:
Cuba 99.,9; Egipto 75; Pakistan 31». Es
de mayor aplicacion en la clase de Ciencias
Sociales que en la de Matematicas, pero
queda muy bien plasmada la conexién en-
tre ambas areas.

En la misma linea esta otro recomendable
video del INE: «S1 Espafia fuese un pue-
blo de 100 habitantes» (febrero 2012).
Concluye con este rétulo: «El objetivo de
este video es transmitir de forma sencilla
la utilidad de las estadisticas oficiales para
reflejar la sociedad en la que vivimosy.
Loable propésito, cuyo logro precisa,
como tantos otros esenciales, mantener
un servicio publico profesional y libre de
presiones.

Los enlaces para ver en Internet las esce-
nas de éste y anteriores articulos, se en-
cuentran en:

http://catedu.es/matematicas_mundo/
Cinemateca.htm

José MARiA SORANDO MuzAs
IES Elaios, Zaragoza
<decine@revistasuma.es>

hay demasiados 7 y 3». Pero en ese caso no se alude al cri-
terio de tipo psicoldgico citado en Numbers, sino que se su-
pone que se trata de un mensaje en clave, donde la mayor
frecuencia de esas cifras se corresponderia con las frecuen-
cias relativas de ciertas letras en el idioma, al estilo del cé-
lebre descifrado que narra Edgar Allan Poe en el relato E/
escarabajo de oro.
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Hace

Laplace,
matematico del azar

SANTIAGO GUTIERREZ VAZQUEZ

ace doscientos afios se publicaba en Parfs un libro

titulado Téorie analytique des probabilités (Teoria ana-
litica de las probabilidades), que introducia en el
estudio del azar un fuerte aparato matematico pro-
cedente del campo del analisis. Su autor, Laplace,
era un reputado cientifico cuyo interés por la mate-
miatica habia ido creciendo al hilo de las necesidades
de sus investigaciones. Trabajaba en diversos cam-
pos, tanto de la Fisica como de la Astronomia o de
las propias Matematicas, incluyendo ya la Estadistica.
Su gran objetivo consistfa en matematizar el trata-
miento de los estudios cientificos a los que se en-
frentaba, cualesquiera que fuesen.

Pierre-Simon de Laplace habia nacido el 23 de
marzo de 1749 en Beaumont-en-Auge, pequenio
pueblo de la Normandia, cercano a la desemboca-
dura del rio Sena. Hijo de Pierre Laplace y Marie
Anne Sochon, tenfa una hermana, Marie Anne, cua-
tro aflos mayor que él. Debian de gozar de una
buena posicioén social y econémica, ya que el padre
se dedicaba al negocio de la sidra y era sindico de
Beaumont.

Parece ser que las primeras letras las aprendié en
su propia casa, seguramente tutelado por su tio
Louis, hermano de su padre, sacerdote aficionado
a las matematicas. Ya desde estos tempranos mo-

St

87

1

Articulo solicitado por Suma en junio de 2012 y aceptado en septiembre de 2012

——



S71-Hace (2)_Maquetacion 1 05/11/12 20:18 Pagina 88

NOVIEMBRE
2012

88

71

mentos mostraba el pequefo Pierre-Simon una
gran precocidad para el aprendizaje. A los siete
afios ingresa, como alumno externo, en el colegio
que tenfan los padres benedictinos en su convento,
no lejos de la casa de los Laplace. En este centro
sigue con provecho sus estudios hasta los dieciséis
anos.

En 1765 pasa a la Universidad, con-
cretamente al Colegio de Artes de la
Universidad de Caen. Alli entra con
la idea de seguir la carrera eclesiastica,
y cursa estudios de lenguas clésicas,
literatura, filosoffa, musica, y teologfa.
Sin embargo, en 1767, con solo dos
afios de estudios, abandona la Uni-
versidad sin haber obtenido la licen-
ciatura en humanidades ni haberse ot-
denado sacerdote. ;Qué ocurrid para
haber tomado semejante decision? ¢Se
trataba de un giro radical en su vida,
debido al descubtimiento de una
nueva vocacion, cual era la de cienti-
fico? Desde luego, Laplace habia tenido dos profe-
sores, Christophe Gabled y Pierre Le Canu, que le
habian influido a estudiar las ciencias, viendo las
excelentes cualidades que mostrara el joven en las
clases. En particular, Le Canu, gran aficionado a las
matematicas, jugarfa un papel importante en su
otientacién definitiva.

Destino: Paris

Cualquiera que fuese la razén de su abandono de la
Universidad, el hecho es que tampoco elige un des-
tino que lo justifique. Primero, se emplea de tutor
particular en casa del marqués de Héricy, pero
pronto lo deja para aceptar el puesto de profesor
en el colegio de Beaumont, del que habia sido
alumno.

Tampoco dura mucho en este segundo empleo, y
con diecinueve afios, en 1768, encamina sus pasos
a Paris, llevando consigo, eso si, una carta de pre-
sentacion, de su antiguo profesor Le Canu, dirigida
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Pierre Simon de Laplace

nada menos que a D’Alembert, uno de
los cientificos mas famosos de toda Eu-
ropa en aquella época, secretario perpe-
tuo de la Academia de Ciencias y persona
de gran influencia en la corte parisina.
La reaccién del eminente matematico
ante la carta de un desconocido profesor
de provincias como era Le
Canu no pudo ser mas que
despectiva, pues se nego a
recibir al joven Laplace.
Ante semejante situacion,
no se sabe cémo, pero La-
place logra hacer llegar a
D’Alembert una muestra
de sus conocimientos,
como prueba de su talento.
Segun unos, le envié una
carta con los conocimien-
tos de mecanica que posefa,
segun otros, habia resuelto
en una noche el dificil pro-
blema que D’Alembert le
habia hecho llegar, con el fin de probatlo
dandole una semana de plazo para resol-
verlo. De cualquier modo, algo tuvo que
ocurrir para que D’Alembert le enviara
la siguiente nota, de la que se tiene noticia
cierta:

Sefior, ved que hago poco caso de las reco-
mendaciones; usted no tenia necesidad de
ella. Os habéis dado a conocer mejor por vos
mismo y esto me basta. Os debo mi apoyo.
(Bergasa, 2003: 21)

Pronto concreta D’Alembert su promesa
de apoyo; le consigue un puesto de pro-
fesor de matematicas en la Real Escuela
Militar, y le introduce en los circulos de la
Academia de Ciencias.

En 1770, el 28 de marzo, presenta La-
place su primera memoria a la Academia
con el titulo de Investigaciones sobre los -
ximos y minimos de las lineas curvas. Bl tra-
bajo es muy bien valorado, y se recoge
en la publicacion de la Academia Recueil
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des savants étrangers (Reco-
pilacién de eruditos exter-
nos), aunque sus comen-
taristas, Borda y Bossut, le
recomiendan que indique
las expresiones que no
eran de cosecha propia,
como las que utilizaba de Euler y de La-
grange.

Objetivo: la Academia

Semejante senal de aprobacion debid de
animar al joven Laplace, y a sus 21 afios
se propne como objetivo llegar a ser un
reconocido cientifico y conseguir el in-
greso en la Academia como miembro de
pleno derecho. Cuenta para ello con su
propia capacidad y con el apoyo de D’A-
lembert.

Solo unos meses después de la primera
memoria, en julio de 1770, presenta una
segunda con el titulo de Sobre algunos unsos
del cdlenlo integral aplicado a diferentes fines.
Tan bien valorada como la primera es me-
recedora del siguiente comentario de
Borda y Bossut:

Nos parece que la memoria del sefior Laplace
anuncia mas conocimientos matematicos y
mas inteligencia de los que ordinariamente
se encuentran a esta edad. (Bergasa, 2003:
23)

A lo largo de ese mismo afno de 1770,
presenta Laplace otras dos nuevas me-
morias, una sobre la variacién de la eclip-
tica y otra sobre los nodos de las 6rbitas
planetarias. Continua presentando me-
morias el afio siguiente, tres sobre
calculo integral y otra sobre la 6rbita lu-
nar.

En mayo de 1771 se presenta por primera
vez a la Academia. Se trata de una plaza
de adjunto de geometria, a la que concu-

En 1770, el 28 de marzo,
presenta Lap lace su primera
memoria a la Academia con el
titulo de Investigaciones sobre
los maximos y minimos de las
lineas curvas.

e

rria también Vandermonde entre
otros. La plaza es para éste, y Laplace
queda segundo. Su juventud le per-
mitfa esperar, y el segundo puesto,
ante un competidor catorce afios ma-
yor que €, le da esperanza. Continta
trabajando y presenta tres nuevas me-
morias sobre calculo integral y otra sobre astrono-
mia, antes de concursar por segunda vez a la Aca-
demia, cosa que ocurre en mayo del afio siguiente,
a una plaza de adjunto de geometria como la vez
anterior. Pero, nuevamente queda segundo, por de-
tras de Cousin, diez afios mayor, que es el ganador.

Tras otras ocho memorias a lo largo de 1772, pre-
senta en marzo de 1773 una de muy largo alcance,
con el significativo titulo de Investigacion sobre la inte-
gracion de las ecuaciones diferenciales en diferencias finitas y
sobre su aplicacion al andlisis del azar. Esta memoria
merecio, por parte de los informadores, tan buenos
elogios como constatacion de sus dificultades de
comprension. Solo un pequefio nimero de sabios,
se decfa, iban a ser capaces de entenderla.

Después de un nuevo intento fallido, al fin, el 31 de
marzo de 1773, logra un puesto de adjunto en me-
canica, y se convierte de este modo, con solo 24
afios, en miembro de pleno derecho de la Academia.
A partir de este momento, sigue produciendo varias
memorias anuales sobre los diversos temas que le
interesan, con especial atencion a la mecanica. No
obstante, el afo 1776 cambia su plaza de adjunto
en mecanica por otra de adjunto en geometria, que
era la materia mas valorada en la Academia.

Laplace va ganando prestigio desde su entrada en
la Academia y consigue la confianza de otros cien-
tificos con los que realiza diversas colaboraciones.
Asi, hace estudios de poblacién con Condorcet y
experiencias sobre el calor con Lavoisier. En 1783,
afio en que muere su primer y gran protector, D’A-
lembert, consigue el puesto de asociado. Y el afio
siguiente sucede a Bézout como examinador de los
cadetes de la Real Academia de Artilleria. Por cierto,
uno de esos cadetes es el joven José Napoleon Bo-
naparte, cosa que posteriormente va a tener su in-
fluencia en la vida de Laplace. Es elegido miembro
de las principales comisiones que se forman en la
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Academia con diversos fines de estu- Laplace Subraya el interés de la  tercios y cuartos. Semejan-

diOS. RCSulta particularmente intere— pyobabd[dad lnve-rsa’ esto es’ e[ tes discusiones hicieroﬂ iﬂ-

sante la comision para la supervision
del hospital L."Hoétel-Dieu, en el que
debian hacer estudios estadisticos so-
bre los resultados de los tratamientos realizados con
los enfermos.

La reforma del sistema métrico

LLa revolucion francesa de 1789 no parece afectarle
mucho a Laplace, mas interesado por sus trabajos
cientificos que por los avatares politicos del pafs.
La cosa llega a tal extremo que el 22 de julio, solo
cuatro dias después de la toma de la Bastillla, Laplace
se dedica a presentar en la Academia una memoria
sobre la inclinacion de la Ecliptica. No se muestra
muy interesado en las ideas surgidas de la revolucion,
simplemente acepta la nueva situacion con tal de
que le dejen trabajar y se manifiesten a favor del
progreso cientifico. Asf se desprende de la cantidad
de nuevas comisiones para las que es requerido
como miembro participante, y que él acepta de buen
grado.

Pero, de todas las comisiones en que esta intervi-
niendo la que mas satisface a Laplace es sin duda
la encargada por la Asamblea Nacional, a finales
del 89, para la reforma del sistema de medidas,
tanto de longitud como de superficie, capacidad
y peso. Era esta una cuestiéon importante, por
cuanto la gran variedad de unidades de medida
existentes en todo el pais dificultaba enormemente
las transaciones comerciales entre sus distintas re-
giones.

No fue facil el camino de la comision, pues las dis-
cusiones internas lo entorpecian sobre manera, y
los cambios politicos no habian llegado a su fin. En
efecto, mientras unos abogaban por un sistema de-
cimal, otros preferfan el duodecimal, argumentando
estos ultimos la facilidad que supondria, para alba-
niles, comerciantes, campesinos, profesionales en
general y todo tipo de ciudadanos, la multiple divi-
sibilidad del nimero 12 a la hora de calcular mitades,

SANTIAGO GUTIERREZ

andlisis de las causas a partir
de los resultados ...

tervenir a la Asamblea
Constituyente, quien zanjo
la cuestién al decidir, el 8
de mayo de 1790, que el nuevo sistema
debia elaborarse sobre la base decimal. Se
decidi6 ademas que se tuvieran en cuenta
los siguientes criterios:

— Launidad de longitud debe dar origen
a las correspondientes unidades de su-
perficie y volumen.

— La unidad de longitud debe estar en
relacion con la longitud del meridiano.

— La unidad de peso debe relacionarse
con un cierto volumen de agua en de-
terminadas condiciones.

En cuanto a los cambios politicos hay que
sefialar que en 1793, con la llegada de Ro-
bespierre al poder, se suprime la Academia
y los trabajos sobre la reforma del sistema
métrico pasan a una Comision creada al
efecto por el nuevo gobierno. Esto lleva
consigo varios cambios entre sus miem-
bros, que caen en desgracia por ser consi-
derados «insuficientemente dignos de con-
fianza en lo que se refiere a sus virtudes
republicanas y a su odio a los reyes» (sic).
Entre los cesados esta Laplace que ademas
es desposeido de su plaza de examinador.

Laplace, se habia casado el 15 de mayo de
1788 en Paris con Marie-Charlotte de
Courty, 20 afios mas joven, y tenfa ya dos
hijos, la nifia Sophie-Suzanne y el nifio
Chatles-Emile. Asi que, temiendo tanto
por él como por su familia, decidio alejarse
de Paris, por primera vez desde su llegada
en 1768. Fue una especie de exilio volun-
tario, eso si, en una ciudad, Melun, no lejos
de Paris, a menos de 50 kilometros, desde
donde pudiera seguir de cerca el curso de
los acontecimientos revolucionarios.

No dura mucho la época del terror, algo
mas de un afio. Pues el 27 de julio de
1794, Robespierre es apresado y ajusti-
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ciado. En 1795, se aprueba una nueva
Constitucion, que confia el poder al Di-
rectorio. Y éste reorganiza las antiguas
instituciones, de modo que la Escuela Po-
litécnica sustituye a la Academia de Arti-
llerfa; y el Instituto Nacional de las Cien-
cias y de las Artes agrupa a las distintas
Academias, en lo que se denominan Cla-
ses. Asi mismo, se crea una novedosa ins-
titucién, la Escuela Normal, destinada a
la formacién de los profesores que debe-
rfan impartir sus ensefianzas en las escue-
las de primaria y secundaria.

Homenaje a Condorcet

Puede entonces Laplace regresar a Paris y
reiniciar sus actividades cientificas. En ju-
lio de 1795, es reintegrado a su puesto de
examinador en la Escuela Politécnica, y
en octubre de ese mismo afio, a la Clase
de Ciencias del recién creado Instituto.
Una de las tareas que retoma Laplace es
la reforma del sistema métrico, a falta de
la determinacién de la unidad biasica, el
metro, pues no se hallaban concluidos atn
los trabajos de mediciéon del meridiano.
Asimismo, Laplace interviene en la puesta
en marcha de la Escuela Normal, defi-
niendo el programa de matematicas y co-
laborando en dar clases directas a los
alumnos. Sefiala como finalidad de las ma-
tematicas la de constituir un recurso util
para la resoluciéon de problemas reales.

e

El problema del azar

Desde muy joven se sintié6 Laplace atraido por el
problema de la probabilidad. .o que le preocupaba
era el analisis del azar. En sucesivas memorias lo
habfa ido estudiando, cada vez con mayor profun-
didad. En la memoria titulada Sobre la probabilidad de
las cansas por los sucesos afirma que, en cualquier si-
tuacion a estudio solo puede darse uno de los dos
siguientes tipos:

A. Conociendo las condiciones iniciales de un su-
ceso, estudiar el resultado. Esto es, conocidas las
causas determinar las probabilidades de los re-
sultados.

B. Conociendo el resultado, estudiar las causas. O,
lo que es lo mismo, a partir de los hechos deter-
minar las probabilidades de sus posibles causas.

El ejemplo mas sencillo es quiza el de considerar
una urna que contiene bolas blancas y negras. En el
tipo A) se trata de extraer una bola y averiguar la
probabilidad de que sea de cierto color, sabiendo
cuantas bolas contiene la urna de cada color. En el
tipo B) se trata de averiguar la probabilidad de com-
posicion de la urna, conociendo el color de la bola
extraida.

Afirma Laplace ademas que el tipo B) es el mas fre-
cuente en las ciencias experimentales, ya que es en
éstas donde lo que se conoce son datos, hechos, y
la cuestion reside en preguntarse acerca de por qué
se producen, cuales son sus causas.

Consigue asi varios resultados interesantes. Uno de
ellos es el que hoy conocemos como teorema de
Bayes, muy probablemente desconocido entonces
por Laplace, y que enunciaba con esta complicada
redaccion:

Si un suceso puede ser producido por un nimero n de cau-
sas diferentes, las probabilidades de la existencia de esas
causas, conocido el suceso, son cada una como las proba-
bilidades del suceso, dadas las causas: y la probabilidad de
cada causa es igual a la probabilidad del suceso, dada la
causa, dividida por la suma de todas las probabilidades del
suceso, dada cada una de las causas. (Bergasa, 2003: 29)

El otro gran tema de estudio de Laplace, la astro-
nomia, le da pie para llevar la probabilidad a terrenos
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mas originales. Asi, se plantea la cuestion de averi-
guar la posiciéon de una estrella en un instante de-
terminado a partir de las observaciones realizadas
en diferentes instantes. En este caso, la posicion
real de la estrella es la causa desconocida y los re-
sultados de las observaciones son los sucesos. Con-
sidera las diferencias de los instantes de cada una
de las observaciones con respecto al instante de la
posicién real, es decir, los errores cometidos en
tales observaciones. Construye la curva de distribu-
cion de los errores. Y sostiene entonces que si se
toma como verdadera posicion de la estrella el valor
dado por la media de los resultados de las observa-
ciones se minimiza el error cometido.

Esta distribucion de los errores es una funcion y=f{x)
de la distancia x entre el instante de una observacion
y el instante de la posicion real del objeto observado.
Demuestra incluso, mediante complejos razona-
mientos, que esta funcion verifica la ecuacion dife-
rencial:

T ks
de donde deduce, teniendo en cuenta la simetria de
la distribucion, que:

_éefzéx
f(X)—Z

Laplace subraya el interés de la probabilidad inversa,
esto es, el analisis de las causas a partir de los resul-
tados, de gran importancia en muchos aspectos de
la vida social, como es el de la demografia. En este
sentido, habfa hecho estudios sobre poblacion, en
colaboraciéon con Condorcet, respondiendo asi a
las necesidades de los gobiernos de conocer la evo-
lucion de los nacimientos, matrimonios, defuncio-
nes, etc, de la poblacién.

La teoria analitica de las probabilidades

Corren nuevos tiempos politicos por la Francia de
fines de siglo. Y Napoleén, que se habia dedicado a
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tareas cientificas y de ensefianza, en 1798,
obedeciendo a su cariacter de militar, se
va a la campana de Egipto. Vuelve al afio
siguiente, v, tras el golpe de estado del 9
de noviembre, se hace con el poder, de-
rroca el Directorio, establece una nueva
Constitucion y crea el Consulado, for-
mado por un triunvirato que debe regir
los nuevos destinos del pais. La realidad
es que es el propio Napoleon el que go-
bierna de hecho.

En su primer gobierno, Napoleén nombra
ministro del interior a su amigo Laplace,
conocido y admirado suyo, desde los pri-
meros momentos de alumno de la escuela
militar hasta los de compafiero de trabajos
en el Instituto de Ciencias. Pero, no era la
tarea politica lo mas idoneo para la per-
sonalidad de Laplace, y el caso es que no
llegb a dos meses su permanencia en el
cargo.

Asi, pues, volvio a sus trabajos, en los que
le quedaba atn mucho por hacer. A lo
largo de su vida no habia cesado de tra-
bajar Laplace sobre el problema de la pro-
babilidad. Habia presentado a la Academia
multiples memorias sobre el tema, am-
pliando cada una de ellas notablemente
sobre las anteriores.

El objetivo de sus estudios era tratar to-
dos los temas con el instrumental mate-
matico. Esto hizo con la fisica, por lo que
esta considerado como el iniciador de la
fisica matematica. Y, como no podia ser
menos, esto era también asi en el caso de
la teorfa de la probabilidad. Esa fue pre-
cisamente su gran aportaciéon en este
campo.

En el prélogo de la Memoria sobre las
integrales definidas, dada a conocer el afio
1811, decia Laplace lo siguiente:

El célculo de las funciones generatrices es el
fundamento de una teoria que me propongo
publicar pronto sobre probabilidad. (Bergasa,
2003:176)
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Pues, efectivamente, el afio 1812, cuyo bi-
centenario celebramos, ve la luz una obra
titulada Teoria analitica de las probabilidades,
en la que vierte todos los conocimientos
que posefa debidamente estructurados. La
obra consta de dos volimenes presenta-
dos en el Instituto con unos tres meses
de diferencia, que ocupaban un total de
464 paginas.

Hubo una segunda edicién en 1814, sen-
siblemente cambiada y con una introduc-
cion de 169 paginas, de caracter divulga-
dor, en el que habia suprimido todas las
térmulas, titulada Ensayo filosdfico sobre las
probabilidades. E1 Ensayo es importante
porque en él aparecen todas las ideas que
presidian sus nociones sobre la probabi-
lidad. Llama la atencién del lector sobre
el enorme interés de la probabilidad tanto
para la ciencia como para la sociedad en
general. Y muestra su idea de que la pro-
babilidad se refiere en parte a nuestra ig-
norancia y en parte a nuestros conoci-
mientos. Si un suceso no es determinista,
es decir, que de él no tenemos un cono-
cimiento total, entonces se trata de un
suceso de azar y es el estudio de las pro-
babilidades lo que nos permite un mejor
analisis del mismo porque las probabili-
dades, dice, acaban siempre por impo-
nerse. Dada la importancia del Ensayo
como obra de divulgacién, pronto apa-
recié una ediciéon como libro indepen-
diente.

En el primer volumen demuestra todas
las férmulas que necesita de calculo dife-
rencial e integral para desarrollar sus ideas
sobre la probabilidad. Pero el libro esta
dedicado a las funciones generatrices.
Tras unos resultados de analisis funcional
dedica 189 paginas a desarrollar la teoria
de funciones generatrices.

Define la funcién generatriz de una fun-
cién y = f{x) como una funcién de la va-
riable 7 dada por la expresion:

y :Z)//” =y, F i+ 9,10+
0

Donde los ), son los valores obtenidos en fpara los
distintos valores naturales de 7.

La funcién generatriz no es una bonita especulacion
en el terreno del analisis. Laplace la aplica a cues-
tiones como la solucidon de ecuaciones en diferencias
finitas, la interpolacion y transformacion de series
o la expresion de funciones en términos de integrales
definidas.

En el segundo volumen aborda ya de una manera
directa el tema de la probabilidad tratado con todo
el aparato analitico expuesto en el primer volumen.
Comienza este segundo volumen con las siguientes
palabras:

Se vio en la introduccidn que la probabilidad de un suceso
es la relacion del numero de casos que le son favorables
respecto del nimero de todos los casos posibles, cuando
nada lleva a creer que alguno de los casos debe ocurrir
antes que los otros, lo que los hace para nosotros igual-
mente posibles.

Y anade aun:

Si todos los casos no son igualmente posibles, se deter-
minaran sus posibilidades respectivas, y, entonces, la pro-
babilidad del suceso sera la suma de las probabilidades
de cada caso favorable. (Bergasa, 2003: 179)

Queda claro, desde el principio, lo que hoy conoce-
mos como regla de Laplace para el calculo de la
probabilidad de un suceso. Como se ve, su nocioén
de probabilidad es claramente cuantitativo, pura-
mente subjetivo, sin apuntar siquiera hacia una con-
cepcion objetiva, a partir de la frecuencia relativa.
¢Coémo era posible esto?

Laplace era radicalmente determinista. Lo dice con
las siguientes palabras:

Una inteligencia que para un instante dado conociera
todas las fuerzas que acttan en la naturaleza, asi como la
posicion relativa de los elementos que la componen, y
ademas fuese suficientemente amplia como para someter
a analisis estas magnitudes dadas, encerraria en una
misma férmula los movimientos tanto de los mayores
cuerpos celestes como de los atomos mas insignificantes;
nada le resultaria dudoso y tanto el futuro como el pasado
se mostrarian al descubierto ante sus ojos. (Wussing y Ar-
nold, 1989: 353)
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Es decir, que todo suceso esta predeterminado por
unas condiciones iniciales y de contorno que si se
conocen es posible calcular su estado en cualquier
momento.

Pues bien, como senala Bergasa, haciéndose eco de
las palabras de Cournot:

...su determinismo le impedia pasar del modelo subjetivo
de probabilidad que él postulaba y que era inherente al
desconocimiento del individuo en tanto que observador
de la realidad, a otro modelo, digamos que objetivo, que
admitiera una concepcidn estadistica del fenémeno. (Ber-
gasa, 2003: 180)

En cuanto al sentido de la probabilidad, se aleja
de la idea inicial de Pascal, de considerarla para
las situaciones aleatorias que se presentan en los
juegos. Lo importante en Laplace es el conoci-
miento y tratamiento de la realidad. La probabili-
dad como instrumento capaz de prever resultados
y encontrar causas, a partir de las observaciones
realizadas, y, lo que resulta mas novedoso, capaz
de poder estimar los margenes de error cometidos
en cada caso.

Por lo que se refiere a problemas concretos resueltos
en el segundo volumen, resulta particularmente in-
teresante, entre otros varios, el tratamiento y apli-
caciones del problema de Pascal-Fermat. Laplace
lo formaliza bajo el modelo de extracciéon de bolas
de una urna. Lo plantea asi:

Imaginemos una urna que contiene dos bolas, una blanca
y otra negra, marcadas ambas con el nimero 1; la blanca
corresponde al jugador Ay la negra al jugador B. Se extrae
una bola de la urna y se devuelve para proceder a una
nueva extraccion. Se continua asi hasta que la suma de los
numeros obtenidos favorables a un jugador alcance un nu-
mero previamente fijado. Tras un cierto nimero de ex-
tracciones, al jugador A le falta un nimero x mientras que
al jugador B le falta x". Acuerdan entonces los dos jugado-
res retirarse del juego, repartiéndose la apuesta realizada
al comienzo. Se trata de saber cdmo debe hacerse el re-
parto. (Bergasa, 2003: 184)

La diferencia con Pascal reside no solo en el con-
texto, concreto en este y mas abstracto en aquel,
sino en que Laplace lo primero que hace, antes de
meterse a resolverlo, es generalizar el problema.
Plantea asf la siguiente primera generalizacion:

19: suponiendo en la urna una bola blanca favorable a A,
con el nimero 1, y dos bolas negras favorables a B, una

SANTIAGO GUTIERREZ
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con el nimero 1y la otra con el nimero 2;
cada bola disminuird segtin su nimero el nu-
mero de puntos que le faltan al jugador a
quien le sea favorable.

22: suponiendo en la urna dos bolas blancas,
con los numeros 1y 2, y dos bolas negras,
con los mismos numeros. (Bergasa, 2003:
186)

A continuacion, propone una segunda ge-
neralizacién: Supone que ambos jugadores
tienen distinta pericia y comienzan con
un namero diferente de monedas, apos-
tando una moneda por partida y per-
diendo el que se quede sin monedas. ¢Cual
es entonces la probabilidad de que gane
A o B en la enésima partida? ¢Y qué ocu-
rre si ambos jugadores poseen la misma
pericia?

Aun se plantea una tercera generaliza-
cion: Se trata de que intervengan #+7 ju-
gadores, que juegan de dos en dos, de
modo que el ganador de una partida pasa
a jugar con un tercero, y as{ sucesiva-
mente. El juego se termina cuando un
jugador haya ganado a todos los demas.
¢Cudl es la probabilidad de que se ter-
mine el juego después de 7 partidas? ¢Y
cual es la probabilidad de que gane un
jugador determinado al cabo de esas 7
partidas?

Todos estos supuestos son analizados y
resueltos mediante las funciones genera-
trices, siempre en el caso de que los juga-
dores apuesten la misma cantidad. El caso
de que las apuestas de los jugadores sean
diferentes tardarfa mas de un siglo en re-
solverse. Lo lograron G. Barnard y A.
Wald en 1945.

Por lo demas, Laplace acaba aplicando a
cuestiones reales los resultados obtenidos
en la resolucion de estos problemas, como
es a la distribucion de errores que resultan
de una serie de observaciones, o a la pro-
babilidad de un veredicto justo por parte
de los tribunales de justicia.
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Los ultimos anos

El mismo afio de 1814, en
que Laplace publicaba su
Teoria analitica, volvian a Francia los con-
flictos politicos. El fracaso de las campa-
flas de Napoledn en Rusia, seguido de la
invasion del pafs por las tropas rusas, pru-
sianas y austriacas, provoco el hundi-
miento del emperador. El 2 de abril el se-
nado pone fin al imperio, y cuatro dfas
después aprueba una nueva Constitucion
por la que se nombra nuevo rey de Francia
a Luis XVIII, hermano de Luis XVI. En
esta situacion, Laplace se hallaba ilocali-
zable. ¢No queria contribuir con su voto
a la expulsion del poder de su antafio
amigo y protector Napoleén? :No estaba
seguro de como iba a evolucionar la si-
tuacion, y preferia esperar a ver el resul-
tado final?

El caso es que, una vez acla-
rados los acontecimientos,
Laplace apoya a la restau-
rada monarquia, goza del fa-
vor del nuevo rey, se con-
vierte en miembro de la
Camara de los Pares, susti-
tuta del antiguo Senado, vy,
en agradecimiento por su
adhesién, no tardaria Luis
XVIII en concedetle el ti-
tulo de Marqués de Laplace.
Su cambio de posicién con
respecto al anterior apoyo
al emperador llega a tal ex-
tremo que, en la reedicion
de su Teoria analitica de 1814, comenta
en el prologo que la caida de los imperios
se podria predecir con gran probabilidad
por alguien entendido en el calculo de

probabilidades.

En 1816, el Instituto de Francia es susti-
tuido por cuatro instituciones, a saber, la
Academia Francesa, la Academia de Cien-

Lo importante en Lap[ace es el
conocimiento y tratamiento de

[a realidad.

El marqués de Laplace

e

cias, la Academia de Bellas Artes y la
Academia de Letras. Laplace es nom-
brado miembro de las Academias
Francesa y de Ciencias, siendo ele-
gido el afio siguiente Presidente de esta ultima. Se
muestra agradecido al rey, que tanto le ha distin-
guido, y manda eliminar de sus obras las frases que
dedicara en ellas a Napoledn, asi la de «heroico pa-
cificador de Europa», en el tercer volumen de su
Mecanica celeste, o la de «Napoledn el Grander, en su
Teoria analitica de las probabilidades.

Queda de manifiesto una de las caracteristicas de la
personalidad de Laplace, adaptarse a todas las si-
tuaciones politicas por las que atravesaba el pais en
esta época: monarquia, republica, bonapartismo, y
nuevamente monarquia. Su unico interés era tener
la posibilidad de realizar su trabajo cientifico y ga-
rantizar los medios econémicos suficientes como
para llevar una subsistencia desahogada.

Semejante actitud le valié6 no pocas
criticas de sus colegas, sobre todo los
jovenes, porque los mayores habian
tenido que soportar las mismas cir-
cunstancias y eran mas capaces de
comprender lo dificil de su postura.
Por otro lado, en el terreno personal
dio buenas muestras de su sentido
social, tanto en los objetivos de sus
trabajos, dirigidos al bien de la socie-
dad, como en la ayuda a personas
concretas que lo necesitaban, sobre
todo a los jovenes cientificos a los
que procuraba suministrar los medios
necesarios para irse abriendo camino
en su profesion.

Laplace sigue sus trabajos, aunque su
rendimiento va bajando a medida que avanza en
edad. Se dedica a temas fisicos pero sin la carga
matematica de otras veces. Ya se ha comentado su
escaso interés por la matematica en si mima, que
concebia solo en funcién de su utilidad como ins-
trumento al servicio de las Ciencias de la Naturaleza.
Quiza por eso, cuando necesitaba algun resultado
matematico para sus escritos cientificos, omitfa el
proceso de deduccion. En este sentido, el matema-
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tico americano N. Bowditch, traductor al inglés de
su Mecdnica celeste, se quejaba de que cada vez que se
encontraba con la frase «es facil ver que» le espera-
ban varias horas de trabajo hasta que conseguia
completar el proceso. Incluso cuenta Biot que, ha-
biéndose ofrecido a repasar los calculos de la Mecd-
nica celeste para su edicion, al pedir a Laplace que
aclarase los puntos oscuros, éste necesité en algin
caso mas de una hora de trabajo para resolverlo.

Su categoria cientifica ha llegado a la cumbre, y se
convierte en el lider del importante grupo de cien-
tificos de la época. No es menor la influencia que
ejerce en las instituciones. Llega incluso a permitirse
el lujo de elegir al excelente matematico J. Fourier
para el puesto de Secretario perpetuo de la Academia
de Ciencias en contra del deseo de Louis XVIII,
que le habia expresado su disconformidad con tal
nombramiento.

En 1825, aparece una nueva edicion de la Teoria
analitica de las probabilidades con un nuevo suplemento,
asi como la 5* edicion del Ensayo filosdfico sobre las
probabilidades, que ya anteriormente se habfa publi-
cado como texto independiente de la Teorfa.

Finalmente, unos dias después de presentar una me-
moria sobre los fendémenos atmosféricos a la Oficina
de Longitudes, morfa Pierre-Simon de Laplace a
comienzos de marzo de 1827. El astrénomo Bou-
vard, que le acompanaba en los ultimos momentos,
trataba de tranquilizarle en sus delirantes fiebres re-
cordandole sus descubrimientos en materia de as-
tronomia, a lo que, segin se cuenta, Laplace res-
pondio:

Lo que conocemos es muy poco, lo que ignoramos es in-

menso. (Bergasa, 2003: 214)

Tras su muerte, la fama como cientifico de primera
linea continud de tal manera que sus obras com-

SANTIAGO GUTIERREZ
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pletas fueron reeditadas por la Asamblea
Nacional, entre 1843 y 1847, en siete vo-
lamenes, por iniciativa del cientifico Fran-
¢ois Arago, que defendid la propuesta
con un patriota discurso, cuyas primeras
palabras eran suficientemente significati-
vas de la huella dejada por Laplace. De-
cian asf:

Sefiores, Laplace, ha dotado a Francia, a Eu-
ropa, al mundo sabio, de tres magnificas
composiciones: Tratado de Mecanica ce-
leste, Exposicidn del sistema del mundo y Te-
oria analitica de las probabilidades. Hoy ya
no existe en las librerias de Paris ningun
ejemplar de esta ultima obra. La edicién de
la Mecanica celeste pronto estard agotada.
Se ve, pues, llegar el momento en que las
personas dedicadas al estudio de las mate-
maticas trascendentes se verian forzadas, a
falta de la obra original, a pedir a Filadelfia,
a Nueva York o a Boston la traduccién in-
glesa, que el habil gedmetra Bowditch ha
hecho del tratado de nuestro compatriota.
(Bergasa, 2003: 216)

Hubo aun otra reedicion de las obras com-
pletas, en catorce volumenes, finalizada
en 1912, y financiada por su hijo.
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Describir poliedros contando
caras, aristas y vértices

DAviD BARBA Y CECILIA CALVO

al como comentamos en la primera entrega de 97
esta seccion dedicada a las Matematicas en Pri- s +1
maria, nuestra intencion es la de analizar dinamicas
de clase centradas en la conversacion y la comuni-
cacion: ¢qué actividades podemos proponer para
generar estas dinamicas en clase?, ¢qué preguntas
podemos formular para fomentar las discusiones?,
¢qué modelos podemos presentar a los alumnos
para ayudarlos a pensar y a comunicar sus razona-

mientos?

En esta segunda entrega, continuamos haciendo
propuestas en este sentido, ahora centrandonos en
un tema del bloque «Espacio y Forma» con la misma
intenciéon de dar a nuestros alumnos y nuestras
alumnas un papel protagonista en la construccion
de su aprendizaje a partir de actividades en las que
ell@s tienen la palabra.

Describir el entorno

En el real decreto 1513/2006 en el que se estable-
cen las enseflanzas minimas (LOE) para la educa-
cién primaria podemos leer: «lLa geometria es des-

Articulo solicitado por Suma en junio de 2012 y aceptado en septiembre de 2012

——
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cribir, analizar propiedades, clasificar y razonar y
no solo definir. El aprendizaje de la geometria re-
quiere pensar y hacer, y debe ofrecer continuas
oportunidades para clasificar, construir, dibujar,
modelizar y medir, desarrollando la capacidad para
visualizar relaciones geométricas». Pero ademas es-
pecifica como un objetivo para la ensefianza de las
matematicas: «Identificar formas geométricas del
entorno natural y cultural, utilizando el conoci-
miento de sus elementos y propiedades para des-
cribir la realidad y desarrollar nuevas posibilidades
de acciény». En ambas frases se insiste en considerar
la descripcién como el elemento fundamental del
trabajo en geometria en un marco de competencias
y en destacar como objetivo principal de ese trabajo
dar herramientas a los alumnos para que ell@s pue-
dan tener la palabra en el momento de describir su
entorno.

Aunque una parte importante del tiempo que se
dedica en la escuela a trabajar con figuras tridimen-
sionales se invierte en poner etiquetas a un cierto
grupo de estas figuras (cubos, esferas, piramides,
conos, ...) el reto que tenemos como maestros esta
en que las descripciones del entorno no se limiten a
asignar nombres a diferentes tipos de figuras geo-
métricas. Es importante que se conozcan los nom-
bres de las figuras, pero mas importante es que se
integren con normalidad esos términos matematicos
precisos en la comunicacion cotidiana con el obje-
tivo de informar mas y mejor.

Describir poliedros

Aunque en el entorno no sélo hay poliedros cree-
mos que, analizando la manera en que trabajamos
este tema en el aula, podremos darnos oportuni-
dades para reflexionar sobre qué tipo de descrip-
ciones queremos que nuestros alumnos realicen
del mundo en tres dimensiones en el que vivimos.
Por supuesto que queremos que no digan rectan-
gulo cuando se trata de un prisma ni triangulo
cuando se trata de una piramide. Pero queremos
mucho mas:

DAvID BARBA Y CeciLiA CALVO
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a) Queremos que las etiquetas aprendidas
no solo sirvan para identificar, sino para
describir objetos del entorno. Por ejemplo,
ante una edificacién como la mostrada en
la imagen 1 podrian decir que esta for-
mada por dos médulos, un prisma de base
cuadrada y sobre él una piramide cuadran-
gular; ante la necesidad de describir una
caja de chocolate como la de la imagen 2,
alguien que jamas haya visto una podria
presentarla como un prisma de base trian-
gular; y podrian mencionarse los prismas
cuadrangulares oblicuos al describir un
edificio como el de la imagen 3.

Imagen 1

Imagen 2

Imagen 3

b) Queremos también que las etiquetas
aprendidas no se apliquen unicamente a
los casos mas prototipicos sino a todos
los que cumplen los requisitos para ello.
Por ejemplo, deseamos que un alumno
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sea capaz de poner la etiqueta «prisma» a
un poliedro que tiene dos caras iguales
paralelas y todas las demas rectangulares,
aunque no lo vea apoyado sobre una de
las caras que jugaran el papel de bases
(por ejemplo, los poliedros representados
en las imagenes 4 y 5 corresponden a pris-
mas de base trapezoidal y pentagonal res-
pectivamente). Para que esto suceda de-
berfamos presentar a los alumnos los
cuerpos en distintas posiciones: apoyados
sobre diferentes caras, colgados del techo,
haciendo equilibrio sobre una arista, etc.

Imagen 4

Imagen 5

En una posterior aproximacion a la nocion
de prisma puede interesarnos que asignen
a estos poliedros la etiqueta «prisma recto,
ya que sus caras laterales no son paralelo-
gramos cualesquiera. Pero aqui queremos
enfatizar la importancia de independizar
la identificacioén de figuras de la posicion
en la que éstas se presentan.

Tocar y mirar

Para promover estas respuestas no pode-
mos usar en el aula unicamente los recut-

e

sos que se comercializan en plastico o madera y
menos aun restringirnos a las imagenes que sobre
poliedros usuales incluyen los libros de texto, sino
que debemos integrar el uso de figuras tridimensio-
nales cotidianas como son los envases, fotografias
de objetos conocidos por los alumnos, construc-
ciones realizadas por ellos con diferentes materiales,
etc. En resumen, debemos oftrecer a los alumnos
un amplio y rico universo de ejemplos.

No sélo las familias de prismas y de piramides han
de formar parte del muestrario de poliedros de nues-
tra clase:

a) Porque en su entorno no se encontraran unica-
mente este tipo de poliedros.

b) Porque aunque no sean tan corrientes en el en-
torno, en matematicas hay otras familias importantes
de poliedros como los regulares, las bipiramides o
los antiprismas. En las imagenes 6 y 7 podemos ver
representaciones planas de elementos de estas dos
ultimas familias provenientes de la galerfa de polie-
dros transparentes que se pueden encontrar en la
Wikipedia.

Imagen 6

Imagen 7

¢) Porque restringiéndose a prismas y piramides se
corre el riesgo de sobregeneralizar propiedades. Por
ejemplo, los alumnos podrian llegar a pensar que no
hay poliedros que tengan mas caras que vértices.

Antes mencionabamos las imagenes de poliedros
como integrantes del universo de ejemplos y cree-
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mos que vale la pena detenernos un momento en
esta cuestion. Ni en el libro de texto, ni en las fichas
que preparamos para nuestros alumnos, ni en sus
libretas, ni en la pantalla del ordenador podemos
tener figuras tridimensionales, sino sus representa-
ciones planas. Es por este motivo que ad-

quiere tanta importancia incluir en el trabajo

de clase la interpretacion y la elaboracion de
representaciones planas de poliedros.

Hay muchos aspectos relacionados con estas
representaciones que creemos que vale la

pena discutir con nuestros alumnos. Ponga-

mos un ejemplo muy elemental. Lo que vemos en
la imagen 8 son dos representaciones de un cubo,
¢qué tienen que decir nuestros alumnos respecto a
los siguientes puntos?

1. Las 6 caras del cubo son cuadradas, pero en la
representacion no se ven todas y, de las que se ven,
algunas (todas, en el segundo caso) aparecen defor-
madas. ;Qué forma tienen los cuadrilateros que re-
presentan estas caras?

2. El cubo tiene 12 aristas pero en la representacion
no se ven todas. Si fuera transparente si se verfan y
en la imagen aparecerian representadas de alguna
manera en que podriamos diferenciarlas de las de-
mas (por ejemplo, con lineas punteadas). ;Donde
aparecerfan estas lineas?, sserfan paralelas a las lineas
que representan a otras aristas?, ise conservarfa tam-
bién la perpendicularidad?

3. De los 8 vértices del cubo, en la representacion
solo se ven 7. Si el prisma fuera transparente, ;donde
se ubicarfa el octavo vértice?

Imagen 8

Antes de continuar con las representaciones planas
de poliedros, nos gustarfa comentar una anécdota
ilustrativa y que esta impregnada de la motivacion
que nos impulsa a dar a los alumnos la palabra du-

DAvID BARBA Y CeciLiA CALVO

e

rante las clases de matematicas. Una estu-
diante de Magisterio, durante sus practicas
en una clase de cuarto de primaria, pro-
puso en un examen escrito la tarea que
aparece en la imagen 9.

Imagen 9

Al repasar con su tutor las anotaciones
que habia realizado a los examenes reco-
gidos, apareci6 el caso de un alumno que
habia clasificado los tres primeros cuadri-
lateros como cuadrados. La estudiante ha-
bia indicado como errénea la clasificacion
de la tercera figura pero al verlo, su tutor,
le sugirié que «hiciera hablar al alumno
sobre la respuesta que habfa dado para
poder comprender qué lo habfa condu-
cido al error. Asi lo hizo y la justificacion
que recibi6 del alumno fue:

Es un cuadrado como la cara de arriba de un
cubo.

La anécdota nos alerta sobre lo cuidado-
sos que debemos ser en el momento de
trabajar la interpretacion de representa-
ciones planas de poliedros cuando éstas
se realizan utilizando dibujos en perspec-
tiva.

Con relacion a las imagenes que apare-
cen en la pantalla del ordenador vale la
pena incluir en el universo de ejemplos
de poliedros las imagenes animadas que
dan una nueva perspectiva a la relaciéon
entre poliedros y sus representaciones
planas.

Enlaimagen 10 hemos capturado un «ins-
tante» de estas imagenes animadas que
pueden verse en:

www.wikimedia.org/wiki/
File:lcosidodecahedron.gif
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Pero creemos que podemos ir mas alld en el estudio  Novevere
de las caras en el momento de describir un poliedro.

Dos ejemplos:
a) ¢Qué angulo forman dos de sus caras?

En el caso de los prismas rectos la respuesta es
facil, pero la medicién del angulo entre dos caras
de otro tipo de poliedros merece atencion.

Una manera de hacer estas mediciones es usando
Imagen 10 un medidor de angulos casero: una especie de libro
de dos hojas con el que «rodear» el poliedro a lo
largo de una arista y que permite, resiguiendo las
hojas de este «libro» sobre un papel, dibujar el angulo

Caras, aristas y vértices . . .
y medirlo como se hace habitualmente (imagen 12).

Durante la descripcion de poliedros po-

demos centrarnos en sus tres elementos

fundamentales. En el caso de las caras no

nos interesa unicamente cuantas son, sino

también qué forman tienen.

101

LLa imagen 11 muestra una actividad en la p

que se propone a alumnos de segundo de !

primaria la identificacién de la forma de

las caras de diferentes poliedros (Barba, Imagen 12

D. y M. Torra (1981), Dado: Matemiiticas 2°

E.G.B, Tlustraciones: Picanyol, Editorial En este sentido, las experiencias que hemos realizado
Barcanova, Barcelona). preguntando a alumnos qué angulo forman

dos caras de un tetraedro regular evidencian
la necesidad de dedicar un tiempo explicito
a este tipo de analisis. El primer problema
que encontramos es diferenciar el angulo en-
tre dos caras del angulo formado por dos la-
dos de una misma cara triangular. Resuelto
este primer escollo y previamente a hacer la
medicion, se presenta la dificultad de hacer
una estimacion de la medida del angulo entre
caras: ses mayor o menor a 60°? Por dltimo,
y posterior a la medicién, sobreviene la sor-
presa de que el angulo obtenido no sea nin-
gun entero' (entre 70°y 71°).

b) ¢Se puede apoyar el poliedro sobre cual-
quiera de sus caras?

Para los poliedros que tienen presencia ha-
bitual en el aula la respuesta es afirmativa.

Imagen 11 Pero si damos a los alumnos la posibilidad

DESCRIBIR POLIEDROS CONTANDO CARAS, ARISTAS Y VERTICES
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de construir libremente poliedros a partir de dife-
rentes materiales, aparecen muchos poliedros para
los cuales hay alguna cara sobre la que no se puede
apoyar el cuerpo. Por ejemplo, el prisma en la imagen
13. Este tipo de practicas favorece la discusion sobre
la relacion existente entre esta posibilidad y el hecho
de que el poliedro sea convexo.

Imagen 13

Sobretodo, vemos en el estudio de las caras una
primera aproximacion a los desarrollos planos de
los poliedros y vemos en los desarrollos otra manera
de describir coémo es el cuerpo y no sélo un recurso
para construir modelos de cartulina.

Por ejemplo, podemos imaginar y explicar como es
el nuevo envase de un cierto producto a partir el
desarrollo que aparece en la imagen 14.

Imagen 14

En el caso de los vértices tampoco nos interesa Gni-
camente su numero. También importa el orden de
cada vértice, o sea, la cantidad de aristas que llegan
a él. Alguien podria considerar que no es importante
discutir sobre el orden de un vértice en primaria,
pero merece la pena considerar este concepto, ya

que:

DAvID BARBA Y CeciLiA CALVO
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a) Es fundamental, por ejemplo, para en-
tender por qué una bipiramide formada
por 6 triangulos equilateros no es un po-
liedro regular aunque todas sus caras sean
poligonos regulares iguales.

b) Surge naturalmente cuando se trabaja
con materiales manipulativos de construc-
cion a partir de caras y vértices en que és-
tos tienen «patitas» que se meten en las
aristas, como el de la imagen 15.

Imagen 15

Construir, imaginar, deducir

Para estudiar caras, aristas y vértices de
un poliedro, ademas de mirarlos y tocarlos,
es valioso que los alumnos los construyan.
Histéricamente, en las escuelas, esto se
ha hecho a partir de sus desarrollos en
cartulina (como minimo el del cubo). De-
berfamos mantener esta practica, pero
también extenderla y construir poliedros
con otros materiales.

Dado un desarrollo se puede pedir a un
alumno que lo recorte y construya el po-
liedro correspondiente; o se le puede pedir
que lo copie en su cartulina primero, des-
pués lo recorte, y lo construya. Pero a
partir de un desarrollo puede hacer mas
cosas que construir. Se le puede pedir que
imagine el poliedro correspondiente y res-
ponda algunas preguntas. En las imagenes
16 y 17 se pueden ver un par de ejemplos
de una actividad de este dltimo tipo.
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vértices tal como se ve en la imagen 18. O se pueden  Novewer:
usar trocitos de alambre y bolitas de plastilina u

otros materiales que tengamos al alcance.

Imagen 16 Imagen 18

También hay materiales que resaltan el papel de las

caras. En este sentido, el Po/ydron (imagen 19) es un

material comercial; y el Plor (imagen 20), es un ma-

terial que podemos construir Nosotros mismos para

tener en el aula.

10 %
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Imagen 17

Pedir a los alumnos que generen sus pro-
pios desarrollos es ir un paso mas alld. Y
aprender a hacerlo pasa por una serie de

Imagen 19
etapas, la primera de las cuales podria ser
dibujar las caras «separadas» y unirlas de
manera correcta utilizando cinta adhesiva
para llegar después a dibujar un desarrollo
con caras unidas y pestafias bien coloca-
das.
Ademas de la construccion de poliedros
a partir de sus desarrollos también se pue-
den utilizar otros materiales, comerciales
o caseros, de dos tipos. Imagen 20
Hay materiales que resaltan el papel de
las aristas y los vértices. Ya mencionamos Con estos materiales en el aula pueden organizarse
uno de ellos: Volumes a construire (imagen actividades como la redaccion de «albaranes» para
15), pero no necesitamos restringirnos a solicitar al maestro los elementos necesarios para
materiales comerciales: podemos construir construir un poliedro determinado de manera que
poliedros usando palillos para representar no tengan que pedir mas material ni que les sobre.
las aristas y guisantes para representar los Por ejemplo, para obtener una piramide hexagonal.

DESCRIBIR POLIEDROS CONTANDO CARAS, ARISTAS Y VERTICES
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Si se dispone de un material como Volumen a cons-
truire, deben pedir 6 aristas de una medida, 6 de
otra, 6 vértices de 3 patitas y un vértice de 6 patitas.
Con el Phot deben pedir un hexagono, 6 triangulos
isosceles iguales y 12 bandas elasticas para unirlos.

Pero para contar las caras, las aristas y los vértices
de un poliedro no siempre es necesario tenerlo de-
lante para mirarlo o para tocarlo (en ocasiones puede
llegar a ser hasta contraproducente, basta imaginar
a un alumno intentando contar los vértices de un
icosaedro que tiene en las manos). También pueden
contar estos elementos imaginando el poliedro o
pueden deducir las cantidades a partir de los patro-
nes que verifican estos nimeros dentro de una
misma familia. Veamos algunos ejemplos:

a) Se puede mostrar un cubo a un alumno y propo-
nerle que con su imaginaciéon trunque un vértice
(haga un corte plano que lo elimine). El resultado es
un nuevo poliedro del que se pueden contar sus ele-
mentos. Ha aparecido una nueva cara que en el cubo
no estaba; por tanto, ahora hay 7 caras. Ha desapa-
recido uno de los vértices del cubo, pero han apare-
cido 3 nuevos dejando un total de 10 vértices. De la
misma manera ha desaparecido una arista, pero se
han generado otras 4 dejando un total de 15 aristas.
Una actividad similar se puede realizar truncando
mas de un vértice o truncando aristas (y para aquellos
alumnos a los que cuesta un poco mas imaginar,
siempre nos queda el recurso de «construim un cubo
con una patata y hacer los truncamientos sobre ella).

b) Se puede analizar que en las bipiramides triangu-
lares hay 9 aristas; en las bipiramides cuadradas, hay
12 ; en las pentagonales, hay 15; y a partir del analisis
de este patron deducir que las bipiramides octago-
nales tendran 24 aristas. Lo mismo puede hacerse
con relacion al nimero de vértices y caras de las bi-

1 Una manera de afrontar esta sorpresa es complementar la actividad de
la medicién de los dangulos entre las caras de un tetraedro regular con la me-
dicién del angulo que forman dos caras del octaedro regular. En el segundo
caso la medida obtenida tampoco es un ndmero entero, pero sumado al
valor obtenido en el tetraedro da exactamente 180°. Esto se puede com-

DAvID BARBA Y CeciLiA CALVO

e

piramides, prismas, piramides y antipris-
mas (aunque este tltimo caso seguramente
sobrepasa las expectativas para Primaria).

Se pueden contar el nimero de aristas de
un dodecaedro regular razonando de la
manera siguiente. Un dodecaedro regular
tiene 12 caras pentagonales. Como cada
cara aporta 5 aristas, las 12 caras aportan
5+12=060 aristas. Pero cada una de ellas
pertenece a dos caras por lo que en el 60
estamos contando dos veces cada arista,
lo que nos permite deducir que un dode-
caedro regular tiene 30 aristas®.

Reflexion final

En la primera entrega de esta seccion dis-
cutimos la manera en que un modelo como
la linea numérica vacia permite a los alum-
nos pensar y comunicar sus razonamientos
aritméticos. Ahora hemos desplazado nues-
tra atencion al uso de material manipulativo
como un catalizador para que los alumnos
comuniquen sus razonamientos geométri-
cos mediante descripciones. Hemos pro-
puesto que el aprendizaje de vocabulario
geométrico deje paso a actividades centra-
das en la descripcion del entorno y que el
estudio de una rica coleccion de poliedros
se convierta en una oportunidad para que
los alumnos hablen de Geomettia en un
ambiente de retos: imaginando nuevas fi-
guras, contando sus elementos y buscando
regularidades entre ellos.

DaviD BARBA URIACH
Universitat Autonoma de Barcelona

Ceciua CaLvo Pesce
Escola Sadako, Barcelona
<tienenlapalabra@revistasuma.es>

probar poniendo un poliedro junto al otro y verificando que
encajan perfectamente.

2 Se pueden complementar estos ejemplos en Calvo, C. (2011),
«Reflexiones sobre la gestion de una clase de Matemdticas»,
Actas del 3.¢" Congreso Uruguayo de Educacion Matemdtica.
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Cristobal Vila

Ginebra (Suiza), 1966

Licenciado en Bellas Artes por la Facultad Sant Jordi
(Barcelona), director de Etérea, empresa, en la que
él es el Unico trabajador, dedicada a la ilustracion, la
animacion 3D y la formacidén en relacidn con estos
campos. Es autor, entre otros trabajos, de dos
estupendos cortos: Nature by Numbers, basado en
los nimeros, la geometria y la naturaleza, e
Inspirations, sobre los trabajos de M. C. Escher.

La entrevista

e

Cristobal Vila,

ideas matematicas en 3D

FrANCISCO MARTIN CASALDERREY

ace unos aflos, recibi en mi correo un mensaje de

un colega, como otros muchos que llegan a la
carpeta de entrada cada dfa, con un enlace a un
video. Normalmente no suelo abrir estos enlaces y
mando el mensaje a la papelera, pero en esta ocasion
el colega afadia, «no dejes de ver este video, es una
maravilla», lo que me decidi6 a hacer click.

El comentario era cierto, el video, titulado Nature
by Numbers (www.vimeo.com/9953368), era una au-
téntica maravilla. En la pantalla, acompanadas por
una musica minimalista de Win Mertens, se sucedian
imagenes de una belleza increfble y a un ritmo tre-
pidante que abordaban y desarrollaban conceptos
matematicos: la serie de Fibonacci, la espiral aurea
desde donde se reconstruia en 3D la concha de un
nautilo, el rectangulo de oro, el angulo de oro que
nos lleva a la flor de girasol, las teselaciones de Vo-
ronoi terminando en la reticula de las alas de una li-
bélula.

Literalmente me quedé con la boca abierta al final
de estos escasos 4 minutos del video. Pero aun que-
daban sorpresas. El video terminaba con un rétulo
que decfa:

CRISTOBAL VILA
ZARAGOZA SPAIN 2010
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Articulo solicitado por Suma en julios de 2012 y aceptado en septiembre de 2012

——
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Un par de afios mas tarde me llegd otro mensaje.
En esta ocasion simplemente ponia: «Nuevo video
matematico de Cristobal Vila, imprescindible..» y
el enlace a un nuevo corto de 3:41 minutos de du-
racion, Inspirations, que podéis ver en:

www.vimeo.com/36296951
con musica, esta vez, de Olafur Arnalds.

Estas son sobradas razones para traer a Cristobal
Vila a las paginas de Suma. La entrevista se desarrolla
en el Levante, uno de esos cafés historicos de Zara-
goza. Tras las presentaciones y los saludos, antes de
entrar, posa para las fotografias quitandose las gafas
de sol y la gorra con la que cubre su cabeza afeitada
y hace un primer comentario: sMe queda bien asi el
pelo?, que marca su fino sentido del humor, que se
mantendra durante toda la conversacién. Ya senta-
dos en el interior, y ante un pincho de tortilla y
unas cafias, me fijo en el tono de su voz, cordial y
profunda. Cristobal Vila es hablador y afable, buen

comunicadot.

Me gustaria empezar haciéndote una pregunta inicial que es
comun para todos los entrevistados y que guarda relacién con el
nombre de nuestra revista: {quién te ensefié a sumar?

La verdad es que no lo recuerdo. Imagino que fue
mi madre, pero no lo sé con exactitud. Lo que sé
de esa época es una anécdota que mi madre me ha
recordado muchas veces. En el colegio en el que
estudiaba, habfa una monja buena y otra mala. La
monja mala me recriminaba que no sabia hacer bien
la letra O y eso me suponia un problema hasta el
punto de no querer ir a clase. La O nos la hacian di-
bujar uniendo cuatro puntos para cerrar el circulo.
Quién iba a decirme que después mi vida profesional
se dedicaria al dibujo y a unir puntos con lineas y
estas en redes para formar imagenes 3D.

Naciste, segin he podido ver, en Suiza, équé te vincula a ese pais?

LLa verdad es que nada en especial. Naci alli porque
mis padres residian en esa época en Ginebra, pero
a los pocos meses mi madre y yo volvimos a Zara-
goza y al cabo de no mucho tiempo también mi pa-
dre. Mi vida se ha desarrollado casi por completo
aqui, salvo los afios de la carrera que hice en Barce-
lona, en la Facultad de Bellas Artes Sant Jordi.

FRANCISCO MARTIN CASALDERREY
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¢Qué te ha llevado a tomar temas tan matematicos
como los presentes en Nature by Numbers como
base de inspiracién para tus videos? ¢ Qué tienen las
matematicas de sugerente para crear imagenes y ani-
maciones?

Las matematicas, y mas concretamente la
geometria, siempre me han parecido muy
inspiradoras, creo que toda la vida me han
atraido de algin modo. De hecho re-
cuerdo que desde que era un crio mis di-
bujitos en los cuadernos o en los margenes
de los libros muchas veces tenfan que ver
con estructuras y patrones geométricos.
Cuando estudiaba el ultimo curso de Be-
llas Artes hice un trabajo sobre el uso de
la ornamentaciéon geométrica empleado
como canon de belleza en el arte y la ar-
quitectura islamica (tema que elegi yo, no
me vino impuesto). Y poco tiempo des-
pués, cuando viajé por primera vez a Gra-
nada y visité La Alhambra me quedé im-
presionado con la belleza y perfecta
armonfa que transmitian sus elementos
decorativos.

Por otro lado, al margen del hecho de que
la geometria y los patrones matematicos
se han utilizado desde siempre como ele-
mento inspirador y articulador del arte o
la arquitectura, también me ha parecido
muy interesante la presencia de muchas
de esas estructuras en la propia Natura-
leza. De tal modo que no ha sido la mano
del hombre quien las ha modelado, sino
el conjunto de /yes o reglas fisicas que ri-
gen el Universo (un creyente dirfa que ha
sido Dios, pero ese no es mi caso...)

De cualquier forma, tengo que decir que
mi interés por las matematicas y la geo-
metria es especialmente visual. L.a mate-
matica, como asignatura en el colegio y el
instituto tampoco es que fuera una de mis
tematicas favoritas (probablemente por-
que no siempre se enseflaba de una forma
que la hiciera atractiva, de hecho recuerdo
que habfa muchas cosas que se me atra-
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<www.vimeo.com/
9953368>
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gantaban, como la teorfa de conjuntos, o el calculo

de probabilidades...).

Cuando comienzas a concebir un video me imagino que empleas
un cierto tiempo en documentarte, ¢cudles son tus fuentes de in-
formacidn, por ejemplo a la hora de concebir un corto como Na-
ture by Numbers?

Cuando estoy empezando con un trabajo como
este lo primero que hago es recopilar muchas ima-
genes. Imagenes que busco en Internet. En Nazure
by Numbers yo tenia claro que querfa hacer una ani-
macion donde se viera la presencia de la Geometria
y las Matematicas en la Naturaleza, pero no sabia
de qué iba a hablar, por eso descargaba muchas
imagenes de Google images o en FlickR, luego las voy
categorizando y as{ voy eligiendo los temas de los
que hablar. Naturalmente, se quedan cosas en el
camino, porque siempre hay que elegir. En este
caso por ejemplo los helechos. Sabes que en la es-
tructura espiral de los helechos cada rama es una
repeticion del helecho completo, es una estructura
fractal. Luego esta la coliflor romanescu, que
cuando uno la contempla parece que no sea una
cosa natural. Fistos fueron algunos de los temas
que analicé, pero que luego no pude incluir, porque
en un corto nunca cabe todo. Y mas cosas, como
la Calzada de los gigantes, en Irlanda del Norte, que
esta formada por prismas hexagonales creo que de
basalto, que parecen tallados por la mano del hom-
bre en vez de por la Naturaleza. En resumen, re-
copilo muchas fotos y voy dandole vueltas al tema.
Si algo he aprendido con el tiempo es que es mejor
no tratar de meterlo todo. Es mejor hacer poco y
bien, que mucho y mal. Decidi que tenia que cen-
trarme en tres cosas. Descarté las demas y opté
por la concha del nautilo, las pipas del girasol y las
alas de la libélula.

Con respecto a la concha del nautilo, la espiral apa-
rece como una estructura muy evidente y en todos
los sitios se habla de ella en relacion con la espiral
aurea. Pero realmente pocos saben que esto es falso.
En el video me he permitido la licencia artistica de
identificarlas, pero no coinciden. Me di cuenta un
poco tarde y me dio pereza rectificar lo que ya tenfa
preparado. Para el asunto de las pipas de girasol y el
angulo aureo me fue muy util una pagina web de

FRANCISCO MARTIN CASALDERREY
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un matematico inglés, Ron Knott, profe-
sor de la Universidad de Surrey:

www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/

La pagina no tiene un disefio muy bonito,
pero contiene cantidad de informacién
interesante sobre éste y otros temas.

Con respecto al tercer asunto, la relacion
entre la estructura de las alas de la libélula
y las teselaciones de Voronoi, fue una cosa
muy curiosa: Yo trabajo mucho con Pho-
toshop para el tratamiento de imagenes y
allf hay un filtro que cuando lo aplicas te
genera estructuras de Voronoi. Siempre
que lo vefa me decia gué raro, para qué serd
esto y un dia hojeando el blog de un amigo
que vive en Japén y que no tiene nada
que ver con las matematicas, lef un articulo
que habia dedicado a las teselaciones de
Voronoi, explicando lo utiles que son, por
ejemplo, para distribuir las antenas de los
teléfonos moviles, o para situar en una
ciudad los restaurantes de una cadena de
pizzerias. Como tenia en la cabeza las ima-
genes de las estructuras celulares de la
plantas, relacioné las cosas y de ahi salie-
ron las ideas para ese tercer bloque de
contenidos.

Tus videos estan disponibles en Internet y me he fi-
jado que aunque firmados por ti, estan producidos
por Etérea Estudios, empresa que tu diriges. Cuén-
tame un poco qué es Etérea.

Poco antes de terminar la carrera, todavia
en Barcelona, empecé a trabajar en una em-
presa como disefiador grafico y maquetador.
Luego, ya en Zaragoza, trabajé para otra
empresa en la maquetacion de publicacio-
nes. Pero a la vez hacia trabajos como free-
lance'y en el 2006 me decidi a crear mi propia
empresa a la que llamé Etérea Estudios.

De esa empresa tu eres el factétum, director, propie-
tario y Unico trabajador. ¢ Nunca has pensado en ha-
cerla crecer?

Si, asi es, yo soy el tnico empleado de
Etérea, eso me permite trabajar en mi pro-
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pia casa, lo cual exige una cierta disciplina. Trabajo
con un horario regular todos los dfas, empezando y
terminando a determinadas horas fijas, pero con la
comodidad de hacerlo en mi propia casa. Con res-
pecto al crecimiento de la empresa, alguna vez me
lo he planteado, pero he desechado la idea. Ahora
mi trabajo se dedica en un porcentaje muy alto a la
creacion que es lo que mas me gusta y s6lo un pot-
centaje pequefo a las tareas administrativas y de
gestion propias de una empresa. Si Etérea creciera,
mi trabajo poco a poco tendria que centrarse en la
gestion y, de verdad, no me veo.

En tu trabajo diario como ilustrador 3D y como grafista équé ma-
tematicas usas como herramienta auxiliar? El software ayuda, sin
duda pero aparte de los célculos que hacen los programas ¢éhay
métodos, conceptos o algoritmos matematicos que te son Utiles
en tu trabajo?

Pues la verdad es que el nivel de las matematicas que
empleo en mi trabajo diario como infografista es
muy basico y sencillo, contra lo que quiza pudiera
parecer. Mis conocimientos de matematicas se redu-
cen a lo poco que recuerdo de lo que se impartia en
el colegio. Al terminar COU hice un afio de Ingenierfa
Industrial, donde el Calculo y el Algebra eran dos
asignaturas muy importantes, sin embargo confesaré
que no se me daban nada bien. En cambio la Geo-
metrfa Descriptiva la aprobé con sobresaliente.

Hay que pensar que los programas de modelado y
animacion ya incorporan multitud de herramientas
que hacen casi innecesario al usuario lidiar con cues-
tiones matematicas. Aparte de unos basicos cono-
cimientos de Geometria, poca cosa: Las operaciones
de calculo mas sencillas, donde tiras de calculadora
y la imprescindible regla de fres; raices cuadradas y
potencias; por supuesto hay que manejarse con T
en cuanto tienes que calcular cualquier cosa relativa
a circunferencias; de vez en cuando recurro a algunas
operaciones muy sencillas de trigonometria (senos,
cosenos y tangentes) para calcular ciertas estructuras
y también para controlar movimientos ciclicos en
animacion —de hecho ésta es una de las funciones
mas tipicas: cuando tenemos un elemento que se
esta comportando ciclicamente (una luz que parpa-
dea, una pieza que sube y baja...) el uso de las curvas
sinusoidales es habitual—; los r#dos también son

FRANCISCO MARTIN CASALDERREY
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muy empleados, para muchas cosas: hay
shaders (patrones matematicos de texturi-
zado) que emplean ruidos fractales, aun-
que el usuario unicamente se limita a variar
ciertos parametros sin necesitar conocer
los calculos que tienen lugar internamente;
también, cuando deseas introducir varia-
ciones de aleatoriedad en un movimiento
aplicas un nodo tipo noise. ..

Cristébal Vila. Foto FMC

Lamentablemente no tengo conocimien-
tos de programacion, lo cual es algo que
me vendria muy bien para poder cons-
truirme mis propias herramientas de
apoyo en diferentes areas. Y en ese caso
si, tendrfa que echar mano de muchos mas
conceptos y algoritmos matematicos.

En tus videos, especialmente en Nature by Numbers
y en Inspirations, pero también en los demas, recreas
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una realidad 3D con imagenes muy bellas. Aparecen
formas complejas, texturas muy reales, reflejos en su-
perficies alabeadas, luces y sombras. Recreas anima-
les y plantas, y humanizas objetos (por ejemplo en E/
proyecto), pero nunca o casi nunca aparecen figuras
humanas ¢écual es el porqué de esa ausencia?

La animacién de personajes es una de las
disciplinas mas complejas que existe, si
pretendes hacerlo realmente bien y crefble.
Tampoco es algo que yo rechace hacer,
de hecho quizas en el futuro me anime
con ello. Pero al final la vida, los dias, son
bastante cortos y uno no tiene tiempo
para todo. Si ahora pretendiera lanzarme
a preparar una animacion con personajes
tendria que dedicar una cantidad de
tiempo enorme a aprender nuevos con-
ceptos, propios de la animacion de per-

sonajes.

Y por otro lado encuentro que existen
muchas cosas, muchisimas ideas en las
que se puede profundizar sin necesidad
de utilizar personajes mas o menos hu-
manizados. En fin, quiza tenga algo que
ver con eso que antes comentaba: cuando
era nifio no solia dibujar monigotes y ca-
ricaturas en los margenes de los libros,
sino que mas habitualmente eran rombos,
hexagonos o circulos.

Desde el punto de vista del Arte, écuales son tus re-
ferentes, ademds de M.C. Escher, al que has dedicado
tu video Inspirations?

Tengo muchas y muy diversas. Me gusta
muchisimo Velazquez, me gusta muchi-
simo todo el Renacimiento italiano, Leo-
nardo da Vinci. Cuando me dedicaba mas
al disefio grafico, en la firma Vila Disefio,
mi tarjeta de visita era el Hombre de Vitruvio
sobre un fondo azul oscuro, me gusta mu-
chisimo esa imagen y, en general, los di-

e

bujos de esa época. Los de Leonardo, pero también
los de Miguel Angel y los de Rafael. Me interesa
también mucho el Impresionismo. El Impresio-
nismo me encanta. Y luego cosas sueltas: Gustav
Klimt y Egon Schiele y el expresionismo aleman.
Me atraen también los prerrafaelistas. Del arte actual
hay muchas cosas que me gustan, aunque creo que
a la vez hay otras que rozan la tomadura de pelo. A
ver, no es que afirme que el arte actual sea todo una
tomadura de pelo, tenemos a Picasso, por ejemplo,
que aunque alguno de sus cuadros no consigan
emocionarme, mirando toda su trayectoria uno ve
todo un universo, una coherencia que lo alejan de
otros que son de algin modo sdlo farsantes.

Por ultimo, me gustaria que me dijeras a qué personaje te hubiera
gustado entrevistar o, al menos, con que personaje te hubiera gus-
tado tener una conversacion. Puedes elegirlo en 4D, es decir, de
cualquier momento y de cualquier lugar.

Entrevistatlo no sé... pero lo que si me hubiera gus-
tado es ver como trabajaban algunas personas, mi-
ratlos desde detras mientras estaban dibujando o cre-
ando. Por ejemplo a Escher. Y si de lo que se trata es
de mantener una conversacioén, pues con mucha
gente. Hay un chaval espafiol, Jorge Seva, mas cono-
cido por el seudénimo de Alex Roman, que es un di-
sefador 3D al que admiro profundamente. Le interesa
mucho la arquitectura y el cine y los mezcla. Yo lo
considero un genio. Os recomiendo ver su trabajo
The Third and the Seventh. Nada en ese video es real y
sin embargo todo lo parece. Es magnifico. Me en-
cantarfa poder preguntarle montones de cosas.

Tras casi dos horas de conversacion, dejamos a Cris-
tobal Vila, con la sensacién de que la conversacion
se nos ha hecho corta y de que serfa estupendo
continuarla en otro momento. Mientras, estaremos
a la espera de otro trabajo que nos haga de nuevo
emocionarnos, visualizando con imagenes en mo-
vimiento, en 3D, conceptos e ideas matematicas.

FRANCISCO MARTIN CASALDERREY
1ES Juan de la Cierva
<fmc@revistasuma.es>
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Common Core Standards

for Mathematics
(Estados Unidos)

CARME BURGUES FLLAMARICH

E n esta ocasion presentaré a los lectores de SUMA

una iniciativa, no federal, iniciada en el verano
del 2010, y llevada adelante por la mayoria de esta-
dos de USA bajo la direccion del National Governors
Association Center for Best Practices NGA Center) y el
Council of Chief State School Officers (CCSSO).

El foco de la iniciativa, en el caso de las matematicas,
es el documento «The Common Core State Stan-
dards for Mathematics» (CCSSM), que pueden en-
contrar en la direccion’:

http://www.corestandards.org/about-the-standards/
key-points-in-mathematics

y cuya presentacion e informacion general se en-
cuentra en:

http://www.corestandards.org/

En primer lugar, me parece necesario razonar la
eleccion de esta iniciativa. En Espafia, la publicacion
de las traducciones de las propuestas y materiales
del Nacional Council of Teachers of Mathematics
(NCTM), «Estandares Curriculares y de Evaluacion
para la Educacion Matematica» en el 1991, las series
Addenda en 1993 y 1996, asi como «Principios y
Estandares para la Educacion Matematica en 2003»
llevadas a término por la Sociedad Andaluza de
Educacién Matematica THALES han sido para mu-

113
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chos de nosotros una fuente de re-
flexion y conocimiento sobre la en-
seflanza y el aprendizaje de las mate-
maticas. Y, por otro lado, ha
provocado que nos convirtiéramos
en seguidores atentos de las publica-
ciones e iniciativas del NCTM.

Después de los Principios y Estandares del 2000
vinieron los Focal Points en un intento de ayudar a
los docentes norteamericanos a potenciar lo que
era fundamental que los alumnos aprendieran. Hay
que tener en cuenta la baja formacién matematica y
didactica de los docentes en ese pafs, lo que hace
necesarias actuaciones de formacioén adaptadas a
las circunstancias.

Actualmente el NCTM, junto con otras organiza-
ciones estatales y profesionales, promueve la im-
plantacion de estandares de aprendizaje matematico
por niveles educativos (CCSSM) con demandas muy
concretas y con el objetivo de que sean comunes a
todos los estados que los adopten. Como en los ca-
sos anteriores, los estandares vienen acompafados
de un gran nimero de publicaciones, especialmente
del NCTM, dedicadas al desarrollo profesional de
los docentes.

Es bien sabido que las iniciativas USA en educacion
tienen influencia en otros paises y, en esta ocasion,
antes de aceptarlas a ojos cerrados me gustaria co-
mentar algunos aspectos.

En el dltimo congreso anual del NCTM, celebrado
en abril en Filadelfia (Philly, para los amigos), con
diez mil asistentes mayoritariamente del pafs, se

ofrecia un buen numero de presentaciones sobre
los CCSSM.

Este hecho me interesaba especialmente, pues ya
tenfa en mente presentar esta iniciativa a los lectores
de Suma, pero la asistencia al congreso me ha hecho
reflexionar sobre las consecuencias que puede tener
sobre la evaluacion del aprendizaje matematico en
otros paises y, en particular, en Espafia.

Para empezar, en la conferencia inaugural del con-
greso, Diane Ravich cargd contra los numerosos tests
estatales de matematicas a que se someten a los alum-

CARME BURGUES FLAMARICH
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Los alumnos deberan hacer
dos pruebas, una a final de
curso sobre contenidos
mateméticos (estandares de
contenidos) y otra unos meses
antes sobre razonamiento y
modelizacién.

nos de los Estados Unidos.
Dijo que el dinero que se
gasta en la confeccion de las
pruebas, en su administra-
cién y en los textos editados
para prepararlas seria de
gran ayuda en la formacion
continuada del profesorado.
En lugar de eso las pruebas se usan para
regular sus salarios y contratos, especial-
mente en la educacién publica. El temor
expuesto en la conferencia era que con el
CCSSM esta situacion se agravara todavia
mas o bien que solamente fueran tomados
en cuenta los estandares que pudieran eva-
luarse facilmente (tests de eleccion multiple
administrados por ordenador). Las nume-
rosas interrupciones para aplaudir las criti-
cas de la conferenciante me convencieron
de que algo iba mal.

Hacia el encuentro anual de los NCTM

LLas comunicaciones sobre el CCSSM tra-
taban principalmente de aspectos como
el razonamiento matematico, la modeli-
zacion, el uso de la tecnologfa, los aspectos
esenciales de los diversos temas matema-
ticos y, especialmente, el paso de los es-
tandares de cada estado a los comunes.

La aceptacion de los estandares por parte
de la comunidad educativa es desigual.
Por un lado es una cuestiéon de mentalidad,
un curriculo «obligatorio» no es bien re-
cibido. Las razones son de independencia,
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no se quiere la intervencion del gobierno
del pais en temas estatales o locales. Por
otro lado, no es bien vista la comparacion
entre los alumnos que las pruebas comu-
nes puedan proporcionar. Se opina tam-
bién que se ha politizado excesivamente
el tema. Un par de estados, Texas y Virgi-
nia, no se han sumado a la iniciativa y
Massachussets lo ha hecho después de
una larga controversia.

Uno puede preguntarse qué es lo que ha
hecho que la mayoria de estados se hayan
sumado con gran entusiasmo a la inicia-
tiva. Seguramente una razon es el Race 70
the Top'. 4,35 millares de millones de d6-
lares para estimular la innovacién y las re-
formas en los estados que Barak Obama
puso sobre la mesa en 2009. Los criterios
de concesién pueden verse en las paginas
anteriormente citadas.

La evaluaciéon de los estandares CCSSM
esta siendo elaborada por dos consorcios:
SMARTER Balanced Assessment Consortinm
(SBAC) y Partnership for Assessment of Rea-
diness of College and Careers PARCC). Seguin
parece, aunque los tests se administren
por ordenador, una parte sera corregida
personalmente. Hay el acuerdo previo de
que los items sean de tipos diversos como
de respuesta razonada, de tareas que im-
pliquen algin tipo de actividad (represen-
tacién, uso de materiales virtuales,...) y
de seleccionar una respuesta entre varias.
Las pruebas no empezaran hasta el curso
2014-2015, se aplicaran a partir de tercer
curso de Primaria hasta el undécimo
grado. Los alumnos deberan hacer dos
pruebas, una a final de curso sobre con-
tenidos matematicos (estandares de con-
tenidos) y otra unos meses antes sobre
razonamiento y modelizacion.

Todo ello, a mi parecer, hace que debamos
estar atentos y aprovechar lo que tienen
de positivo los nuevos estandares y los
materiales que los acompanan. Por esta

e

razon, de modo resumido y segin mi criterio, co-
mentaré aquello que pueda ser sumamente intere-
sante para los que estan implicados en la educacion
matematica.

En el documento encontramos dos tipos de estan-
dares: los que se refieren al contenido y los de las
practicas matematicas.

Una de las 704 presentaciones del congreso

Los estandares de contenido definen lo que los
alumnos deberfan entender y ser capaces de hacer
en su aprendizaje matematico. Ejemplos de estan-
dares y sub-estandares de contenido matematico
son los siguientes.

Quinto curso:

Write and interpret numerical expressions.

1. Use parentheses, brackets, or braces in numerical ex-
pressions, and evaluate expressions with these symbols.

2. Write simple expressions that record calculations with
numbers, and interpret numerical expressions without
evaluating them.

Sexto curso:

Compute fluently with multi-digit numbers and find com-
mon factors and multiples.

2. Fluently divide multi-digit numbers using the standard
algorithm.

3. Fluently add, subtract, multiply, and divide multi-digit
decimals using the standard algorithm for each operation.
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4. Find the greatest common factor of two whole numbers
less than or equal to 100 and the least common multiple
of two whole numbers less than or equal to 12. Use the
distributive property to express a sum of two whole num-
bers 1-100 with a common factor as a multiple of a sum
of two whole numbers with no common factor.

ILa secuencia de los estandares, que pretende integrar
los resultados de numerosas investigaciones sobre
trayectorias de enseflanza y aprendizaje, es detallada
y progresiva. Puede ser util para los educadores es-
pafioles para disefiar o replantear la aparicion de
los contenidos matematicos desde la educacién in-
fantil hasta el final de la Educacién Secundaria Obli-
gatoria.

Ahora bien, una mirada atenta hace ver que dominan
los algoritmos y la formalizacion sobre la aplicacion
de contenidos a la realidad u otras disciplinas. Cada
nivel tiene entre 20 y 30 estandares. Sin embargo,
los que se refieren a la aplicacion de las matematicas
al entorno no llegan a cuatro.

Los Standard for Math Practices describen aquellas
practicas que los educadores matematicos de todos
los niveles deberfan procurar que desarrollen sus
alumnos. Son ocho:

1) Dar sentido a los problemas y perseverar en su
resolucion.

2) Razonar abstractamente y cuantitativamente.

3) Construir argumentaciones correctas y criticar el
razonamiento de otros.

4) Modelizar usando matematicas.

e

5) Usar herramientas estratégicamente.
0) Atender a la precision.
7) Buscar y usar estructuras.

8) Buscar y expresar regularidades en ra-
zonamientos parecidos.

Segun consta en los documentos son una
sintesis entre los Estandares del 2000
(NCTM) y los que constan en el documento
Adding it Up (Jeremy Kilpatrick, Jane Swaf-
ford, Bradford Findell, (Ed); National Re-
search Council). Si revisan esta parte del
documento, solamente encontrarin refe-
rencias a posibles contextos no matematicos
en el segundo y el cuarto de los estandares.

En resumen, el documento «respira» con-
tenido y procesos matematicos sin aplica-
cion, es decir, tiene poco de competencial
tal como lo entendemos en el contexto es-
pafiol y PISA. Ahora bien, teniendo en
cuenta la gran cantidad de publicaciones,
documentos en webs estatales, cursos de
formacion,... ya en marcha o en prepara-
cion estoy segura que el tiempo nos prove-
era de gran cantidad de materiales que con-
tribuiran de manera importante a la mejora
de la actividad matematica en las aulas.

Algunas de las publicaciones recientes y
mas interesantes del NCTM relacionadas
con el fendmeno CCSSM son:

El presidente del NCTM, J. Michael Shaughnessy, dando la bienvenida al congreso

CARME BURGUES FLAMARICH
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Por una parte, la serie De-
veloping Essential Understan-
ding sobre diversos temas
de aritmética, fracciones,
proporcionalidad, pensa-
miento algebraico, razonamiento, geo-
metria, funciones, ecuaciones, estadis-
tica,... en diversos niveles.

Por otra, los libros dedicados al disefio de
actividades como Rich and Engaging Ma-
thematical Tasks, Good Questions: Great Ways
to Differentiate Mathematics y Reasoning and
Sense-Making Problems and Activities.

Y por ultimo, un pequefio gran libro de-
dicado a la preparacién y gestion de las
discusiones para compartir y elaborar ma-
tematicas es 5 Practices for Orchestrating Pro-
ductive Mathematics Discussions de Mary Kay
Stein y Margaret Schwan Smith.

Se estan elaborando también los Progressions
Documents for the Conamon Core Math Standards.
Son textos que describen la progresion de
un tema a través de los diversos grados te-
niendo en cuenta el desarrollo cognitivo de
los alumnos asi como la estructura légica
de las matematicas. Los borradores relativos
a diversos temas pueden bajarse de la pagina
de la Universidad de Arizona:

http://ime.math.arizona.edu/progressions/

También pueden obtenerse de:

http://jmforadori.weebly.com/
progressions-and-trajectories.html

En esta segunda direccion hay otros do-
cumentos de apoyo a los docentes como,

1 De este documento existe una traduccién al cataldn

de este disponible en la web de CREAMAT (Centre de Re?

El giro hacia una matematica
descontextualizada en la
educacién obligatoria me

parece un retroceso.

e

por ejemplo, What Does it Mean for a
Student to Understand Mathematies? Es
decir, squé significa que un alumno
entienda las matematicas? What is
Thinking Through a Lesson Protocol
(I'TL.P)? Es decir, ;como preparar una leccion y su
desarrollo? También contiene ejemplos de como lle-
var a cabo evaluacién formativa del departamento
de educaciéon de West Virginia.

Philadelfia skyline

Segtuin una buena amiga estadounidense, en USA,
cada 20 afios hay una revolucion educativa. Me dice
que el éxito no conviene, pues segun, sus propias
palabras: «los fondos del gobierno caen como lluvia
solamente en tiempos de grandes problemasy.

Desde mi perspectiva, no seria conveniente trasladar
sin mas los estandares a nuestra realidad. El giro
hacia una matematica descontextualizada en la edu-
cacion obligatoria me parece un retroceso. Ahora
bien, teniendo en cuenta la gran cantidad de pro-
ducciones interesantes para el aula y para el desa-
rrollo profesional que se derivan, demos gracias.
iVinieron las lluvias!

CARME BURGUES FLAMARIC
Universidad de Barcelona
<valelapena@revistasuma.cs>

cursos per Ensenyar i Aprendre Matematiques) http://phobos.xtec.cat/
creamat/joomla/
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Jornadas

sobre el aprendizaje
y la ensefanza

de las matematicas

Z~5ju|io

Matematicas
y creatividad:

un mundo en construccion

Nucleos tematicos

1 Infantil y primaria: ahi empieza todo

2 Didactica y formacion del profesorado

3 Modelizacion y formalizacion

4 Resolucién de problemas

5 Materiales y recursos en el aula de matematicas
6 Conexiones y contextos

7 Comunicacion y divulgacion
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Circulos matematicos 119
sundt,

Autores: Dimitri Fomin, Sergey Genkin e llia Itenberg

Editado por: RSME y Ediciones SM, Coleccion Biblioteca
Estimulos Matematicos

Afio de edicién: 2012
Traduccién del original inglés de 1996: Enrique Hernando Arnaiz
ISBN: 978-84-675-5227-0

Cirenlos matemdticos trata sobre el noble arte de pro-
poner problemas. En sus paginas los hay de todo
tipo, pero no encontraremos muchos como los que
pueblan las secciones de problemas de los libros de
texto de matematicas que estamos acostumbrados
a utilizar en las aulas.

Esta repleto de problemas que son un auténtico
desafio matematico para el lector, ya sea el alumno
o el profesor.

Esta primera traduccion al castellano ha sido posible
por iniciativa de la Rea/ Sociedad Matemaitica Espariola,
lo que lo hace mucho mas accesible para el publico
que el original en ruso, aunque ya existiera una ver-
sion en lengua inglesa editada en 1996. Los autores
recogen en esta obra la tradicioén rusa en educacion

~
Re S e n a S matematica que ha potenciado el aprendizaje de las
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matematicas a partir de la resolucién de problemas
en grupo, lo que los autores denominan un circulo
matematico.

El texto se dirige a todas aquellas personas que tie-
nen intereses en la enseflanza de las matematicas
que se salen de los curriculos formales, en la misma
linea en la que se preparan competiciones como las
Olimpiadas Matematicas. El libro esta orientado al tra-
bajo con alumnos de 12-14 afios, presentando una
estructura pensada para dos cursos resolviendo pro-
blemas en uno de estos «circulos». Aun asi, encon-
tramos una gran cantidad de problemas que pueden
proponerse en clases de matematicas de cualquier
curso de la E.5.0. o de Bachillerato, ya sea como
complemento a las tareas habituales o como forma
de introducir nuevos contenidos.

La obra se estructura en capitulos en los que se
presenta una secuenciacion de problemas que tratan
un tema concreto. Los primeros problemas de cada
capitulo son bastante accesibles, pero su dificultad
se va incrementando paulatinamente y los dltimos
de cada bloque son realmente dificiles. De esta
forma, el profesor tiene un amplio abanico de pro-
blemas entre los que escoger y puede crear su propia
secuenciacioén y adaptarse a sus objetivos o a los es-
tudiantes a los que los problemas vayan dirigidos.

El primer capitulo contiene problemas de tematica
variada que pueden utilizarse para realizar un primer
contacto y para detectar las habilidades matematicas
y légicas de los alumnos. Por ejemplo, el siguiente:

Borra 10 cifras del nimero
1234512345123451234512345

de forma que el nUmero que quede
sea lo mas grande posible.

Los capitulos siguientes tratan sobre temas de ma-
tematicas que no se suelen abordar de forma directa
en el curriculum actual. Tenemos un capitulo cen-
trado en la paridad, otro en el principio del palomar,
un par de ellos sobre grafos, uno sobre invariantes
y otro sobre sistemas de numeracion.

También encontramos capitulos que tratan temas
mas cercanos a los que se desarrollan en el curriculo,
como la combinatoria, la divisibilidad, la geometria
o las desigualdades. En estos capitulos se encuentran

LLuis ALBARRACIN GORDO
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problemas que pueden ayudar a mostrar
la potencia del razonamiento matematico
mientras profundizamos en los conceptos
trabajados. Una muestra serfa el siguiente
problema:

¢Puede un nimero escrito con cien ceros,
cien unos y cien doses ser un cuadrado per-
fecto?

Una vez trabajados el teorema fundamen-
tal de la aritmética, el tipo de descompo-
sicién de un cuadrado perfecto y el criterio
de divisibilidad entre nueve, un problema
como este puede abrir la mente de los
alumnos a las bondades de los razona-
mientos matematicos que, por ejemplo,
permiten demostrar determinadas propie-
dades de numeros que no nos atreveria-
mos a intentar escribir.

Pero atn hay més. La obra cuenta también
con explicaciones introductorias para cada
capitulo que nos permiten visualizar mejor
lo expuesto y un apéndice con las solu-
ciones de todos los problemas presenta-
dos. Dicho apéndice es sencillo y directo,
ya que no se ahonda en los detalles de las
soluciones y permite una facil lectura, lo
que hace del libro en una herramienta util
y agil para los profesores y una obra de
referencia, sobre todo para aquellos que
pretendan potenciar la resoluciéon de pro-
blemas en sus clases.

Magia matematica

Autor: Miquel Cap6 Dolz
Editado por: Ediciones B
Afio de edicién: 2012
ISBN: 978-84-666-5049-6

A todos nos gusta que nos sorprendan. Y
un buen truco de magia, bien ejecutado,
siempre nos sorprende. También nos
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obliga a fijarnos en el mago y activar nues-
tros sentidos para descubrir el engafio.
Sutilmente, el mago nos invita a centrar
nuestra atencion en una parte del proceso
y aprovecha este hecho para despistarnos
y efectuar la parte central del truco por
otro lado.

Pero, ¢y si no hay engafio?, ¢y si aquello
que nos sorprende se basa en algun tipo
de regularidad matematica? Magia Mate-
mdtica, de Miquel Cap6 Dolz, nos presenta
una amplia coleccién de trucos de magia
basados en conceptos matematicos y pen-
sados para realizar en una clase o en cual-
quier otro sitio. El libro se estructura en
tres grandes bloques: el primero, con la
descripcion de los trucos; el segundo, con
breves recomendaciones de posibles pistas
para ofrecer a la audiencia; y el tercero,
con las respuestas y justificaciones nece-
sarias para cada uno de los trucos o pro-
blemas.

Los trucos estan organizados por temati-
cas, como los basados en el 9 (que como
se comenta en el libro es un namero inte-
resante porque nosotros utilizamos base
10), los relacionados con el calendario o
los que se basan en propiedades numéri-
cas, como las de la sucesione de Fibonacci
o la notacién posicional.

Un breve capitulo trata los trucos basados
en probabilidades en una especie de magia
que el autor denomina «magia que fun-
ciona casi siempre» y otro se centra en
juegos que poseen estrategias que son
siempre ganadoras y con las que el mago
puede sorprender a su audiencia. LLas he-
rramientas y temadticas tratadas son diver-
sas, desde los numeros de DNI (con su
correspondiente letra) a las cartas, mone-
das, fichas de domind o calendarios. En

e

total, disponemos de algo mas de 90 trucos pensa-
dos para retar intelectualmente a nuestra audiencia.

El libro esta escrito en un tono desenfadado y con-
tiene algunas recomendaciones sobre los momentos
en los que afnadir un poco de teatralidad a la actua-
cion. Puestos a utilizar la magia como recurso di-
dactico, revestir los trucos con una puesta en escena
adecuada parece indispensable para conseguir que
el efecto atrayente sea efectivo. En el segundo blo-
que de contenidos podemos encontrar indicaciones
que nos permiten transformar los trucos en activi-
dades de aula y nos propone algunas preguntas que
pueden actuar como desafios para nuestros espec-
tadores.

Un ejemplo de lo que podemos encontrar en el
libro: el truco de Kaprekar se basa en crear una su-
cesion a partir de escoger un numero de 4 cifras y
realizar un pequefio algoritmo que debemos ir re-
pitiendo. Cuando iteramos el algoritmo, el resultado
se estabiliza en un valor concreto, que es el que el
mago utilizara para sorprender a su publico. En la
seccion de respuestas se explica el proceso con su
base matematica, su historia y una variante de este
truco utilizando otro algoritmo distinto.

De hecho, 1a esencia de la obra se encuentra en
adaptar diversos conocimientos al formato de los
trucos de magia.

Siintentamos explicar a nuestros alumnos qué es la
succesion de Fibonacci, como se construye, que si
dividimos dos términos consecutivos el resultado
es un valor proximo a la razén aurea y que nos po-
demos acercar a este valor eligiendo términos muy
grandes de la succesion, posiblemente perdamos la
atencion de buena parte de los asistentes a medio
camino.

La otra opcion es abrir Magia matematica por la pagina
27 y olvidarnos por un rato de la clase convencional.
Ponernos un gorro ayudarfa, y la recomendacién
de imprimirnos una camiseta con la inscripcion
1.618 la he apuntado en un post-it.

LLuis ALBARRACIN GORDO
Universitat Autonoma de Barcelona
<resefias@revistasuma.es>
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XVI JAEM de Palma 2013:

S%Ma/ll- un poquito mas cerca

SOCIETAT BALEAR DE MATEMATIQUES SBM-XEIX
2. ANUNCIO

vanza el curso y las JAEM de Mallorca se divisan
A ya sobre el horizonte cercano. Desde el Comité
Local y el Comité Cientifico estamos intensifi-

cando los esfuerzos para que el encuentro sea fruc-

tifero como lo han sido hasta ahora todas las edi-
ciones anteriores.

A continuacién encontraréis algunas informaciones
que pueden ser de utilidad y que, de cualquier modo,
podéis encontrar en todo momento en la web ofi-
cial:

http://xvi.jaem.es

FESPM



S71-XVI JAEM 2° anuncio_Maquetacion 1 05/11/12 20:38 Pagina 126

NOVIEMBRE
2012

[HEY
A
)]

Una vez mas, y ya vamos por la XVI edicién,
nos disponemos a celebrar nuestras queridas
JAEM. Las JAEM nacieron antes de crearse la Fe-
deracion Esparola de Sociedades de Profesores de Matema-
ticas (FESPM). En diciembre de 1980, en una
reunién celebrada en Sevilla, se decidié organizar
«una serie de encuentros periddicos para profesores
de EGB, BUP, FP y Universidad, destinados a po-
tenciar el intercambio de experiencias, la renovacion
metodologica y la reflexion sobre su quehacer.

Con este objetivo nacieron las Jornadas para el Apren-
dizaje y la Enseiianza de las Matematicas (JAEM), cuya
primera edicién tuvo lugar en Barcelona en mayo de
1981. Las ediciones si-
guientes se celebraron
en en Sevilla (1982),
Zaragoza (1983) y Te-
nerife (1984). Ahi se
produjo una interrup-
cién de siete afios
hasta que la FESPM,
creada en 1988 en Se-
villa, propuso su rea-
nudacién  con la
quinta edicién de
Castellon (1991). En-
tonces se decidié su

e

cacién matematica de los que se organizan
en toda Espafa.

Ahora la XVI edicién recalaran por primera
vez en las I/les Balears, en Palma, del 2 al 5
de julio de 2013. Desde hace tiempo, el Co-
mité Cientifico, el Comité Organizador y
toda la Societat Balear de Matematiques SBM-
XEIX estan trabajando con esmero y de-
dicacién para conseguir un evento de ma-
ximo nivel profesional. Seguro que
conseguiran con la ilusion y el esfuerzo que
dedican que estas sean unas JAEM impor-
tantes y utiles para el profesorado y la so-
ciedad. Es para mi un honor, como presi-
dente de la FESPM,
presentar a todo el
profesorado  estas
Jornadas que consti-
tuyen una actividad
emblematica de la
Federacion y que de-
bemos utilizar como
foro para la reflexion,
el debate, la forma-
cion, asi como lugar
de encuentro e inter-
cambio en la Educa-
cibn Matematica.

La Seu, catedral de Palma (Foto: JLPL)

celebracion bianual y

asf ha sido hasta ahora: Badajoz (1993), Madrid (1995),
Salamanca (1997), Lugo (1999), Zaragoza (2001), Te-
nerife y Las Palmas (2003), Albacete (2005), Granada
(2007), Girona (2009) y Gijon (2011).

Pocos imaginaban que 30 afios después las JAEM
seguirfan vivas y con la consolidacién e importancia
que ahora tienen, ya que podemos decir que son el
mas importante congreso sobre enseflanza y edu-

La FESPM nos invita
a todos a participar activamente en nuestras
XVI JAEM, las de todos los profesores que
pensamos que las matematicas han de jugar
un papel fundamental en la formacién de
las personas. Animaos a participar con el
convencimiento de que la ciencia que nos
acoge y con cuya enseflanza tanto disfruta-
mos, crecerd. Nos vemos en Palma.

Serapio Garcia Cuesta
Presidente de la FESPM

Matematicas y creatividad: un mundo en construcciéon
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Nucleos tematicos

I. Infantil y Primaria: ahi empieza
todo

El proceso ensefanza-aprendizaje de las
matematicas en edades tempranas tiene
una gran importancia para que el alumno
sea capaz de construir su aprendizaje. Este
proceso debe realizarse en continuo con-
tacto con la realidad que le envuelve, es
decir, tiene que partir de situaciones rela-
cionadas con sus intereses, debe incluir la
manipulacién de objetos matematicos y
debe otorgar un papel activo a los alum-
nos en situaciones que permitan el aflo-
ramiento de la creatividad.

Concurso fotografico XVI JAEM
Esperanza Teixidor: Flor esférica

Todo ello favorece y potencia un aspecto
primordial del aprendizaje en esas edades
como es que resulte significativo. Caben
en este bloque:

1) Investigaciones llevadas a cabo
2) Experiencias realizadas en el aula

3) Grupos de trabajo de maestros y maes-
tras

e

4) Creacion de juegos y experiencias Noviewsre
2012

5) Todo tipo de materiales didacticos y su uso

6) Proyectos entorno a las matematicas

Il. Diddctica y formacion del profesorado

En los ultimos afios ha habido cambios sustanciales
en la formacion inicial del profesorado. I.a adap-
tacion al marco de Bolonia ha supuesto, en general,
un cambio positivo en los planes de estudio, tanto
a nivel de magisterio, como a nivel de grado en la
rama de especializacion didactica o en el master
de formacioén del profesorado. La formacién con-
tinua es la otra gran clave de béveda en nuestro
quehacer profesional, donde las perspectivas ac-
tuales no son nada halagiienas. Tienen cabida en
este bloque:

1) Aportaciones y experiencias en didactica en los 127
s+

planes de estudio universitarios -
1

2) Grupos de investigacion

3) Técnicas de dinamizacién de grupos
4) Trabajo cooperativo

5) Atencion a la diversidad

6) Evaluacion

Il. Modelizacion y formalizacion

El conocimiento es o bien un modelo, no siempre
compartido, de lo que llamamos realidad, o bien
un modelo de otro modelo. Sea como sea, el cono-
cimiento de la realidad pasa indefectiblemente por
la construccion de modelos, 1o que en el caso de
las matematicas implica necesariamente el desarrollo
de procesos logico-matematicos de abstraccion,
formalizacién y demostracion, y para los que se

Matematicas y creatividad: un mundo en construcciéon
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hace necesario definir, analizar, categorizar, conje-
turar, razonar, generalizar o sintetizar. L.as comu-
nicaciones de este bloque versaran en torno a las
ideas siguientes:

1) Sin comprensiéon no hay aprendizaje. ¢Cémo lo-
grar entonces que el nilo comprenda como paso
previo a que aprenda?

2) ¢Como pasar del lenguaje natural al lenguaje sim-
bélico y formal propio de las matematicas y vice-
versar

3) La construccion efectiva de un modelo matema-
tico sobre un fenémeno de interés mostrando los
diferentes pasos de su creaciéon poniendo especial
énfasis en las etapas habituales de validacion, analisis
critico, refinamiento...

4) Analisis e interpretacion de la fundamentacion
de modelos ya existentes, y de sus correspondientes
ambitos de aplicacion y validez.

5) Interpretar y representar (a través de palabras,
graficos, simbolos, nimeros y materiales) expresio-
nes, procesos y resultados matematicos.

06) ¢Hasta qué punto y en qué momento de su for-
macion los estudiantes deben utilizar la notacion
cientifica y entender la naturaleza y las reglas de los
sistemas formales matematicos, tanto sinticticos
como semanticos?

7) Demostracion no es sinbnimo de explicacion. Si
el aprendizaje en las primeras edades debe ser sig-
nificativo y basarse en la explicacion-comprension,
¢como y cuando hacer surgir las demostraciones en
clase de matematicas?

8) ¢Coémo pasar del caso particular a la generaliza-
cion? sComo conseguir que los estudiantes distingan
y construyan definiciones, teoremas, conjeturas, hi-
potesis, comprobaciones, demostraciones, ejemplos,
afirmaciones condicionadas y los usen de manera
adecuada?

e

IV. Resolucion de problemas

El planteamiento y la resolucién de pro-
blemas es uno de los componentes esen-
ciales de la actividad matematica y de su
aprendizaje. Es importante que estén pre-
sentes de forma continuada a lo largo de
todo el periodo formativo del estudiante
y no constituir una pieza aislada de los di-
ferentes curriculos. Por eso en este bloque
se incluiran comunicaciones que presenten
experiencias y reflexiones en torno a:

1) Heuristica: cen qué consiste resolver pro-
blemas desde una perspectiva matematicar

2) Problemas vs ejercicios. Diferentes ti-
pologias de problemas: puros vs aplicados;
abiertos vs cerrados.

Concurso fotografico XVI JAEM
Antonio Bueno: Catedral de Granada

3) Un aspecto esencial de la creatividad
es la de formular preguntas sobre un de-
terminado fenémeno. En matematicas las
preguntas suelen plantearse como proble-
mas a resolver. Por ello interesa conocer
estrategias para incentivar, motivar y or-
ganizar a los alumnos de los diferentes
niveles educativos para que identifiquen,
propongan y resuelvan problemas intere-

Matematicas y creatividad: un mundo en construcciéon
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santes susceptibles de ser resueltos usando
las matematicas.

4) Experiencias metodoldgicas y de ges-
tién de aula para resolver problemas en
pequeno grupo en clase de matematicas.

5) Otro aspecto primordial de la creativi-
dad matematica es la seleccion. No todas
las preguntas sobre un fenémeno son igual
de interesantes o relevantes. De todos los
teoremas posibles nos interesan unos mas
que otros. He aqui una cuestion impor-
tante sobre el arte de preguntar: jcomo
seleccionar y proponer buenos problemas?

Concurso fotografico XVI JAEM
José Maria Sorando: Fractal (Los Monegros)

V. Materiales y recursos en el aula
de matemadticas

Decia Maria Montessori que el nifio tiene
la inteligencia en las manos. El desarrollo
tecnologico pone a nuestra disposicion
multiples y variadas herramientas y recur-
sos que se afladen a la gran cantidad de
materiales de calidad que a lo largo de la
historia han sido utilizados para facilitar
el aprendizaje de las matematicas. Caben
en este bloque todo tipo de recursos di-

e

dacticos vinculados a la actividad matematica de
cualquier nivel educativo. Entre otros:

1) Herramientas que se aplican con éxito en el pro-
ceso de aprendizaje de las matematicas, junto con
el andlisis critico de los contextos en que resultan
aplicables, y de los procesos cognitivos que preten-
den estimular.

2) Cambios metodolégicos y de gestion de aula vin-
culados al uso de determinadas herramientas. Ana-
lisis critico de los cambios experimentados en el
proceso de aprendizaje de los estudiantes.

3) Materiales manipulativos, juegos, TIC, nuevos
recursos en fase de experimentacion, historia de las
matematicas, fotograffa matematica...

4) Materiales del mundo fisico/natural y del mundo
sociocultural/cotidiano: papel que pueden desem-
pefiar objetos naturales en el desarrollo del apren-
dizaje matematico mediante la manipulacion, des-
cripcion, observacion, reflexiéon y expresion de
propiedades matematicas.

VI. Conexiones y contextos

Para que un aprendizaje sea significativo debe co-
nectar con aquello que ya se sabe y resultar util a
quien lo aprende. Esto es, conectar con los conoci-
mientos adquiridos anteriormente, ya sea en el am-
bito de las matematicas o en otros campos. En este
sentido, los contextos constituyen el marco indis-
pensable para dar sentido a las aplicaciones de las
matematicas en el entorno vital y esencialmente co-
tidiano de la persona, donde se manifiesta su com-
petencia. Los contextos son ademas focos de crea-
tividad matematica, pues permiten la creacion de
problemas nuevos o de enfoques nuevos a viejos
problemas que la diversidad de los entornos sociales
y culturales representados en las aulas nos ofrecen
y dan sentido y significado a esos nuevos contextos.

Matematicas y creatividad: un mundo en construcciéon
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En este bloque caben aportaciones relacionadas
con:

1) Conexiones entre contenidos matematicos

2) Conexiones de las matematicas con otras disci-
plinas

3) Estrategias para reconocer contextos de la vida
cotidiana en que son aplicables las matematicas

4) Estrategias para reconocer contextos de la vida
cotidiana en los que se pueden crear matematicas,
ya sea mediante el planteamiento y resolucion de
problemas nuevos o de nuevos enfoques y resolu-
ciones alternativas a problemas ya conocidos

5) Matematicas en el mundo laboral: competencia
matematica vs competencia laboral

6) Las matematicas en el contexto de las ciencias y
la tecnologfa, en la historia del conocimiento, en la
vida cotidiana y en la naturaleza, en el arte...

7) El aprendizaje a partir de proyectos.

VIl. Comunicacion y divulgacion

El proceso de ensefanza-aprendizaje es un proceso
de comunicacion. Como dice Paul Watzlaswick, toda
comunicacion tiene un nivel de contenido y un nivel
de relaciéon que no podemos obviar ya que condi-
ciona el primero. En este bloque tienen cabida pro-
puestas como:

1) El arte de preguntar: s;como preguntar?, ;como

& d & > d
generar discusiones y conducitlas en clase para con-
seguir un aprendizaje colaborativo?

2) ¢Como conseguir que nuestros estudiantes sean
capaces de comunicar de forma rigurosa —ya sea
oral, escrita o grafica— sobre contenidos matemati-
cos? ¢dQué grado de formalizacion es mas adecuado
en cada nivel educativo en estas comunicaciones?

e

3) ¢Cémo conseguir que los estudiantes
comprendan textos —en forma oral, escrita
o grafica- con contenido matematico pre-
sentados en diferentes registros lingtifsti-
cos?

4) Ejemplos de comunicacién matematica
entre alumnos, en grupos reducidos, y en
exposiciones dentro y fuera de la clase.

5) Divulgacién y popularizacion de las
matematicas.

6) Las matematicas en los medios de co-
municacion.

Concurso fotografico XVI JAEM
Berta Vila: Art

Conferencias plenarias

Habra cuatro conferencias plenarias:

Cristobal Vila (disefiador grafico e industrial)

Carme Aymerich (Escola Maria-Merce Margal
de Matard y formadora PFZ de la Generalitat)
y Manel Barrios (director del programa Una
ma de contes de Televisio de Catalunya)

Marta Macho (Departamento de Matemati-
cas, Facultad de Ciencia y Tecnologia, Euskal
Herria Unibersitatea, EHU)

Cesc Rosellé (Departament de Ciéncies mate-
matiques i Informatica, U1B)

Matematicas y creatividad: un mundo en construcciéon
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Ponencias Formacion del profesorado: Tomas Queralt (IES les Alfa- ~ Noviewere
begues (Bétera), Universitat de Valencia, SEMCV «Al- 2012
Khwarizmi»)
LLas ponencias se vinculan a los nucleos
teméticos y habra al menos una por cada Matematicas 2.0: Eva Maria Perdiguero (IES Ribera del Bu-
llague, Ciudad Real)
uno de ellos:
I. Marfa Luisa Novo Martin (Universidad de GeoGebra: Pep Bujosa (formador y presidente de I'Asso-
Castillay Ledn). ciacioé Catalana de Geogebra, FEEMCAT)
II(a). Bernardino del Campo Ldpez (Castilla-
La Mancha).
II(b). Rosalia Bllbao (Societat Balear de Ma-
tematiques SBM-XEIX).
I1l. Luis Puig (Universitat de Valencia, SEMCV
«Al Khwarizmi»).
IV. Jordi Deulofeu (Universitat Autonoma de
Barcelona).
V. David Barba y Cecilia Calvo (Universitat Au-
tonoma de Barcelona, FEEMCAT). Concurso fotogréfico XVI JAEM 1 3 1
Gabriel lvorra: Funcio constant ¥
VI. Raul Ibafiez (Departamento de Matema- S 1

ticas, Facultad de Ciencia y Tecnologia, EHU).

Normas para la presentacion

Vli(a). Joaquin Comas (IES Sierra Minera, La .
Unidn, Sociedad de Educacion Matematica de trabajos
de la Region de Murcia).

VII(b). Pere Estelrich (UIB, Societat Balear de
Matematiques SBM-XEIX).
Normas generales

Todos los participantes en las XVI JAEM Palma
2013 que quieran presentar una comunicacion, taller,
exposicion en el zoco o clip de aula, deberan tener

Espacios de debate en cuenta las siguientes consideraciones:

1. El plazo de envio finaliza el 15 de marzo de 2013.

Se desarrollarin cuatro espacios de debate 2. La solicitud de participacién y el envio de la
cuyos temas y coordinadores seran: documentacion requerida tendra que hacerse ne-

Calculadora: José Maria Chacon (IES LLanes cesariamente desde la pagina web de las XVI
de Sevilla) JAEM.

Matematicas y creatividad: un mundo en construcciéon
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3. La aceptacion de los trabajos queda supeditada a
la decision inapelable del Comité Cientifico. En caso
de no aceptaciéon no se mantendra comunicacion
alguna acerca de las causas de dicho rechazo.

4. La admision de los trabajos queda condicionada
también a que al menos uno de los autores o pro-
ponentes haya formalizado su inscripciéon en las
XVI JAEM antes del 15 de mayo de 2013.

5. En caso de multiplicidad en la autoria de una co-
municacion o taller o en la peticion de participacion
en el zoco solo se certificara a aquellos autores ins-
critos en las JAEM (certificados individuales espe-
cificando coautor). El resto de autores no inscritos
tendran que esperar a la publicaciéon de las actas
para justificar como mérito la autorfa de un trabajo.

6. Las actividades aceptadas se publicaran en las
Actas de las XVI JAEM siempre que el formato
del texto a publicar se adapte a los requerimientos
de la plantilla que se publicara en la pagina web
oficial y se hayan remitido antes del 15 de marzo
de 2013.

Normas para las comunicaciones

1. Han de referirse a alguno de los siete nucleos te-
maticos que contemplan las XVI JAEM y que estan
publicados en la web.

2. Han de ser inéditas, no habiendo sido publicadas
con antetioridad.

3. Al solicitar la admisién de una comunicacion de-
bera adjuntarse el texto completo de la misma.

4. Con la solicitud de la presentacion se indicaran
claramente las necesidades técnicas que se precisen.
El Comité Organizador pondra todo su empefio
en dar respuesta a esas demandas, pero si no fuera
posible satisfacerlas se pondra en contacto con el
interesado para consensuar una solucion.

e

5. Las comunicaciones aceptadas se pre-
sentaran oralmente, en el lugar y el tiempo
que fije el Comité Organizador. Se dis-
pondra de 15 minutos para la presenta-
cién, mas otros 10 minutos para debate y
puesta en comun con los asistentes.

Concurso fotografico XVI JAEM
Juan Antonio Salgueiro: Matematicas navidenas

Normas para los talleres

1. Para solicitar la presentacion de un taller
se adjuntara una descripcion detallada del
mismo. Esto es, de los materiales que se
utilizaran y de las actividades que realiza-
ran todos los maestros o profesores asis-
tentes.

2. Con la solicitud de la presentacion se
indicaran claramente las necesidades téc-
nicas que se precisen. El Comité Organi-
zador pondra todo su empefio en dar res-
puesta a esas demandas, pero si no fuera
posible satisfacerlas se pondra en contacto
con el interesado para consensuar una so-
lucion.

3. Los talleres aceptados se desarrollaran
en el lugar y el tiempo que fije el Comité
Organizador. Dispondra cada uno de una
hora y quince minutos.

Matematicas y creatividad: un mundo en construcciéon
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1. Los interesados en participar en el zoco
adjuntaran a su solicitud una descripcion
detallada de lo que se quiera exponer.

2. Con la solicitud de la presentacion se
indicaran claramente las necesidades téc-
nicas y de infraestructura que se precisen.
El Comité Organizador pondra todo su
empefo en dar respuesta a esas demandas,
pero si no fuera posible satisfacerlas se
pondra en contacto con el interesado para
consensuar una solucion.

3. Los solicitantes se comprometen a
montar y desmontar su material en los es-
pacios y tiempos asignados por el Comité
Organizador, asi como a estar presentes
en el lugar de su respectiva exposicion en
los periodos de tiempo que se les asigne,
con el fin de que puedan dialogar con el
resto de los congresistas acerca de los ma-
teriales expuestos.

Normas para los clips de aula

1. Los interesados en ofrecer un clip de
aula deberan tenerlos publicados en alguna
de las habituales plataformas distribuido-
ras de videos en linea.

2. En la propuesta de participacién debe-
ran indicar la direccion URL en la que
esté publicado.

3. Los clips de aula se mostraran también

cen en el video.

Normas de funcionamiento y participacion
en los espacios de debate

1. Los espacios de debate estaran abiertos a la par-
ticipacion a través de la web de las XVI JAEM a
partir de mediados de marzo de 2013.

2. La inscripciéon a una comunidad es voluntaria y
requiere de la persona que lo hace el compromiso a
participar de manera constructiva en aquella.

3. La organizacion del funcionamiento de cada co-
munidad es responsabilidad exclusiva del coordina-
dor de la misma.

4. Durante la celebracion de las XVI JAEM la Or-
ganizacion proporcionard un espacio y un tiempo a
cada comunidad, para que los miembros de cada
una de ellas puedan continuar de manera presencial
los intercambios de opiniones previos realizados
via web.

Cuotas de inscripcion

En la tabla siguiente podéis ver las cuotas de ins-
cripcion a las XVI JAEM. Como en otras ocasiones
hay descuentos para miembros de las sociedades
federadas y para aquellos que formalicen su partici-
pacion con suficiente antelacion.

iAnimaos y participad!

a través de la web de las

CUOTAS XVI JAEM Palma

Hasta el 15 de mayo Del 16 de mayo al 15 de junio

XVI JAEM.

4. Los videos se podran

mostrar con garantfas de |General

Miembros de sociedades federadas
o que han firmado convenio con la FESPM

120,00 € 150,00 €

180,00 € 220,00 €

Matematicas y creatividad: un mundo en construcciéon
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Siguenos en Twitter y Facebook

A través de estas dos redes sociales podréis tener la
informacion actualizada de las Jornadas. Estos es-
pacios pueden servir para compartir impresiones,
ideas, sugerencias y mucho mas. Nuestra pagina de
Facebook es:

http://www.facebook.com/JAEM2013

Para obtener las noticias actualizadas de las XVI
Jaem Palma debéis pulsar «Me gusta». Os animamos
también a compartir los contenidos con vuestros
contactos. En Twitter nos podréis seguir a través
de nuestro usuario:

@JAEM2013

con el que podréis seguir las ultimas noticias de las
Jornadas asi como del concurso fotografico. El hashtag
que para las jornadas sera:

#jaem2013

Viajes y alojamiento

Las fechas en que se celebran las JAEM marcan un
pico de ocupacién en la temporada turistica de las
Islas Baleares. Por eso es muy aconsejable que los
congresistas que vayan a gestionar por su cuenta
desplazamiento y alojamiento lo hagan con la ma-
xima antelaciéon. Las personas que quieran viajar
con su vehiculo, tienen ferry desde Barcelona y Va-
lencia a Palma.

Las JAEM terminan en viernes, cosa que anima a
quedarse en la isla hasta el domingo. Mallorca tiene
infinidad de recénditos lugares de los que podéis
encontrar informacién practica en el apartado co-
rrespondiente de nuestra web:

http://xvi.jaem.es/turisme-per-Il-illa/

e

Concurso fotografico

Sigue su camino y a buen ritmo el con-
curso fotografico que empez6 en julio de
2011 y que terminara en abril de 2013. Se
presenta un tema cada mes hasta un total
de 22. Recordad que el premio consiste
en la matricula gratuita para las XVI
JAEM. Hasta abril cualquier momento es
bueno para incorporar imagenes sugeren-
tes que nos abran horizontes y que nos
permitan conocer lugares, personas, ma-
teriales, ...

Concurso fotografico XVI JAEM
German Albiol: Centre Niemeyer (Avilés)

Hemos ilustrado este segundo anuncio de
las XVI JAEM con algunas de las foto-
graffas recibidas hasta ahora. Podéis verlas
todas en la seccion Concurso fotogrdfico de
nuestra pagina web:

http://xvi.jaem.es/concurso-fotografico/
convocatoria-del-concurso.html

Matematicas y creatividad: un mundo en construcciéon
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VIl Escuela

de educacion matematica

«Miguel de Guzman»
FESPM-RSME

S1IxTO ROMERO SANCHEZ

Siempre que ensenes, ensefa a la vez
a dudar de lo que ensenas.
José Ortega y Gasset

1 Informe PISA analiza por separado la compe-

tencia lectora y la competencia matematica dando,
en el caso espafiol, resultados comparables. Parece
evidente que estas dos competencias estan relacio-
nadas: los alumnos que leen mejor entienden los
enunciados de los ejercicios, son mas capaces de ex-
traer informacion y tienen a priori mejor disposicion
para afrontar un problema de matematicas; asimismo
los alumnos mas competentes matematicamente son
mas precisos, mas 1igurosos y mas creativos, en prin-
cipio tienen una mejor disposicién para afrontar la
lectura de un texto. En el curso de verano que se ha
ofrecido ha querido ahondar en la interrelacion entre
estas dos competencias y reflexionar sobre los pro-
cesos comunicativos que se establecen en el contexto
de la ensefanza-aprendizaje de las matematicas.

La amplia visién de las matematicas y su ensefianza
que tenfa Miguel de Guzman fue el punto de partida
para la séptima edicion de la Escuela de educacion
matematica «Miguel de Guzman» organizada con-
juntamente por la Federaciéon Espafiola de Socie-
dades de Matematicas, FESPM (en esta ocasion a
través de la Sociedad Thales) y la Real Sociedad
Matematica Espanola, RSME.

El curso, dirigido por la Dra. Raquel Mallaviba-
rrena, de la Universidad Complutense de Madrid y

135
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Presidenta de la Comisién de Educacién de la
RSME, y el Dr. Sixto Romero, de la Universidad
de Huelva y Vocal de Relaciones Internacionales
con Iberoamérica y Europa de la FESPM, estuvo
orientado fundamentalmente a docentes de mate-
maticas de los niveles educativos de Secundaria y
Universidad, asf como a profesores de Lengua y
materias relacionadas.

Daniel Cassany

Programa

Conferencias

Mos vidas que un gato, Alberto Vazquez Figueroa, es-
critof.

Conferencia Inaugural Curso de la UNIA: Primavera
Arabe, para todos los cursos y a cargo de Sami Nair,
filésofo y politélogo francés y director del Centro
Mediterraneo Andalusi (CMA).

La lengua de las matematicas. Algunas reflexciones sobre la
interaccion de ambos aprendizajes desde la perspectiva de
PIS A, Francisco Martin.

Conferencia y debate: La fraduccion de las matematicas
al lengnaje comiin, Enrique Gracian, periodista cienti-
fico, director del proyecto Sangakoo.

SIXTO ROMERO SANCHEZ

e

Ponencias

Usos del discurso en el aula de matematicas,
Nuria Planas, Universidad Auténoma de
Barcelona.

Del alfabetismo a las matenmiticas, Daniel Cas-
sany, Universidad Pompeu Fabra.

Ponencia y Taller: Recursos para estimular la
lectura en matematicas: lengnage grifico de los cd-
miies y el humor, Pablo Flores, Universidad
de Granada.

Talleres

Andlisis de conversaciones en clases de matemiai-
ticas, Nuria Planas, Universidad Autonoma
de Barcelona.

Comprender y componer matemdticas, Daniel
Cassany, Universidad Pompeu Fabra.

Recursos para introducir la lectura en el anla de
matemdticas, Rafael Ramirez, Colegio El
Carmelo, Granada.

Las redes sociales en los procesos de enserianza-
aprendizaje de las matematicas, Julio Ruiz Pal-
mero, Universidad de Malaga.

Mesa redonda

La comunicacion a través de las revistas de las
sociedades matemiticas, moderada por Sixto
Romero y con la intervenciéon de Fran-
cisco Martin (ex-director de la revista Swma
de la FESPM), Adolfo Quirds (revista Ia
Gaceta de 1a RSME) y Teresa Braicovich
(revista Unidn).

Partiendo inicialmente de un breve bos-
quejo historico por parte del moderador,
sobre el nacimiento y evolucion de las re-
vistas, y con el pensamiento de Joos Kircz:
«..el objetivo de la comunicacion cientifica
es el registro, evaluacion, diseminacion y
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acumulacién del conocimiento, hechos y o

el caso concreto de los ejournal, ;el acceso debe ser

percepciones humanas...», se plantearon
a modo de pentalogo cinco cuestiones:

a) ¢Por qué las Matematicas que no tenfan
aplicaciones fuera de la fisica, de la inge-
nierfa, se ha convertido en un elemento
fundamental del humanismo contempo-
raneo y en un instrumento indispensable
de comunicacién en la mayor parte de los
dominios del pensamiento, de la ciencia y
de la técnica? ¢Ha habido poca difusion
de las Matematicas, y si es asi cudl ha sido
el rol de las Sociedades Matematicas?

b) ¢Responden las Sociedades Matemati-
cas al reto de los canales de comunicacién
entre autores, productores, editores, bi-
bliotecarios, ...?

c) Las revistas con soporte en papel tienen
cada vez tiradas menores y los costos su-
fren incrementos significativos todos los
afos... La pugna entre quienes mantienen
el sistema y quienes desean ampliar las
posibilidades de acceso que las nuevas tec-
nologias ofrecen, ¢no ha hecho mas que
empezar?

Algunos alumnos de la VIl Escuela MdG.

d) ¢Edicién electrénica o en papel? O
ambas? Ventajas e inconvenientes para las
sociedades matematicas ante la eleccion
de uno u otro modelo.

e) ¢Son la preservacion de contenidos, la
calidad del contenido, posibilidad de pla-
gio, la calidad del sitio las tnicas preocu-
paciones de las revistas matematicas? En

cerrado o abierto? Cuestiones que fueron respon-
didas por cada uno de los componentes de la mesa.

A modo de conclusiones

En la dltima jornada, tras una completa sesioén de
debate con participacién activa de todos los alum-
nos, los directores de la escuela de verano elaboraron
el Documento de conclusiones de la VII escuela de
educacion matematica Miguel de Guzman: Procesos
comunicativos y ensenanza-aprendizaje de las matemadticas.
Un texto del que cabe destacar:

La realidad del multilingtiismo, tanto de alumnos
como de los profesores en el proceso de E/A, o de
la educacion en inglés en varias comunidades auto-
nomas no es algo neutro o irrelevante, hay interac-
ciones entre la lengua en la que nos expresamos ha-
bitualmente y las Matematicas que queremos
aprender y ensefar. El conocimiento de la situacion
sin ideas preconcebidas facilitara el encuentro de
soluciones adecuadas a los retos que se plantean y
de los cuales deberfan ser conscientes los responsa-
bles educativos.

Desde el ambito de la Lingtistica podemos acer-
carnos a la comprension de las Matematicas refle-
xionando sobre los enfoques comunicativo (la for-
mulacién matematica es un discurso con propoésito)
y contextualizado (relacionando Matematicas con
el entorno, motivacion e identidad del sujeto) y cog-
nitivo (asumiendo que saber Matematicas es com-
prender y producir formulaciones escritas).

Las novelas y la literatura matematica en general
son una fuente de recursos y actividades para el
aula; no solamente como motivacion para los estu-
diantes y para aumentar su cultura matematica, sino
también para favorecer un aprendizaje «comple-
mentario» al habitual que fomenta la creatividad y
la madurez en formacion.

El lenguaje grafico de los comics y el humor es
también un recurso educativo especialmente creativo
con gran poder de atraccion para los estudiantes

St
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como elemento motivador y de estimulo de la lectura
en Matematicas.

El mundo interactivo «2.0» y el avance espectacular
de las redes sociales y otros mecanismos de comu-
nicaciéon muy familiares a nuestros estudiantes ofre-
cen un reto muy importante para el proceso de E/A
de las matematicas. El uso de ese aparataje como
recurso educativo, sin perder de vista su mero ca-
racter instrumental, requiere una preparacion previa
en la que el profesor debe tener muy claro qué ob-
jetivos persigue y qué metodologia va a emplear.

Con el trasfondo de los informes PISA y las com-
petencias lectora y matematica se constatan las difi-
cultades del aprendizaje del lenguaje formal, para
lo que es importante el proceso de verbalizacién
previo en el lenguaje cotidiano.

Un paseo relajante al finalizar la VIl Escuela MdG.

Las revistas de las sociedades matematicas que tie-
nen un caracter formativo, de difusién del conoci-
miento y de intercambio de experiencias educativas

1 Este texto se ha tomado, en parte, de la documentacién elaborada
para la VIl Escuela de Verano «Miguel de Guzman» por Agustin Carrillo,

SIXTO ROMERO SANCHEZ

e

ofrecen un gran potencial para mejorar el
proceso de E/A de las Matematicas y para
cohesionar a la comunidad matematica
vinculada a las sociedades.

La divulgacion persigue transformar la in-
formacion en conocimiento. Por tanto, la
linea que la separa de la educacion es di-
fusa y se puede ver como una forma de
divulgacion que afiade formacion a la in-
formacion.

El éxito en el aula sera mayor si el docente
consigue despertar el entusiasmo en el es-
tudiante para que tenga una posicioén ac-
tiva. En las distintas ponencias que se han
presentado en esta 1 Escuela se han dado
varios ejemplos en los que se han puesto
de manifiesto escenarios en los que el
alumno no solo es capaz de gestionar sino
también de generar la informacion.

En definitiva, podemos afirmar que la re-
flexion y debate conjuntos entre profeso-
res de Matematicas de los distintos niveles
educativos e investigadores en Didactica
de las Matematicas que tienen lugar en
cada edicion de la Escuela de Educaciéon
Matematica «Miguel de Guzman» permi-
ten abordar las problematicas tratadas con
una vision mas completa y enriquecedora,
siempre con el objetivo de fondo de me-
jorar y dotar de mayor calidad al proceso
de E/A de las Matemiticas e impulsando
el intercambio de experiencias entre las
etapas educativas.

SIXTO ROMERO SANCHEZ
SAEM Thales
<sixto@uhu.es>

Roberto Mufioz, Juana Navas, Raquel Mallavillabarrena y
Sixto Romero.
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icen que nuestras sociedades estan

en buena parte dominadas por el
Homo Ludens. Efectivamente, ¢a quién no
le gusta el aspecto mas ladico de la vida?
¢A quién no le gusta jugar y divertirse?

En la Federacion Espasiola de Sociedades de
Profesoresde Matematicas (FESPM) creemos
que también es importante que las mate-
maticas lleguen al aula en su aspecto mas
ladico y divertido. Por esta razon reinvin-
dicamos la matematica ladica, la matema-
tica juguetona, la que es a la vez profunda
y rigurosa (incluso quizas dificil), pero con
la que podemos jugar, entretenernos, ma-
nipular, divertirnos.

Desde la Secretaria de Actividades con alum-
nos de la FESPM os animamos a que du-
rante un trimestre de cada curso dedi-
quéis un espacio y un tiempo a Ludens
Mathematica, una actividad que propon-
dremos anualmente para resaltar los as-
pectos mas juguetones de las matemati-
cas. Queremos que los alumnos
manipulen, jueguen, se diviertan... y ra-
zonen matematicamente.

Entendemos esta actividad como una
conctecion mas de los encuentros G4G
(Gathering for Gardner) que se organizan ya
de forma regular y periédica en muchos
paises. Los G4G pretenden recordar al
mayor divulgador de nuestra ciencia, al
admirado Martin Gardner, en alguna fecha
cercana al 21 de octubre, aniversario de
su nacimiento.

e

Ludens mathematica

JORDI COMELLAS T BLANCHART

Y la mejor forma de recordarlo es pasandolo bien
realizando alguna actividad en la que se pomga de
manifiesto uno de los aspectos que mas le gustaban
de las matematicas: el caracter Iudico. Las diferentes
propuestas iran apareciendo en el enlace corres-
pondiente a Ludens mathematica de la web de la
FESPM:

www.fespm.es

Flexagonos

El tema de este curso ha sido propuesto por el pro-
fesor Fernando Blasco, de 1a Universidad Politécnica
de Madrid. Su propuesta es trabajar con flexdgonos.
Un flexagono es una figura de papel compuesta de
triangulos cuya esencia consiste en la facultad de
poder plegarse de multiples formas. Se trata, por
tanto, de una figura geométrica dinamica.

Los flexagonos peden hacerse con papel u otro ma-
terial flexible (cartulina, plastico) que se plieguan
para formar figuras poligonales, generalmente cua-
drados, rectangulos y hexagonos. El resultado es
un objeto geométrico en el que pueden verse mas
caras de las dos (anverso y reverso) que posee un
poligono «tridimensional».

Todo ello ha convertido a los flexagonos en una
forma de pasatiempo y en objeto de estudio de una
rama de las matematicas como la Topologia.

Creados de forma accidental por Arthur Stone, un
estudiante de matematicas de la universidad de
Princeton (USA) en 1939, los flexagonos pertene-

139
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cen al grupo de cuerpos geométricos denominados
caleidociclos. Su nombre proviene de las palabras
flexible y hexagono, ya que el primero de ellos tenia
seis lados. Sin embargo, posteriormente se han cre-
ado modelos de cuatro lados, cuadrados o rectan-
gulares.

Ludens mathematica

Harold V. McIntosh describe dos tipos de flexago-
nos no-planos formados a partir de pentagonos y
de heptagonos a los que llama, respectivamente,
pentaflexagonos y heptaflexagonos. Pero fue Mar-
tin Garner quien difundié entre el gran publico los
flexagonos a mediados del siglo XX.

Jorbl COMELLAS

e

Explicar por escrito qué es un flexagono
supondria reproducir toda la serie de di-
bujos que Martin Gardner realiz6 para
ilustrar los hexaflexagonos de los que ha-
blé en su libro Hexaflexagons and Other Ma-
thematical Diversions y que esta disponible
en el siguiente enlace de la Mathematical
Association of America:

http://maa.org/pubs/focus/
Gardner_Hexaflexagons12_1956.pdf

Pero la mejor manera de aproximarse a
los flexagonos quiza sea ver algunos vi-
deos de la coleccion que sobre esas figuras
pueden encontrarse en ['7 Hart. En parti-
cular, el siguiente video contiene una idea
muy interesante sobre como hacerse un
esquema de las vias para ir de una confi-
guracion a otra:

http://www.youtube.com/user/Vihart

JoRrDI COMELLAS | BLANCHART
Actividades con alumnos (FESPM)
<saa@fespm.cs>
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Normas de publicacion

Para el envio de articulos o cualquier consulta sobre su con-
tenido se utilizard el correo electrénico de la redaccion de
Suma <articulos@revistasuma.es> o su direccién postal:

Revista Suma

Apartado de Correos 286
08911 Badalona

. Si los trabajos, imagenes incluidas, ocupan mas de 5 Mb
sélo se enviaran por correo postal en soporte magnético
(CD-ROM, DVD-ROM o pen drive).
Los trabajos deben ser enviados como archivo en formato
MS Word o RTF —fuente Times New Roman y cuerpo 12—
adjunto a un mensaje de correo electrénico en el que
deben figurar:

1) Eltitulo del trabajo, los nombres y apellidos de todos
los autores, su lugar de trabajo y su direcciéon com-
pleta asi como la sociedad federada a la que perte-
necen (si se desea).

Y a efectos de comunicacion:

2) El correo electrdnico, teléfono y direccidn postal del
autor de contacto.

. Se debe enviar una segunda version del original en la
que no aparezcan los nombres de los autores, ni infor-
macion relativa a ellos o que pueda servir para identifi-
carlos (por ejemplo, institucion a la que pertenecen,
citas y referencias bibliograficas propias, agradecimien-
tos, datos del proyecto en el que se enmarca el trabajo).
En esta versidon se reemplazaran las citas y referencias
bibliograficas por «Autor, 2012» o «Autor y otros, 2012».
En las referencias bibliograficas propias se debe eliminar
el titulo y el nombre de la revista o el titulo del libro
donde se publica.

. Se admiten diversos tipos de trabajos: tedricos, informes
de investigaciones, divulgacion, innovacién didactica...

. Junto con el articulo se remitira un resumen (maximo de
600 caracteres incluyendo espacios), una traduccion del
mismo y del titulo en inglés, y cinco palabras clave jerar-
quizadas (en castellano e inglés).

Ejemplo: Investigacién didactica, Algebra, Modelizacién

y dificultades, Ensefianza y aprendizaje, Secundaria y

bachillerato.

El texto ird una sola columna y tendra una longitud maxima
de 25000 caracteres sin contar espacios pero incluyendo
las tablas, las figuras y los anexos.

Los esquemas, dibujos, gréaficas e imagenes seran envia-
dos preferentemente en formato TIF o EPS, aunque serd
admisible el formato JPEG, de modo que, a una resolucion
minima de 300 ppp, la imagen tenga un tamafio minimo
de 7 x 7 cm, y en color original. Se adjuntaran en una car-
peta aparte del documento del texto, ya que las imagenes
incrustadas en el texto no son vdlidas para su posterior
edicion. Cada archivo estara claramente identificado y se
indicara en el texto el lugar donde se ubica. De igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracion, éste se re-
sefiard en la hoja donde aparece la ilustracion.

. Sialguna expresion no se puede escribir con los caracte-
res disponibles en la fuente Times New Roman, se in-

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

cluird, con un editor de ecuaciones, fuera del texto. Si
esto no fuera posible, se incorporara como imagen. En
tales casos se indicara el lugar que ocupan las formulas
en el texto, haciendo referencia al nombre del archivo
que las contiene.
Las referencias bibliograficas se dispondran al final del ar-
ticulo, por orden alfabético de apellidos, indicando
autor(es), afio, titulo del libro (en cursiva), editorial y lugar
de edicion.
Ejemplos:
GOwmEz, E. (1990), Titulo, Editorial, Lugar de edicion.
GOwmEz, E. (1990a), Titulo, Editorial, Lugar de edicion.
GOMmEz, E., y J. PErRez (1990), Titulo, Editorial, Lugar de
edicién.
GOMEZ, E., J. PErRez y D. HERNANDEZ (1990), Titulo, Editorial,
Lugar de edicion.
En los articulos de revistas y capitulos de libro se seguira
la pauta que se muestra a continuacion:
GOMmEz, E. (1990), «Titulo», Revista, n.° 31, 35-56.
GOwmEz, E. (1990), «Titulo», en J. Pérez (ed.), Titulo, Edi-
torial, Lugar de edicion, 13-23.
Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indica-
ran con el apellido del autor y el aiio entre paréntesis. Por
ejemplo: «[...] supone un gran avance (Hernandez, 1992)».
Si el autor aparece explicitamente en el texto, tan sélo se
pondra entre paréntesis el afio. Por ejemplo: «[...] segun
Rico (1993)».
Si se cita una referencia de mas de tres autores se puede
citar el primero seguido de la expresion y otros. Por ejem-
plo: «Bartolomé y otros (1982)», «Gelpi y otros (1987)».
Pero en la bibliografia deben aparecer todos los autores.
Todas las referencias bibliograficas deben corresponder a
menciones hechas en el texto.
Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativa-
mente con superindices a lo largo del articulo y se incluiran
al final del texto.
A la recepcion del trabajo se enviara un correo electrénico
como acuse de recibo.
Cada trabajo serd remitido a dos asesores para ser eva-
luado. Estos no seran informados de la identidad del
autor o autores del trabajo, aconsejaran la conveniencia
o no de la publicaciéon del trabajo o recomendaran posi-
bles modificaciones acordes con las normas y criterios de
Suma.
Si los dos informes son positivos, el articulo sera publi-
cado. Si los dos informes son negativos, se desestimara
su publicaciodn. Si existe discrepancia entre los informes,
se solicitara un tercer informe que decidird su publicacion
o no.
Posteriormente, se notificara a los interesados la acepta-
cion o no del articulo, asi como —en caso afirmativo— la
posible fecha de su publicacién. En ese momento los au-
tores se comprometerdan a retirar el articulo de otras pu-
blicaciones a las que lo hayan remitido.
No se mantendra correspondencia sobre las causas de no
aceptacion de un articulo.
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Boletin de suscripcion

Tarifas Suscripcién anual  Numero suelto Monografia
Particulares 25€ 10€ 15 €

Centros 40€ 15 € 15€
Europa 50 € 20 € 15€
Resto del mundo 60 € 22 € 15€

Fotocopiar esta hoja y enviar:
por correo a: Revista Suma. Apartado de correos 286
08911 Badalona (Barcelona)
por Faxal: (+34) 912911879
por correo-e a: administracion@revistasuma.es

Deseo suscribirme a la revista Suma:

Nombre y apellidos: NIF/CIF:
Direccion: Teléfono:
Poblacion: CP:
Provincia: Pais:
Correo electrénico: Fax:
Importe (€)

[J Suscripcion a partir del afio (3 nimeros)
[0 N.>sueltos

Total

[J Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto)

[ Transferencia bancaria (CC 0081-0024-83-0001496357) Fechay firma:
[J Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista SUMA

[ Giro postal dirigido a Revista SUMA

Nombre y apellidos:

Codigo Cuenta Cliente: Entidad: L1111 Oficina: L1 1] pc: Lo cuenta: Lottt 1 1111

Banco/Caja:
Agencia n.2: Direccidn:
Poblacion: Provincia:

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que, periddicamente, les pre-
sentara la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el pago de mi suscripcién a la re-
vista Suma.

Atentamente (fecha y firma):

Conforme a lo establecido en el art. 5 de la Ley Organica 15/1999 de Proteccién de Datos de Caracter personal, le informamos que los datos de caracter personal que Usted ha facilitado de forma
voluntaria se incorporardn a un fichero automatizado cuyo responsable es la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM), con el fin de llevar a cabo la gestion
integral de nuestra relacién comercial, cobrar tarifas, contactarle y enviarle informacién que pueda ser de su interés, estando prevista la comunicacion de los mismos a aquellos profesionales y/o
empresas que intervienen en la gestion del servicio solicitado, descritos en el Documento de Seguridad. Si no nos manifiesta lo contario entenderemos que Usted consiente el tratamiento
indicado. Puede ejercitar sus derechos de acceso, cancelacion, rectificacion y oposicion, mediante escrito dirigido a la direccion postal de SUMA junto con una fotocopia del DNI.
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