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al como comentamos en la primera entrega de 97
esta seccion dedicada a las Matematicas en Pri- s +1
maria, nuestra intencion es la de analizar dinamicas
de clase centradas en la conversacion y la comuni-
cacion: ¢qué actividades podemos proponer para
generar estas dinamicas en clase?, ¢qué preguntas
podemos formular para fomentar las discusiones?,
¢qué modelos podemos presentar a los alumnos
para ayudarlos a pensar y a comunicar sus razona-

mientos?

En esta segunda entrega, continuamos haciendo
propuestas en este sentido, ahora centrandonos en
un tema del bloque «Espacio y Forma» con la misma
intenciéon de dar a nuestros alumnos y nuestras
alumnas un papel protagonista en la construccion
de su aprendizaje a partir de actividades en las que
ell@s tienen la palabra.

Describir el entorno

En el real decreto 1513/2006 en el que se estable-
cen las enseflanzas minimas (LOE) para la educa-
cién primaria podemos leer: «lLa geometria es des-
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cribir, analizar propiedades, clasificar y razonar y
no solo definir. El aprendizaje de la geometria re-
quiere pensar y hacer, y debe ofrecer continuas
oportunidades para clasificar, construir, dibujar,
modelizar y medir, desarrollando la capacidad para
visualizar relaciones geométricas». Pero ademas es-
pecifica como un objetivo para la ensefianza de las
matematicas: «Identificar formas geométricas del
entorno natural y cultural, utilizando el conoci-
miento de sus elementos y propiedades para des-
cribir la realidad y desarrollar nuevas posibilidades
de acciény». En ambas frases se insiste en considerar
la descripcién como el elemento fundamental del
trabajo en geometria en un marco de competencias
y en destacar como objetivo principal de ese trabajo
dar herramientas a los alumnos para que ell@s pue-
dan tener la palabra en el momento de describir su
entorno.

Aunque una parte importante del tiempo que se
dedica en la escuela a trabajar con figuras tridimen-
sionales se invierte en poner etiquetas a un cierto
grupo de estas figuras (cubos, esferas, piramides,
conos, ...) el reto que tenemos como maestros esta
en que las descripciones del entorno no se limiten a
asignar nombres a diferentes tipos de figuras geo-
métricas. Es importante que se conozcan los nom-
bres de las figuras, pero mas importante es que se
integren con normalidad esos términos matematicos
precisos en la comunicacion cotidiana con el obje-
tivo de informar mas y mejor.

Describir poliedros

Aunque en el entorno no sélo hay poliedros cree-
mos que, analizando la manera en que trabajamos
este tema en el aula, podremos darnos oportuni-
dades para reflexionar sobre qué tipo de descrip-
ciones queremos que nuestros alumnos realicen
del mundo en tres dimensiones en el que vivimos.
Por supuesto que queremos que no digan rectan-
gulo cuando se trata de un prisma ni triangulo
cuando se trata de una piramide. Pero queremos
mucho mas:
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a) Queremos que las etiquetas aprendidas
no solo sirvan para identificar, sino para
describir objetos del entorno. Por ejemplo,
ante una edificacién como la mostrada en
la imagen 1 podrian decir que esta for-
mada por dos médulos, un prisma de base
cuadrada y sobre él una piramide cuadran-
gular; ante la necesidad de describir una
caja de chocolate como la de la imagen 2,
alguien que jamas haya visto una podria
presentarla como un prisma de base trian-
gular; y podrian mencionarse los prismas
cuadrangulares oblicuos al describir un
edificio como el de la imagen 3.

Imagen 1

Imagen 2

Imagen 3

b) Queremos también que las etiquetas
aprendidas no se apliquen unicamente a
los casos mas prototipicos sino a todos
los que cumplen los requisitos para ello.
Por ejemplo, deseamos que un alumno
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sea capaz de poner la etiqueta «prisma» a
un poliedro que tiene dos caras iguales
paralelas y todas las demas rectangulares,
aunque no lo vea apoyado sobre una de
las caras que jugaran el papel de bases
(por ejemplo, los poliedros representados
en las imagenes 4 y 5 corresponden a pris-
mas de base trapezoidal y pentagonal res-
pectivamente). Para que esto suceda de-
berfamos presentar a los alumnos los
cuerpos en distintas posiciones: apoyados
sobre diferentes caras, colgados del techo,
haciendo equilibrio sobre una arista, etc.

Imagen 4

Imagen 5

En una posterior aproximacion a la nocion
de prisma puede interesarnos que asignen
a estos poliedros la etiqueta «prisma recto,
ya que sus caras laterales no son paralelo-
gramos cualesquiera. Pero aqui queremos
enfatizar la importancia de independizar
la identificacioén de figuras de la posicion
en la que éstas se presentan.

Tocar y mirar

Para promover estas respuestas no pode-
mos usar en el aula unicamente los recut-

e

sos que se comercializan en plastico o madera y
menos aun restringirnos a las imagenes que sobre
poliedros usuales incluyen los libros de texto, sino
que debemos integrar el uso de figuras tridimensio-
nales cotidianas como son los envases, fotografias
de objetos conocidos por los alumnos, construc-
ciones realizadas por ellos con diferentes materiales,
etc. En resumen, debemos oftrecer a los alumnos
un amplio y rico universo de ejemplos.

No sélo las familias de prismas y de piramides han
de formar parte del muestrario de poliedros de nues-
tra clase:

a) Porque en su entorno no se encontraran unica-
mente este tipo de poliedros.

b) Porque aunque no sean tan corrientes en el en-
torno, en matematicas hay otras familias importantes
de poliedros como los regulares, las bipiramides o
los antiprismas. En las imagenes 6 y 7 podemos ver
representaciones planas de elementos de estas dos
ultimas familias provenientes de la galerfa de polie-
dros transparentes que se pueden encontrar en la
Wikipedia.

Imagen 6

Imagen 7

¢) Porque restringiéndose a prismas y piramides se
corre el riesgo de sobregeneralizar propiedades. Por
ejemplo, los alumnos podrian llegar a pensar que no
hay poliedros que tengan mas caras que vértices.

Antes mencionabamos las imagenes de poliedros
como integrantes del universo de ejemplos y cree-
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DESCRIBIR POLIEDROS CONTANDO CARAS, ARISTAS Y VERTICES
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mos que vale la pena detenernos un momento en
esta cuestion. Ni en el libro de texto, ni en las fichas
que preparamos para nuestros alumnos, ni en sus
libretas, ni en la pantalla del ordenador podemos
tener figuras tridimensionales, sino sus representa-
ciones planas. Es por este motivo que ad-

quiere tanta importancia incluir en el trabajo

de clase la interpretacion y la elaboracion de
representaciones planas de poliedros.

Hay muchos aspectos relacionados con estas
representaciones que creemos que vale la

pena discutir con nuestros alumnos. Ponga-

mos un ejemplo muy elemental. Lo que vemos en
la imagen 8 son dos representaciones de un cubo,
¢qué tienen que decir nuestros alumnos respecto a
los siguientes puntos?

1. Las 6 caras del cubo son cuadradas, pero en la
representacion no se ven todas y, de las que se ven,
algunas (todas, en el segundo caso) aparecen defor-
madas. ;Qué forma tienen los cuadrilateros que re-
presentan estas caras?

2. El cubo tiene 12 aristas pero en la representacion
no se ven todas. Si fuera transparente si se verfan y
en la imagen aparecerian representadas de alguna
manera en que podriamos diferenciarlas de las de-
mas (por ejemplo, con lineas punteadas). ;Donde
aparecerfan estas lineas?, sserfan paralelas a las lineas
que representan a otras aristas?, ise conservarfa tam-
bién la perpendicularidad?

3. De los 8 vértices del cubo, en la representacion
solo se ven 7. Si el prisma fuera transparente, ;donde
se ubicarfa el octavo vértice?

Imagen 8

Antes de continuar con las representaciones planas
de poliedros, nos gustarfa comentar una anécdota
ilustrativa y que esta impregnada de la motivacion
que nos impulsa a dar a los alumnos la palabra du-
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rante las clases de matematicas. Una estu-
diante de Magisterio, durante sus practicas
en una clase de cuarto de primaria, pro-
puso en un examen escrito la tarea que
aparece en la imagen 9.

Imagen 9

Al repasar con su tutor las anotaciones
que habia realizado a los examenes reco-
gidos, apareci6 el caso de un alumno que
habia clasificado los tres primeros cuadri-
lateros como cuadrados. La estudiante ha-
bia indicado como errénea la clasificacion
de la tercera figura pero al verlo, su tutor,
le sugirié que «hiciera hablar al alumno
sobre la respuesta que habfa dado para
poder comprender qué lo habfa condu-
cido al error. Asi lo hizo y la justificacion
que recibi6 del alumno fue:

Es un cuadrado como la cara de arriba de un
cubo.

La anécdota nos alerta sobre lo cuidado-
sos que debemos ser en el momento de
trabajar la interpretacion de representa-
ciones planas de poliedros cuando éstas
se realizan utilizando dibujos en perspec-
tiva.

Con relacion a las imagenes que apare-
cen en la pantalla del ordenador vale la
pena incluir en el universo de ejemplos
de poliedros las imagenes animadas que
dan una nueva perspectiva a la relaciéon
entre poliedros y sus representaciones
planas.

Enlaimagen 10 hemos capturado un «ins-
tante» de estas imagenes animadas que
pueden verse en:

www.wikimedia.org/wiki/
File:lcosidodecahedron.gif
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Pero creemos que podemos ir mas alld en el estudio  Novevere
de las caras en el momento de describir un poliedro.

Dos ejemplos:
a) ¢Qué angulo forman dos de sus caras?

En el caso de los prismas rectos la respuesta es
facil, pero la medicién del angulo entre dos caras
de otro tipo de poliedros merece atencion.

Una manera de hacer estas mediciones es usando
Imagen 10 un medidor de angulos casero: una especie de libro
de dos hojas con el que «rodear» el poliedro a lo
largo de una arista y que permite, resiguiendo las
hojas de este «libro» sobre un papel, dibujar el angulo

Caras, aristas y vértices . . .
y medirlo como se hace habitualmente (imagen 12).

Durante la descripcion de poliedros po-

demos centrarnos en sus tres elementos

fundamentales. En el caso de las caras no

nos interesa unicamente cuantas son, sino

también qué forman tienen.

101

LLa imagen 11 muestra una actividad en la p

que se propone a alumnos de segundo de !

primaria la identificacién de la forma de

las caras de diferentes poliedros (Barba, Imagen 12

D. y M. Torra (1981), Dado: Matemiiticas 2°

E.G.B, Tlustraciones: Picanyol, Editorial En este sentido, las experiencias que hemos realizado
Barcanova, Barcelona). preguntando a alumnos qué angulo forman

dos caras de un tetraedro regular evidencian
la necesidad de dedicar un tiempo explicito
a este tipo de analisis. El primer problema
que encontramos es diferenciar el angulo en-
tre dos caras del angulo formado por dos la-
dos de una misma cara triangular. Resuelto
este primer escollo y previamente a hacer la
medicion, se presenta la dificultad de hacer
una estimacion de la medida del angulo entre
caras: ses mayor o menor a 60°? Por dltimo,
y posterior a la medicién, sobreviene la sor-
presa de que el angulo obtenido no sea nin-
gun entero' (entre 70°y 71°).

b) ¢Se puede apoyar el poliedro sobre cual-
quiera de sus caras?

Para los poliedros que tienen presencia ha-
bitual en el aula la respuesta es afirmativa.

Imagen 11 Pero si damos a los alumnos la posibilidad

DESCRIBIR POLIEDROS CONTANDO CARAS, ARISTAS Y VERTICES
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de construir libremente poliedros a partir de dife-
rentes materiales, aparecen muchos poliedros para
los cuales hay alguna cara sobre la que no se puede
apoyar el cuerpo. Por ejemplo, el prisma en la imagen
13. Este tipo de practicas favorece la discusion sobre
la relacion existente entre esta posibilidad y el hecho
de que el poliedro sea convexo.

Imagen 13

Sobretodo, vemos en el estudio de las caras una
primera aproximacion a los desarrollos planos de
los poliedros y vemos en los desarrollos otra manera
de describir coémo es el cuerpo y no sélo un recurso
para construir modelos de cartulina.

Por ejemplo, podemos imaginar y explicar como es
el nuevo envase de un cierto producto a partir el
desarrollo que aparece en la imagen 14.

Imagen 14

En el caso de los vértices tampoco nos interesa Gni-
camente su numero. También importa el orden de
cada vértice, o sea, la cantidad de aristas que llegan
a él. Alguien podria considerar que no es importante
discutir sobre el orden de un vértice en primaria,
pero merece la pena considerar este concepto, ya

que:
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a) Es fundamental, por ejemplo, para en-
tender por qué una bipiramide formada
por 6 triangulos equilateros no es un po-
liedro regular aunque todas sus caras sean
poligonos regulares iguales.

b) Surge naturalmente cuando se trabaja
con materiales manipulativos de construc-
cion a partir de caras y vértices en que és-
tos tienen «patitas» que se meten en las
aristas, como el de la imagen 15.

Imagen 15

Construir, imaginar, deducir

Para estudiar caras, aristas y vértices de
un poliedro, ademas de mirarlos y tocarlos,
es valioso que los alumnos los construyan.
Histéricamente, en las escuelas, esto se
ha hecho a partir de sus desarrollos en
cartulina (como minimo el del cubo). De-
berfamos mantener esta practica, pero
también extenderla y construir poliedros
con otros materiales.

Dado un desarrollo se puede pedir a un
alumno que lo recorte y construya el po-
liedro correspondiente; o se le puede pedir
que lo copie en su cartulina primero, des-
pués lo recorte, y lo construya. Pero a
partir de un desarrollo puede hacer mas
cosas que construir. Se le puede pedir que
imagine el poliedro correspondiente y res-
ponda algunas preguntas. En las imagenes
16 y 17 se pueden ver un par de ejemplos
de una actividad de este dltimo tipo.
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vértices tal como se ve en la imagen 18. O se pueden  Novewer:
usar trocitos de alambre y bolitas de plastilina u

otros materiales que tengamos al alcance.

Imagen 16 Imagen 18

También hay materiales que resaltan el papel de las

caras. En este sentido, el Po/ydron (imagen 19) es un

material comercial; y el Plor (imagen 20), es un ma-

terial que podemos construir Nosotros mismos para

tener en el aula.

10 %

St
1

Imagen 17

Pedir a los alumnos que generen sus pro-
pios desarrollos es ir un paso mas alld. Y
aprender a hacerlo pasa por una serie de

Imagen 19
etapas, la primera de las cuales podria ser
dibujar las caras «separadas» y unirlas de
manera correcta utilizando cinta adhesiva
para llegar después a dibujar un desarrollo
con caras unidas y pestafias bien coloca-
das.
Ademas de la construccion de poliedros
a partir de sus desarrollos también se pue-
den utilizar otros materiales, comerciales
o caseros, de dos tipos. Imagen 20
Hay materiales que resaltan el papel de
las aristas y los vértices. Ya mencionamos Con estos materiales en el aula pueden organizarse
uno de ellos: Volumes a construire (imagen actividades como la redaccion de «albaranes» para
15), pero no necesitamos restringirnos a solicitar al maestro los elementos necesarios para
materiales comerciales: podemos construir construir un poliedro determinado de manera que
poliedros usando palillos para representar no tengan que pedir mas material ni que les sobre.
las aristas y guisantes para representar los Por ejemplo, para obtener una piramide hexagonal.

DESCRIBIR POLIEDROS CONTANDO CARAS, ARISTAS Y VERTICES
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Si se dispone de un material como Volumen a cons-
truire, deben pedir 6 aristas de una medida, 6 de
otra, 6 vértices de 3 patitas y un vértice de 6 patitas.
Con el Phot deben pedir un hexagono, 6 triangulos
isosceles iguales y 12 bandas elasticas para unirlos.

Pero para contar las caras, las aristas y los vértices
de un poliedro no siempre es necesario tenerlo de-
lante para mirarlo o para tocarlo (en ocasiones puede
llegar a ser hasta contraproducente, basta imaginar
a un alumno intentando contar los vértices de un
icosaedro que tiene en las manos). También pueden
contar estos elementos imaginando el poliedro o
pueden deducir las cantidades a partir de los patro-
nes que verifican estos nimeros dentro de una
misma familia. Veamos algunos ejemplos:

a) Se puede mostrar un cubo a un alumno y propo-
nerle que con su imaginaciéon trunque un vértice
(haga un corte plano que lo elimine). El resultado es
un nuevo poliedro del que se pueden contar sus ele-
mentos. Ha aparecido una nueva cara que en el cubo
no estaba; por tanto, ahora hay 7 caras. Ha desapa-
recido uno de los vértices del cubo, pero han apare-
cido 3 nuevos dejando un total de 10 vértices. De la
misma manera ha desaparecido una arista, pero se
han generado otras 4 dejando un total de 15 aristas.
Una actividad similar se puede realizar truncando
mas de un vértice o truncando aristas (y para aquellos
alumnos a los que cuesta un poco mas imaginar,
siempre nos queda el recurso de «construim un cubo
con una patata y hacer los truncamientos sobre ella).

b) Se puede analizar que en las bipiramides triangu-
lares hay 9 aristas; en las bipiramides cuadradas, hay
12 ; en las pentagonales, hay 15; y a partir del analisis
de este patron deducir que las bipiramides octago-
nales tendran 24 aristas. Lo mismo puede hacerse
con relacion al nimero de vértices y caras de las bi-

1 Una manera de afrontar esta sorpresa es complementar la actividad de
la medicién de los dangulos entre las caras de un tetraedro regular con la me-
dicién del angulo que forman dos caras del octaedro regular. En el segundo
caso la medida obtenida tampoco es un ndmero entero, pero sumado al
valor obtenido en el tetraedro da exactamente 180°. Esto se puede com-
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piramides, prismas, piramides y antipris-
mas (aunque este tltimo caso seguramente
sobrepasa las expectativas para Primaria).

Se pueden contar el nimero de aristas de
un dodecaedro regular razonando de la
manera siguiente. Un dodecaedro regular
tiene 12 caras pentagonales. Como cada
cara aporta 5 aristas, las 12 caras aportan
5+12=060 aristas. Pero cada una de ellas
pertenece a dos caras por lo que en el 60
estamos contando dos veces cada arista,
lo que nos permite deducir que un dode-
caedro regular tiene 30 aristas®.

Reflexion final

En la primera entrega de esta seccion dis-
cutimos la manera en que un modelo como
la linea numérica vacia permite a los alum-
nos pensar y comunicar sus razonamientos
aritméticos. Ahora hemos desplazado nues-
tra atencion al uso de material manipulativo
como un catalizador para que los alumnos
comuniquen sus razonamientos geométri-
cos mediante descripciones. Hemos pro-
puesto que el aprendizaje de vocabulario
geométrico deje paso a actividades centra-
das en la descripcion del entorno y que el
estudio de una rica coleccion de poliedros
se convierta en una oportunidad para que
los alumnos hablen de Geomettia en un
ambiente de retos: imaginando nuevas fi-
guras, contando sus elementos y buscando
regularidades entre ellos.

DaviD BARBA URIACH
Universitat Autonoma de Barcelona

Ceciua CaLvo Pesce
Escola Sadako, Barcelona
<tienenlapalabra@revistasuma.es>

probar poniendo un poliedro junto al otro y verificando que
encajan perfectamente.

2 Se pueden complementar estos ejemplos en Calvo, C. (2011),
«Reflexiones sobre la gestion de una clase de Matemdticas»,
Actas del 3.¢" Congreso Uruguayo de Educacion Matemdtica.



