Unicamente el conocimiento de todas las propor-
ciones que dominan en la musica, tanto conside-
rando la armonia como el compas, no es suficiente
para excitar el sentimiento del placer. Es necesario
algo més, que nadie hasta ahora ha manifestado®.

Leonhard Euler (1707-1783)

Euler y su interés
por la musica

VICENTE LIERN CARRION

e Leonhard Euler (1707-1783) se ha escrito mu-

cho en ésta y otras publicaciones, asi que no
voy a descubrir a estas alturas su brillantez en todos
los campos de la matematica y de la fisica. Sin em-
bargo, un aspecto menos tratado es su interés por
la musica. En el debut de Musymaticas, incorporamos
discretamente algunas de las aportaciones de Euler
acerca de la conveniencia de usar el numero 7 en la
musica (Liern, 2008). Pero a veces, como en este
caso, se tiene el privilegio de que sea algun lector
quien te sugiere ahondar mas en algun aspecto que
puede resultarnos interesante. Esto, ademas de la
satisfaccion de hacerte sentir acompafiado en la sec-
cion, te anima a dar una respuesta mas elaborada.

En 1726 Euler finaliz6 su doctorado con una tesis
sobre la propagacion del sonido, titulada De Sono?,
en la que ya podian vislumbrarse las inquietudes
del autor por la musica, entendida como una parte
de la acustica. Sin embargo, pronto se ocup6 di-
rectamente de la musica como un fenémeno con
entidad propia y en 1731, a la edad de veinticuatro
afios, ya habia escrito Tentamen novae theoriae musicae.
Su objetivo era encontrar una regla general con la
que expresar el orden oculto de los distintos grados
de consonancia, de la armonia y de la musica en
general.



Entre la extensisima produccién de Euler, al menos
siete de sus articulos y dos libros estan relacionados
directamente con la musica’, pero siempre se con-
sideraron demasiado matematicos para los musicos
y no tuvieron la repercusion esperada entre los ar-
tistas de su época. De hecho, en ocasiones se le ha
visto desde la musica como «poco preocupado por
los fendmenos acusticos y las preferencias del oido,
interesado unicamente por el aspecto matematico
de la definicion de las escalas» (Lattard, 1988). Sin
embargo, esta sensacion desaparece cuando se ana-
liza la innegable influencia de sus aportaciones entre
los tedricos del siglo XVIII.

Una época apasionante

Euler vivié en una época de plena efervescencia cien-
tifica y artistica. Como buen ilustrado, estaba con-
vencido de que todo placer musical viene de la per-
cepcion de la perfeccion que deriva del orden; donde
no hay orden no hay perfeccion. Para €l, lo interesante
de la musica es que las estructuras no se conocen a
priori, sino que debemos llegar hasta ellas a través
del estudio de sus partes (Goldaraz, 2004), como po-
demos conocer el término general de una progresion
cuando conocemos algunos de sus términos.

Si a la capacidad cientifica de Euler le afadimos el
haber compartido época con Leibniz, Newton, los
Bernoulli o D’Alembert, entendemos mejor el interés
de Leonhard por dar una explicacion a la revolucion

musical que Saveur, Bach o Rameau esta-
ban llevando a cabo. Surgen asi trabajos
suyos con titulos tan explicitos como Du
véritable caractere de la nmusique moderne (Euler,
1766b), en los que el autor se ve en la ne-
cesidad de hacer un analisis del panorama
musical y cientifico que le rodeaba. Por un
lado, algunos tedricos se aferraban a prin-
cipios historicos que clasificaban de forma
rigida las consonancias, las disonancias o
las reglas de la armonfa y por otro lado,

Obras de Euler con contenido musical

tanto la ciencia como la practica musical
invitaban a transgredir estos principios.

Hasta el siglo Xvi1, las afinaciones que se
usaban normalmente en los estudios teo-
ricos eran la pitagorica y la Justa Entona-

ci6én. En estos sistemas de
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Cronologia de algunos matematicos y tedricos de la musica de la época de Euler

que se muestran mas

abajo (tabla 1).



Como la frecuencia de partida era 264Hz,
estas notas son las de la octava do,-do,.
Para trasladarlas a otra octava, no hay mas
que multiplicar por una potencia de 2 ade-
cuada. Asi, si queremos subirlas n octavas,
multiplicamos sus valores por 27, con # un
namero entero.

Pero Euler no podia ignorar que en la
musica que se estaba haciendo en su época
se usaban intervalos que habian estado
prohibidos tradicionalmente, como la sép-
tima. Por esta razon, él fue uno de los
cientificos que, contrariamente a lo que
decia Leibniz, aceptaba mas primos para
generar intervalos (y con ellos notas afi-
nadas): el numero 3 para la quinta, el 5
para la tercera y el 7 para la séptima.

Se sostiene generalmente que no nos servimos
en la musica mas que de las proporciones com-
puestas por estos tres numeros primos 2,3y 5
y el gran Leibniz ha advertido ya, que en la mu-
sica no se ha aprendido aln a contar mas alla
del 5; lo cual es incontestablemente cierto en
los instrumentos afinados seguin la armonia.
Pero, si mi conjetura se cumple, se puede decir
que en la composicion se cuenta ya hasta el 7
y que el oido estd ya acostumbrado; es un
nuevo género de musica, que se ha comenzado
a usar y que era desconocida por los antiguos.

En el articulo del que esta extraida esta
cita, Conjecture sur la raison de quelques disso-
nances généralement regues dans la musique (Eu-
ler, 1766a), no se contenta sélo con esto,
sino que propone todas las combinaciones
de los primos 2°3™5P 6 2°3m5P74 (Ayala-
Velazquez; Lonngi, 2008) como los gene-
radores de una infinidad de sistemas de
afinacién conocidos como géneros de Euler

(Lattard, 1988). Lo cierto es que la poca operatividad
de la propuesta, excepto para los sistemas que ya
eran conocidos, hizo que permaneciesen como una
aportacion tedrica sin muchas repercusiones.

Calculando la suavidad de la musica

De las aportaciones de Euler a la musica, la que
mas repercusiones y controversias ha tenido ha sido
su calculo de las consonancias. Aunque nunca es
facil establecer una definicién unanime e inmutable
de sonidos consonantes, podemos aceptar la que el
propio Leonhard Euler dio en la carta que escribio
a Pederica Carlota Ludovica von Brandenburg
Schwedt, princesa de Anhalt Dessau (1745-1808):

Carta V: Del Unisono y de las Octavas:

«[...] Vuestra Alteza comprendera facilmente que
cuanto mas simple sea la proporcién [entre las
frecuencias], o expresada con menores numeros,
mas distantemente se presenta al entendimiento
y presenta un mayor sentimiento de placer [...]».

3 de mayo de 1760

Hay que reconocer que, a primera vista, puede resultar
paraddjica la forma de explicarle a la princesa el con-
cepto de consonancia. En esencia, lo que queria ha-
cetle entender es que cuando una proporcion precise
de pocos razonamientos, cuando mas rapidamente
se perciba, mayor sera el placer que proporciona, y
que esto sucede cuando los numeros son pequefios.

En esta carta® se establecia con casi un siglo de an-
telacion lo que después se conocetia en musica como
Teorema de Tyndall: «Cuanto mas simple es la rela-
cién de las frecuencias de dos sonidos, mas conso-
nante sera el intervalo que formany.

Do Do# Re Mib Mi Fa Fa# Sol Sol# La Si® Si
12 notas EE N N S S A SR I S S
pitagdricas oM 23 33 26 3 29 9 212 2% 32 7
Zmotas s 3 33 5 22 2 3 5 5 3 35
Justa 322 22 5 22 3 322 2 2 3 5 2%
entonacion

Tabla 1. Afinacidn pitagorica y justa entonacion



Utilizando este criterio, se puede ordenar las con-
sonancias. Por ejemplo, vistas de mayor a menor
consonancia tendriamos las siguientes:

1/1 Unisono > 2/1 Octava > 3/2 Quinta > 4/3 Cuarta > 5/4
Tercera mayor > 5/3 Sexta mayor > 6/5 Tercera menor >
8/5 Sexta menor > ...

Fiel a su idea de que cuanto mas diste de tener que
ser entendido mayor serd la consonancia de un in-
tervalo, Euler calcula el grado de suavidad, Gradus
Suavitatis, que existe entre dos o mas sonidos. La
forma de expresar el grado entre los sonidos 7 y 7
sera GS(n,m) o GS(n:m). Por propia construccion,
un grado de suavidad 7 entre dos sonidos, por ejem-
plo, indica que la percepcién es menos consonante
que si el grado de suavidad fuese 6.

Con el método propuesto puede hallarse el grado de
suavidad no sélo de una fraccion (intervalo musical)
o de una serie (acorde), sino que se puede extender a
una melodia, un contrapunto, o cualquier porcion de
musica que pueda expresarse con fracciones.

CAsO 1: La razén 1:2" tiene grado de suavidad #+7.

CAsO 2: La razén 1:p tiene grado de suavidad p,
siempre que p sea primo.

CAso 3: Si el grado de suavidad de 1:p es p, 1a razén
1: 2% tiene grado p+n.

CAsO 4: La razéon 1: pg (con p y g primos) tiene
grado de suavidad p+¢-7.

Una vez admitidos los grados de suavidad para un
ndmero primo o una potencia de dos, el resto de gra-
dos se obtienen con razonamientos netamente mate-
maticos’. Asi, cuando las relaciones de las que quere-
mos conocer la suavidad no estan representadas por
nameros primos, debemos extender los criterios an-
teriores a cualquier nimero natural N. Para ello, en
primer lugar se hace la descomposicion en factores
primos. Para calcular el grado de suavidad de la razén
1:N recurrimos al producto de primos de su descom-
posicion. En este caso, el grado de suavidad se calcula
como explicamos a continuacion (Godaraz, 2004):

CASO 5: Dada la razén del tipo 1:IN, siendo N cual-
quier nimero natural con descomposicion en pro-
ducto de factores primos N=p * - p - .- p ¥ su
grado de suavidad es:

k(o =1)+k(p, = 1)+t k (p,—1)+1

CAsO 6: El grado de suavidad entre tres
nameros 1:p:¢ (un acorde formado por so-
nidos cuya relacion es 1:p:g), es el mismo
que el de 1: pg. Entre cuatro numeros, 1:p:q:r
se percibe como 1: pgr, y asi sucesivamente.

CASO 7: Si hay repeticion de numeros pri-
mos se cuentan como el mismo. La razén
1:p:;p se percibe como 1:p. La razén
1:prgrps equivale a 1: pgr o, dicho de otra
manera, es la misma que la razén entre 1
y el minimo comun mdaltiplo de pr, gr, ps.

Aunque esta casuistica result6 util al autor
para que los razonamientos musicales y
aritméticos se introdujesen de forma gra-
dual, en un lenguaje mas operativo puede
expresarse de forma mucho mas sencilla.
Para calcular el grado de suavidad entre in-
tervalos musicales, es decir entre relaciones
a/b siendo a y b nimeros cualesquiera, se
puede calcular de la forma siguiente.

Dada la fraccién «/b, consideramos la
fraccién irreducible equivalente p/¢, cal-
culamos N=wmem(p, q), y su descomposi-
cion en factores primos:

N = pt X pie XX ple
El grado de suavidad entre a y & (o del in-
tervalo @/ b) se define como:

GS(a,0)=k (p,=1)+..+ £, (p,~1)+1

A continuacién vamos a calcular el grado
de suavidad de algunos intervalos muy
conocidos: quinta justa, 3/2; cuarta justa,
4/3; y séptima «natural», 7/4.

GS(4:3)=2-(2-1)+1-(3-1)+1
GS3:2)=1-(2-1)+1-(3-1)+1
GS(T:4)=1-(7-1)+2-(2-1)+1

Esto significa que la quinta es mas con-

5
4
9

sonante que la cuarta y ésta a su vez lo es
mas que la séptima.

Sin duda se trata de un método sencillo
que permite calcular con facilidad el gradus



suavitatis de relaciones mas complejas. Por
ejemplo, si en lugar de intervalos queremos
calcular los grados de suavidad de acordes
tenemos que, para el acorde mayor 4:5:6 el
grado de suavidad es el de 1:60, es decir:

GS(4:5:6)=2(2-1)+1(3-1)+1(5-1)+1=9

Para los ocho primero armonicos,
1:2:3:4:5:6:7:8 solo hay que calcular el
grado de suavidad 1:840, que es 16, y asi

con cualquier sucesion de relaciones.

Si queréis calcular el grado de suavidad
entre cualquier par de nimeros naturales,
podéis utilizar la pagina:

<http://www.mathematik.com/index.html>

Se trata de una pagina desarrollada por el
profesor Oliver Knill, del departamento
de Matematicas de la Universidad de Har-
vard. En ella, ademas de una calculadora
on-line para determinar el grado de sua-
vidad, podéis encontrar la

tante, aceptar que podemos dar reglas generales de
percepcion a partir de la descomposicion en factores
primos resulta poco realista. Si a esto afladimos que
los sistemas de afinacién no tienen por qué basarse
en la relacion entre numeros naturales, parecetia que
la utilidad de estos trabajos es mas que cuestionable.

Sin embargo, a pesar del apriorismo de sus pro-
puestas, Euler hizo avanzar mucho la concepcion
de la teorfa musical. Desde mediados del siglo xviI
la separacion entre la teoria y la practica musicales
se estaba haciendo insostenible. Las reglas rigidas
de afinacién, de armonia o estructurales parecian
un tema de los tedricos, mientras que compositores
e intérpretes estaban dispuestos a saltarselas cons-
tantemente (Liern, 2008). Después de algunas re-
voluciones como habian sido E/ clave bien temperado
(1722, 1740) de Bach, era necesario un golpe de ti-
moén en un mundo en el que la ciencia se estaba im-
poniendo. Y para este cambio de rumbo, pocos es-
taban tan autorizados como Euler.

representacion de la fun-
cion GS(n, m).

Gradus Suavitatis

éValia la pena
el esfuerzo?

Es cierto que en matetia | " =
. ., 5
musical Euler dejé muchas | ™
. . Gam) &
cosas sin explicar. Por 3
’Sh]m\

ejemplo, el grado de sua- S

S

In western music an octave is devided into 12 equal steps. The fn

Euler's music theory assigns to a freq y ratio p/q a
suavitatis” which could be translated as "degree of pleasure”. G(p/q) is defined as 1+ sume; (p i-1),
where p ; arc the prime factors with multiplicity ¢; of the least common multiple of p and q. Lets look at
the little decime 12/5=p/q. Since lem(12,5)= 60=22 3 5, we have

C(12/5) = (1+ 2#14)1%(3-1)+1#%(5-1)) = 9

EESEEE

es form a geometric with factor 2 V12 This

multiplicative structure comes from the fact that the human ear listens lcgamhnuca]iy Rarional Frequcncy relations are
considered "harmonic” . A geometric sequence is translational invariant but can only approximate rational numbers. With 12

steps, this can be achieved well, berer for example than in Stockhausen's 5 !5 scale.

G(p@)=G(piq) called "gradus

Thc goomcmc scale wnh 12 steps interpolating the frequency doubling 1:2 allows to approximate some

"with p ", For example, 2 212 = 1.122462048 ... is close to 9/8=1.125. The

Vidad de a. b:[ es el mismo function G(n,m) can be determined with the online-calculator to the left (look at the source to see the implementation in

que el de f:ca. Sin em-

Javascript). Here is a Mathematica implementation of the Gradus Suavitatis:

Glp_,q_]:=Module[ {s=FactorInteger[LCM[p,q]]},1+5um[s[[k,2)]*(s[[k,1]))=-1),{k,Length(a]}]]

bang, estas dos situacio- which was used to plot the function G(nm) on the positive quadrant in the integer plane. The color encodes the value of G(n,m).

nes, que se conocen comMo
inversion de acordes, no
se percibe de igual forma.
Por otro lado, en estos
momentos, en los que la
psicoacustica es una area
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Habia conseguido zanjar cuestiones que permane-
cian sin resolver durante siglos. Por ejemplo, para
justificar por qué la razén 8:5 es mas consonante
que 7:4, a pesar de que la segunda se obtiene con
cifras mas pequefias, G. Zarlino (1517 — 1590) tuvo
que recurrir a la distincion aristotélica entre potencia
y acto o J. Kepler (1571 — 1630) utiliz6 razonamien-
tos geométricos que no llegaron a ser convincentes
(Goldaraz, 2004). Sin embargo, para Euler basta
con calcular el grado de suavidad de las razones.
Como GS(8:5)= 8 y GS(7:4)=9, el intervalo 8:5 es

mas consonante que 7:4.

Para entender la profundidad del cambio propuesto
por Euler no podemos analizar sus calculos como
un fenémeno aislado. En realidad, se trata de un
cambio de concepcion para determinar si los soni-
dos son consonantes o disonantes. A partir de sus
trabajos se produce un cambio explicito que pro-
porciona una gradacién de los intervalos sin esta-
blecer una ruptura drastica entre consonancia y di-
sonancia. Este hecho, junto con el prestigio del
autor hicieron que las aportaciones de Euler gozaran
de una amplia difusién y aceptacion entre los teori-
cos de la musica del siglo XVIII.
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1 Lacita se ha extraido de la Carta VIII: Sobre el atractivo de una bella musica, fechada el 6 de mayo de 1760 y publicada en Cartas a una

princesa de Alemania sobre diversos temas de Fisica y Filosofia.

2 Lladisertacion de la tesis puede verse en <http://www.17centurymaths.com/contents/euler/e002tr.pdf>

3 En <http://www.math.dartmouth.edu/~euler/>, pueden consultarse muchos trabajos de Euler on-line.

4 La carta entera esta publicada en Euler (1990).

5 Por ejemplo, Euler sostiene que el grado de suavidad de 1:pg es p+g-1 porque supone que GS(1:pq), G(1:q), G(1:p), G(1:1) son cuatro tér-
minos consecutivos de una progresion aritmética. Entonces, se verifica GS(1:pq) = G(1:p)+G(1:9)-G(1:1) (en este tipo de progresiones siempre
se verifica a,=a,+a,-a,). Como los grados de suavidad de 1:p, 1:q y 1:1 los conocemos, se tiene que GS(1:pg)=p+q-1.



