Estudio de los movimientos
en matematicas (1)

MARIANO REAIL PEREZ

ueremos comenzar la seccion de este nimero

felicitando al equipo de direccion anterior de la
revista Suma” por su dedicacion a lo largo de estos
cuatro afios y por todo lo que han aportado a esta
publicacion durante este tiempo. De la misma forma,
queremos deseatle al nuevo equipo todo lo mejor
en el camino que han comenzado y en el que, a
buen seguro, sabran realizar nuevas aportaciones y
seguir aumentando la calidad que afo tras afio ha
ido adquiriendo Swma". En esta tarea, nos unimos a
estos deseos intentando aportar nuestro granito de
arena desde esta seccion.

No podemos dejar pasar todos estos movimientos
que se han producido en Suma" para tratar precisa-
mente eso... los movimientos y algunas aplicaciones
y referencias TIC con los que se puedan ensefiar y
estudiar los mismos en el aula de matematicas. Para
el presente articulo nos hemos centrado en los mo-
vimientos en el plano, dejando para otra ocasién
los movimientos en el espacio.

En esta ocasion vamos a referenciar varios recursos
sobre los que daremos algunas pinceladas a modo
de introduccién. El caso de no tratar una en con-
creto es debido a que podemos encontrar muchas
referencias, tanto de aplicaciones como en Internet,
para esta tematica. Hemos seleccionado tres que
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pueden ser muy representativas y con las que se
cubre la tematica completa. Las tres referencias tie-
nen una caracterfstica comuin y es que, dado que
son aplicaciones basadas en HTMIL., Flash y Java,
pueden ser utilizadas con sistemas Linux y Win-
dows, ya que su ejecuciéon no depende del sistema
operativo que se esté utilizando. Las aplicaciones
que vamos a presentar en esta ocasion son las si-
guientes.

Movimientos en el plano

Comenzamos con la primera de las aplicaciones que
vamos a tratar que se denomina «Movimientos en
el plano». Este software fue creado por las profeso-
ras Teresa Ruiz Sanchez, Pilar Alvarez Lopez-Ro-
mero y Arantxa Cortabarria Aguirre. Ademas, en el
afio 2003 recibi6 el premio a materiales educativos
interactivos del Ministerio de Educacién. Este ma-
terial esta disponible en la siguiente direccién para
ser utilizado directamente:

<http://www.ite.educacion.es/w3/eos/MaterialesEduca-
tivos/mem2003/movimientos/>

También puede ser descargado para utilizarlo en el
aula sin necesidad de conexién a internet:

Movimientos
en el Plano

Imagen 1. Pantalla inicial de Movimientos en el plano
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<http://descargas.pntic.mec.es/contenidos/p
remios_curriculares/2004/zip_2004/movimi
entos_plano.zip>

Esta Aplicaciéon web nos ayuda a explicar
los conceptos basicos sobre transforma-
ciones en el plano: traslaciones, giros, si-
metrias, homotecias. Con ella también po-
demos estudiar los frisos y las teselaciones
del plano. Todo ello de una manera inter-
activa y muy visual.

Cuando accedemos a la aplicacion segin
la primera direccién anteriormente citada
nos encontramos con la pantalla que ob-
servamos en la imagen 1.

En la parte inferior derecha de esa imagen
observamos que aparece la palabra inicio.
A medida que vayamos avanzando en las
distintas pantallas, en esa posicién nos
aparecera el recorrido que vamos reali-
zando de forma que no nos sintamos pet-
didos y sepamos en todo momento como
hemos llegado hasta el lugar en que nos
encontramos.

Como podemos observar en la imagen
1, la aplicacién nos sirve para trabajar
con cada uno de los tipos de transforma-
ciones planas: traslacion, rotacion, sime-
tria axial, simetria central y homotecia.
También aborda otros capitulos aparte
dedicados a los frisos, los mosaicos y las
simetrias propias.

Simetria axial

El tratamiento de cada una de las trans-
formaciones en el plano se trata a lo largo
de la aplicacién siguiendo paginas y un
camino parecido. Asi, nosotros nos vamos
a fijar en una de esas transformaciones,
por ejemplo la simetria axial. Vamos a re-
correr la aplicacion de la mano de ella y
vamos a observar que nos ofrece la misma
para su utilizaciéon en el aula, tanto como
profesores como para nuestro alumnado.



Si pulsamos sobre «simetria axial» nos
aparece la pantalla que observamos en la
imagen 2.

Antes de adentrarnos en los puntos que
se tratan en referencia a la simetria axial,
vamos a llamar la atencidén sobre tres ca-
racteristicas generales que aparecen en la
pantalla que observamos en la imagen 2y
que son las siguientes:

A. En la parte superior derecha aparece
el nombre de la aplicaciéon que estamos
tratando.

B. En la parte superior de la pantalla apa-
rece el botén inicio. En esta zona apare-
ceran distintos botones con el recorrido
que hemos realizado en cada momento
para llegar hasta la pantalla en la que nos
encontremos actualmente, de forma que
con un unico clic podamos regresar hasta
cualquier pantalla de las vistas en el reco-
rrido realizado.

C. En la parte inferior derecha aparece
ahora la lectura «inicio > simetria axial»
que nos informa sobre el recorrido que
hemos realizado en este momento. Esta
lectura ira aumentando a medida que va-
yamos adentrandonos en cualquiera de las
opciones que nos ofrece la aplicacion.

Ya dentro de los contenidos propios que
se refieren a la simetrfa axial y que apare-
cen en la pantalla de la imagen 2, las op-
ciones que en ella se nos ofrecen las tra-
tamos en los siguientes puntos:

Qué es. La pantalla a la que accedemos
desde esta opcion nos ofrece una defini-
cion de la transformacion que se esté tra-
tando en ese momento junto con una ani-
macién que apoya dicha definicién. Esta
definicién se recorre paso a paso con bo-
tones que sirven de gufa. Ademas, se re-
coge a modo informativo alguna cuestion
que serfa conveniente que el alumnado
recordara. Por otra parte también se apa-

rece alguna pregunta tipo test sobre la definicion
que se ha proporcionado y que el alumnado res-
pondera seleccionando la opcién o las opciones
adecuadas.

Pardmetros basicos. 1a pantalla a la que accedemos
nos informa sobre los parametros o elementos ba-
sicos que se deben conocer para tener definida la
transformacioén que se esté tratando. En este caso
que nos ocupa, serfa la recta con la que se define la
simetria axial. En esta pantalla también aparece al-
guna pregunta tipo test sobre la informacion que se
ha ofrecido en relacion a los parametros basicos.

Propiedades. En esta parte de la aplicacion se ofrecen
las propiedades de la transformacion que se esté
viendo en ese momento. Estas propiedades van apa-
reciendo una a una y el alumnado va haciendo un
recorrido por ellas. Cada propiedad se refuerza con
una animacién que hace comprender mejor dicha

propiedad.

Transformacion inversa. En este caso se explica la tras-
formacion inversa de la que estemos aplicando en
ese momento. En la imagen 3 podemos observar la
pantalla que aparece en este caso en la simetria axial.

En esa misma imagen observamos que en esa pan-
talla aparece alguna pregunta tipo test en la que el
alumnado podra seleccionar la respuesta o las res-
puestas adecuadas. Ademds, tanto si son verdaderas

Movimientos
en el Plano

Imagen 2. Pantalla correspondiente a simetria axial
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como si no, posteriormente se explica a través de
una animacion.

Geometria. Uno de los rasgos mas destacados de esta
aplicacion es lo visual y atractiva que resulta para la
explicacion y aprendizaje de los movimientos en el
plano. En este caso nos encontramos en la parte
mas visual de todas. Al adentrarnos en esta opcion
aparece la pantalla que reproducimos en la imagen 4
(pag. siguiente).

En esta parte se ofrece la posibilidad de poder apli-
car la transformacion seleccionada a distintas figuras.
En cada una de las opciones vamos a poder elegir
la disposicion de los elementos basicos de la trans-
formacion seleccionada. En nuestro caso, dado que
estamos tratando la simetria axial, las posibilidades
que nos van a ofrecer, por regla general, son si la

Ea inicio simetria axial

recta es exterior o no a la figura que que-
remos transformar y si es vertical u hori-
zontal. Esas figuras que se nos indican en
la pantalla de la imagen 4 son:

Puntos y rectas. En este caso la transforma-
cién se aplica a elementos basicos del
plano. Un ejemplo de esta trasformacion
la observamos en la parte superior iz-
quierda de la imagen 5.

Figuras geomeétricas regulares. La transforma-
cién se aplica a distintas figuras geomé-
tricas regulares: circunferencia, triangulo,
cuadrado, pentagono, hexagono y hexa-
gono concavo. Un ejemplo de esta trans-
formacion la observamos en la parte su-
perior derecha de la imagen 5.

Movimientos
en el Plano

La inversa de una simetria axial es ella misma

&2 0= id

inicio > simetria axial> transformacion inversa

Cuales de estas afirmaciones son ciertas ?

(D) Siaplicamos una simetria axial un nimero par de veces, obtendremos

la msma figura.

() Si aplicamos una simetria axial un nimero impar de veces,
obtendremos la figura simetrica.

) Como la inversa de una simetria axial es ella misma, ésta no tendra
efecto sobre la simétrica de la figura.

Imagen 3. Transformacion inversa de una simetria axial y pregunta ofrecida
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Figuras geométricas irregulares. En este caso
2012

nos ofrecen hasta 6 figuras irregulares a I

. o ear Movimientos
las que poder aplicarle la transformacion Jies en el Plano
geométrica seleccionada. Un ejemplo de
esta trasformacion la observamos en la

parte inferior izquierda de la imagen 5.

Otras figuras. En esta pantalla se ofrece la
posibilidad de aplicar la transformacion a
otras figuras como una mariposa, una
hoja... Un ejemplo de esta trasformacioén
la observamos en la parte inferior derecha
de la imagen 5.

Composicion de trasformaciones. En esta zona
de la aplicacién se muestra la transforma- Imagen 4. Pantalla de Geometria
ci6n que resultarfa al aplicar dos trasfor-
maciones como las que se estan viendo.
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Imagen 5. Trasformacion aplicada a distintas figuras
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Composicion de simetrias de ejes paralelos
El resultado es una traslacion cuyo vector director

es perpendicular a las rectas y su madulo es el >
dable de la distancia entre ellas.

a2 ng

Composicion de simetrias de ejes que se cortan
en un punto C y seglin un angulo ¢ >
O 0= GC.Zw

inicio > simetria axial> composicion de transformaciones

Imagen 6. Composicidon de dos simetrias axiales

=
A inicio simetria

Movimientos
en el Plano

El eje de simetria es doble

Las rectas perpendiculares al eje son invariantes (como
entidad, no punto a punto; no son dobles)

Las circunferencias centradas en el eje son invariantes

Imagen 7. Algunas figuras invariantes por la simetria axial

Es inicio simetria axial

P (-1,1) respecto a la recta que pasa por el punto (-4,5) y

forma un angulo de 30° con el eje OX Movimientos

en el Plano

X'= -4 + (-1+4)" cos B0° + (1-5) sen 60°
y'= 5+ (-1+4]" 5en6O0° + (1-5) cos BO°
x'=5/2-2v3 Y= 7+32V3)

Respecto al eje OX Respecto al eje OY

X2k ey e SR

Respecto a un eje que pasa por (0,0}
X=a+ (x-a) cos 20 + (y-b) sen 2
y=b + (x-a) sen 2q + (y-b) cos 2

Respecto a un eje que pasa por (a,b)
X'=a+ (x-a) cos 2¢ + (y-b) sen 2g
y= b + (x-a) sen 2q + (y-b) cos 2¢

Imagen 8. Ecuaciones de la simetria axial

En nuestro caso dos simetrfas axiales. En
la Imagen 6 podemos ver la pantalla que
aparece. Dependiendo de la posicion en
la que se encuentren las rectas de cada
una de las simetrias aplicadas nos puede
resultar una traslacién o un giro como se
observa en dicha imagen. Ademas, el re-
sultado se muestra como una animacion
en la que se observa perfectamente el re-
sultado de la composicion.

Invariantes y puntos dobles. Aqui la aplicacion
nos conduce a una pantalla en la que se
profundiza un poco mas en el conoci-
miento del movimiento que se esté estu-
diando. En este caso, como obsetrvamos
en la imagen 7, se aporta informacion
guiada y visual sobre algunas figuras y
puntos que no varfan tras aplicarle el mo-
vimiento estudiado. En nuestro caso, la
simetria axial.

Definicion. En esta zona de la aplicacion se
ofrece una definicién formal del movi-
miento en cuestion como una funcién
transformadora del plano.

Ecnaciones. En esta parte se trata el movi-
miento desde el punto de vista analitico,
indicando las ecuaciones del mismo. En
la imagen 8 observamos la zona corres-
pondiente a la simetria axial.

Frisos

Todos los puntos que hemos desarrollado
para la simetrfa axial coinciden con los
puntos que desarrolla la aplicaciéon para
cada una de las transformaciones del
plano. Si volvemos a la pantalla de la apli-
cacion que vefamos en la imagen 1, en su
ultima linea aparecia una zona especial de-
dicada a las simetrias propias, los frisos y
los mosaicos. Cada una de estas tres zonas
da acceso a pantallas similares a las que
vamos a ver ahora.



Nosotros nos vamos a centrar en los fri-
sos. Si pulsamos sobre esta opcion aparece
la pantalla que vemos en la imagen 9.

Aqui observamos tres opciones distintas
que son la definicion, la construccién y la
identificacion. Cada una de ellas la trata-
mos a continuacion:

Definicion. En esta zona de la aplicacion
se nos muestra la definicién de un friso
como observamos en la pantalla de la
imagen 10. Ademas, nos ofrece una pan-
talla interactiva que nos muestra la forma
de conseguir un friso a través de aplicar
uno o mas movimientos. Solamente de-
beremos seleccionar en la zona inferior
de esa pantalla el tipo o tipos de movi-
mientos que deseamos aplicar para con-
seguir uno.

Construccion. en esta zona de la aplicacion
aparecen distintos frisos construidos y po-
demos interactuar con la pantalla de forma
que se nos muestre como ha sido cons-
truido paso a paso. En la pantalla que apa-
rece en la imagen 11 observamos la cons-
truccion de uno de estos frisos. Solamente
deberemos seleccionar en la parte superior
de la pantalla el friso que nos gusta y, una
vez colocado en la parte inferior de la
misma, nos mostrara la forma de gene-
rarlo, es decir, los movimientos que han
sido necesarios.

Identificacion. Ya en la parte de identifica-
ci6n nos aparece la pantalla que observa-
mos en la imagen 12. Allf podemos selec-
cionar una de las imagenes que aparece
en la zona superior y en la zona inferior
nos indicaran la forma de identificar los
movimientos que se necesitan realizar para
construir ese friso.

Como hemos comprobado, esta aplica-
cién es bastante completa y supone un
recurso excelente para la explicacion y el
estudio de los diferentes movimientos en
el plano. Es recomendable utilizarla a par-
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Imagen 9. Estudio de frisos

Un friso es un dibujo generado por la traslacion de una figura base. >

P PPPRPDPP

Existen distintos tipos de frisos, mas o menos complejos:

a . Friso de las traslaciones
b . Friso de las traslaciones y simetria horizontal
. Friso de las traslaciones y simetria vertical
. Frisa de las traslaciones y el deslizamiento
{traslaciones can simetrias axiales)
. Friso de las traslaciones y las simetrias centrales
. Frisa de los giros y los deslizamientos
. Friso completo

inicio > frisos > definicion

Imagen 10. Definicién de un friso

rotacion

@cceoffoces@enco®eno

Moooooo@osa®oss

<>

Imagen 11. Construccién de un friso
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tir de tercero de la ESO, sacandole un
mayor rendimiento a la parte visual en los
cursos mas inferiores.

Concluimos esta primera parte del estudio
de los movimientos en el plano confec-
| SEREsE cionando la correspondiente fiwha educa-
tivo-técnica de esta aplicacion.

inicio > frisos > identificacion

Imagen 12. Identificacion de un friso

Ficha educativo-técnica

Nombre
Sistema

Descarga

Licencia
Contenido
Nivel

Metodologia

Movimientos en el plano
Cualquier sistema operativo. No necesita plugin de Flash.

Directamente en la red:
<http://www.ite.educacion.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2003/movimientos>

Descarga:
<http://descargas.pntic.mec.es/contenidos/premios_curriculares/2004/zip_2004/movimientos_plano.zip>

Libre uso en educacion
Transformaciones en el plano: movimientos, homotecia, frisos y mosaicos.
A partir de 32 de ESO

Aplicacién para utilizar en la ensefianza de los mivimientos y para la practica por parte del alumnado.
En esta ultima parte es aconsejable el uso de forma individual.
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<matemastic@revistasuma.es>
CEP de Sevilla



