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Editorial

Lamayoria de nosotros es conocedora de la gran fuerza que tiene el movimiento que existe
alrededor de la Educacién Matemdtica tanto a nivel nacional como internacional. En todos los
paises desarrollados, o en vias de desarrollo, se estin dando cambios esenciales en los diferentes
curriculos de matematicas. Las investigaciones en Didactica de las Matematicas van ofreciendo
resultados a aquellos profesores y grupos que desean cambiar su clase de matematicas
incorporando nuevos métodos y tecnologias para obtener los resultados que la sociedad actual
nos exige.

Nuestro pais no es una excepcién. Estamos aglutinandonos alrededor de una Federacion
de Sociedades de Profesores de Matemiticas que cada dia es mas fuerte, la presencia de
profesores espanoles en congresos y grupos de trabajo es cada dia mayor, las publicaciones de
calidad son frecuentes, las realaciones con otras comunidades profesionales son una realidad
y el reconocimiento internacional va llegando tanto a nivel de instituciones como en el de
grupos y personas.

Podemos estar de enhorabuena por todo lo anterior, aunque sea todavia poco lo consegui-
do. Mas hay un hecho que tiene especial significacién: el nombramiento del Profesor Miguel
de Guzman como Presidente del ICMI. Sirvan estas lineas como felicitacién de todos los que
estamos alrededor de SUMA y manifestacién del ofrecimiento de nuestra modesta ayuda en
todo lo que podamos ser requeridos. '

Por esta razén, en este nimero incluimos informacién acerca de lo que es el ICMI y nos
permitimos reproducir la traduccién de la carta que el Profesor Miguel de Guzman ha enviado
para su publicacion en el préoximo niimero del Boletin del ICMI que ha llegado a nuestra
Redaccién.

Rafael Pérex Gomez






El desarrollo geométrico de la

representracion espacial

Mongeau, Piere
Pallascio, Richard
Allaire, Richar

Traduccién: Harout Kodjfian
Resumen

Los autores emitieron la hipotesis de que la
evaluacién del desarrollo geométrico de la represen-
taciéon espacial se repite, desde la infancia hasta la
edad adulta, sobre la relacién jerarquica de los nive-
les geométricos (topolégico, proyectivo, afin y métri-
co). Como no se ha encontrado ningin instrumento
de investigacion geométricamente completo y vilido,
los autores han construido uno. Grupos de individuos
de diferentes edades, —jévenes (11-12 anos), adoles-
centes (15-16 afios), adultos jovenes (18-24 afios),
adultos (30-40 afios)— han sido sometidos a un test
para ver sus logros en cada nivel geométrico. Aunque
los resultados no confirmen la hipétesis original, sin
embargo estos revelan una habilidad topolégica rela-
tivamente superior y una habilidad proyectiva gene-
ralmente pobre. Los autores tratan de explicar esto,
haciendo referencia a los factores psicométricos de
“relacién” y “visualizacién” espaciales.

Palabras claves: Representacién espacial, geome-
tria, nivel geométrico, evolucién, desarrollo, edad,
factores, tests.

El desarrollo geométrico de la representa-
cién espacial

Toda representacion del espacio, o de objetos que
este contiene, se elabora segtn las lexes geométricas.
Sin embargo, la evoluciéon del desarrollo geométrico
de estas representaciones es poco conocida a partir
de la infancia. Por un mejor conocimiento de esta
evolucién, se han medido los logros de grupos de

individuos de diferentes edades. Después de un breve
repaso de los principales trabajos sobre la represen-
tacion espacial, se presentan a continuacién la meto-
dologia seguida y los resultados obtenidos.

A parte de los trabajos de Piaget, los. estudios
hechos sobre la representacion espacial que miden la
evoluciéon de esta, o toman en consideracién sus
aspectos geométricos son escasos. En efecto, varios
investigadores (Cooper, Glaser, Kosslyn, Pellegrino,
Shepard, Sternberg y otros; ver Pellegrino et al., 1984)
tratan de explicar los procesos basicos subyacentes en
los problemas de representacién espacial, pero nin-
guno de ellos parece tomar en consideracién las
cualidades geométricas intrinsecas de las representa-
ciones estudiadas. Asimismo, el trabajo de los psico-
métricos, que reposa sobre analisis estadisticos com-
parativos de los resultados obtenidos por un gran
nimero de sujetos en ciertos tests, de ninguna mane-
ra considera estas cualidades geométricas. Los psico-
métricos buscan mas bien identificar los principales
componentes de estos resultados.

Asi, segin McGee (1979, 1987), Eliot y Smith
(1983), Pellegrino, Alderton y Shute (1984) quiénes
analizaron exhausiva y detalladamente el conjunto de
los estudios publicados en este campo, resulta que la
cuestién de habilidad espacial, como estd medida por
los test psicométricos generalmente utilizados duran-
te las investigaciones, se compone de dos factores
principales comunmente llamados “relacion espacial”
y “visualizacién espacial”.

Por “relacién espacial” se entiende la capacidad
de establecer y comprender las relaciones que unen
los diversos elementos de un objeto “espacial”, y de
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comparar objetos entre ellos. Por ejemplo, el sujeto
tiene que reconocer una figura o una forma presen-
tada desde un punto de vista diferente.

Por “visualizacién” se entiende la capacidad de
manipular mentalmente objetos tridimensionales. Esta
habilidad, la mayoria de las veces, se mide a partir de
representaciones bidimensionales (proyecciones). Por
una operacién mental, el sujeto tiene que transfor-
mar una representacién de manera que esta corres-
ponda a otra eligible dentro de un grupo de varias re-
presentaciones. Por ejemplo, se elige una proyeccion
entre varias de manera que esta corresponda a un
despliegue plano.

De otra parte, el analisis de los tests utilizados
para medir la representacion espacial (ver: Eliot, J.,
Smith, IL.M., 1983) permite comprobar que desde un
punto de vista geométrico, no hay ningtn instrumen-
to de medida geométricamente completo y vilido.
Ningtn instrumento que cubra los cuatro niveles
geométricos y que permita evaluar la evolucién del
desarrollo geométrico de la representacién espacial.
Los aspectos topolégico, proyectivo y afin estdn casi
siempre ignorados en beneficio del aspecto métrico.
Mais del 82% (212/256) de los tests obtenidos, anali-
zados desde un punto de vista geométrico son de
indole métrico, 11,6% son afines, 2% solamente son
proyectivos, y 4% son de indole topolégico. Hasta hay
unos tests (2%) que contienen errores geométricos
flagrantes (Mongeau, 1989).

Siendo el objetivo de este estudio el de conocer
mejor la evolucién del desarrollo geométrico de la
representacidon espacial, ha sido necesario elaborar
un nuevo instrumento de bisqueda geométricamen-
te valido, antes de someter a un test los grupos de
sujetos de diferentes edades.

Representacién geométrica de espacio

La representacion geométrica del espacio se apoya
sobre axiomas agrupados en cuatro niveles geométri-
cos jerarquicamente imbricados. Se trata de los nive-
les topolégico, proyectivo, afin y métrico. La imbrica-
cién se hace desde el topolégico hacia el métrico.
Asi, una representacién métrica conserva necesaria-
mente todas las propiedades propias a los niveles
topolégico, proyectivo y afin, mientras que una repre-
sentacién topolégica no da cuenta de ninguna pro-
piedad propiamente proyectiva, afina o métrica. De
hecho, una misma familia, de poliedros, prismas por
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ejemplo, puede ser representada por cuatro tipos de
representaciones distintas y geométricamente exactas

(fig. 1).

N

Topolégica Proyectiva

Afin

Métrica

Fig. 1: Representaciones de un poliedro (“prisma”).

Una representaciéon métricamente correcta sera
también topolégicamente justa por las propiedades
topolégicas que son jerarquicamente previas. En
cambio, una representacién topolégicamente correc-
ta puede ser incorrecta a los niveles proyectivo, afin
y métrico.

Las principales caracteristicas topoldgicas son: el.
namero de las caras, el de los vértices y de las aristas,
y las propiedades de adyacencia y de conexién. Mien-
tras la representacién en forma de grafo conserva estas
caracteristicas y propiedades, ignora las de los niveles
superiores. Deformaciones continuas como el estira-
miento, el estrechamiento, el plegado y la torsién no
afectan la exactitud del grafo. Asi, cuando el grafo de
un prisma estd deformado de una manera continua,
la adyacencia de las caras, los nimeros de vértices, de
aristas y de caras, se conservan. El nivel proyectivo
corresponde principalmente a las propiedades de
incidencia de rectas y planos. Estas propiedades se
conservan en una representacién creada por una
proyeccioén central.

El nivel afin corresponde principalmente a las
propiedades de paralelismo y de convexidad. Estas



propiedades se conservan en una representacién
creada por una proyeccioén paralela.

El nivel métrico corresponde principalmente al
estudio de propiedades relacionadas con las distan-
cias y los dngulos. Estos pueden conservarse simulta-
neamente en una misma representacién. Se represen-
tardn correctamente las distancias o los dngulos, o
bien se utilizaran dos vistas (por ejemplo, como las
vistas de cara y de encima usadas en geometria des-
criptiva).

Hipétesis de trabajo

Piaget, en sus trabajos concernientes a la génesis
de la representacién espacial en el nifio, sostiene que
el desarrollo de esta respeta la jerarquia de los nive-
les geométricos. El desarrollo va desde el topolégico
hacia el métrico, via el nivel proyectivo; la nocién de
proximidad precede a los otros axiomas euclidianos,
mientras la intuicién de las dimensiones, basada sobre
la interioridad y la exterioridad, precede la abstrac-
cién del volumen. Entre tanto, el orden de los desa-
rrollos ulteriores, es decir, desde la edad de 11-12
afios hasta la edad adulta, queda poco conocido e
incierto.

La hipoétesis de trabajo es que la evolucién del
desarrollo de la representacién espacial sigue repi-
tiéndose sobre la jerarquia de los niveles geométricos
hasta la edad adulta. Seglin esta hipétesis, los logros
de nivel topolégico deberian ser superiores, hasta la
edad adulta, a los observados por los otros niveles
geométricos. Asimismo, los logros de nivel métrico
deberian crecer con la edad y ser inferiores a los otros,
mientras que las de los niveles proyectivo y afin
deberian intercalarse entre los niveles topolégico y
métrico.

Las observaciones de Lunkenbein (1981, 1982)
se alejan de nuestras hipétesis. El nota, a partir de
actividades didicticas, que los nifios parecen tener
mas facilidad con los gréficos topolégicos que con las
representaciones métricas como son los desarrollos
planos, mientras que los adultos tienen mas facilidad
con las métricas y tienden a rechazar los grificos como
representaciones posibles de objetos poliédricos. El
observa también que todos, nifios y adultos, recono-
cen de una manera mas natural los dibujos en pers-
pectiva que las formas de representacion: gréficos,
desarrollos planos y proyecciones ortogonales. Estas
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proyecciones serian las mas accesibles. Asi, el punto
de entrada para el reconocimiento de las propieda-
des geométricas no seria el topolégico, sino el pro-
yectivo, y esto, evidentemente no por razones relacio-
nadas con las propiedades geométricas, sino mas bien
por razones estrictamente figurativas y de percepcién.

Lunkenbein utilizaba, sin embargo, proyecciones
caballeras (representaciones afines) relativamente
familiares (cubo, piramide, etc.), las cuales no permi-
ten confirmar que las nociones proyectivas estin
verdaderamente adquiridas.

También, con el propésito de averiguar si efecti-
vamente la evolucién del desarrollo de la representa-
cién espacial va desde el topolégico hacia el métrico
hasta la edad adulta, hemos querido someter a un
test, con un método geométricamente valido en los
cuatro niveles geométricos, a grupos de sujetos de
diferentes edades.

Metodologia

Ya que no ha sido identificado ningin test, geo-
métricamente completo y valido, entre la cantidad de
tests espaciales recopilados por Eliot y Smith (1983),
se ha desarrollado una nueva bateria de tests, cubrien-
do los cuatro niveles geométricos. Esta bateria consta
de cuatro tests, cada uno compuesto por diez items.
Los cuarenta items constituyen representaciones
geométricas bidimensionales de objetos tridimensio-
nales. Se trata de graficos o de proyecciones centra-
les, afines y ortogonales.

Los items de cada test son de tipo “lapiz y papel”
por razones de eficacia en el examen de los sujetos.
También, este tipo de items forma parte de la tradi-
cién de los tests psicométricos de representacion
espacial.

Para asegurarse de la validez del contenido de los
items, han sido examinadas, por varias personas, un
gran numero de “preguntas-problemas” relacionadas
con la ensenanza de la geometria. A continuacién de
sus comentarios y reacciones, las “preguntas-proble-
mas” y los ejemplos que las acompafian han sido
redisenados.

Finalmente, un comité restringido de cinco ex-
pertos hizo una ultima selecciéon de las “preguntas-
problemas” para la confeccién final de los items. Los
criterios de seleccién fueron la exactitud geométrica,
la adecuacién a la tarea y la sencillez. A cada item
corresponde una tarea diferente pero del mismo nivel
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geométrico, y estd acompafado de un ejemplo, el
mas sencillo posible, ilustrando la tarea pedida. Asi,
las figuras 2,3,4 y 5 en anexo, presentan cuatro de
estos items, uno por cada nivel. La correccién se hizo
segiin el modo de verdadero o falso.

La muestra de individuos sometidos al test, se
compone de alumnos de seis clases ordinarias repar-
tidas desde el nivel primario hasta el universitario de
la manera siguiente: un primer grupo de 45 nifios
entre 11 y 12 afios, un segundo grupo de 23 adoles-
centes entre 15 y 16 afos, un tercer grupo de 104
Jjovenes adultos entre 18 y 24 afios, y finalmente un
cuarto grupo de 20 adultos entre 30 y 35 afios. En
total, unas 192 personas han sido sometidas al test.
Ninguna de ellas habia seguido curso de formacmn
particular de geometria.

En el conjunto de la muestra 65% eran mujeres
y 35% eran hombres. Entre los nifios, la reparticién
era de 62% chicas y 38% chicos. Entre los adolescen-
tes, 39% chicas'y 61% chicos. Entre los jovenes adul-
tos 68% mujeres y 32% hombres. En cuanto al grupo
de adultos, todas eran mujeres. Los individuos han
sido examinados por grupos. El tiempo miximo
concedido era de tres horas para la totalidad de los
items. Los examinados tenfan derecho a un lapiz, una
regla, un compis y una goma de borrar.

Cada uno de los cuarenta items estd, correlacio-
nado, de una manera significativa, con todo el test,
en un nivel de confianza de a=0,01. El indice de
fiabilidad de Cronbach (1970) para los cuarenta items
en su totalidad, es de 0,886. Los items estdn agrupa-
dos en cuatro bloques segiin los niveles geométricos.
Cada bloque se compone de diez preguntas. Todos
los items estin correlacionados, de una manera signi-
ficativa, con el total de su reagrupamiento respectivo.
También, los coeficientes de cada uno de estos rea-
grupamientos son buenos, teniendo en cuenta que
los items se componen de tareas y de modos de res-
puesta variados: 0,71 para el nivel topolégico; 0,63
para el nivel proyectivo; 0,72 para el nivel afin; 0,60
para el nivel métrico.

Resultados

Conforme a las previsiones, la puntuacién total
en los test estd fuertemente correlacionada con la
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edad (r=0,67), siendo el nivel de confianza 0,71. Sin
embargo, la puntuacion de los grupos de sujetos no
crece uniformemente, pero crece de repente entre la
infancia y la adolescencia para estancarse después
(cuadro 1).

Nivel de confianza: 95%

8

Nifios  Adolescentes J. Adultos  Adultos

Grupo de Edades

Nifios (11-12 afios), Adolescentes (15-16 afios),
Jovenes adultos (18-24 afios), adultos (30-40 afios)

Cuadro 1: Puntuacién total segiin las edades.

Ninguna diferencia significativa (a=0,05) de
puntuacién entre ambos sexos ha sido observada.
Ademas, no existe ninguna diferencia de puntuacién
significativa entre ambos sexos cualquiera que sea el
nivel geométrico.

La evolucién de las puntuaciones, con respecto a
los niveles geométricos a través de los grupos de
diferentes edades, refleja la correlacién observada
entre la edad y el total del test. Para conjunto de los
192 sujetos, la edad y las puntuaciones observadas
segin los niveles geométricos estin correlacionadas
de una manera significativa: topolégico=0,558; pro-
yectivo=0,432; afin=0,675; métrico=0,52.

De acuerdo con las puntuaciones generales, los
resultados, cuando estin compilados segiin la edades,
se dividen en dos grupos bien distintos reagrupando
de una parte los nifios y de otra los otros grupos de
edades diferentes (ver cuadro II)
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Cuadro II: Puntuaciones segtin las edades y los niveles geo-
métricos

Cualquiera que sea el nivel geométrico, las notas
medias de los nifios estan flojas y tienden a bajar mas
desde el nivel topolégico hasta el afin, después suben
ligeramente en el nivel métrico. Estas notas medias
son claramente inferiores a las de los otros grupos de
edad diferente en los niveles topolégico, proyectivo y
afin. :

En el nivel métrico, sus resultados no se pueden
distinguir de los resultados de los adolescentes. Este
logro superior de los nifios en los items topoldgicos
y la bajada progresiva de sus puntuaciones en los
niveles proyectivo y afin, confirman nuestra hip6tesis
y se sitGian en la prolongacién del modelo de Piaget.
No obstante, la subida de las puntuaciones en el nivel
métrico parece estar en contradiccién con ese mode-
lo, lo que puede, sin embargo, explicarse por el
impacto de los programas escolares, los cuales se
refieren esencialmente a nociones métricas: figuras y
formas regulares, medida de area y de volumen, etc.

En el caso de los adolescentes, los jévenes y los
adultos, hay que subrayar primero que los resultados
se distinguen mas y mas entre los grupos de edades
diferentes a medida que nos acercamos al nivel
métrico. Asi, las puntuaciones en el nivel topolégico
no parecen progresar con la edad, mientras que

El desarrollo geométrico de la representacion espacial

progresan un poco mas en cada uno de los otros
niveles geométricos. Son los resultados de los items
de nivel afin los que mas crecen con la edad, mien-
tras los de nivel topolégico son los que menos cre-
cen, pero crecen a pesar de todo de una manera
significativa.

Una vez mads, esta situacién, a lo mejor, no hace
mas que reflejar el poco cuidado puesto en las nocio-
nes distintas de las métricas o en los dibujos en
perspectiva, a lo largo del aprendizaje académico.

Lo que hay que observar también, es el descenso
acentuado de las puntuaciones en el nivel proyectivo.
Contrariamente a nuestra hipotesis de origen que
suponia un debilitamiento continuo de las puntua-
ciones desde el topoldgico hasta el métrico, asistimos
globalmente a una caida significativa de las del nivel
proyectivo y a una homogeneizaciéon de las puntua-
ciones entre los otros tres niveles geométricos: topo-
légico, afin y métrico. Este fenémeno nos lleva a
suponer que el nivel proyectivo es quizas directamen-
te el menos solicitado en las diversas actividades de
aprendizaje de la vida cotidiana, o quizés especifica-
mente el mis espacial en el sentido de que, parece
que es mas dificil resolver los items proyectivos que
los otros items (topolédgicos, afines y métricos) por
estrategias analiticas (observar, contar, medir, etc.)

Los items proyectivos parecen hacer un llama-
miento a estrategias mas bien propiamente espacia-
les, exigiendo operaciones y transformaciones en el
espacio propias al factor “visualizacion” identificado
por los psicométricos, mientras que los items de los
otros niveles serian mas “analiticos”, en el sentido del
factor “relacién”. Estos hacen un llamamiento a una
capacidad de “reconocimiento” de las formas.

Mais especificamente, en el caso de los adolescen-
tes, las notas medias aumentan en comparacién con
las de los nifios en los niveles topolégico y afin, pero
su puntuacién en los niveles proyectivo y métrico
quedan flojas. Los items de nivel proyectivo son
también poco logrados como los de nivel métrico.
Los resultados de los jovenes adultos (18-24 afios)
son mas débiles (a=0,01) en los items de nivel proyec-
tivo, de una manera significativa. Los adultos (30-35
afnos) tiene éxito de una manera relativamente mas
homogénea a través de los niveles geométricos. Las
diferencias entre las notas medias se atentian. Solo
los items de nivel proyectivo quedan menos logrados.

En los dos primeros casos, topolégico y proyecti-
vo, no hay diferencia significativa entre los grupos de
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adolescentes, de jévenes adultos y de adultos. En los
niveles afin y métrico, la mejora de la puntuacién
entre los grupos de diferentes edades parece ser mas
regular que en los niveles topolégico y proyectivo. En
el nivel métrico, los adolescentes no se distinguen de
los nifios, solo los jévenes adultos y los adultos obtie-
nen pues resultados superiores de una manera signi-
ficativa.

Conclusiéon

Los resultados de los mas jovenes (11-12 afios)
responden al modelo de Piaget. No obstante, las
puntuaciones observadas en el conjunto de los cua-
tro grupos estudiados (infancia, adolescencia, joven
adulto y adulto) no permiten confirmar nuestra
hipétesis en cuanto al orden de adquisicién de las
propiedades geométricas segin el orden jerarquico
de su axiomatizacién (desde el topoldgico hasta el
métrico) hasta la edad adulta. En oposicién con las
observaciones de Lunkenbein, los items de nivel
proyectivo son, a partir de la adolescencia, constante-
mente menos logrados que los otros niveles geomé-
tricos, y quedan asi hasta la edad adulta. Asi, las
preferencias expresadas por las representaciones en
perspectiva no parecen reflejar una mejor compren-
siobn de las nociones proyectivas. En cambio, las
puntuaciones en estos items siguen mejorandose
después de 20 afios de edad, mientras que los otros
se estabilizan y tienden a homogeneizarse cuanto mas
mayores son los sujetos.

De hecho, las puntuaciones, en cada uno de los
cuatro niveles, progresan hasta la edad adulta. La
evolucién mas significativa tiene lugar entre la infan-
cia y la adolescencia, hacia la edad de 12 a 14 aiios,
y estd pues particularmente marcada por los items
del nivel topolégico. Las puntuaciones -inferiores
observadas en el nivel topoldgico se explican quizis
en parte por la familiaridad relativa con las figuras
métricas y afines, las cuales son mas a menudo utili-
zadas en los manuales escolares como en la vida
corriente. Pueden también explicarse por el tipo de
habilidad psicolégica solicitada por los items relacio-
nados a estos diferentes niveles geométricos. En
efecto, los items de nivel topolégico, donde se trata
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de interpretar una proyeccién del objeto, parecen
mas “operatorios” en el sentido del factor psicométri-
co “visualizacién” que se refiere a la transformacién
de las formas; mientras los items de los otros niveles,
donde se trata de describir la estructura del objeto,
parecen mas “analiticos” en el sentido del factor
“relacién” que se refiere al reconocimiento de las
formas.
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ANEXO
Ejemplo y. pregunta en un item topolégico

Ejemplo: Las figuras de abajo corresponden a una misma forma. Los vinculos entre los vértices A, B, CYD son los mismos

Pregunta: ;Cuil de los graficos de abajo corresponde a la forma representada al lador

INDICA TU RESPUESTA A | B 1 G | D

SHEE

Ejemplo y pregunta de un item proyectivo

Ejemplo: Si prolongamos en el espacio las aristas de la forma representada de abajo, algunas de ellas se cruzarén, mien-
tras que otras nunca. Por ejemplo, las aristas AB y CD no se cruzan; en cambio, AB y CE si.

Pregunta: Mira bien la piramide de la derecha. ¢Qué par de aristas se cruzaran en un punto exterior a la forma cuando
las prolongamos en el espacio?

ELIGE TU RESPUESTA

1) AE Y BG;
2) BC Y DE;
3) AB Y CD;
4) AD Y BC.

INDICA TU RESPUESTA |1 12 13 4

SUMA 7/1991 11
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Ejemplo y pregunta en un item afin

Ejemplo: Se pueden agrupar formas segiin el paralelismo de sus caras.

A\

Ningln par de caras paralelas Un par de caras paralelas

Pregunta: ¢Cudl de los enunciados de abajo (de 1 a 4) corresponden correctamente, a las cinco formas representadas
mas abajo, segiin el paralelismo de sus caras?

A) B)
ELIGE TU RESPUESTA

1) Las formas A, B y C juntas,
2) Las formas B y E juntas,

3) Las formas A, C y E juntas,
4) Las formas A, C y D juntas

=
<=

INDICA TU RESPUESTA

N

&

Ejemplo y pregunta en un item métrico

Ejemplo; El alzado y la planta
Las vistas de cara y de encima de la forma representada mas abajo permiten conocer el verdadero tamafio de las caras

y de las aristas. Se puede hacer pues un despliegue plano que, una vez replegada de nuevo, permite de obtener la forma
ilustrada.

Vista de alzado

R

1] = —— — :
Na.
Vista de planta
Desarrollo plano
Pregunta: ;Cual de los desarrollos planos de abajo permiten obtener la forma representada por las vistas de planta y
de alzado al lado? '
‘ Vista de alzado
A) B) —_—

/ Vista de planta

INDICA TU RESPUESTA |-& B G D i P

) D) o
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Obstaculos en el aprendizaje de los

numeros enteros

M. Dolores Iriarte Bustos
Manuela Jimeno Pérez
Inmaculada Vargas-Machuca de Alva

Introducciéon

Al analizar las respuestas dadas por estudiantes de
8% de E.G.B. y E.U de Magisterio a preguntas que
requieren poner en funcionamiento la estructura
algebraica y de orden de los nimeros enteros, hemos
tratado de poner de manifiesto las ideas causantes de
los errores y olvidos constatados y que obstaculizan el
aprendizaje de los nimeros enteros.

Estas ideas obstaculizadoras las hemos agrupado
en dos apartados:

A) Lo real como obsticulo: el apego a la eviden-
cia inmediata, a la intuicién primaria de ntmero
como cantidad, obstaculiza de multiples formas la
construccién de Z.

b) La imposicién de lo formal como obsticulo: la
construccién del conocimiento formal es un logro
que requiere la ruptura de concepciones previas. Si
no es asi, lo formal queda vacio de significado, y se
convierte en mera apariencia que no tarda en desva-
necerse.

Obstaculos y errores

La ensefianza del nlimero entero no admite ser
enteramente tratada, de forma creible, en el plano
concreto, aunque algunos autores, se esfuercen en
buscar situaciones concretas para justificar todas las
propiedades de los enteros; pero por otro lado, el
situarlos de entrada en el plano formal, también tiene
el peligro de reducirlos a un formalismo vacio, presto
a ser olvidado y a causar errores y confusiones. Es
decir, se trata de un tema en el que no cabe aplicar
la via que caracteriza a la ensefianza de la matematica
elemental, ni tampoco la que caracteriza a la ense-

flanza superior, pues ninguna de las dos es, en este '

caso, satisfactoria: la primera porque impide el acce-
so a lo abstracto, la segunda porque la imposicién de
la abstraccién es estéril.

A) Lo real como obstaculo

Ll alumno estd acostumbrado a ver en los mimeros
primero, y mds tarde en las letras con que opera, represen-
taciones de cosas reales y concretas, y en las operaciones con
nimeros o letras las correspondientes operaciones con las
cosas. (F. Klein 1927).

El gran obsticulo para la aceptacién y reconoci-
miento del ndmero negativo fue la creencia, profun-
damente enraizada en la experiencia de cada cual,
que identifica nimero con cantidad y que se vio
favorecida por la concepcién que de las matematicas
predominé hasta el siglo XIX: las matematicas descri-
ben y demuestran verdades acerca del mundo real.

Y si necesitaron més de diez siglos para plantear
la cuestion de los negativos en el plano formal es
que, desde luego, la ruptura con la evidencia inme-
diata no resulta facil, y aqui radica la gran dificultad
de la ensefianza/aprendizaje de los nimeros enteros.

El conocimiento del nimero entero exige pues,
la ruptura con algunas ideas que estan muy ligadas al
conocimiento que se posee de la aritmética practica.

Al) El numero como expresion de cantidad

“¢Puedes encontrar una situacién real en la que
tenga sentido -(-3)?”

“No, porque no es posible quitar una cosa que no
existe”. (Alumno de Magisterio).

Mientras no se abandone el plano de lo real es
dificil concebir los nimeros negativos, porque sim-
plemente, no son necesarios. Nadie dice: “tengo -300
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ptas” sino “me faltan 300 ptas.”, y el prescindir del
negativo no provoca ningin problema.

La identificacién de nimero con cantidad tam-
bién va a obstaculizar la generalizacién de las opera-
ciones aritméticas y de orden, como veremos en lo
que sigue:

A2) La suma como aumento

La concepcidén ingenua de suma como accién de
afadir una cantidad a otra, es la que hace que algu-
nos estudiantes ante la pregunta:

“¢Puedes encontrar un nimero que sumado a 5
de 2?7, sin acordarse para nada de los negativos ni de
lo que “saben” sobre ellos, respondan que no es
posible o se queden perplejos sin contestar.

A3) La multiplicacion como multiplicacion natural

“¢Es posible encontrar un mailtiplo de 5 menor
que 3 y distinto de cero?”

Son bastantes encuestados los que no contestan o
responden: “no existe”, posiblemente porque no
conciben la idea de un miltiplo de cinco menor que
él. Otros para eludir el conflicto que les provoca esta
idea confunden los conceptos de multiplo y divisor y
responden que se tfata del niimero 1.

La concepcién de la suma como aumento se tras-
lada también a la multiplicacién, “debe (-5) y hace 3
afios debia (-3) veces lo de ahora, (-5).(-3)”. Esta
respuesta muestra un intento frustrado de imitar los
miltiples ejemplos que salpican los libros de texto
para tratar de justificar la regla de los signos. En
donde la concepcién de multiplicacién natural como
nimero de veces una determinada cantidad se
mantiene vigente.

A4) La sustraccion como disminucion

“He conocido algunos que no podian entender que al
restar cuatro de cero quede cero” (B. Pascal).

“¢Es posible encontrar un niimero que restado de
7 de 10?”

Algunos alumnos afirmar que no existe, otros no
se atreven a ser tan tajantes pero al no caer en cual
pueda ser, dejan la pregunta sin contestar, y por
tltimo, estan los que eluden el conflicto tergiversan-
do la pregunta; ellos parecen entender: “;Qué
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namero al restarle 7 da 10?”, pregunta que no plan-
tea problema a la légica natural y responden “17”.

La sustraccién también permanece ligada al pla-
no de'la accién y la identifican con quitar y por tanto,
con disminucién.

A5) La division como division natural

La divisiéon con nuUmeros naturales se hace por
defecto y admite ser interpretada como reparto o
agrupamiento de objetos.

Esta es la idea que tienen mas de la mitad de los-
encuestados de divisién y por eso contestan negativa-
mente a la pregunta:

“¢Es correcta la siguiente division?”

e
-1 1

Y algunos especifican: “3 entre 4 no cabe”; “3 entre
bl
4 cabe a 0”; “el resto no puede ser negativo”.

A6) El orden entre los negativos es el mismo que el
orden natural

En la serie natural los nGmeros van aumentando
a medida que van estando mas alejados del origen..
El trasladar esta secuencia a los negativos es la causa
de que algunos encuestados cuando se les pregunta:
“Cual es el nimero mayor en una unidad a -3?,”
respondan: “4”,

“En la lista de los cuarenta principales, el disco
favorito de Juan estaba 3 lugares mas abajo de lo que



habia estado la semana anterior. La antigua posicién
era la 3 ;Cual es la nueva?”, hemos encontrado el
mismo error. Responden: “w3-3=w0”.

A7) Ignorar el signo

Este error consiste en ignorar sistematicamente el
signo que precede a las temperaturas negativas, iden-
tificando asi los ntimeros negativos con los naturales.

“7 grados en Moscl, -3 en Budapest. Si alguien
hubiera viajado de Moscii a Budapest, ¢Habria nota-
do una subida o una bajada de temperatura?”

Algunos estudiantes, olvidando por completo el
signo “menos” y operando como si se tratara de
nameros naturales contestan: “una bajada porque 7 -
3=4"

En el otro extremo estin aquellos que siendo
sensibles al signo “menos” lo hiperutilizan y respon-
den: “una bajada de -4 grados”.

E
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Obstdculos en el aprendizaje de los nimeros enteros

A8) Identificacion de los simbolos literales con niime-
70S Positivos

Bastantes encuestados afirman:

“a no puede ser un nimero negativo, seria -a”.

Y a la pregunta que pide calificar de verdadera o
falsa la siguiente expresion:

“Si a es positivo y b es negativo, a-b es un niimero
positivo” contestan diciendo que de a-b no se puede
decir que sea positivo o negativo sino que “depende
de los valores que tomen a y b”, esto es, razonan
como si a y b fuesen ambos niimeros positivos.

B) La imposicién de lo formal como obstaculo

“Siempre se conoce en contra de un conocimiento ante-
rior” (G. Bachelard).

La historia de los nimeros enteros confirma este
principio epistemolégico, pues cada avance en su
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conocimiento ha supuesto la ruptura con concepcio-
nes previas. Sin embargo, en la ensefianza de los
nidmeros enteros, segin el testimonio de los libros de
texto, parece olvidarse con frecuencia; quedando
reducidos a un formalismo vacio, que se constituye
en obsticulo y origina errores, pues los estudiantes se
ven inmersos en un terreno en el que no pueden
orientarse porque carecen de intuiciones, o porque
las tienen pero se encuentran tan alejadas de la teoria
que no le sirven de ayuda.

B) En el manejo del orden lineal

Hay algunos errores que pueden ser achacables a
que trasladen el orden de N a otras situaciones, ya
consideradas en el apartado anterior, pero hay otros,
que son los que aqui sefialamos, que son inherentes
al concepto de orden.

—Fracaso en la inversion de una relacion de orden

Bajo este epigrafe hemos reunido los errores
constatados en una serie de preguntas que se resuel-
ven por inversién. Con estos errores, una vez mas se
pone de manifiesto cuadn lenta es la conquista de la
reversibilidad, entre otras cosas porque, no es capita-
lizable, pues al haberla adquirido dentro de un
contexto no significa que sea extensible a cualquier
otro contexto.

“Pedro tiene 5 canicas mas que Juan y Juan tiene
3 canicas mas que Enrique sabiendo que Pedro tiene
26 canicas ¢Cuéantas canicas tiene Enrique?

Los errores que hemos constatado estan provoca-
dos porque no realizan la inversién de las relaciones
“mas que” y “menos que” y por ello contestan que
“Juan tiene 31 canicas y Enrique 28” y en otros casos,
invierten con éxito la primera relacién pero no la
segunda y contestan “Juan tiene 21 y Enrique 18”.

Ninguno de los encuestados dibuja un esquema
de recta numérica, pero como el problema les pide
que simbolicen la situacién algunos plantean ecua-
ciones.

Por otro lado, da la impresién de que los estu-
diantes no son sensibles a las situaciones relativas que
encierran enunciados tan habituales como el siguien-
te:

“El ordenador de Eva costé 12.000 ptas. mas que
el de Alejandro. El de Eva costé 52.000 ptas. ¢Cuanto
costd el de Alejandro?
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El error mas frecuente es dejarse engafiar por la
palabra “mas” y contestar que el ordenador de Ale-
jandro costé:

52.000 + 12.000 = 64.000

—La secuencia temporal como fuente de errores

“Sara gastd ayer en ‘chucherias’ 8 ptas mas que
hoy. Ayer gasté 35 ptas. ;Cuantas ha gastado hoy?”
Son bastantes los que contestan 35 + 8 = 43,

Por otro lado hemos constatado la tendencia a
olvidar la doble orientacién del tiempo. Asi en el
problema:

“El seiior Ruiz tiene 56 afios y su hijo 29. ¢;Cuando
la edad del padre es doble que la del hijo?”

Los errores observados hacen pensar que han
buscado la solucién en el tiempo por venir, y no han
considerado la posibilidad de que el suceso se hubie-
se dado en el pasado.

Por eso responden “nunca” y otros, “dentro de 2
anos pues 29 . 2 -56 = 2”7, donde el supuesto implicito
de que el suceso se dara en el futuro se le suma el de
considerar que el tiempo no pasa para el hijo. Otra
variante dentro de este tipo de respuesta es la de
aquellos que se dan cuenta que la tUnica forma de
estancar la edad del hijo es hacerlo morir y respon-
den: “cuando el hijo muera”, o también, “si el hijo
muere con 30, cuando el padre tenga 60”.

—Identificacién de una relacion con su reciproca

¢Qué nimero precede en 7 unidades a -3?

Al identificar “x precede a -3 en 7 unidades” con
su reciproca “x sigue a -3 en 7 unidades”, cerca de la
mitad de los encuestados responden que es 4.

B2) Las reglas de cdlculo como formalismo vacio

Si estas reglas se encuentran vacias de contenido
y significacién son faciles de olvidar y confundir.

La regla de los signos es la que parece mas asumi-
da. Las reglas de la adicién resultan mas dificiles de
memorizar y provocan mayor numero de errores.
Cuando interviene la sustraccién los errores aumen-
tan.

La dificultad es atin mayor cuando los calculos se
encuentran dentro de un contexto algebraico.

B3) Los enteros estudiados y olvidados

En las respuestas a las preguntas:
“¢Qué namero sumado a 5 da 3?”



“¢Puedes encontrar un miltiplo de 5 menor que 3
y distinto de cero?

" “:Qué nimero restado de 7 da 10?

Hemos constatado que son bastantes los que no
se acuerdan de los negativos y responden que no
existe tal nimero o dejan la pregunta sin contestar.

También los olvidan a la hora de simbolizar cier-
tas situaciones relativas inventando sus propios sim-
bolos: tres pasos hacia delante, 3—; tres pasos hacia
atrds —3.

Conclusiones

1.- Separacion entre pensamiento académico y na-
tural

Los errores constatados en situaciones que se
encuentran, sin duda, dentro de la experiencia de
todos los alumnos encuestados, manifiestan un pen-
samiento lo suficientemente rigido como para dejar-
los indefensos frente a la seduccion de ciertas pala-
bras enganosas que les impiden resolverlas. También
puede ser indicio de la separacién que existe en
muchos alumnos entre pensamiento natural y pensa-
miento académico, la flexibilidad de pensamiento que
muestran en situaciones ajenas a la escuela se con-
vierte en agarrotamiento ante un ejercicio escolar, y
si es de matemadticas peor.

2.- Necesidad de tratamiento matemdtico de las si-
tuaciones de comparacion en el curriculum

Las preguntas que se hacen dentro de un contex-
to de comparacién “es tantos afios mayor que”, “ha
costado tantos menos que”, tienden a traducirlas de
forma mecanica a una operacién aritmética sin tener
en cuenta la relacién de orden en la que estin
inmersas. La abundancia de errores en estas pregun-
tas muestran el olvido de estas cuestiones en la prac-
tica escolar.

Puede ser que los encuestados hayan estudiado
las relaciones de orden, que conozcan que son rela-
ciones antisimétricas y transitivas, pero si es asi, lo
tienen totalmente separado e inutilizado a la hora de
afrontar cuestiones que exigen la consideracién de
los dos sentidos en una relacién de orden.

3.- Paralelismo entre los obstdculos histéricos y los
obstaculos en el aprendizaje

Histéricamente el conocimiento que se poseia de
los nimeros como expresiones de cantidad, obstacu-

Obstaculos en el aprendizaje de los nimeros enteros

liz6 durante siglos la aceptacion de los negativos y la
construccién de Z. Los errores de los estudiantes
provienen en muchos casos de tratar las situaciones
con numeros negativos con herramientas de la arit-
mética natural (nimero como cantidad la adicién
como aumento, traslaciéon del orden natural a Z, etc.).

4.- Ausencia de. representacion de los procesos de
pensamiento

Segin Piaget (1975) los enteros surgen no como
resultado de una accién sino de la toma de concien-
cia de los mecanismos que rigen la propia accién, de
ahi que su aparicién fuese mas tardia.

La dificultad para reflexionar sobre el proceso
queda de manifiesto en las respuestas: la mayoria s6lo
expresan los resultados no el proceso que les llev) a
ellos. Quizas esta falta de representacién sea conse-
cuencia de que en la ensefanza vigente se prima la
obtencién del resultado sobre el anilisis de los pro-
cesos.

5.- Ausencia de un modelo unificador para el tema
de los mimeros enteros

La mayor dificultad para la ensefianza de los
ntmeros enteros es la no existencia de un modelo
concreto que explique todas las propiedades de Z. El
intento de utilizar un modelo de este tipo que cubra
totalmente el estudio de los enteros es contraprodu-
cente por dos motivos:

a) Obstaculiza el aprendizaje al impedir la ruptu-
ra con lo real; necesaria para la construccién de Z.

b) Convence al alumno de la inutilidad de los
negativos, ya que los ejemplos propuestos para justi-
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ficar ciertas propiedades de los enteros se resuelven
mejor en el marco de la légica natural.

Por otro lado el tratamiento de los enteros desde
un punto de vista exclusivamente formal es estéril
pues lo formal no se puede imponer por decreto.
Prueba de ello es que ni siquiera el objetivo minimo
de utilizar correctamente las reglas de calculo llega a
realizarse totalmente.

6.- Necesidad de provocar el conflicto que entraria
el nimero entero

La ensefianza/aprendizaje de los niimeros ente-
ros, desde nuestro punto de vista, ha de estar marca-
da por el conflicto, por la confrontacién entre el
conocimiento formal de los nimeros y el conocimien-
to practico que se posee de ellos como representa-
cién de lo real.

Sélo afrontando este conflicto es posible descu-
brir las limitaciones que lo real impone a la aritmé-
tica préctica, concebir los ntimeros enteros como
ampliacion de los naturales que permite trascender
el plano de la accién y generalizar el concepto de
niimero, operacién aritmética y orden.

Pero lo habitual en la ensefanza de los nimeros
enteros no ha sido provocar el conflicto sino evitarlo,
con lo que las concepciones ingenuas de la aritméti-
ca practica han seguido vigentes y los nimeros ente-
ros se han visto reducidos a un formalismo vacio.
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Nota sobre la ensenanza de la logica

en el bachillerato

Eric Trillas
Alexandre Sobrino

0. Introduccion

En este trabajo se pretende dar un conjunto de
ideas un tanto espontineas, muy generales y no total-
mente sistematizadas sobre la ensefianza de la l6gica
en el bachillerato. Sefalar programaticamente cémo
debe enfocarse la ensefianza de una materia es un
proyecto controvertido y a menudo sujeto a polémi-
ca; ello no sblo sucede con la légica, sino mas bien,
parece acentuarse en ella, dado que se trata de ense-
flar un contenido que a su vez instruye acerca de
cémo razonar correctamente con otros contenidos.
Por eso conscientes de la complejidad de la didéctica
en general y de la didactica de la l6gica en particular,
esta nota pretende ofrecer solamente un conjunto de
observaciones parciales acerca de algunos aspectos
que pueden ser relevantes para la ensefianza de la
l6gica en el bachillerato.

Las ideas que a continuacién se exponen se arti-
culan a través de la inevitable pregunta de partida de
si la 16gica debe figurar o no en el bachillerato. Dada
una respuesta positiva, las propuestas tratan de res-
ponder a aquellas cuatro cuestiones que pretenden,
tradicionalmente, abarcar de un modo genérico las
posibles preguntas acerca de un tema: qué, cuando,
c6mo y dénde debe enseiiarse la légica en le bachi-
llerato. Todas estas cuestiones sefialan el hilo con-
ductor de las ideas que a continuacién sometemos a
juicio, las cuales, de debatirse, podrian arrojar algu-
nos logros programaticos.

1. ¢La logica, si o no en el bachillerato?
La respuesta es, inequivocamente, si a la ense-

nanza de la légica en el bachillerato, dado su papel
propedéutico para el buen razonar. La légica ejerce

un efectivo control sobre la correccién de una clase
especial de razonamientos, los argumentos, y propor-
ciofia la confianza de que, en el didlogo interactivo
humano, en el que intentamos o nos intentamos
convencer de algunas tesis, existan herramientas que
aseguren que la persuasién s6lo es admisible cuando
estd sometida a unos controles de objetividad; preci-
samente, los que ella proporciona. Légica, por tanto,
no es persuasién, aunque desde luego, la légica
también puede ser persuasiva. Mostrar esta diferen-
cia y hacerla comprender a los alumnos parece fun-
damental.

1.1. Si la l6gica no es persuasién, ¢qué debemos
entender por légica?

Se define usualmente la logica indicando que es
la ciencia que estudia la correccién en el razonamien-
to, las formas vilidas de inferencia. El término “co-
rreccién” tiene una gran importancia en esta defini-
ci6én, y hacer hincapié en el papel formal de la l6gica
como saber que estudia las formas de los razonamien-
tos, en principio, independientemente del contenido
que tengan éstos, es ui concepto que debe inculcar-
se al alumno. También es fundamental hacerle
comprender la diferencia entre validez y verdad,
sefialando que mientras la validez alude a la forma de
los argumentos, la verdad se refiere a su contenido.
La légica formal estudia formas y alude a la validez, a
la correccién argumentativa.

La correccién es importante en un doble senti-
do.

1.1.1. La correccién como propuesta ética.

El papel propedéutico que la légica tiene para el
razonar humano puede resumirse en dos funciones
distintas; como asesora y como fiscal de los argumen-
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tos propios o como asesora y fiscal de los argumentos
ajenos. Como asesora, la légica orienta en la confec-
cién de argumentos concretos Como fiscal, vela para
que la demagogia, la falacia o el engafio tengan la
menor acogida en el discurso humano. La légica
permite, por tanto, autocontrolar tanto los propios
razonamientos como los argumentos ajenos, contri-
buyendo por tanto a que la racionalidad se instaure
en el mundo. Una propiedad inherente al caracter
racional, serio y cientifico de los saberes es que se
intente probar lo que se afirma o que se haga ver de
un modo claro que lo que se concluye se sigue vali-
damente de los presupuestos o hipétesis de partida o
que, simplemente, se sigue de alguna manera previa-
mente acordada. Esta es una de las funciones de la
légica: objetivar las situaciones, ayudar a obtener un
criterio propio y a asumir, conscientemente, las
consecuencias que se siguen de este criterio. La l6gica
ayuda, por tanto a madurar y el alumno debe enten-
derlo asi.

1.1.2. La correccion como propuesta formal.

Ya indicibamos que “correccién” es un concepto
vinculado a la forma de los argumentos, no a su
contenido. El ser, en parte, la ciencia de la correc-
ci6én formal le confiere a la légica un papel metadis-
ciplinar, una funcién metateérica que la diferencia
de otros saberes. La 16gica formal se conforma enton-
ces como una ciencia con un contenido propio (las
propiedades formales de la forma de los razonamien-
tos) que tiene repersusiones ajenas (sobre las cien-
cias y los lenguajes donde se hacen los razonamientos
concretos).

1.1.3. La logica es entonces una disciplina empirica, y
asi debe mostrarsela a los alumnos. Uno de sus obje-
tos principales de estudio es el lenguaje puesto de
una determinada forma argumentativa. Y asi como la
geometria estudia cuerpos a través de figuras y
movimientos, la 16gica estudia razonamientos a través
de simbolos y substituciones Estos simbolos forman
parte de un lenguaje formal bien estructurado, por
lo que debe hacerse ver a los alumnos que —en
palabras de Putnam— la 16gica es tan empirica como
la geometria. Ello no es facil, pero de lograrse puede
resultar enormemente formativo.

1.1.4. La logica formal debe mostrarse entonces como
un saber riguroso, constituido en un lenguaje formal
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perfectamente definido. Cuenta con un vocabulario,
que indica todos y cada uno de los simbolos del sis-
tema, unas reglas de formacién, que indican como
formar expresiones complejas a partir de estos sim-
bolos primitivos y unas reglas de transformacién, que
permiten convertir unas expresiones en otras conser-
vando la validez del razonamiento. Es muy convenien-
te que el alumno llegue a participar completamente
de este caracter estructurado y riguroso de la logica.

2. ¢Dénde enseiar logica?

La utilidad de la l6gica para algo tan basico como
el buen razonar y su caricter metadisciplinar, hace
que tenga un contenido propio (el estudio de las
propiedades formales de los argumentos) que puede
ser ejemplificado con contenido ajenos (argumentos
concretos). Esta dualidad debe quedar reflejada en
su aprendizaje. Por ello, propondremos ensefanza
de la ldgica participando en distintas asignaturas,
porque;

a) La légica requiere de la ensefanza de sus
contenidos concretos.

b) Una parte de la ensefianza de estos conceptos
propios se beneficia de su ejemplificacion en distintos
tipos y contenidos de argumentos.

c) El anilisis 16gico de partes de otras asignaturas
ha llevado, histéricamente, a importantes replantea-
mientos de las mismas.

2.1.La logica participa en otras asignaturas.

En ellas, los razonamientos que la logica estudia,
alcanzan una realizacién concreta. Un objetivo inte-
resante seria enseflar algunos contenidos concretos
de la logica analizando argumentos sobre temas
especificos y en un lenguaje concreto. Asi se conse-
guiria posiblemente mostrar con mas facilidad al
alumno que la légica es de este reino terrenal, no de
un reino celestial imaginario (parafraseando a Rus-
sell) y que es un saber util. Y tanto mds 1util en
conjuncién con el trabajo descriptivo y la imagina-
cién creadora.

2.2. Seleccionemos cinco tipo-contenidos de ra-
zonamiento, en los que algunos conceptos légicos
pueden alcanzar un interesante nivel ejemplificaciéon.
Esto permitiria vincular la ensefianza de la légica a la
ensefianza de algunas disciplinas concretas.



cientifico ... Fisica
Tipos de argumento comdn ....... Gramatica, Informatica
histérico ....Filosofia (de la Ciencia)
simbdlico ... Matematica

(por su contenido)

2.3. Por tanto, la ensefianza de la 16gica deberia
estar vinculada, en alguna etapa, a su papel en el
analisis de argumentos de la fisica, de la gramatica,
de la filosofia, de la informatica y de la matematica.
Se pondria énfasis asi en su utilidad y su no aisla-
miento respecto a otros saberes.

2.4. Pero ademais de ser 1til su ejemplificacion
para observar con mas claridad su papel asesor y fiscal
de los argumentos de estas ciencias, su ejemplifica-
cion en ellas puede ser también retroalimentacién
beneficioso para la légica, ya que algunos argumen-
tos concretos pueden poner de manifiesto algunas
deficiencias de los instrumentos usuales de analisis
logico. P. €j., en informatica y control, el razonamien-
to con proposiciones vagas; en fisica, argumentos de
la mecanica cuantica, etc... Asi se conseguiria mos-
trar a los alumnos que la légica es una ciencia viva
que evoluciona constantemente, evolucién de la que
ellos pueden ser participantes. Es el caso del calculo
con relaciones, que fue el gran salto dado por la l6gica
al contacto con otras disciplinas.

3, ¢Cuando enseinar légica?

Razonar no esta vinculado a un ntmero delimita-
do de pensamientos concretos, sino a una capacidad
formal y abstracta conseguida durante el desarrollo
psicolégico humano. Lo que marca la madurez cog-
nitiva en el nifio es precisamente el despegue de los
objetos concretos, la ausencia de egocentrismo y la
capacidad de realizar primero clasificaciones y, lue-
go, operaciones formales. La desvinculacién de los
objetos concretos tiene como importante consecuen-
cia el advenimiento de la capacidad de conjeturar, de
hacer hipétesis, de emplear el razonamiento hipoté-
tico-deductivo, ampliamente usado en las ciencias.
Antes de cierta edad seria inutil ensenar logica.

Cuando se empieza el BUP, precisamente en
torno a los 15 afios; Es entonces un momento propi-
cio para que se ejercite algo que sefiala nada menos
que madurez cognitiva: el pensamiento abstracto o
formal. A partir de entonces, la ensefianza de la légica
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no sb6lo es deseable, sino conveniente; otra cosa son
las dosis de ensefanza en cada curso.

En las primeras etapas del BUP, sin embargo, el
estudiante todavia se siente poco familiarizado con el
pensamiento abstracto y, a menudo, debe echar mano
del objeto concreto. En los primeros cursos el estu-
diante todavia se siente muy apegado al objeto real y
su vinculacién progresivamente mayor con la formas
requiere, para que capte todo su interés, de abun-
dante ejemplificacién. Es en esta etapa donde la logica
no se concibe como una asignatura mas, sino como
un saber que debe realizarse a través de los progra-
mas de otras asignaturas. Proponemos entonces la
conveniencia de dar, en BUP un poco de l6gica en
cada una de las asignaturas que arriba se citaron como
buenas ejemplificadoras de su objeto de estudio: los
argumentos. )

En COU, el chico debe estar ya bastante familia-
rizado con el pensamiento formal. Es entonces cuan-
do la 16gica debe tener un hueco propio, como asig-
natura independiente y corta, donde se reflexione
un poco mas sobre sus propios contenidos, sobre la
teoria de la reduccién formal y en la que alcancen
madurez y cohesién aquellos conceptos que se ha-
bian ilustrado en ejemplos de otras ciencias.

4. ¢Qué debe enseinarse?

Dependiendo de su ejemplificacién concreta, un
alumno antes de COU deberia haberse encontrado,
al menos en principio, con los siguientes conceptos
(la lista que sigue quiere tener Gnicamente un papel
orientativo y provocador de discursion):

4.1. En fisica. Los conceptos de hipotesis, méto-
do hipotético-deductivo, método inductivo, prueba
axiomatica, tal vez alguna nocién de légica cuantica.

4.2. En gramatica. Los conceptos de expresiéon
bien formada, vocabulario, reglas de formacién y
reglas de transformacién, significado légico, signifi-
cado linguistico, estructura légica del lenguaje natu-
ral.

4.3. En matemaéticas. Prueba (como proceso logi-
co y como proceso metodolégico), teorema, estructu-
ras de orden, hipétesis, reduccién al absurdo, alge-
bra de Boole y célculo con silogismos, probabilidad y
situacién del axioma de induccidén completa entre
los de Peano.

SUMA 7/1991 21



Eric Trillas y Alexandre Sobrino

4.4. En filosofia. Proposicién, argumento, dife-
renciacién entre verdad y validez, vinculacién de
verdad y validez: tablas de verdad, deduccidén, conse-
cuencia ldgica, satisfaccién y verdad, calculo de pro-
posiciones cuantificadas, hipétesis cientifica.

4.5. En informitica. Lenguajes l6gicos, cilculo de
deduccién natural, reglas de inferencia como trans-
misoras de verdad (M. P.) o de falsedad (M. T),
formas normales, regla de resolucién, excursiones
fuera de la légica clasica: 16gica modal, logica intui-
cionista, légica borrosa.

5. ¢Cémo debe ensefarse?

5.1. No debe ensenarse memoristicamente, sino
acostumbrar al alumno a que el ejercicio 16gico sea
un habito racional de juicio critico, una practica casi
rutinaria de autocontrol del razonamiento propio y
ajeno.

5.2. Con rigor. Debe mostrarse con claridad que la
prueba es un proceso absolutamente riguroso, donde
no puede darse ningiin paso sin estar perfectamente
demostrado.

5.3. Con diversion. El rigor no debe estar renido
con la ensefianza amena. Algunos ejemplos diverti-
dos o ensefnar a resolver acertijos légicos empleando
técnicas formales pueden ser uno de los métodos que
hagan la clase, en algiin momento, mas distendida.

5.4. Integramente, vinculando forma y contenido.
Asi no se vera a la légica como una suerte de discipli-
na vacua, como un juego, COmo a veces es presenta-
da, ni tampoco como un instrumento pobre para
semantizar el mundo lo cual no es su objetivo.
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5.5. Sin complejidades tedricas innecesarias. Ejem-
plo: Explicar algunos conceptos légicos a través de
ideas algebraicas que los alumnos habrin debido
aprender.

6. Logros generales

Algunos logros generales que se pueden esperar
de las ideas arriba propuestas son los siguientes:

~ 6.1. Incremento de la capacidad racional: Con-
vencer y dejarse convencer correctamente es util.

6.2. Ejercicio de las capacidades cognitivas supe-
riores, adquiridas en el dltimo estadio del desarrollo
psicolégico.

6.3. Uso correcto y critico de los contenidos
proporcionados por otras materias: un camino hacia
la interdisciplinariedad.

6.4. Obtencién de criterios propios e incremento
de la racionalidad de juicio.

7. Logros -especificos

Los alumnos deberian participar de una forma
clara, entre otras, de las siguientes convicciones:

7.1. La légica no es persuasion, aunque puede
ser persuasiva. /

7.2. La l6gica se ocupa de la validez de los argu-
mentos, no de su contenido.

7.3. La logica ayuda a madurar.

7.4. La l6gica es metadisciplinar

7.5. La ldgica es empirica en el mismo sentido
que lo es la geometria.

7.6. La l6gica es util.

7.7. La logica es rigurosa.

7.8. La lbgica evoluciona.



;
<
:
3

Informatica y Matematicas
en la ensenanza secundaria

Vicente Trigo Aranda

En este articulo se analiza la coyuntura actual de
la matemaitica en la ensefianza secundaria y su rela-
cién con la informatica, haciendo una prospeccién
del futuro desarrollo de ambas materias. Este desa-
rrollo, necesariamente convergente al tratarse de dos
potentes herramientas de calculo interrelacionadas,
es imprescindible e inevitable ya que los sistemas edu-
cativos deben concebirse y planificarse teniendo en
cuenta las posibilidades que ofrecen las nuevas tecno-
logias [1].

En primer lugar, y antes de pasar al analisis del
presente entorno educativo, parece conveniente vol-
ver la vista atras hacia el pasado de la informatica y
de la enseflanza matematica, con objeto de averiguar
las razones por las cuales la ensefianza secundaria se
encuentra en el estadio actual.

El pasado

iCalculos, calculos, calculos, ..... !

Como ya es sabido los primeros ordenadores se
construyeron con un fin exclusivamente calculista,
debido a que las necesidades de la sociedad exigian
cilculos cada vez mas laboriosos y de mayor exacti-
tud. Asi, las maquinas de Babbage se disefnaron para
elaborar sin errores tablas de logaritmos que facilita-
ran la navegacién maritima; los primeros ordenado-
res se construyeron durante la II Guerra Mundial para
realizar tablas balisticas que permitieran la maxima
eficacia del armamento en combate; el analizador
diferencial de V. Bush tuvo su origen en la predic-
cién del movimiento de las mareas, etc.

Tengamos presente que la realizacion de calcu-
los, generalmente complicados, podia ser una labor

que exigiera de un cientifico arduos trabajos opera-
cionales, impidiéndole desarrollar todo su potencial
investigador y desaprovechando asi gran parte de sus
capacidades. Un ejemplo muy ilustrativo es el de
Charles Delaunay [2]: en 1867 tras veinte aiios de
trabajo, finaliz6 unas tablas para predecir la posicién
temporal de la Luna; en 1970 un ordenador realizé -
todas las operaciones en sélo veinte horas, descubrien-
do de paso tres errores que habia cometido Delau-
nay.

Légicamente en la ensefianza tambien se refleja-
ba esta importancia del cdlculo. Como botén de
muestra basta con leer el libro “Algebra” de José
Mariano Vallejo, uno de los matematicos espaiioles
del siglo XIX de mayor influencia en la ensefanza.
En esa obra dedica cien paginas a explicar un méto-
do, bastante engorroso por cierto, para resolver
ecuaciones polinémicas.

A principios del siglo XX es de destacar el eleva-
do ntmero de métodos de calculo que se aplicaban
habitualmente, empujados por la imperiosa necesi-
dad que exigia la practica cotidiana [3]:

Métodos de calculo habituales

ALGORITMICOS - iteraciones, “regulas”

TABULARES tablas numéricas
MECANICOS regla calculo, arithmémetros
GRAFICOS abacos o nomogramas
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Paulatinamente los métodos mecanicos y graficos
fueron eliminados del entorno general educativo y
acabaron refugidndose en carreras técnicas donde
todavia hoy se siguen utilizando: arquitectura, inge-
nierias, etc.

En resumen: hasta la aparicién y generalizacién
de los ordenadores gran parte del esfuerzo estudian-
til debia dedicarse necesariamente al aprendizaje
memoristico de algoritmos de calculo y manejo de
tablas diversas. Como era previsible, el punto de mira
de la ensefianza se trasladé del estudio de la compre-
sion del proceso al de su mecanica de aplicacion.

El presente

jCalculos, cilculos, ..... y comprension!

En la actualidad atin persisten las secuelas de este
tipo de educacién matematica memoristica y mecéni-
ca. Basta con realizar un breve anailisis de los libros
de texto de matemdticas en secundaria para descu-
brir multitud de ejemplos que corroboran esta afir-
macion. Asi, ademas de explicarse el manejo de todo
tipo de tablas (financieras, logaritmicas, trigonomé-
tricas, estadisticas, etc), aparecen sin cesar simplifica-
ciones de toda clase, operaciones con irracionales,
célculos estadisticos y funcionales, interpolacién
polinémica, integracién numeérica, desarrollos de
Taylor, resolucién aproximada de ecuaciones, etc.

Sin embargo no todos los males se subsanan
dedicando el tiempo empleado en ensehar cilculo
reiterativo y manejo de tablas a la explicacion y
comprension de las diversas materias, puesto que han
surgido tambien otros varios problemas no menos
importantes: excesivo formalismo, temarios poco
realistas, etc.

¢Cémo puede ayudar a mejorar la ensefianza
secundaria de las matematicas la introduccién del
ordenador en el aula?. Las cuestiones que se analizan
seguidamente ayudaridn a clarificar algunas posibles
respuestas.

i Cudles son las razones del fracaso escolar en matemd-
ticas?

Es innegable el elevado fracaso escolar de los
estudiantes en matematicas y, de hecho, la sociedad
parece considerarlo inherente con esta asignatura.
Son varios y muy diversos los aspectos que originan el
rechazo hacia las matemadticas por parte del alumna-
do. Algunos de ellos son de indole extraacadémica
(razonamiento l6gico, capacidad de -abstraccion, etc) .
pero existen otros (curriculares, expositivos, etc)
manifiestamente mejorables y en los cuales la infor-
matica tendrd mucho que decir en el futuro. De estos
iltimos pueden destacarse los siguientes:

Aprendizaje memoristico de métodos de cilculo
que.les son totalmente anejos ya que no se les ven
ninguna utilidad practica.

Exposicién demasiado perfecta y rigurosa de
dichos métodos, de forma que las matemiticas se
presentan como una ciencia ya completa, cerrada en
si misma, y sin posibilidad de que el alumno descu-
bra nada por si mismo. Ademais, se muestra todo como
resultado de un proceso deductivo cuando la reali-
dad es que, generalmente, se ha obtenido como
consecuencia de razonamientos empiricos e inducti-
vOs

Estudio formal de conceptos matematicos que se
hallan fuera de su comprensién, a causa de su eleva-
do grado de abstraccién, sin tener en cuenta que la
formalizacién debe ser siempre el dltimo peldafio,
no el primero. El ejemplo mas ilustrativo es la tan
denostada “Matematica Moderna” [4]

El olvido cada vez mayor de la geometria, que se
ha reducido a una mera sucesién de nombres y for-
mulas, obviando que se trata de una de las principa-
les armas matematicas para favorecer la visién intui-
tiva de los problemas.

Por un mal entendido pudor matemitico, los
aspectos manipulativos y lidicos se dejan de lado por
su presunta falta de seriedad y rigor. Sin embargo, la
historia de las matematicas presenta innumerables de
ejemplos de temas que han tenido su origen en las
llamadas “matematicas recreativas”.

|ASPECTOS FUNDAMENTALES]

Fracaso en Aprendizaje
Matematicas matematico

Demandas de
la sociedad

Informatica Informatica
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:Como debe ser el aprendizaje matemdtico?

En la cuestién anterior se han abordado algunas
de las razones que han llevado al actual fracaso, por
consiguiente la metodologia de la ensefianza mate-
matica tiene que tender a evitar la repeticién de
dichos errores. Asi, deberia invertirse el orden de
preferencia que tienen ahora los tres aspectos basicos
metodolégicos:

19) conocimientos de informacién

2°) técnicas especificas

3%) estrategias generales
de modo que se haga especial hincapié en las estra-
tegias dedicadas a que el estudiante investige y explo-
re, a través incluso de sus propias contradicciones
[6], ya que el razonamiento matematico se apoya en
una atmoésfera de interrogantes, desafios y reflexion.

[6]

¢ Qué matemdticas demanda la sociedad?

En la etapa obligatoria de la ensefianza secunda-
ria las matematicas deben ser necesariamente practi-
cas, a un nivel pretécnico, y encaminadas a la resolu-
cién de problemas, potenciando en el alumno una
serie de cualidades que superan los limites del mundo
matematico: comprensién y analisis, intuicién, méto-
do, etc.

Las palabras de Gary Kildall sobre este tema son
muy claras: “Yo ensefiaba dos cosas que es importan-
te que los alumnos aprendan: como resolver proble-
mas y como estudiar.... si uno aprende a resolver
problemas, puede manejarse en la vida y arreglarse-
las bastante bien” [7]

Sera sélo en la etapa preuniversitaria cuando se
introduzca el formalismo, no antes. Por ejemplo, es
un absurdo pedagégico y matemitico que, como
sucede en la actualidad, a estudiantes de E.G.B. se les
definan los enteros como representantes de una clase
de equivalencia.

¢ Cudl es el estado actual de la informdtica educativa?

En la actualidad la informatica se comienza a
introducir en la ensefanza secundaria en dos vertien-
tes claramente diferenciadas(1):

Como una potente herramienta auxiliar a nivel
de usuario, con software comercial y especifico:
procesador de textos, base de datos, disefio asistido,
bibliotecas y bancos de datos accesibles desde el
centro, etc

Informdtica y Matemdticas en la enserianza secundaria

Como medio de resolucién de problemas: hoja
de calculo y lenguajes de programacion.

Sin desechar la primera vertiente, que es y sera
cada vez mas un auxiliar para todas las materias
curriculares, es la segunda la que ofrece mas posibi-
lidades de interrelacién con las matemaéticas.

¢ Gomo incluir la informdtica en la ensefianza matemd-
tica?

El ordenador permite que el propio alumno
tantee y visualice los problemas, de tal forma que el
aprendizaje se interiorice y sea un proceso personal.
Con ayuda de la informatica las matematicas en
secundaria pueden dejar de ser el cuidado y perfecto
invernadero que son en la actualidad para convertir-
se en un terreno semivirgen que el estudiante puede
y debe explorar.

(1) Hay otro aspecto de la informatica educativa
que, aunque pueda llegar a ser muy interesante en el
futuro, hoy por hoy es casi inexistente en los centros:
la ensenanza asistida por ordenador, E.A.O.[8]

Como se ha expuesto anteriormente, dos de los
procedimientos mas adecuados para integrar la infor-
matica en las matematicas son la hoja de calculo y el
empleo de un lenguaje de programacién, ya que
ambos posibilitan una resolucién heuristica de los
problemas (frente a la tradicional y exclusiva solu-
cién deductiva), al permitir realizar hipétesis y
comprobar su grado de verisimilitud casi al instante.

Hoja de Calculo

Es un programa estandar de usuario que ha
sobrepasado los limites del circulo empresarial para
incorporarse cada vez con mas empuje al ambito
educativo ya que, aunque por ser un programa de
usuario no tiene la flexibilidad que pueda ofrecer un
lenguaje de programacidén, presenta otras ventajas que
lo hacen especialmente aconsejable:

— su manejo es relativamente facil de aprender y
puede ser util en la posterior introduccién del
alumno en el mundo laboral.

— elimina gran parte de la mecanica operativa por
lo que posibilita una mayor dedicacién a la com-
prensiéon de los conceptos.

— facilita en gran medida el estudio de cuestiones
matematicas que son bastante aridas explicadas
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ante una pizarra: estudio funcional, distribucio-
nes estadisticas, etc.

— permite el estudio intuitivo de temas complejos
(ecuaciones funcionales, desarrollos en serie,
etc), de modo que su posterior estudio tedrico
serd mucho mas comprensible y asimilable.

Lenguajes de programacion

Los lenguajes de programacién son una de las
principales herramientas para la resolucién de pro-
blemas pero esto no quiere decir que todos los alum-
nos de secundaria deban saber programar perfecta-
mente; basta con que dominen las técnicas elementa-
les.

El principal escollo que presenta la programacion
en ensefianza es el de la elecciéon del lenguaje mas
adecuado. Si se tiene en cuenta que lo importante no
es su dominio sino el aprendizaje de estrategias
generales de resolucién del problemas la eleccion es
clara, ya que un buen lenguaje educativo debe satis-
facer entre otras las siguientes condiciones:

- Sencillez: evitar que su aprendizaje y posterior
empleo conlleven mas dificultades que benefi-
cios se esperan.

— Modularidad: facilitar el trabajo en equipo y los
sucesivos refinamientos del programa.

— Estructuracion: impedir el caos de esos progra-
mas en que la estrategia brilla por su ausencia.

— Rapidez: es imprescindible en simulaciones, cal-
culo cientifico, etc.

— Utilidad: poder emplear posteriormente en el
mundo laboral o universitario los conocimien-
tos técnicos adquiridos.

Hoy por hoy parece evidente que el lenguaje mas
préximo a este ideal es el Turbo Pascal y por ello ha
sido adoptado para la ensefianza secundaria por la
mayoria de los paises avanzados.

Laboratorio matematico

Partiendo de la base de que tanto la hoja de
calculo como la programacién son dos complemen-
tos muy importantes de las matematicas, es impres-
cindible y urgente la creacién en los centros educa-
tivos de laboratorios informaticos donde los alumnos
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tengan la oportunidad de realizar practicas matema-
ticas, de modo analogo a como ya se han introducido
los laboratorios de fisica, quimica, idiomas, etc.

En estas practicas inicialmente se formara al
alumnado en las técnicas basicas informaticas para,
posteriormente, aplicarlas a la resolucién heuristica e
intuitiva de los problemas.

FEl futuro

{Comprensién, comprension y calculos!

Actualmente la informatica se encuentra todavia
en un estadio primitivo. Hoy en dia parece muy
alejada la época de los Spectrum o Apple pero debe
recordarse que hace menos de diez afios que surgi6
el P.C. (su presentacién en sociedad tuvo lugar el
12/8/81). Es de suponer que los cambios futuros que
se produzcan en informatica sean asombrosos en los
terrenos del software y hardware.

En lo relativo a educacién es inevitable que estos
cambios incidan de una manera revolucionaria:

La inteligencia artificial [9] permitira crear siste-
mas expertos que sepan diagnosticar individualizada-
mente la etapa de comprensién de cada alumno, de
tal manera que el propio ordenador serd capaz de
comunicar al estudiante sus carencias en la materia
objeto de aprendizaje.

En hardware los avances alin serdn mas especta-
culares: en el equivalente a una sencilla calculadora
actual, se tendra a disposicién del usuario cantidades
ingentes de informacién. Esto implica que la tarea
del estudiante no serd tanto memorizar conocimien-
tos sino saber localizarlos.

La telematica influird de manera decisiva en el

cambio del rol social asignado a los centros de ense-

fianza. La labor del profesor no consistird en transmi-
tir conocimientos y controlar al alumnado, sino en
supervisar y coordinar su trabajo, que cada vez en
mayor medida serd investigativo y descubridor.

En el aspecto matematico en concreto, los orde-
nadores llevaran incorporadas la gran mayoria de las
funciones de cilculo, incluso las mas especificas y
técnicas, por lo que su aplicacién manual ird cayendo
progresivamente en desuso. El estudiante podra
despreocuparse de los aspectos mecanicos para cen-
trarse en los comprensivos.



Como sera absolutamente inevitable la presencia
de la informatica en educacién es aconsejable, si se
desea evitar el sempiterno desfase técnico y educati-
Vo, que ya se incorpore progresivamente al curricu-
lum escolar.

Sin embargo, esta introduccién puede traer con-
sigo una serie de nuevos problemas (pedagdgicos,
sociologicos y psicolégicos) e interrelaciones (pro-
fesor-alumno-ordenador) que deberin analizarse en
profundidad para soslayar un nuevo fracaso escolar
de distinta indole.

Para ello el educador ha de tener siempre pre-
sente cuales son los objetivos de su ensefianza y, como
suele suceder a menudo, volver la vista al pasado es
un ejercicio gratamente ilustrativo. Por dicho motivo,
este articulo concluye con cuatro citas de autores

Bibliografia

[1] - Comisidén Internacional sobre el Desarrollo
de la Educacién
“21 puntos para una estrategia de la educacién”
El Correo de la Unesco, Pags 33-35, Mayo-Junio
1986

[2] - R. PaveLie, M. RoTHsTEN, J. FicH
“Algebra por ordenador”
Investigacién y Ciencia, n® 65, Pags 82-91. Fe-
brero 1982 ’

[3] - MAURICE D’OLAGNE
Le calcul simplifié par les procédés mécaniques
et graphiques
Gauthier-Villars, 1905

[4] - Morris KLINE
El fracaso de la matemaitica moderna
Siglo XXI, Madrid 1978

Informdtica y Matemdticas en la enseianza secundaria

clasicos, preséntadas por George Polya en el II Con-
greso Internacional sobre Educacién Matematica
(Esether, Inglaterra 1972).

Socrates: “Las ideas deben nacer en la mente de
los estudiantes y el profesor s6lo debe actuar como
comadrona”

Leibnitz:"Nada hay mas importante que ver los
caminos de la inventiva, que son, en mi opinién, mas
interesantes que las invenciones mismas”

Kant: “Todos los conceptos humanos empiezan
con intuiciones, prosiguen con conceptos y finalizan
con ideas”

Herbert Spencer:”:Qué es ensefiar bien?... Dar la
oportunidad al estudiante para descubrir las cosas por
si mismo”

[6] - GRUPO CERO
Estrategias, conjeturas y demostraciones
I.C.E. Universidad de Valéncia, 1982

[6] - J. Mason, L. Burton, K. STACEY
Pensar matematicamente
Labor-M.E.C., Barcelona 1988

[7] - SusaN LAMMERS
Programadores en accién
Microsoft-Anaya, Madrid 1988

[8] - Francisco MARTIN CASALDERREY
“Los usos educativos de la Informatica”
(Informatica y Ensefianza. Muestra de experien-
cias)
CEP de Monzén, Monz6én 1986

[9] - Susan J. Scown
The Artificial Intelligence Experience: An In-
troduction
Digital Equipment Corporation, 1985

SUMA 7/1991 27



“El uno y los ceros”

en el pais de la aritmética

José M. Nuifez Espallargas

abundan las
} > ficciéon que empiean ele-
mentos matematlcos para camcatu-
sobre aspectos de

bien conoc1da “A arltmenca de
Emlha del brasﬂeno Montelro
Lobato y, en nuestras lautudes, . -
. ifralia o La ciudad de los ndme- _estudios histéricos y libros de d1- ;

ros” de Franasco Ber‘ ‘ardo" Can-; ‘

cho.

rescatar un breve cuento pubhca~
do hace casi un 51glo en una revis-
ta de Ambito muy reducido y escri-

to por un autor, entonces bastante
popular, pero hoy ya totalmenteg ol

vidado.
Se. trata del cuento
los ceros” pubhcado a finales de

carrera de medxcma en Barcelona

Por ello nos parece mteresantd ,

Jl uno y: ,

y en Madrid, aunque se dedico en-
~ teramente al periodismo, dirigien-
. dola “Revista Art15t1cayL1terar1a ‘

.Y colaborando en gran nimero de
 revistas espafiolas y americanas.
_ Escribi6 varias novelas, obras de
~ teatro y cuentos, también algunos

vulgacmn cientifica.

- El cuento “El uno y los ¢ ceros '

1o tiene grandes pretensmnes lite-

_rarias, su objetivo es el de ironizar
_sobre un aspecto de la sociedad
*‘;es‘pmlola divirtiendo al lector con
_un planteamiento que ofrece indu-

dable originalidad al describir un

pais poblado por nimeros donde .
~se combinan las relaciones de ca-

racter humano con las de carater

1898, Su autor, Ras miro Blanco,;"~ arltmetlco. A través de un relato

naci6 en Gijén en 1857, estudi6 la  ° el que se incluyen ingeniosos
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Un cuento satirico

doble sentido se acomete una dura
critica de la actividad parlamenta-
ria del momento, que a pesar de
estar indudablemente condiciona-
da por los acontecimientos que cul-
minaron en la pérdida de las ualti-
mas colonias ‘espaﬁ olas, su lectura
no resulta anacrénica para un lec-

tor actual.

“El relato que comentamos
aparecm en “La Defensa del Ma-

gisterio”, una revista que habfa
visto la luz en Barcelona en 1896 y
~ que semanalmente mantenia infor-

mados a los maestros de Catalufia

sobre las cuestionnes legislativas
‘que les afectaban. Si bien este tema
_constituia el nidcleo esencial de

cada naimero, la revista contaba
con otras secciones dedicadas a la

- juegos de palabras y expresmnes de

Continua en la pig. 42



Formulas electorales basadas
en sucesiones de divisores!

Victoriano Ramirez Gonzalez

0. Resumen

En este trabajo se realiza un estudio que conduce
a la obtenciéon de férmulas electorales, basadas en
sucesiones de divisores, que aseguran una representa-
cién proporcional a la hora de asignar los escafios en
cada circunscripcién.

Se ha encontrado una familia de férmulas a la
que pertenecen como casos particulares D’Hondt, St-
Lagiie , Imperiali y el método Danés. De las propie-
dades matematicas de las fé6rmulas obtenidas se de-
ducen ventajas e inconvenientes que va a tener el
uso de cada una de ellas.

En la basqueda de las nuevas formulas'se parte de
un objetivo: primar a los partidos mas votados y
conseguir una buena proporcionalidad. El resultado
de la aplicacién de las férmulas que consiguen este
objetivo esta comprendido entre los que se obten-
drian aplicando las férmulas de St-Lagtie y D’Hondt.
Esta propiedad queda ilustrada con los resultados de
aplicar varias de las férmulas obtenidas a los datos de
las Elecciones Generales de 1989 en Espafia, que se
muestran en el parrafo 3.

1. Introduccion

El uso de una féormula electoral es un procedi-
miento matemdtico que determina la asignacién de
escanios entre los partidos que concurren en una
misma circunscripcién.

En la literatura electoral se distinguen dos grupos
de férmulas: mayoritarias y proporcionales.

1) Las llamadas mayoritarias son las que asignan
todos los escafios a la lista mas votada. Unas de otras
se diferencian en detalles como: mayoria absoluta o

mayoria relativa, una o dos vueltas, etc. Algunos pai-
ses en los que se usa, o se ha usado alguna férmula
maygritaria son: Gran Bretana, EEUU, Canadi, Nueva
Zelanda, Francia, y Australia.

2) Las proporcionales tienen como objetivo el
reparto de los escafios de cada circunscripcién pro-
porcionalmente a los votos que ha obtenido cada
partido. Aunque el principio que inspira este tipo de
férmulas es bien sencillo, en la practica surge el
problema de aproximar cantidades que no son ente-
ras por otras que si lo sean. Esta situacién se deriva
del céalculo de la proporcién de escafios que corres-
ponde a cada partido y no poder dividirse un escafio
en fracciones.

El reparto de escaios, como problema de aproxi-
maci6én, admite diferentes soluciones en funcién de
lo que se quiera ponderar. En ocasiones la pondera-
cién es tal que la férmula correspondiente no puede
considerarse proporcional en sentido matematico. A
pesar de todo lo anterior suelen denominarse formu-
las proporcionales a todas las que no son mayorita-
rias. Entre ellas se distinguen dos grupos segiin la fi-
losofia subyacente:

a) Las basadas en cociente electoral y posterior re-
dondeo por exceso de los restos mayores. Pertenecen
a este grupo el Método Proporcional Puro, conocido
también como Niemeyer [9], asi como el Método de
las Proporciones Relativas Iteradas [11]. Por ejem-
plo, al repartir cinco escafios entre tres partidos que
han obtenido: 108 300 votos, 102 400 votos y 32 600
votos respectivamente , se obtienen las proporciones
correspondientes, (243 500 votos / 5 escafios =
48700 votos por cada escafio), que son: 2.22 escanos,
2.11 escafos y 0.67 escafios respectivamente. A su vez

1. Este trabajo ha sido subvencionado por la Consejeria de Educacién de la Junta de Andalucia
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estas cantidades se aproximan por 2, 2, y 1, que es
la distribucién definitiva de escanos.

b) Las basadas en una sucesién de divisores utili-
zan una sucesién creciente de ntmeros positivos 0 <
d, <d, <d; <.. .Los votos obtenidos por cada
partido son divididos entre los n primeros términos
de dicha sucesién, siendo n el ntmero de escanos a
repartir. Por ejemplo para los datos: 871, 256, 156,
154, 72, 52 y 39 votos, si tomamos como sucesién de
divisores: 4, 9, 14, 19, 24, 29, 34.. , redondeando a
cantidades enteras, obtenemos:

DIV I SORES

Divf & d, dy d, dy dg d; dy d dy dyy dyp dyy dy, dyg dyg
VoN| ¢ @ 1 19 24 29 34 35 44 49 54 59 64 GO 74 79
8711217 96 62 45 36 30 25 22 19 18 16 15 14 13 12 11
25616428 1813 11 9 8 7 6 5 5 4 4 4 3 3
15613917 11 8 6 5 5 4 4 3 3 3 2 2 2 2
1541317 11 8 6 5 5 4 3 3 3 3 2 2 2 2
72118 8 5 4 3 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1
52113 6 4 3 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1 1
110 4 3 2 2 1 1111 1 11 1 1.0

¢Goémo se efectiia la asignacién de escafios a partir
de esta tabla?. De las dieciseis cantidades mayores:
diez correponden al partido 1, tres corresponden al
partido 2, una corresponde al partido 3, una corres-
ponde al partido 4, y otra al partido 5, por tanto la
asignacién de escanos es 10-3-1-1-1-0-0.

Como puede verse en [7], las sucesiones de
divisores que usan las fomulas electorales conocidas
son:

Formula Divisores
Imperiali 2, 3, 4, b, 6,.
D’Hondt 1, 2, 3, 4, b,.
St-Lagiie 1, 3, 5, 7, 09,
St-Lagtie Mejorada 1. 3, 5, 7, 9,
Danés 1, 4, 7, 10, 13,..

si se completa una tabla como la anterior para cada
una de estas férmulas se obtienen los siguientes
repartos:
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asignacién de escafos

partido partido partido partido partido partido partido

1 2 3 4 5 6 7
FORMULA
Imperiali 12 2 1 1 0 0 0
D’Hondt 11 3 1 1 0 0 0
St-L.Mej. 9 2 2 2 1 0 0
St-Lagle 8 2 2 2 1 1 0
Danés 8 2 2 1 i 1 1

Propor. Exac.8.71 256 156 154 072 052 0.39
Comentarios a la tabla de resultados

+ 1) La aplicacién de cada férmula a los datos
conduce a resultados muy dispares, hasta el punto de
ser tachadas unas férmulas por un defecto y otras por
el contrario. Asi, Imperiali y D’Hondt benefician
mucho a los partidos mas votados, por ejemplo, asig-
nan al primer partido 12 u 11 escafos respectivamen-
te, cuando solo le corresponden 8.71. Por el contra-
rio St- Lagtie y el método Danés benefician a los par-
tidos minoritarios, por ejemplo, al partido 6, que solo
le corresponden 0.52 escafios ambos le asignan un
escano, mientras que al primer partido que le corres-
ponden 8.71 le asignan 8, y al segundo que le corres-
ponden 2.56 ambas férmulas le asignan 2 . Peor atin
el método Danés que a 0.39 escatnios del Gltimo par-
tido le asigna 1 escafio (salvo que exista una barrera
minima como por ejemplo el 3%).

2) St-Laglie Mejorada puede ser aceptable en
cuanto a la proporcionalidad de los resultados y la
prima que otorga a los partidos mas votados; sin
embargo, desde el punto de vista matematico, la mo-
dificacién del primer divisor de la sucesién de St-
Lagiie es una arbitrariedad que conlleva una penali-
zacién de las minorias. En nuestro ejemplo ha sido
justa la penalizacion del partido 6, en favor del par-
tido 1, sin embargo no habria sido tan justa la pena-
lizacién del partido 5, que ha estado a punto de
perder el escafio. Obsérvese un posible defecto de
esta férmula, al segundo partido que le correspon-
den 2.56 escanios le asigna 2, y al cuarto que le corres-
ponden 1.54 le asigna 2 también.

3) En el ejemplo se ha elegido una circunscrip-
cién de tamafio grande con objeto de resaltar, simul-
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tineamente, las propiedades mas importantes de
varias férmulas electorales. Sin embargo seria un error
entender que el desvio de proporcionalidad que
origina el uso de D’Hondt se produce por la existen-
cia de circunscripciones grandes. Pues, son precisa-
mente las de tamano pequeno las que causan mas
desvio. Obsérvense los datos del ejemplo del aparta-
do a), que corresponden a la circunscripcién de Va-
lladolid en las elecciones de 1989, cuyo reparto
D’'Hondt es 3-2-0, asi, el primer partido al que corres-
ponden 2.22 escafios recibié 3, (un 35% de prima),
mientras que el tercero con 0.67 escafios recibié 0.
Sin embargo obsérvese que en las Elecciones Andalu-
zas de Junio de 1990, apéndice II, D’Hondt desvia
menos la proporcionalidad porque ahora las circuns-
cripciones son mas grandes.

4) El fuerte desvio de la proporcionalidad es la
causa por la cual la férmula D"Hondt fue sustituida
en los Paises Escandinavos (1953) por Sainte-Lagiie,
ésta a su vez, lo fué por St-Lagiie Mejorada [12,pp170]
y en Alemania Federal (1985) por Niemeyer [9, pp
295].

2. Propuesta de nuevas sucesiones de diviso-
res

Definimos la sucesién de divisores de pardmetro
A, por:
(1 d, =nt+A n=0123.. A>0
Por tanto, si tomamos valores diferentes de A,

obtenemos sucesiones de divisores diferentes, y en
definitiva, diferentes féormulas.

Por otra parte, valores muy préximos de A condu-
cen a divisores también muy préximos, que normal-
mente, daridn resultados idénticos, o casi idénticos.

Veremos que los valores que interesan para A se
encuentran entre 0.5 y 1, por lo que, aunque (1) re-
presenta una infinidad de férmulas electorales dife-
rentes, en la practica s6lo hay 7 u 8 valores de A que
conduzcan a resultados sensiblemente diferentes.

En la tabla siguiente incluimos algunos valores, de

Formulas electorales basadas en sucesiones de divisores

A. Dos de los que citamos estin fuera del intervalo
[0.5, 1]; el motivo de considerarlos también es por
corresponder a métodos electorales famosos.

Valor de A Sucesién de divisores
1/3 1/8, 4/3%, 7/3,10/3,
0.5 0.5, 1.5, 2.5, 3.,
0.6 0.6, 1.6, 2.6, 3.6,
2/3 2/3, 5/3, 8/3,11/3,
0.7 0.7, 1.7, 2.7, 8.7,
3/4 3/4, 7/4,11/4, 15/4,
0.8 0.8, 1.8, 2.8, 3.8,
0:9 09, 19, 29, 3.9,
1 1, 2, 3, 4,
2 2, 3, 4, 5,

Comentarios a la Tabla

1) Para A=1 se obtienen los divisores del método
D’Hondt

2) Para A=2 obtenemos los divisores: 2, 3, 4, 5, ..
que corresponden al método Imperiali.

3) Para A=2/3 observamos el inconveniente de
trabajar con ntimeros con infinitos decimales, por lo
que parece aconsejable buscar un procedimiento de
sustituciéon de estas sucesiones por otras equivalentes
para las cuales esta problematica no aparezca. Por
ejemplo, en este caso si multiplicamos por tres los tér-
minos de la sucesién se elimina el problema, quedan-
do como divisores: 2, 5, 8, 11, ... , que conducen al
mismo reparto.

4) Multiplicando por dos los divisores correspon-
dientes a A=0.5, se obtienen los divisores del método
de St-Lagtie.

5) Si damos a A el valor 1/3, y multiplicamos por
tres Ia sucesién correspondiente se obtienen los divi-
sores del Método danés.

Por tanto las férmulas electorales: D’Hondt, St-
Lagiie, Imperiali, y Danés son casos particulares de la
familia de fé6rmulas que hemos definido anteriormen-
te.
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6) En general, si A =q/p, con p, q > 0, los
divisores (1) son equivalentes a los que se obtienen
como:

(2) d.  =pn+q, n=0,1,2..

y si p y q son enteros, los divisores anteriores son
todos enteros. Asi las sucesiones anteriores correspon-
dientes a valores de A comprendidos entre 0.5 y 1,
son equivalentes a:

A P q Sucesién de divisores
05 2 1 1, 38, 5, 7, 9, 11
06 5 3 3, 8, 13, 18, 23, 28
2/3 3 2 2, 5, 8, 11, 14, 17
07 10 7 7, 17, 27, 37, 47, b7
0.75 4 3 3, 7,11, 15, 19, 23
08 5 4 4, 9, 14, 19, 24, 29
09 10 9 9, 19, 29, 39, 49, 59
1 1 1 1, 2, 38 4, 5, 6

que usadas para distribuir los escafios, en cada cir-
cunscripcién, en las Elecciones Generales de 1989
en Espafia dan los repartos siguientes:

3. Resultados para las elecciones generales
de 1989

Los resultados estdn en la tabla de abajo.

Comentarios a la tabla anterior.

1) Se han resaltado en negrilla tres columnas. La
primera indica el reparto mds justo en proporcién a
los votos obtenidos globalmente por cada partido; la
tltima indica el reparto que ha dado la férmula
D’Hondt, y la del centro, el reparto correspondiente
al valor 2/3 para A (posteriormente vamos a deducir
que la férmula correspondiente a este valor de A es
una de las mds adecuadas para efuectuar repartos
proporcionales. En el apéndice I damos los resulta-
dos en cada provincia al aplicar esta férmula).

2) El reparto correspondiente al valor 0.5 para A
es el que produce mayor proporcionalidad en el sen-
tido de que es minima la suma de las diferencias, en
valor absoluto, entre la proporcién exacta de escafios
que corresponde a cada partido y la que la férmula
le asigna. Pero ello no significa que esta férmula sea
la mejor; por ejemplo obsérvese el siguiente dato,
que no es un hecho casual, la segunda fuerza recibe
10 escaiios de prima, (107 escafios en lugar de 97),
por tanto la primera fuerza, el P.S.O.E., debe recibir
al menos 10 escafios de prima, o para mantener su
proporcion respecto de la primera, debe recibir unos
15 escafios més que proporcionalmente le correspon-
den y solo recibe 3.

3) Salvo pequenas excepciones, (de fuerzas que
concurren en pocas circunscripciones), las dos pri-

REPARTOS

ST-Lg D’Hont
PART. VOTOS PRO. DIPUT. A=0.5 A=0.6 A=2/3 A=0.7 A=3/4 A=4/5 _A=09 A=1
PSOE 8088072 148 151 158 162 164 165 168 172 176
PP 5282877 97 107 108 106 105 106 105 104 106
1U 1851080 34 24 22 22 23 23 21 20 17
CDS 1617104 29 27 22 21 19 18 16 15 14
CIU 1030476 19 17 17 17 17 18 18 18 18
PNV 253769 5 5 5 5 5 5 5 5 5
HB 216822 4 6 6 6 6 6 6 5 4
PA 212807 4 3 2 2 2 2 2 2 2
uv 144655 3 2 2 2 2 2 2 2 2
EA 136595 2 2 2 2 2 2 2 2 2
EE 105217 2 2 2 2 2 2 2 2 2
PAR 71628 1 1 1 1 1 1 1 1 1
AIC 64989 1 "2 2 1 1 1 1 1 1
ERC 84400 1 1 1 1 1 1 1 1 0
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meras fuerzas son las tinicas beneficiadas con cual-
quiera de las férmulas anteriores.

4) La prima que recibe la segunda fuerza es inde-
pendiente de la férmula usada, mientras que la pri-
ma para la primera fuerza aumenta a medida que au-
menta el valor de A.

5) La prima de las fuerzas beneficiadas es sopor-
tada, salvo pequefas excepciones por la tercera y cuar-
ta fuerza, IU y CDS, que con la férmula D’Hondt
pierden cada una el 50% de sus escafios en favor del
PSOE y de PP,

Para clarificar la exposicién posterior y conocer el
origen del problema que nos ha llevado a la bisque-
da de nuevas férmulas electorales planteemos un
ejemplo de reparto, que corresponde a datos reales,
y cuya solucién no es trivial. Concretamente, en la
circunscripcién de Sevilla, en las Elecciones Genera-
les de 1989, al repartir los 12 escafios entre PSOE,
PP,IU y PA proporcionalmente a los votos obtenidos
se tiene:

PSOE 6.94 Escanos
PP 2.43 Escanos
U 1.47 Escanos
PA 1.16 Escanos

dos partidos tienen que redondear por exceso y, por
tanto resultar beneficiados. Los otros dos redondean
por defecto. Parece evidente que el PSOE con 6.94
escafios debe redondear a 7 escafios, y por otro lado,
que el PA con 1.16 escafios debe redondear a 1
escano.

Sin embargo, no es tan evidente el redondeo entre
el PP e IU; los restos correspondientes difieren sélo
cuatro centésimas. Si, para minimizar el desvio de
proporcionalidad redondeamos por exceso el de ma-
yor resto, el de IU, tenemos que PP e IU obtienen 2
escanos cada uno, a pesar de que PP tiene un 70%
més votos que IU. La otra aproximacién posible es 3
escafios para el PP y 1 para IU. Logicamente ninguna
solucién al problema anterior es completamente sa-
tisfactoria, pero para poder aceptar la {ltima necesi-
tamos establecer una férmula que prime los restos en
funcién de la parte entera a la que pertenezcan. Es
decir, que restos iguales no tienen una influencia
idéntica en el reparto, sino que aquel que acompafie
a una parte entera mayor tiene mas posibilidades de

Férmulas electorales basadas en sucesiones de divisores

ser redondeado por exceso. (Con D’Hondt en Sevilla
se obtuvo PSOE 8, PP 2, IU 1, PA 1; de ahi su no pro-
porcionalidad y dudosa constitucionalidad.)

4. Fundamento matematico de la familia de
sucesiones de divisores

Supongamos que la sucesion de divisores es
d,, dy, d,... .

Deseamos que esta sucesién conduzca a repartos
proporcionales con una influencia creciente de la
parte entera en los redondeos por exceso de los
restos. Para ello supongamos que, establecida la pro-
porcién de diputados, R es el resto que acompafia a
cierta parte entera, 0 <R < 1. La parte entera puede
valer cero, uno, dos, etc. En el primer caso, cuando
la parte entera es cero, el partido correspondiente al
que corresponden R escafios debe aspirar a conse-
guir un escafio, (a lo sumo), por tanto hay que
analizar el comportamiento de R/ d,. Si la parte
entera vale uno, es decir, la proporcién de escafios
para el partido correspondiente es 1+R, dicho parti-
do debe aspirar a conseguir dos escafios en el mejor
de los casos, por tanto hay que analizar el comporta-
miento de (1+R)/ d,, y asi sucesivamente.

Luego vamos a estudiar el comportamiento de los
siguientes cocientes:

R 1+R 2+R 3+R
, etc., R dado, Re[0,]1)

4 d d d

1 2 3 4

aqui estamos considernado que la proporciéon de
escafios es R, 1+R, 2+R, etc. Operar con proporcién
de escafios o con votos es equivalente, como ya se ha
dicho anteriormente.

Seria interesante que se verificase:

) B o MR 2R IR e VRe[0,1)
dq-  dy dy .

pues ello significaria que, en caso de igualdad de
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restos, primero redondea por exceso el que tenga
mayor parte entera. En efecto, fijado R, se tiene que

R 1+R

IA

d, d,

y ello supone que un partido cuya proporcién de
escafios sea 1+R recibe el segundo escafio antes que
reciba el primer escafio otro partido cuya proporcién
sea R. Andlogamente para cualquier otra compara-
cién.

Para que en (3) se verifique la primera desigual-
dad

(4) R < 1+R
d d

1 2

VRe [0,1)

es necesario y suficiente que

d, < 24,
pues la constante d,/ d, tiene que ser mayor o igual
que la funciéon R/(1+R) en [0,1], que es creciente,
alcanzando el maximo valor, 1/2, en R=I.

Las restantes desigualdades se caracterizan de
forma aniloga por:

n+l
(5) dn+1 S —— n

n

Si, con objeto de no primar mas atn a los partidos
mayoritarios, en cada caso, tomamos el divisor maixi-
mo que verifica la desigualdad, se obtiene

d, = 2d, ; d, = (3/2)d, = 3d, ;d

9 = 4d, ; etc

4
es decir los divisores serian: d, 2d,,3d,,4d, , ..,y
por tanto, equivalentes a los del método D’Hondt.

Exigir que se cumplan las desigualdades (3)
VRe [0,1) puede ser excesivo porque daria lugar a
un desvio importante de la proporcionalidad cuando
a la lista mds votada corresponda una parte entera
mucho mayor que a las demas, pues en tal caso aquella
puede absorber los restos de todas las demis.

Para paliar este efecto podemos restringir las
desigualdades (3) a un intervalo menor, es decir,
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VRe[0, A ] con 0 <A < 1. Vamos a probar que ello
se consigue con la sucesién de divisores (1).
Consideraremos que a un determinado partido le
corresponden x + R escafios, donde x es entero y R el
resto. Por tanto debe conseguir al menos x escafios y
posiblemente x + 1.
Si llamamos C(x) al cociente resultante de dividir

x+ R
X+

(7) C(x) = 0 <A<1, R>0, xe[0, )

Para valores de x iguales a 0, 1, 2, 3, .., G(x) es el
cociente x+1, usando la sucesién de divisores (1), para
un partido cuya proporcién de escafios sea x+R, por
tanto nos va a informar del grado de dificultad que
tiene el correspondiente partido para obtener el esca-
no x+1, es decir redondear por exceso su proporcién
exacta de escafios. Analicémos C(x); su derivada es:

8) C(x) - C creciente, siR<A
X) = = es
(x + A)? decreciente, si R > A
9) Si R=A Cx)=1, Vxe {0,1,2,34,.}
(10) Si R>A Cx)>1, Vxe {0,1,2,3,4,.}
(11) Si R<A C(x)<l, Vxe {0,1,2,3,4,..}
Comentarios

1) De (8) se deduce que las desigualdades (3) se
verifican en el intervalo [0, A]. Cuando varios restos
son idénticos, (o casi idénticos), pero menores que A,
redondea por exceso, primero, el correspondiente al
partido con mas votos.

2) De (9), (10) y (11) se deduce que, con la
sucesion de divisores (1), un partido al que corres-
ponda una proporcién de escafios con parte entera n
y resto mayor que A, recibira el n+l-ésimo escafio
antes que otro, al que corresponda una proporcién
de escafios con parte entera m y resto menor que A,
reciba el m+1-ésimo, y esto es independiente de los
valores de n y m. Por tanto antes de que un resto
menor que A redondee por exceso habrian redon-
deado por exceso todos los restos que sean mayores
que A,



Por ejemplo si al repartir 10 escanos entre cuatro
partidos, la proporcién de escafios es:

P, - 4.7 esc. al menos, para todo P, — 5 esc.
P2 — 2.8 esc. A, 0.3<A<0.7 P, —» 3 esc.
Pg — 2.2 esc. el resultado con P5 — 2 esc.
P, - 1.3 esc. la sucesién (1) es P4 — 1 esc.

3) De (8) se deduce que, si a varios partidos co-
rresponden restos iguales (o similares) y mayores que
A, redondea por exceso primero el partido con menor
nimero de votos (menor parte entera), y en ultimo
lugar el que tenga mayor niimero de votos, (aunque
eso si todos ellos lo hardn antes que cualquier parti-
do con resto menor que A).

4) Si A =0.5y, al establecer las proporciones,
hay tantos restos mayores que 0.5 como cantidades es
necesario redondear por exceso, todos los restos
mayores que 0.5 redondean por exceso y los demis
por defecto, coincidiendo los resultados en tal caso
con el método Proporcional Puro. Esta situacién se
da con frecuencia, de ahi que el método de St-Lagiie,
(A =0.5), dé resultados muy similares al Proporcio-
nal Puro.

La alta proporcionalidad de la sucesién correspon-
diente al valor A = 0.5, no significa que la férmula
correspondiente sea la mejor. De hecho es una suce-
siébn mala en el siguiente sentido: un partido al que
correspondan algo mas de 0.5 escafios la férmula
asignard 1 escafio con mucha probabilidad, mientras
que otro que tenga resto mayor que 0.5 y parte ente-
ra grande (alguno de los mas votados) es muy posible
que la formula le redondee por defecto debido al
decrecimiento de C(x) para restos mayores que A.

Por tanto el valor A = 0.5 no se debe utilizar porque
beneficia a los partidos minoritarios a costa de los
mayoritarios dando lugar a la fragmentacién Parla-
mentaria y a la consiguiente inestabilidad politica.
Con mayor motivo no es recomendable el uso de un
valor del parametro menor que 0.5 (el método Danés
corresponde a , A =1/3)

Ejemplos. Para ver con mayor claridad algunas de
las conclusiones anteriores vamos a mostrar dos ejem-
plos y los correspondientes repartos para la formula
de St-Lagtie, A =0.5=1/2, cuyos divisores son segiin
(2): 1,8,5,7,..

Formulas electorales basadas en sucesiones de divisores

Ejemplo 1. Escafios 12| Ejemplo 2. Escafios 12

Partido Propor. Reparto |Partido Propor. Reparto

ciones ciones
A 5.30 6 A 5.73 5
B 3.36 3 B 3.65 4
G 1.90 2 C 1.57 2
D 1.44 1 D 1.05 1

En ambos ejemplos dos restos deben redondear
por exceso. En el primero s6lo hay un resto mayor
que 0.5, correspondiente al partido C, luego es el
primero en redondear por por exceso. Ahora, entre
los restos menores que 0.5, a igualdad (o proximi-
dad) ‘de los mismos, redondea antes el que corres-
ponda a mayor parte entera. En efecto, observemos
que a pesar de ser 0.30 el menor resto ha conseguido
redondear por exceso porque su parte entera es mayor
que la correspondiente al resto 0.36 y mucho mayor
que la correspondiente al resto 0.44. Es deseable la
prima a los partidos mas votados y por tanto el
comportamiento de esta sucesién de divisores ante
una situacién como la del ejemplo 1, sin embargo no
es deseable el comportamiento de la misma férmula
ante situaciones como la mostrada en el ejemplo 2.

En el ejemplo 2, tres restos son mayores que 0.5y
solo dos pueden redondear por exceso, para valores
“similares”, el que menos probabilidad tiene es el
correspondiente a una parte entera mayor, y efectiva-
mente asi ocurre en. este caso, pues el partido A se
queda con 5 escafios teniendo un resto de 0.73, mien-
tras que el C al que corresponden 1.57 pasa a 2.

Para disminuir la probabilidad de que aparezcan
repartos como el mostrado en el ejemplo 2, basta con
aumentar el valor de A. Es evidente que cuanto mayor
sea A, menor sera el nimero de restos mayores que
A, y por tanto mayor la probabilidad de que todos
tengan que redondear por exceso. La simetria de una
distribucién uniforme de los restos respecto del valor
0.5, hace que no sea necesario elevar mucho el valor
de A, respecto de 0.5, para que la situacién mostrada
en el ejemplo 2 no se de, o se presente en muy rara
ocasion,

Por ejemplo los valores 0.6, 2/3 6 0.7 pueden ser
suficientes. Por tanto las férmulas correspondientes
priman a las fuerzas mas votadas y al mismo tiempo
no desvien excesivamente la proporcionalidad.

Por el contrario si nos acercamos mucho al valor

SUMA 7/1991 35



Victoriano Ramirez Gonzdlez

1, (D’Hondt), no se presentard jamas la situacidn
mostrada en el ejemplo 2, pero el intervalo de in-
fluencia creciente de la parte entera en el redondeo
del resto, puede llevar ficilmente a que la lista mas
votada absorba todos los restos de las proporciones
correspondientes a las demas listas y redondee a varios
escaifios mas de los que proporcionalmente le corres-
ponde. Por ejemplo las proporciones para la distri-
bucién de los 16 escanos de Valencia, en las Eleccio-
nes Generales de 1989 fueron: PSOE 6.96 escanos, PP
4.21 escafios, UV 1.99 escafos, IU 1.72 escafios y CDS
1.12 escafios. El reparto con D’Hondt ha sido: 8, 4, 2,
1, 1 escafios respectivamente. En estos casos no se
puede considerar que el reparto sea proporcional.

5) El intervalo [0.60, 0.75] para elegir valores de
A, es decir sucesiones de divisores, es muy bueno,
aunque ninguna sucesién de divisores usada hasta
ahora se aproxima a las correspondientes a los valo-
res de este intervalo. Por tanto una férmula recomen-
dable es la correspondiente al valor 2/3 para A, es
decir los divisores: 2,5,8... etc. El reparto al que
conduce para los datos de las Elecciones Generales
de 1989 quedé resaltado en el centro de la tabla del
parrafo 3.

Siguiendo razonamientos anilogos a los anterio-
res se pueden establecer otras propiedades de las nue-
vas sucesiones de divisores. Antes de enunciarlas
necesitamos las siguientes notaciones:

Supongamos que en una circunscripcién concu-
rren los partidos P, ..., P, que ya consideramos
ordenados decreciendo segin nimero de votos. Sea
K el nimero de escafios a asignar; y notemos por
N(A)j) la suma de los escafios que asigna la férmula
electoral (1) a los partidos Pl,..‘.,Pj.

Propiedad 1.- Fijado je{1,2,..,t}, se tiene
A<SA = NAJ)SNA), AA>0

es decir, al aumentar A, si alglin escafio cambia de

partido, es porque ha pasado a pertenecer a uno que

tiene mas votos que el partido del que procede.

Propiedad 2.- Si P, ha obtenido menos votos que P,
existe un valor A eR, tal que si

A>A, = N@AI =K
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Propiedad 3.- Si K < t, existe un valor A eR, estricta-
mente positivo, tal que si
0<A<A, = N(Aj)=j 1=<£j<K

La propiedad 1 nos dice que al aumentar el valor
de A, se beneficia siempre a los partidos mais vota-
dos, por tanto podemos disefiar sucesiones de diviso-
res con la garantia absoluta de que ante cualquier
situacién posible van a primar mas o menos, (segin
el valor elegido para A), a la lista mas votada, que las
sucesiones conocidas hasta ahora.

Ademas nos dice la propiedad 1 que si al aumen-
tar el valor de A hasta A’, la nueva sucesién da un-
reparto diferente es porque algin partido ha perdi-
do un diputado en beneficio de otro que tiene mas
votos que €l

La propiedad 2 nos dice que podemos construir
sucesiones de divisores equivalentes a la férmula
mayoritaria ( mayoria simple ademas).

La propiedad 3 nos indica del peligro de tomar
valores pequeiios de A, ya que en tal caso la prima a
los partidos pequefios puede ser enorme.

Después de observar las propiedades 2 y 3, nos
planteamos la siguiente pregunta, ¢ en general, pue-
den considerarse proporcionales las férmulas basa-
das en sucesiones de divisores ?.

Por altimo indicar que a este trabajo se ha llegado
buscando argumentos cientificos para, primeramen-
te, mostrarle al Defensor del Pueblo que la férmula
electoral D’Hondt no es proporcional y por tanto
debe recurrirse ante el Tribunal Constitucional, y en
segundo lugar mostrarle a los Diputados del Congre-
so los defectos de nuestra férmula electoral y darle
soluciones alternativas. Es posible que el cambio de
féormula electoral no se consiga, y debamos confor-
marnos con haber obtenido una infinidad de fé6rmu-
las electorales basadas en sucesion de divisores con
efectos intermedios entre D’Hondt y St-Lagtie, de tal
manera que podemos realizar cambios de férmula
con tanta moderacién como se quiera. Creemos que
esta es una aportacién importatante a una sociedad
democritica ‘de los profesores de matematicas.
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RESULTADO POR PROVINCIAS AL APLICAR LA FORMULA CUYOS DIVISORES SON:2, 5, 8, ... EN 1989.
Comparacién con D’Hondt y con las proporciones exactas

Provincia  PSOE PP

Alava
Albacete
Alicante
Almeria

Avila
Badajoz
Baleares

Barcelona 1
Burgos

Caceres

Cadiz

Castellon
Ciudad Real
Coérdoba
Coruna

Cuenca
Gerona
Granada
Guadalajara

Guipuzcoa
Huelva
Huesca
Jaén

Leén
Lérida

La Rioja
Lugo

REPARTO CON 2, 5, 8, ..
IU CDS

OTROS

PNV HB
1 1

CiU ERC
10 1

-

1 1-PA

R = NN NN R Q= N QO

3-CiU
1

N N

PNV HB EA EE
1 2 1 1

1 B
2—-CiU

NN =N BNBRR R DNDRN B 0000 OUO RN QO N QU0

QO NO bt IND e ed

REPARTO
Proporciones D'HONDT
1.51-0.83-0.98-0.68 2-1-1-0
2.47-1.53 3-1
4.7-3.2-0.97-1.1 5-3-1-1
3.43-1.58 4-1
0.88-1.1-1.02 1-1-1
3.72-1.6-0.68 4-2
2.45-2.89-0.66 3-3
12.7-3.6-2.8-1.6-10.4-0.86 14-3-3-1-11-0
1.7-2.3 2-2
3.3-1.7 3-2
5.24-1.64-0.97-1.15 6-1-1-1
2.75-2.25 3-2
3.18-1.82 3-2
4.01-1.49-1.5 5-1-1
4.4-3.97-0.99 4-4-1
1.62-1.38 2-1
1.9 -3.1 2-3
4.25-1.84-0.91 4-2-1
1.38-1.62 1-2
1.6-1.3-1.8-1.45-0.85 2-1-2-1-1
3.75-1.25 4-1
1.84-1.16 2-1
3.61-1.62-0.77 4-2
2.25-2.18-0.57 3-2
1.38-0.6-2.02 2-0-2
1.96-2.04 2-2
2.02-2.98 2-3
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Madrid 12 12 4 11.7-12.1-5.87-3.9 12-12-5-4
Malaga 6 2 1 5.69-2.18-1.5-0.61 7-2-1
Murcia 4 3 1 4.33-2.83-0.86-0.98 5-3-0-1
Navarra 2 2 1-HB 2.07-2.2-0.73 2-3-0
Orense 2 3 2.3-2.7 2-3
Asturias - 4 3 1 3.8-2.5-1.5-1.2 4-3-1-1
Palencia 1 2 1.36-1.64 1-2

Las Palmas 2 2 2 2.57-1.66.81-1.96 3-2-0-2
Pontevedra 3 4 1 3.27-3.92-0.81 4-4
Salamanca 2 2 1.9-2.1 2-2

S.C. Tenerife 4 1 1 1-AIC 3.26-1.4-0.8-1.5 4-1-1-1
Cantabria 2 2 1 2.27-2.18-0.55 3-2
Segovia 1 1 1 1.06-1.37-0.57 1-2
Sevilla 7 3 1->PA 6.94-2.43-1.47-1.16 8-2-1-1
Soria 1 2 1.2-1.8 1-2
Tarragona 2 1 2—-CiU 2.1-0.8-2.1 2-1-2
Teruel 2 1 1.64-1.36 2-1
Toledo 3 2 2.88-2.12 3-2
Valencia 7 4 1 2-UV 6.96-4.2-2-1.72-1.1 8-4-2-1-1
Valladolid 2 2 1 PNV HB EA EE 2.1-2.23-0.67 2-3
Vizcaya 2 1 3 2 11 2.3-1.1-8.1-1.7-0.9-0.9 2-1-3-2-1-1
Zamora 1 2 . 1.41-1.59 1-2
Zaragoza 3 2 1 1-PAR 3.05-2,2-0.9-0.85 3-2-1-1
Ceuta+Melilla 2 2. 2

Nota: i) se han resaltado en negrilla las provincias en las que los repartos, con los divisores 2, 5, 8, ... y con la férmula D Hond,
son diferentes. .

ii) Para el célculo de las proporciones se han considerado sélo los votos de aquellos partidos que obtienen algtin escafio con los
divisires 2, 5, 8, ... .

iii) Los datos son anteriores a la resolucién de las impugnaciones por tanto no contemplan el cambio de resultado en el escafio
de Melilla.

APENDICE II
ELECCIONES ANDALUZAS. JUNIO DE 1990

REPARTO CON 2, 5, 8,.. PROPORCIONES REPARTO D'HONDT

Provincia PSOE PP IU PA PSOE PP IU PA
* Almeria 6 3 1 1 5.88 8.31 1.05 0.76 7 3 1 0
Cadiz 8. 2 2 3 7.46 2.47 1.62 8.45 8 2 1 4
Cérdoba 7 3 p) 1 6.39 2.81 2.54 1.26 7 3 92 1
Granada 7 4 1 1 6.70 3.84 1.61 0.85 7 4 1 1
Huelva 7 2 1 1 6.4 2.56 1.07 0.94 7 2 1 1
Jaén 7 3 1 - 1 6.47 3.40 1.43 0.70 7 4 1 0
Malaga 9 4 2 1 833 3.72 2.46 1.49 9 4 2 1
Sevilla 10 4 2 2 9.44 3.66 2.35 2.55 10 4 92 2
TOTAL 61 25 12 11 56.8 25.4 145 12.3 62 26 11 10

Nota: se han resaltado en negrilla las provincias en las que los repartos, con los divisores 2, 5, 8, ... y con la férmula D "Hondt,
son diferentes

Observaciones:

i) El PSOE, partido ganador en todas las provincias, ha resultado beneficiado respecto de su proporcién exacta en todas las
provincias, acumulando una prima de 4.2 escarios con los divisores 2, 5, 8,... y 5.2 con D’Hondt, que extrapolando los 109 escafios
autondémicos a los 350 de unas Elecciones Generales equivalen a una prima de 13.5 y 16.7 escafios respectivamente. Lo que
prueba, una vez mas, que el desvio de proporcionalidad que origina D’Hondt disminuye al aumentar el tamafio de las circuns-
cripciones.

ii) Con los divisores 2, 5,8, .. el nltimo escafio por Almeria no corresponde ni al PP ni al PSOE sino al PA, independien-
temente de que usemos los datos anteriores o posteriores a la impugnacién. (Los que aparecen en la tabla son los posteriores

a la impugnacién).
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El aprendizaje por descubrimiento
dirigido aplicado a la ensenanza

de las matematicas

Mariano Dominguez Muro

Robert Glaser, en su articulo titulado “Variables
en el aprendizaje por descubrimiento”, resalta que es
la induccién el método seguido en el aprendizaje por
descubrimiento, pero que la induccién lleva implici-
to el aprendizaje con errores.

Mis adelante afirma:

, “El nifo realiza desde su comienzo un aprendiza-
je por descubrimiento ante lo desconocido: colores,
objetos, animales, operaciones,...

El descubrimiento por si mismo lleva implicito el
error.

Una forma de reducir errores en el aprendizaje
es que se utilice positivamente el conocimiento exis-
tente y sirva para guiar el aprendizaje...”

Con el fin de reducir el maximo estos riesgos de
error, nosotros entendemos el aprendizaje por descu-
brimiento dirigido apoyindenos fundamentalmente
en estos cuatro pilares: el alumno, los materiales, el
profesor y la evaluacién.

El Alumno

El alumno partird de situaciones concretas (jue-
gos, manipulaciones, observaciones, problemas,...) o
de conceptos aprendidos y asimilados previamente
(conocimientos previos); a partir de ellos podra lle-
gar a la formalizacién del conocimiento matemdético.
Ahora bien, la formalizacién del conocimiento mate-
matico no la entendemos como punto de partida,
sino mas bien como una meta. Coincidimos en este
sentido con los planteamientos que hace el D.C.B.
cuando afirma (p. 379 y 481):

“La formalizacién, la precisién y la ausencia de
ambigiiedad del conocimiento matematico no es el
punto de partida, sino mas bien el punto de llegada
de un largo proceso de aproximacién a la realidad,

de construccién de instrumentos intelectuales efica-
ces para conocerla, analizarla y transformarla”.?

La historia del aprendizaje de la humanidad, asi
como la de nuestros propios alumnos, nos descubre
que es imposible hacer matematicas si no partimos
de los objetos, de las aproximaciones, de los tanteos
y de la resolucién de problemas particulares.

Veamos, a modo de ejemplo, cémo mediante un
juego puede iniciarse al alumno en los conceptos de
probabilidad:

En grupos de dos alumnos, se les indica que se
repartan los 12 primeros niimeros naturales, seis cada
uno. Pueden ordenar los niimeros que a cada uno le
han correspondido de una forma similar a esta:

1467911 23581012

Se realizan tiradas alternativas con dos dados. Se
ira tachando cada nimero a medida que resulte como
suma de ambos casos.

Gana aquél que consiga tachar primero todos sus
nameros.

Con posterioridad se le pedird que elijan los seis
nGmeros que consideren mejores (estrategias gana-
dora)

¢Qué nimero no elegirian nunca? ¢Por quév,...

El paso del juego a la introduccién de los corres-
pondientes conceptos probabilisticos es inmediata.

El material

Todo el largo proceso en la formalizacién del
conocimiento del alumno creemos que debe estar
dirigido por el propio material, previamente elabora-
do por el profesor (guién de trabajo). Este guion
debe estar diseniado de tal forma que, por una parte
no suprima el poder creador del alumno, y por otra

SUMA 7/1991 39




Mariano Dominguez Muro .

le proporcione las ayudas imprescindibles para cam-
biar. '

Entendemos que el guién debe prever y sugerir
todas aquellas actividades que, segin el Informe
Cockroft, en su pérréfo 243, deben realizarse en una
clase de Matematicas: realizacion de trabajos practi-
cos adecuados, adquisicion de destrezas algoritmicas,
explicaciones a cargo del Profesor, discusiones por
grupo y a nivel de aula, resolucién de problemas y
planteamiento de situaciones de investigacién.

La realizacién de trabajos practicos adecuados la
consideramos como una actividad muy importante a
la hora de conseguir la necesaria motivacién en los
alumnos. El nivel manipulativo es, frecuentemente,
el tnico eslaboén al cual pueden agarrarse todos los
nifos, no importa cual sea su nivel intelectual. A este
respecto estamos totalmente de acuerdo, partiendo
de nuestra experiencia de aula, con la afirmacién que
realiza al respecto el Informe Cockroft en su parrafo
247 cuando asegura:

“Con bastante frecuencia se considera que en la
secundaria no son necesarias ya las actividades pric-
ticas, pero no parece ser cierto, como tampoco lo es
que dichas actividades deban ser llevadas a cabo
Gnicamente por los alumnos de rendimiento bajo;
por el contrario, los alumnos de todos los niveles
pueden beneficiarse con el desarrollo de experien-
cias practicas apropiadas...”

El D.C.B. al hacer referencia al disefio de la
Educacién Primaria indica (p. 386);

“...el proceso de construccién del conocimiento
matematico debe utilizar como punto de partida la
propia experiencia practica de los alumnos.” (2)

Y en la Introduccién de la Secundaria Obligatoria
igualmente indica (p. 481):

“..Ja construccién del conocimiento matemético
es inseparable de la actividad concreta sobre los
objetos,... y la resolucion de problemas particulares.”
(2)

Es necesario que nuestros alumnos manejen
mucho mads las tijeras, la regla, la escuadra, el trans-
portador de angulos, el compis,...

Los juegos o simulaciones también los incluimos
dentro de las actividades que pueden ayudar a desa-
rrollar en los alumnos el gusto por el aprendizaje de
las matematicas. Evidentemente no estamos de acuer-
do con el principio de que las matematicas deben ser
necesariamente aburridas.
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Las situaciones de investigacién, creemos, deben
estar sugeridas de forma sencilla y forma a lo largo
del guién. Desde muy pequeiios, los nifios son capa-
ces de descubrir propiedades en los ndmeros y figu-
ras, de realizar clasificaciones, de simular situaciones
a través de juegos,... )

Es evidente, por ejemplo, que si proponemos la
suma de los n primeros ntmeros impares 1 + 3 + 5
+...+ (2n -1) la mayor parte de los nifios se quedaran
sin saber que hacer; pero si se afiade el siguiente
esquema. ‘

_ [

111

Figura 1

Ahora muchos ninos se atreveran hacer sus con-
jeturas y, posiblemente, a proponer sus soluciones.

Jugando con tiras de mecano, los alumnos pue-
den iniciarse en la investigacién, clasificacién de
poligonos y sus propiedades.

A lo largo de las actividades propuestas, debe
haber también situaciones, problemas, ejercicios,...
dirigidos exclusivamente a aquellos alumnos que,
frecuentemente, se aburren en nuestras clases y, por
ello, nos molestan, debido a que su nivel es muy
superior al del resto de los alumnos del aula, Con
alguna pequefia sugerencia por parte del profesor y
las situaciones adecuadas, estos alumnos seguiran su
propio ritmo de trabajo y nos permitirin centrarnos
mis en aquellos alumnos con dificultades mayores en
el aprendizaje.

De todo lo anterior se desprende que la labor
més importante en todo este proceso consistiri en
elaborar adecuadamente el material de trabajo del
alumno. Es preciso que tanto el lenguaje, como el
desarrollo légico del proceso esté al alcance del
alumno.
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Coincidimos plenamente con Robert M. Gangé
cuando en su articulo “Diversas especies de aprendi-
zaje, y el concepto de descubrimiento”, afirma lo
siguiente: '

“Se tiene que atender ampliamente la fase de
preparacién de la instruccién, si se quiere que el

descubrimiento tenga lugar”.*

El Profesor

El profesor se mantiene expectante ante las diver-
sas situaciones de aprendizaje que se dan en la clase.
Animando a unos, orientando a otros,... procurando
en todo caso no adelantar soluciones a sus alumnos,
privindeles asi del disfrute inherente al propio des-
cubrimiento.

En este sentido consideramos igualmente validas
las dos frases siguientes:

“No ensefies a los monos a subir a los drboles” de
Confucio.

“En clase no conviene responder a preguntas que
nadie se ha formulado todavia” (Polya).

La Evaluacion

Es evidente que esta forma de enseflanza condi-
ciona fuertemente la forma y modo de la evaluacién
de nuestros alumnos. .

Frecuentemente hemos oido comentar, y en cier-
to modo pensamos que es cierto, que se ensefla para
los examenes o también, que examinamos de aquello
que hemos contado reiteradamente en clase; con lo
cual el mejor alumno sera, légicamente, el que mejor
sepa reproducir nuestras explicaciones o los libros de
texto que seguimos. Si bien, este alumno a menudo
carece de todo afin de btisqueda, aportacién perso-
nal...

Por lo cual, toda evaluacién del alumno, en
nuestra opinién, en caso de que se haga, debe reco-
ger el maximo de factores posibles que influyen en la
formacion del alumno. Siempre deberia recoger, al
menos, los aspectos siguientes:

—Integracién e interés manifestado por el alum-
no en la actividad.

—¢G6émo refleja su actividad en el cuaderno de
clase? El cuaderno de clase deberia ser un diario
detallado de la actividad del alumno y no sélo un
esquema de problemas y respuestas. Ahi deben figu-

rar sus sugerencias, sus deducciones, interpretacio-
nes,...

—Los trabajos de investigacién o problemas pro-
puestos. Es muy importante que los alumnos se habi-
tden a justificar y razonar todos los caminos seguidos,
sus rectificaciones,...

—Los propios ejercicios tipo control (si bien éstos
deberian ser realizados en unas condiciones norma-
les de clase y teniendo en cuenta de la edad del
alumno).

Conclusion

Creemos que esta forma de trabajo prepara clara-
mente al alumno para la vida, tanto para aquél que
va a seguir estudios posteriores, como aquél que se
incorpore al mundo laboral. Estamos plenamente
convencidos que el caracter eminentemente formati-
vo que se ha atribuido siempre a las Matematicas esta
mas en funcién del modo y forma en que se trabajen,
que de los propios contenidos abordados. El propio
D.C.B. reconoce este mismo hecho cuando en su
pagina 382 reconoce:

“... su mayor o menor incidencia sobre la forma-
cion intelectual de los alumnos, al igual que sucede
con los contenidos de las otras areas curriculares,
depende sobre todo de lIa manera como se ensefian
y se aprenden...”

Nuestra experiencia de aula nos confirma que el
Aprendizaje por Descubrimiento Dirigido, en la linea
descrita anteriormente, contribuye a una formacién
integral de nuestros alumnos.

Estamos igualmente convencidos que este tipo de
ensenanza cubre perfectamente el objetivo esencial
que marca para la ensefianza Secundaria Obligatoria
el Ministerios de Educacién Nacional francés cuando
en los Programas e Instrucciones para les Colléges en
1985 en su apartado de Orientations et Objectifs
indica:

“Seuls ou en groupe les éléves doivent enfin
apprendre a travailler par eux-memes, afin d’accéder
a 'autonomie et a la responsabilité. Pour progresser,
il ne suffit pas de savoir, il faut savoir travailler”.®

(Solos o en grupo los alumnos deben aprender a
trabajar por si mismos con el fin de llegar a adquirir
autonomia y responsabilidad. Para prosperar, no es
suficiente saber, es preciso saber trabajar).
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el cuento tal como aparecxo pubh-,

pohtxca de Ia Arvt"?
mética esta | lena de interesantes

—ROBERT M. GAGNE, “Diversas especies de aprendizage, y

CNDP.

el concepto de descubrimiento”, del libro de SHULMAN-KEIs-

, “Aprendizaje por descubrimiento”, 1974. Trillas.
—Ministére de 'Education Nationale, 1985, COLLE-
GES Programes et Instructions. Publications de

 Los ceros, cmdadanos de la mas
mﬁma clase, eran poco menos que

esclavos de los personajes que fi-
ﬁ guraban al frente del Gobierno,
tales como el 145,000 y el 63.804,
 Presidente del Consejo y ‘Ministro
; ffkde Hacienda respecuvamente,~
_ ntmeros que siempre salian en

todos los sorteos de la Loterla

- : ~ nacional.
- La Aritm egc es, como todos -
saben, una de las 1slas que perte-‘? .
_necen al arclnpzelago llamado dej;
las Matematicas. -

Aquel pueblo se compone de
ndimeros enteros, quebrados y mix-
tos, asi como en Espafia hay hom-
bres de talento, 1mportantes y

A los desventurados ceros se les

'ha(:la pagar toda clase de 1mpues—
tos y contribuciones directas e in-
 directas; se les obligaba a llevar
_ siempre a cuestas un legajo de do-

cumentos justificativos de su insig-

nificante personalidad; a ellos se
 les hacia sufrir todo el peso de la
:‘f"ley por un quitame alld esas paJas,
 No es la Aritmética un pais se- ~ no podian tomar asiento en las
Camaras populares ni defenderse
por medlo de la prensa, ni reunir-
se en comité pequefio ni grande,
_para tratar sus menguados mtere—f

ses.

o L.os unos perteneclan a la clase
media, y aun muchos de ellos

fprocuraron demostrar, mostrando
al efecto frondosisimos arboles‘
,genealoglcos, que descendian por -
“linea recta de los hunos, nombre
~de un pueblo barbaro y conqulsta—‘
~ dor que al degenerar y venir a
_ menos habia perdido una hache,

éplsodms, pero mnguno tanto
como el que voy a referir.

nante que no pudo jamés compe-
tir con una de cambio, Ginicas que

alli ﬁguraban

Pero, ¢qué quere1s¢ Cada cual se

~da importancia con lo que puede,

y en ultimo resultado, la mania de

 los pergaminos es la mas inocente

mania de cuantas se conocen,
Los unos, sin embargo, podian
aspirar a ser diputados a Cortes, y

muchos de ellos lograban escalar

un elevado puesto oficial.
Sucedié en cierta época que los

ceros, hartos ya de tantas injusﬁ-

cias y arbitariedades, reuniéronse
un dia a la chita callando, y des-
pués de breve, si bien acalorada
discusion, determinaron sublevar-
se contra los poderes constituidos
apelando al recurso de la fuerza.
~xP1do la palabral grit6é una voz

del centro mis nutrido de las

masas.
- Era un uno que se habia intro-

ducxdo furtivamente en aquel

secreto club revolucionario.
-jQué hable;- exclamaron Varios
CET0s, :

- Cmda.danos |- comenz6 d1c1en-
do el orador, -evitemos la efusién

de sangre; subamos legalmente al

poder amparandonos de la justicia

-y no elevemos nuestros innovado-
- res proyectos-de la ley en las pun-

tas de las espadas. Los gobiernos

_que se imponen a la opinién
- publica a cafionazos, jamas logra-

Continua en la pag. 46

42 SUMA 7/1991

letra a la verdad bien poco reso-



Sumando cuadrados: un ejemplo de
visualizacién en matematicas

Vicente Meavilla Segui

A modo de introduccién

Un buen diagrama suele ser de gran ayuda a la
hora de intuir una determinada propiedad numérica,
descubrir algin teorema geomeétrico, comprender cierta
identidad algebraica o resolver un problema.

La historia de la Matemadtica nos proporciona

abundante material para apoyar esta tesis.

/
4

/

et e e N m— e, - ——— - —————

" En este articulo presentamos un ejemplo conteni-
do en el libro La llave de las Matemdticas, escrito en el
siglo¢«XVII por el autor chino Du Zhigeng.

Jugando con torres de cubos -

La figura 1 representa tres torres iguales compues-
tas por cubos idénticos. :

XY
. b §§
= NN
. D
. \
\
3
Figura 1
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/
/[

/

Figura 2

¢Cuantos cubos hay en cada torre?

Fijémonos en la torre 1.

En la capa superior hay un cubo (12), en la capa
media cuatro (22) y en la inferior nueve (32).

Dicho en otras palabras:

Cada torre es un modelo tridimensional de la
suma de los tres primeros niimeros cuadrados.

Si desplazamos la torre 2 —segiin el sentido de la
flecha a— hasta que se acople con la torre 1y deja-
mos la pila 3 inmévil, obtendremos una distribucién
de cubos como la que se representa en la figura 2.

Notemos que el sélido de la izquierda estd com-
puesto por 2(1? + 2%+ 3?) cubos.

Si trasladamos la torre 3 —siguiendo la flecha b—
hasta que se acople con el s6lido que acabamos de
describir, habremos materializado un bloque como el
de la figura 3 compuesto por 3(1% + 2% + 3%) cubos.
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Resulta claro que, contando de abajo hacia arri-
ba, las tres primeras capas de este bloque son parale-
lepideos y la ultima no.

Si embargo, si dividimos la capa superior en dos
partes iguales (ver figura 4) y las acoplamos de modo
comveniente, podemos transformar el bloque de la
figura 3 en un paralelepideo de dimensiones 3,4 y
3+(1/2) (ver figura 5)

——
-———7{5{‘:
—

Sumando cuadrados: un ejemplo de visualizacion en matemdticas

Con esto, resulta que:
3(12 + 22+ 3%) = 3.4.(3 + (1/2) ) [1]

Analicemos los tres factores que aparecen en el
segundo miembro de la igualdad que acabamos de
obtener.

—El primer factor (=3) coincide con el niimero
de sumandos de 1% + 2%+ 32,

—El segundo (=4) es igual al primero mas 1.

—El tercero [=3 + (1/2)] es igual al primero mas

1/2.
Torres de cuatro plantas
Habiéndo llegado a este punto, vamos a jugar con

tres torres de cuatro plantas como la que representa-
mos en la figura 6.

—

/

N

N
AN

N

Figura 6

Si repetimos los mismos pasos que hemos dado
en la seccidon anterior, obtendremos el resultado si-
guiente:

3(12 + 2% 3% + 42 = 4.5.[4 + (1/2)] [2]

Una somera inspeccién de los factores que inter-
vienen en el segundo miembro de la igualdad (2) nos
conduce a descubrir que su ley de formacién es
idéntica a la que observamos en la igualdad (1).

En efecto:

—El primer factor (=4) coincide con el niimero
de sumandos de 1% + 2% + 3% + 42 .

—El segundo (=5) es igual al primero mas 1.

—El tercero [=4 + (1/2)] es igual al primero mas

1/2.
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Una conjetura

12+ 22+ 3% +..+n%=(1/3) n (n+l) [n+(1/2)] =

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos no
parece descabellado establecer la “igualdad” siguien-

te:

cuadrados viene dada por:

3(12 + 22 + 32 +..+ n?) = n(n+l)[n + (1/2)]

Por tanto, la suma de nos n primeros niimeros

. Vzenz de la pég 42

_ron una v1da larga y pacxﬁca. ada

i

exaltados e 1racundos

que la locura dicte serdn irracion

,cxa se comete de dos ‘mo

posesmn Iegal , : del
Congreso... ;Nombradme dlputad
'y yo sabré defender ~
 Estallaron frenéticos aplausos,
\aquel hombre era;una adquisicion,
~aquel hombre sabia hablar,

: gua exdtica cuando ven el caso..

‘ -;Nombremosle nuestro dlputa-}f“

d grltaron todos

Un cero ,se'_puso ala derei:ha]

, del uno, quc

les uni6... y valia por

_pués fueron todos colocandose en

larga fila detrds del uno.

_que en un santiamén ad
~uno: 1.000. O()O 00() .

de revolucmnes; Os veo a todos
maS recor-
dad que la ira, como decxﬁ Séneca,
~es una locura momentanea, y por
tanto,las consecuencias de aquellof

les y funestas.Pensad que la mJusu;

aquel
~hombre se exphcaba n una len—

Flgurense los lectores el valor f

,:programa pohtico .
Cundm el descontento entref

Entro, pues, trmnfante en el -
‘“Congreso derrotando al ‘Gobierno
en menos que canta un gallo. E1
- 145.000 tomé las de Vﬂladlego al
ver que se le venia encima aquella‘,
‘fvnube de millones. .
~ Muchos nimeros p_rl_ se
‘umeron al nuevo jefe, ya la som-
- bra de éste comenzaron a hacer
. papel hasta los sunples guebrados, ~
yi es decir, las medianias. No falto 1/
“> 3 osado que lograra alcanzar la

,';Cartera de Hacienda, substltuyen- -
do al 63.804, y los niimeros mixtos
1o les fueron a la zaga a los que-
~ brados, pues siendo gentes des-
kpreocupadas que, como la romana
 del diablo, ‘entraban con todos,
‘mgresaron en el flamante pamdor
Pero jay; bien pronto el en-

‘cumbrado uno comenz6 a olvidar-
~se de aquellos a quienes debia ¢
~ ambicionado puesto que ocupab"\
y acab6 por no cumplir ni una sola

: ' ‘de las promesas consngnadas ensu
to ya valia por d1ez'~otro ero. Se; ; =

iento; des-

i

(1/3) n (n+1)[(2n+1)/2]=
(1/6) n (n+1) (2n+1)

Dejamos al lector interesado la demostracién —
por induccién— de esta “fé6rmula” a la que nosotros
hemos llegado por via geométrica.

Jefe de Gob1erno con dlscursos de

. irrebanble logica.

El uno entonces, v ndose per-
- traté ‘de anexmnarse al

145,000, y al final de una de sus
'perorac'ones, chJO{

~ -Mucho me extrafia que S. S.

me increpe tan duramente, pues

en realidad nuestro credo politico
es en el fondo ldenuco. Podria-
mos formar un gran partido, ya

. que en lo esenmal estamos parale-

Ios

;No estamos para... losi- gri-

*'to el 145.000.

Esta frase produjo tal hﬂandad
en la Asamblea, que hasta el presi-
dente se retorc1a de risa en su pOl—

‘ trona

_ Fue aquella Ia ultnna batalla
que libr6 el uno., Convenc1dos los

_ cero de que, como s:le:mpre, se les
~ habia enganado, fueron pasando—

se poco a poco de la derecha a la

izquierda, conmvirtiendo a su jefe,
‘med:lantc una
sura) en una insignificante frac-

oma (voto de cen-

- los ceros: habia mareJada, protes-
_tas, murmuraciones..., todo lo cual
- supo aprovechar el Excelentisimo
- sefior 145.000, caudillo de la opo-
sicion, atacando brlosamente al

cién decimal: 0,00000000...1.

Desde entonces se establecio6

- como un axioma de aquel pafs, y
‘en otros muchos, la creenaa de
‘que no hay politicos sm—ceros
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El Drago: del juego a las funciones

Lluis Mora i1 Canellas

1. Introducciéon

“El hombre naci6 para jugar, fue el pecado ori-
ginal el que lo condend a trabajar”.

.La materia de matemadticas tiene una bien gana-
da fama de dificil, superarla requiere actualmente
trabajo, trabajo y mas trabajo. Parece como si el
pecado original nos hubiera obligado a ensefiar ma-
tematicas en las escuelas. Ya va siendo hora que esta
enraizada idea cambie, o mas bien, se transforme en
una nueva que conjugue el juego con el trabajo. El
juego atrae, gusta a todo el mundo, por eso puede
ser una experiencia muy formativa introducir con-
ceptos matematicos a traves de los juegos, asi conse-
guiremos como minimo, solucionar uno de los pro-
blemas fundamentales de la matemaitica: la motiva-
cién de los alumnos.

Este articulo pretende ser un ejemplo de lo
expuesto anteriormente, a traves de un juego muy
simple, EL. DRAGO, introduciremos a los alumnos en
el importante tema de las funciones matematicas,
pasando al mismo tiempo por el estudio de las series
de ntmeros y preparando el terreno para introducir
conceptos de teoria de grafos.

EL DRAGO es un juego muy simple, para desa-
rrollario solo necesitamos una hoja de papel, un lapiz
y mucha imaginacién. Dice Martin Gardner en uno
de sus libros, “los juegos matematicos son ftiles
gracias a que partiendo de elementos muy simples,
podemos llegar a obtener grandes resultados mate-
maticos”, y en este sentido el DRAGO se adapta
perfectamente a lo que le pedimos a un juego.

2. El juego: mecanismo

El1 DRAGO es un juego de competicién para dos
jugadores, el material necesario para jugarlo consiste
en un papel y un lapiz.

El juego se inicia decidiendo los dos jugadores

un ntimero de puntos, entre 3 y 10, que dibujaran
sobre la hoja de papel. Una vez dibujados, correspon-
de decidir ctal serd el orden en que intervendran,
esto se puede hacer mediante un sorteo.

Imaginemos que ambos jugadores han decidido
empezar la partida con el minimo de puntos posible,
tres. El primer jugador debe unir dos de los puntos
con una linea y después dibujar sobre esta linea un
nuevo punto (figl).

Figura 1

Siguiendo el mismo proceso los jugadores iran
alternando sus jugadas hasta que no quede ninguna
posiblidad de movimiento.

Las tres Gnicas reglas que deben cumplir los juga-
dores son:

1- Si de un punto salen tres lineas, este punto
queda inutilizado para el juego.(fig.2)

Figura 2 »
2- Podemos dibujar lineas entre dos puntos tutiles
o entre un punto y el mismo, si de éste solo sale una
linea o ninguna.(fig.3)

[ ]
1 2 2
— 3
1 2
Figura 3

SUMA 7/1991 47



Lluis Mora i Cafiellas

3- Las lineas no pueden cruzarse por ningin
motivo.
El objetivo del juego consiste en ser el Gltimo
jugador capaz de dibujar una linea entre dos puntos.
El desarrollo de una partida, a partir de tres
puntos, puede ser el siguiente (fig.4):
[ ]

°
1 2

3
Figura 4
El primer jugador une los puntos (1) y (2) y

dibuja un nuevo punto (4).(fig.5) e————o——e
1 4 2

Figura 5 ' 3
El segundo Jugador decide trazar una linea que
vaya del punto (3) a si mismo dibujando el nuevo
punto (5).(fig.6)

1 4 2
— o ——o
2
5
Figura 6

Hasta ahora todos los puntos son fitiles, ya que
de ellos salen como maximo dos lineas. El primer ju-
gador dibuja ahora una linea de (3) a (5) por el in-
terior, gracias a la regla nimero 3 el nuevo punto (6)
queda bloqueado ya que la tnica linea que podria
trazarse sin cortar a ninguna otra, lo uniria consigo
mismo, dando como resultado un punto del que salen
cuatro lineas, lo que 1ncumple la regla ntimero tres
(fig.7)

1 4 2
r———=0

3

Figura 7
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La siguiente jugada consistiria en unir los puntos
(1) y (4) dejando el (4) inutilizado (ﬁg 8)

<D

Figura 8
El préximo movimiento puede ser unir el punto
(1) con el (2) quedando fuera del juego el punto -

(1), (fig.9)
) 7 .
4
1 8 2

5
Figura 9

Para continuar jugando quedan tres puntos dis-
ponibles (2), (8) y (7). Ahora el segundo jugador
tiene dos opciones:

a) unir los puntos (8) y (2) a traves del interior
del poligono de vértices (1), (4), (2) y (8). De esta
manera conseguiria ganar la pa- tida debido a que los
puntos restantes (7) y (9) solo podrian unirse cruzan-
do otras lineas, y

b) unir los puntos (7Y y (8) o (2) y (7), jugada
que llevaria al proximo Jugador a la victoria en el
préoximo movimiento.

El jugador sigue la jugada a) con lo cual gana la
partida. La distribucién final del juego corresponde

a la (fig.10)

Flgura 10



3. Anilisis del juego

Una vez que los alumnos han adquirido el meca-
nismo del juego, se les plantea el anilisis matematico
del mismo. Este andlisis consiste en responder a la
siguiente pregunta:

¢Que estrategia debe seguir un jugador para ven-
cer en una partida de DRAGO?

Probablemente esta pregunta despistard a la
mayor parte del alumnado. Serd necesario que el
profesor encamine el procedimiento a seguir, es
conveniente que esta “pista” se formule en términos
de pregunta:

Dado un nimero n de puntos, ;Cuil es el mini-
mo numero de jugadas con los que se puede termi-
nar la partida?, pregunta que irda acompanada de
¢Cuil es el maximo numero de jugadas?

La resolucién de este problema debe realizarse
en dos etapas, primero una particularizacién, en la
cual los alumnos resolveran casos sencillos, un punto
de salida, dos, tres... hasta tener suficientes datos para
analizar el problema. Una vez se tengan los resulta-
dos se procede a su generalizacién, intentando obte-
ner una formula general que resuma el problema y
responda a la pregunta formulada.

Estudiando el problema para los casos de 1, 2y
3 puntos obtenemos los siguientes resultados:

n® de puntos jugadas minimas jugadas maximas

1 2 2
2 4 5
3 6 8

Para obtener estos resultados los alumnos deben
darse cuenta que el nimero de jugadas minimas se
obtiene, cuando se bloquean, se dejan sin completar,
tantos puntos como puntos tenemos de salida. El
ndmero maximo de jugadas se obtendrd cuando sélo
dejemos un punto, el Gltimo, sin completar.

Cuando tenemos un sélo punto, estamos delante

El Drago: del juego a las funciones

de un caso trivial, las dos soluciones sén iguales. Pero
el caso de 2 puntos donde las soluciones son distintas
puede ilustrar lo dicho en el parrafo anterior.

A partir de ahora el juego debe dejarse de lado
ya que su resolucién se hara a partir de la tabla de
resultados obtenida con los casos sencillos.

Es facil ver que las jugadas minimas responden a
la sucesion de los ntimeros pares, por tanto el térmi-
no general de la sucesion serd de 2n. Ya tenemos la
respuesta a la primera pregunta, ¢cudl es el minimo
de jugadas con que puede terminar una partida si
empezamos a jugar a partir de n puntos? 2n

Respondamos ahora al niimero méximo de juga-
das con que puede terminar una partida que empie-
ce con n puntos. Para hallar el término general de la
segunda sucesién, 2, 5, 8,..., és facil ver que la dife-
réncia entre términos consecutivos és 3, por tanto los
siguientes términos de la série seran 11, 14 ... En
este punto podemos introducir el concepto de recu-
rréncia para hallar el término general.

Llamando a, al primer término, a, al segundo y
a, al tercero, tenemos que:

a2=al+3

a3=a2+3

De donde sera facil ver que a, = a, +2.3, y dedu-
ciremos que el término general de la serie es:

a =a +3(nl)

Como sabemos que a,=3 podemos arreglar la
férmula anterior y dejarla como

a =3 -1

Para fortalecer en los alumnos los conceptos de
sucesiones estudiados podemos proponer, dentro del
juego, el estudio del nimero de puntos dibujados al
final de la partida. Son dos sucesiones de términos
generales 3n y 4n-1, que ademas de reforzar el traba-

Figura 11
.._./\_.zgﬂéj—-»/vrg—»%g
1 2 3 4 - 5
Figura 12
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jo sobre sucesiones podrin ser utilizados para el
trabajo posterior sobre funciones.

Una posterior ampliacién del estudio de las suce-
siones puede aparecer si planteamos a los alumnos el
célculo de la suma de los diez primeros términos de
cada una de las cuatro sucesiones, con el fin de llegar
al resultado

S = (al+al0).10/2

Después del andlisis matematico, podemos abor-
dar el problema de la estrategia a seguir para vencer
en este juego. Habra que distinguir dos casos,si somos
el primer jugador o si somos el segundo.

El segundo jugador tiene mds posibilidades de
victoria dado que puede enfocar el juego de tres
maneras distintas:

1) Buscar el minimo de jugadas, en este caso no
importa el niimero de puntos con que iniciemos el
juego, ya que todos son pares.

2) Buscar el nimero maximo de jugadas si el
numero inicial de puntos es impar, dado que en estos
casos el nimero de jugadas es par.

3) Entre 4 y 10 puntos puede buscar un ntimero
intermedio de jugadas par que le llevari a la victoria.

En los casos restantes el jugador ganador sera el
jugador que inicie el juego.

4. Funciones

En el estudio del juego del DRAGO, intervienen
dos variables, el niimero de puntos que usamos para
iniciar la partida y el nimero de jugadas, maximas o
minimas, con las que finaliza esta. Existe una clara
dependéncia entre la segunda y la primera, decimos
que el nimero de jugadas con las que finaliza la
partida es funcion del niimero de puntos con los que
iniciamos la partida.

El concepto de funcién queda ahora introducido
como una dependencia entre dos variables, y la for-
mula hallada anteriormente como una manera mate-
matica de expresar esta dependencia.

Una formula es un medio que tenemos para re-
sumir informacién, no es el Gnico ni el mejor. Uno
de los mas utilizados en la mayoria de asignaturas
es el grifico. Todos sabran ya que es un grafico y
como se construye, pero muchas veces su significado
pasa desapercibido. Para conseguir subsanar este pro-
blema, podemos plantear a los alumnos que constru-
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yan un grafico que refleje la dependencia entre el
niimero de puntos y el nimero de jugadas, miximas
y minimas.

El principal problema que puede aparecer al
hacer el grafico serd, en que eje deben colocar cada
una de las dos variables. Situaremos la variable inde-
pendiente, niimero de puntos, en el eje de abcisas, y
la variable dependiente, nimero de jugadas, en el eje
de ordenadas (figura 18).

S 9

= 2 /

» 1

¢ /'/
N /7
5 s/
i /s
5'/

S
) /;
4 ///

4 Jd 3 456 339

PUNTOS
" Figura 13

Una vez construido el grifico y dado que los
alumnos suelen unir invariablemente todos los pun-
tos representados, podemos formular la pregunta: ¢Es
licito unir los puntos del grifico mediante una linea
continua?

Dado que las dos variables solo cogen valores en
el campo de los naturales, punto en que introducire-
mos el concepto de dominio y recorrido de una
funcién, unir los puntos del grafico significa que el
numero de puntos a partir de lo cuales puede iniciar-
se la partida, puede ser un ntmero decimal, lo cual
es imposible, y lo mismo sucede con el nimero de
Jjugadas con las que puede finalizar la partida.

Ya tenemos todos asumido que estamos trabajan-
do con una funcién que relaciona dos variables que
cogen valores en el campo de los nimeros naturales,
y por eso no podemos unir los puntos del grafico con
una linea continua. Entonces ¢Cuando podremos unir
los puntos?

Se ha estado creando el ambiente para discutir
el concepto de nimero real, es el momento de apro-



vechar la coyuntura e introducir los distintos conjun-
tos de nimeros que conocemos, naturales (N), ente-
ros (Z), racionales (Q) vy reales (R). El conjunto de
los ntmeros imaginarios lo dejariamos para mas
adelante.

Introducidos los conceptos de teoria de nimeros
y de funciones entrariamos ahora en la parte mas
pesada y menos gratificante, establecer la nomencla-
tura que vamos a utilizar para referirnos a los distin-
tos tipos de funciones, seglin el conjunto de niimeros
donde cojan valores las dos variables. En el caso de
la funcién estudiada esta nomenclatura seria:

ff N——>N
i > a,

El conjunto de nimeros de donde cogen valores
las dos variables viene representado por N. La pri-
mera indica la variable independiente y la segunda la
variable dependiente y donde i seria la variable inde-
pendiente y a, la variable dependiente.

Como se expresa a, en funcion de i, a partir de
la formula matemaitica hallada. En el caso del ntime-
ro minimo de jugadas esta seria: a= 3i-1.

Generalicemos las funciones obtenidas al caso de
los ntmeros reales. El conjunto N seria sustituido por
R, i por x y a, por y=f(x).De manera que ahora en el
caso del nimero minimo de jugadas, la funcién se-
ria:

fIR—>R
x—> y=f(x)

donde la férmula de la funcién vendria expresada
por y= 3x-1.

Dado que ahora podemos unir los puntos con
lineas continuas, podremos ver que los gréificos co-
rresponden a lineas rectas e iniciar por tanto, el es-
tudio de la funcién de primer grado de férmula ge-
neral y = ax + b.

El estudio de las cuatro funciones trabajadas,
jugadas minimas, jugadas maximas, y nimero de
puntos dibujados al finalizar el juego en los dos casos
anteriores nos puede proporcionar informacién va-
liosisima sobre el comportamiento de la funcién de
primer grado. Las férmulas de estas cuatro funciones
ampliadas al campo de los nlimeros reales son:

y=2x y=3%x-1 y=3x y=4x-1

El Drago: del juego a las funciones

El grafico de las mismas viene indicado en la fi-
gura 14.

T o
O v D O L

41 2 3 4 5 6 3 % q 0 X

o ™k s e ¥ oD

1

Figura 14

A partir de las cuatro rectas dibujadas podemos
observar el significado de “a”, niimero que multipli-
ca a la x,y el de “b”, nimero que suma o resta al
término con X.

Diferentes valores “a” hacen que varie la inclina-
cién de la recta, si el valor de “a” argumenta el valor
de la inclinacién tambien lo hace. Por tanto hay una
dependencia directa entre ambos factores, “a” e incli-
nacién. Tambien vemos que dos rectas que tengan el
mismo valor de “a” pero diferente valor de “b” seran
rectas paralelas, igual inclinacién. Un valor de “b”
negativo, hace que la recta no pase por el origen de
coordenadas, sino que se desplace hacia la derecha
un ntmero de unidades indicado por el valor absolu-
to de “b”. Si el valor de “b” es positivo la recta se des-
plazaré hacia la izquierda del origen de coordenadas.
Tambien podemos ver que el valor de“b” es la orde-
nada del punto por el cual la recta corta el eje de
ordenadas.
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A la vista de estas consideraciones lo logico es
llamar a “a”, pendiente de la recta y a “b”, ordenada
en el origen.

Una vez terminado el analisis de la funcioén de
primer grado, es necesario que los alumnos realicen
ejercicios de recapitulacién para cimentar los con-
ceptos adquiridos; ejercicios que podran conducir a
trabajar equaciones de primer grado con una o dos
incégnitas, segtin el criterio del profesor.

Una tarea muy interesante que se puede realizar
una vez finalizados los ejercicios de recapitulacién,
consiste en proponer la realizacién de un trabajo de
ampliacion a realizar en grupo. Este trabajo de
ampliacién versara sobre un tema donde intervengan
principalmente las funciones de primer grado. Unos
posibles temas para realizar el estudio pueden ser:

- Estudio de la facturacién eléctrica.

- Estudio de la presién atmosférica.

- Estudio de los recibos del agua y del gas
- Estudio del IRPF.

- Introduccién a Ia teoria de grafos.

5. Resumen

Hemos visto como a partir de un juego podemos
introducir conceptos de sucesiones y de funciones.
Tambien nos ha preparado el terreno para realizar
un estudio de diversos temas que pueden resultar
provechosos para los alumnos segln sus intereses.

No termina aqui el interés de las matematicas en
los juegos, podemos encontrar juegos que nos intro-
duzcan en las funciones de segundo grado, en com-
binatoria, en probabilidad, que mezclen geometria
con teoria de nGimeros y sucesiones, solo es cuestién
de buscar y escoger aquello que nos ira mejor para
desarrollar la asignatura de matemiticas de una
manera motivadora y divertida.
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No hemos de cometer el error de creer que
nuestros alumnos solo pueden aprender matematicas
a partir de unos conceptos muy abstractos y perfecta-
mente ordenados. La matematica no es un libro
cerrado donde todo este calculado, medido y pesado,
sino que tiene muchas puertas abiertas para ser uti-
lizadas, y los juegos pueden ser una de estas puertas,
aprovechemosla.

Para terminar, decir que este método se experi-
mentd en la Escuela Pia Santa Anna de Matard,
escuela que participa en el proyecto de reforma de
las ensefianzas medias en Catalunya. El grupo de 30
alumnos con los que realice la experiéncia formaba
parte de un crédito variable del area de matematicas.
Dado que en la asignatura de matematicas el nivel de
miotivacién y de trabajo de los alumnos no suele ser
muy elevado, podemos decir. que los resultados de
ésta experiencia han sido buenos, ya que como
minimo hemos solucionado este problema.

A nivel académico pienso que los alumnos han
superado concreces las espectativas planteadas, dado
que un porcentaje de los alumnos situado entre el
80% y el 90% han cogido el concepto de funcién y
el de sucesiéon de ntimeros, asi como un grado ope-
rativo y de tratamiento de problemas elevado.

No puedo, por tanto, dejar de considerar la expe-
riéncia realizada como algo muy positivo.
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El ajedrez, un recurso en el aula

de Matematicas

Santiago Fernandez Fernandez

Introduccién.

En el presente articulo expongo el resumen de
una experiencia llevada a cabo en el LLF.P. de Eran-
dio (Vizcaya), con alumnos de 1%y 22 curso de FP I
y 12 Gurso de FP IL

El proposito inicial del proyecto era ensefar a
jugar al ajedrez a un conjunto de alumnos que de
forma voluntaria se habian apuntado, a medida que
las clases fueron tomando cuerpo el objetivo inicial
fue derivando hacia una utilizacién del tablero de
ajedrez y los movimientos de sus fichas con el propé-
sito de presentar y resolver situaciones de indole
matematica, en principio (durante el primer ano) fui
tomando de aqui y de alli: problemas, historias,
ideas... relacionadas con el mundo del ajedrez, pero
sin ningin orden légico y sin haber hecho explicito
los objetivos didacticos que deseaba cubrir, asi en las
clases de Problemas presentaba de vez en cuando una
situacién “ajedrecistica” acorde con la parte de las
matemadticas que estaba trabajando.

El segundo ano (88-89), articulé mejor los conte-
nidos y situaciones a presentar, definiendo del mis-
mo modo: objetivos didacticos, conceptos que se
introducen, Problemas presentados, nivel de dificul-
tad, campos de la Matemdtica en los que incide el
concepto,...

Los objetivos perseguidos por la experiencia los
clasificamos bajo dos aspectos: Contenidos y Objeti-
vos escolares

Contenidos: Se presentan situaciones dentro de los
Campos de la Matemaitica: Geometia, Teoria de
Ntimeros y Probabilidad.

Objetivos Escolares: Potenciar la Creatividad, In-
vestigar, Eliminar el miedo hacia los Problemas, mayor
motivacién.

A lo largo del articulo tnicamente presentaré
aquellas situaciones enmarcadas en un ambito estric-
tamente matematico no exponiendo otras que consi-
dero también interesantes: Temas histéricos, activida-
des manipulativas,... son algunas de ellas.

¢Por qué emplear el ajedrez como recurso mate-
matico? Al ser el ajedrez un juego, el posicionamien-
to ante &l es distinto: mayor motivacién, mas partici-
pacién, menor tensién por aprender,... En este senti-
do la experiencia podria situarse en una concepcién
contructivista y de interaccién del proceso Ensefian-
za/Aprendizaje.

Por ltimo cabe citar que la experiencia se centra
en el Campo de la “Resolucién de Problemas” si bien
toca aspectos como la introduccién y reforzamiento
de conceptos.

Conocimientos previos y materiales a em-
plear en el aula.

Para iniciar, es necesario conocer en una primera
instancia:

a) Fl tablero de ajedrez consta de 64 casillas, 32
de las cuales son blancas y 32 negras, dispuestas de
modo alternativo.

b) Las piezas son 32;16 por cada bando, no
moviéndose todas de la misma manera.

Los materiales necesarios: Papel cuadriculado,
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algunas fichas de ajedrez, una tijeras, una regla y unos
lapices.

Presentacion de la experiencia

Una vez conocido el tablero de ajedrez y sus
caracteristicas mas relevantes: Es un cuadrado, 8 x 8
casillas, casillas blancas y negras,...

El profesor plantea un conjunto de -situaciones
que a lo largo de estas paginas iré exponiendo.

a) Concimiento del Tablero

Profesor: ¢Cudantas casillas tiene un tablero de

ajedrez?

Alumno: 64

P. :Seguro que son 64?7

A. Si seguro.

P. Mira, vamos a cortar el tablero en 4 partes tal
como muestra la figura 1. y luego vamos a
unirlos de otra manera (fig. 2). Cuenta ahora
las casillas de la nueva figura.
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El alumno sorprendido se di cuenta que en la
figura 2 hay 65 casillas.

P. :No decias que habia 64 casillas?

P. ¢Te parece correcto el proceso en su exten-
si6n?, ¢No crees que tiene que existir un fallo
en algln lugar?. Encuentra el error o errores.

El objetivo perseguido con este apartado es:
Despertar la atencién del alumno.

Esta situacién se puede presentar a alumnmos
com muy pocos conocimientos matematicos (desde
los 12 afos), las respuestas dadas obviamente seran
distintas: Manipulativas, algebraicas, trigonométricas,
etc.

b) Nuimero de cuadrados en un tablero de Ajedrez

P. ¢CGuantos cuadrados hay en un tablero de
ajedrez?

A. 64 cuadraditos.

P.  Si observas bien al menos hay 65, (los 64 que

ti estd diciendo més el cuadrado correspon-

diente al todo el tablero).

Si a los cuadraditos mas pequefios los llama-

mos de orden 1 (por tener el lado igual a la

longitud de una casilla) y al mds grande de-

orden 8, ¢podrias contarlos ahora?

A. Claro, entonces hay muchos: de orden 1, de
orden 2, de orden 3,... y de orden 8.

Asi los alumnos empiezan a dibujar figuras como:

™
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- Y comienza a rellenar la tabla

ORDEN 1x1 2x2 3x3 4x4 hxb 6x6 7x7 ~ 8x8
Namero :
Cuadrados 64 49 36 25 ’ 16 9 4 1

El ntiimero total de Cuadrados es:

64+36+25+16+9+4+1=204

Profesor: Muy bien, observa que los has obteni-

do como suma de N° Cuadrados, en
orden decreciente hasta llegar al 1. Si
el tablero es de 10 x10 ¢cudntos cua-
drados hay en total?. Si es de dimen-
siones N x N, podrias encontrar algu-
na férmula? -

Esta es una situacién planteada en el mas puro
estilo de G. Polya, el objetivo es acercarse a la “Reso-
lucién de Problemas” al ser un problema sencillo
reqmere pocos conocmuentos matematicos, las estra- ‘
tegias utilizadas son asequlbles, igual que el apartado
anterior, para alumnos muy jévenes, si bien la gene-
ralizacién que se pide al final es propia plantearla a
alumnos que han cursado al menos dos cursos de
Enseflanzas Medias.

¢) Las Casillas y su Localizacion

Este resulta ser un problema interesante por

admitir una multilicidad de soluciones.

Profesor: Coémo podrias identificar las casillas
del tablero de ajedrez mediante algiin
c6digo?

Las respuestas son varias, sin embargo las que

aparecen con mayor frecuencia son las que aparecen
en las-figuras 4 y 5.

Siendo validas las dos, solemos centrarnos en la
primera de ellas para trabajar exclusivamente con
ndmeros (si bien la segunda es la mas utilizada dentro
del campo ejedrecistico).

Es una actividad propia para reforzar el concepto
de coordenadas, o bien para introducirlo.

a) Diagonales, Horizontales vy Verticales en el ta-
blero

Las preguntas que aparecen en este apartado
pueden discurrir bajo dos estadios, uno concreto y el
otro mas general. »

Profesor: Dada la casilla (3,2) sabrias scuin- Figura 5
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tas diagonales pasan por ésta casi-
lla y cuales son?
La pregunta en términos mas generales tomaria
la forma:
P. Dada la casilla (x,y) ¢cudntas diagonales
pasan por ésta casilla y cuiles son?
Ante la primera cuestién, es muy frecuente obte-
ner respuestas correctas, asi tenemos: :
Alumno: Las diagonales que pasan por la
casilla (3,2) son dos:
Diagonal 1= (2,1); (3,2); (4,3); (5,4), (6,5,); (7,6);
(8,7)
Diagonal 2= (4,1); (3,2); (2,3); (1,4)

Figura 6

Es conveniente hacer notar el alumno que:

—No todas las diagonales tienen el mismo ntme-
ro de casillas.

—Las casillas que componen la diagonal tienen
una cierta relacién con el valor de la casilla dada.

—Hay determinadas casillas por las que pasa una
sola diagonal. ¢Cudles son esas casillas?

—Hay varias casillas que se comportan “casi igual”:
mismo ndmero de diagonales, mismo nidmero de
casillas por diagonal, etc.

Mediante estas pequefias “ayudas”, el alumno se
sentird mas dispuesto para abordar con éxito la
pregunta mas general: ¢cudntas diagonales pasan por
la casilla (x,y) y cuiles son?

Quizas es el momento de dar una pequefia defi-
nicién para organizar mejor la bisqueda.

Definicién: Llamamos longitud de una diagonal
al nimero de casillas que la componen.
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De acuerdo a esta definicién el problema plan-
teado puede tener un cuerpo mas sélido si damos
respuesta a las siguientes preguntas:

Dada la casilla (x,y)

1) ¢Cuantas diagonales pasan por esta casilla?

2) ¢Cuales son estas diagonales?

3) ¢Cual es la longitud de las diagonales?

4) ¢Para qué valor de (x,y) la longitud es méxi-

ma?

5) ¢Cudnto han de valer x e y para que las diago-
nales que pasan por la casilla (x,y) tengan
longitudes cuya suma se maxima? Y cual es el
méximo? (Por ejemplo, por la casilla (3,2), pa-
san dos diagonales una de longitud 7 y otra de
longitud 4, por tanto la suma sera igual a 11).

6) Realiza un estudio similar al aparato anterior
pero analizando el minimo.

7) Si el tablero de ajedrez es de 10 x10, contesta
a las preguntas formuladas en los apartados 4)
y 5). ¢Y si fuese de N x N?

Este problema puede ser abordado en parte
déndose cuenta de la simetria existente en el tablero
de ajedrez, asi en lugar de trabajar con todo el table-
ro lo hacemos con otro mis pequeno, de 4 x 4, jus-
tamente la cuarta parte del tablero original, ver figu-
ra 7

Figura 7

Estudiando este pequefio tablero podemos pasar
a estudiar el tablero original (8 x8), pero es necesa-
rio conocer qué casillas se comportan de igual modo
(tienen el mismo niimero de diagonales y de la misma

- longitud), a pesar del color, estas casillas diriamos

que estan relacionadas entre si. Por ejemplo las casi-
as (1,1); (1,8); (8,1) y (8,8) tienen sdlo una diago-
nal y de la misma longitud, por tanto estas cuatro
casillas estarian relacionadas segiin nuestra definicién.



En el dibujo adjunto se muestran las casillas rela-
cionadas entre si.

Figura 8

Ponemos el mismo ntimero a las casillas relacio-
nadas, puede observarse la simetria existente.

Este apartado resulté muy interesante, ya que
proporciona gran cantidad de situaciones problema-
_ticas a distintos niveles, igual que el apartado b)
podria situarse inmerso en la linea del modelo de
Polya o bien para reforzar el concepto de coordena-
das en el plano, la biisqueda de ralaciones, férmulas,
etc. que propician la aparicién de modelos inducti-
vos. Es una situacién que puede ser presentada a
alumnos que estan cursando los {ltimos afios de
E.G.B., si bien los aspectos mas abstractos son pro-
pios de alumnos que estan situados entre los 15-16
anos.

¢) Ajedrez y Domind

Fl objetivo de esta actividad es resolver un pro-
blema en el que aparecen mezcladas varias variables:
color de las casillas, nimero de casillas, disposicién
de las mismas, etc.

Profesor: De un tablero de ajerez se han quita-
do dos casillas, justamente las que
estan en esquinas opuestas. (Podrias
recubrir el nuevo tablero con fichas
de domind?.

Se supone que cada ficha de domind

ocupa dos casillas consecutivas.

El ajedrez, un recurso en el aula de Matemdticas

Figura 9

Si las dos casillas que se han suprimido son la
(x5 ¥,) (X5 yg.) écuando no se podra recubrir con
fichas de domino?

Nuevamente es una actividad planteada en la linea
de la “Resolucién de Problemas”, el profesor puede
dar las siguientes sugerencias: ¢Cuantas fichas de
dominé hacen falta para tapar todo el tablero, una
vez suprimidas dos casillas? ¢Cudl es el color de las
dos casillas ocupadas por una fichar...

Este problema cabe ser presentado a alumnos a
partir de 12 afos, si bien el planteamiento mas
general es mas propio hacerlo a alumnos de 14/15
anos.

f) Ajedrex y Probabilidad

Se presentan problemas relativos a la probabili-
dad, las situaciones presentadas estan pensadas para
realizar simulaciones previas.

Los problemas son de corte clasico y muy conoci-
dos, por lo que no hace falta excesivos comentarios
(naturalmente a los alumnos conviene explicarselos
muy bien)

Profesor: Tiro un dardo sobre el tablero de ajedrez
¢Qué probabilidad tenemos de alcanzar
una casilla negra? ¢Y una blanca?
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Problemas de este tipo son:

P1. El mismo dardo se tira ahora dos veces sobre
el tablero. ¢Qué probabilidad hay de introducirlo en
dos casillas del mismo color? ¢Y de introducirlos en
una misma diagonal? ¢Y en una misma horizontal?

P2. Tiro una moneda sobre un tablero de aje-
drez, ¢qué probabilidad hay de que caiga sobre cua-
dros de distinto color a la vez? Se toma como diame-
tro de la moneda la cuarta parte de la longitud de
una de las 64 casillas,

P3. Como es sabido, para jugar al ajedrez ademas
del tablero es necesario contar con 16 fichas por
bando, blancas y negras. Introducidas las 32 fichas en
una bolsa metemos la mano y sacamos dos fichas.
¢Qué probabilidad hay de encontrarse con las dos de
distinto color? ¢Y las dos del mismo color?

Es conveniente que los alumnos conjeturen resul-
tados de acuerdo a sus experimentaciones, el profe-
sor puede ayudarles desde distintas opticas: simula-
ciones aleatorias, muestreos realizados en clase, etc.

Es una actividad propia de alumnos entre 15/16
afios.

T
RN
Sa A

Figura 10
g) Movimientos de las piezas de ajedrez

El objetivo de esta seccién no es ensefar a jugar
al ajedrez, sino mas bien emplear los movimientos de
las piezas (algunas de ellas) para consolidar los siste-
mas de ejes coordenados, su representividad y su
representacién, podria considerarse como una activi-
dad de Pre-algebra.
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Para llevar a buen puerto la actividad es necesa-
rio conocer:

LA TORRE: se mueve en horizontal o vertical.

EL ALFIL: se mueve siguiendo las diagonales.

EL CABAILLO:se mueve “en forma de L.

En las figuras anexas se muestran los movimien-
tos, las casillas marcadas con una cruz son los posi-
bles desplazamientos de la pieza indicada.

Figura 13



Una vez conocidas las piezas y sus movimientos,
suele presentar problemas del tipo:
P1. Con el tablero ocupado tinicamente por una
Torre en la casilla (%, y). ¢A qué casillas se
puede desplazar?

Las soluciones esperadas son del tipo:

ey
42,9
TR TSI O%] SN X SR <xmz)l@§
g
6"1#)
lay)
[

Figura 14

P2. Si el tablero de ajedrez estd ocupado Uni-
camente por un caballo situado en la casi-
lla (x, y). ¢Qué casillas puede ocupar? Ver
figura 15

P.3. ¢Con cuantos alfiles podemos cubrir todo
el tablero de ajedrez?

El ajedrez, un recurso en el aula de Matemdticas
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Figura 15

(24

Estudia el minimo nimero de ellos.

P.4. ¢Cual es el minimo nimero de caballos
necesarios para cubrir todo el tablero de
ajedrez?

P.5. Con dos alfiles y dos caballos ¢Cuil es el
maximo namero de casillas que se pueden
ocupar?
¢Y con una Torre y dos alfiles?

Todas las actividades presentadas se pueden tra-
bajar a partir de los 13/14 afos,

Para acabar suelo considerar un tablero con un
ntmero ilimitado de casillas.

Asi pido a los alumnos que rellenen la tabla
adjunta:

CASILLA COLOR DE LA Si tenemos la pieza que se indica en
CASILLA en la casilla senalada. ¢En cuantos
movimientos se puede desplazar a las
otras casillas? Estudiar el minimo
(%, ) BLANCA CABALLO
(X'ls Y)
(x, y-1) ALFIL
(x-2, y+1)
(x, y-3) TORRE
(x, y-2) NEGRA
(x-b, y+10)
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Valoracion de la Experiencia:

La experiencia puede considerarse como muy
positiva, como decia al principio podria enmarcarse
en una concepcion Constructivista y dentro del campo
de la “Resoluciéon de Problemas”, las actividades re-
sultaron francamente motivadoras, los alumnos se
propusiero situaciones entre ellos abriendo atn mas
el campo de experimentacidn.
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Generador de volumenes

T. Ortega, R. Coca, A. Garcia,
C. Velasco, J. Benito,
L. Mayo, I. Martin y M* L. Rebollo

Nos parece interesante dar a conocer este Tutil
didactico, entre otras razones, por su sencillez de
manejo, por su eficacia y su bajo costo. Su construc-
cién es muy sencilla y con él se pueden conseguir
resultados extraordinanarios.

1. Objetivos

En el estudio de volamenes de revolucién, los
alumnos de Tercero de B.U.P. y C.O.U. se encuen-
tran con serias dificultades. Una reflexién sobre las
mismas nos ha llevado a la construccién de un apara-
to que llamamos generador de volimenes. El funda-
mento consiste en girar una cartulina a cierta veloci-
dad y asi dar una sensacién de volumen. Este utensi-
lio es un recurso didictico interesante para los cita-
dos cursos.

Indudablemente, la utilizacién del aparato sera
distinta en cada curso; en Tercero puede servir como
introduccién y en C.O.U. como una aplicaciéon en
Matematicas I, y como una profundizacién en Mate-
maticas II. Los objetivos también seran distintos y, de
forma general, podemos sefalar los siguientes.

1. Relacionar el area plana con el volumen de
revolucién que genera al girar sobre un eje. Asi, se
sabra asignar cada tramo de la funcién con la zona
de volumen correspondiente.

2. Ver de forma inequivoca como se generan
volimenes de revoluciéon muy sencillos: cilindros,
conos, esferas,.... Debido a la asidua aparicién de estas
figuras en el cilculo volumétrico, es importante que
se detecte con toda seguridad.

¢

3. Obtencién analitica de los volimenes de estos
cuerpos geométricos. Es interesante que el alumno
compruebe la coincidencia de los resultados obteni-
dos con las férmulas que deberian conocer desde
E.G.B.

4. Cuando se trate de funciones definida a inter-
valos, obtencién de volimenes compuestos y delimi-
tacion de las regiones planas que los generan.

5. Influencia de cada una de las curvas en el
volumen generado, cuando la regién plana esta deli-
mitada por dos. Ver cdmo en ciertas regiones el
volumen estara generado por la primera funcién y en
otras por la segunda.

6. Ver como la superposicién de volimenes no
influye en la generacién del mismo (el alfarero sélo
da forma al jarrén con la curva de la mano que esta
mas alejada del eje del torno).

7. Seleccién de la curva que determina el volu-
men y de la curva que determina el hueco. El alum-
no tiene que ver céomo el volumen de figuras de
revolucién huecas es una diferencia de voliimenes.

8. Como las abscisas de los puntos de intersec-
ci6én de las curvas y una de ellas con la simétrica de
la otra respecto del eje de giro son los limites de
integracion, es interesantisimo ver estos puntos en la
revolucién.

2. Construccién

La figura 1 muestra una fotografia del generador
de volimenes, cuyos elementos constituyentes descri-
bimos a continuacién para facilitar la construccién
del mismo.
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Figura 1

1. Soporte. Tablero de 0.5 x 0,5 m? y dos tacos de
10 x 10 x 15 cm.? de madera donde se instalan los
componentes.

2. Caja de baterias. Contiene dos pilas de 1,5 v.
para el funcionamiento del motor.

3. Cuatro alcayatas y una goma. Constituyen la
sujecién al soporte de la caja de baterias.

4. Interruptor y 50 cm. de cable. Forman la
conexioén entre las pilas y el motor.

5. Motor. Este es un juguete infatigable de 3 v. y
esta sujeto al armazén por dos abrazaderas y cuatro
tirafondos.

6. Dos varillas. Constituyen el soporte de las car-
tulinas que generan los voliimenes, tienen una longi-
tud de unos 17 cm.

7. Dos ejes. Facilitan el giro de las varillas y tienen
una longitud de unos 10 cm. sujetos al armazén por
cuatro tirafondos.

8. Dos soportes de eje. Los hemos hecho doblan-
do dos chapas en forma de U. Se podrian haber
utilizado rodamientos pero saldrian mucho mas caro.

9. Tres regletas. Permiten unir con relativa facili-
dad los ejes a las varillas.

10. Dos abrazaderas. Situadas sobre las varillas,
permiten aprisionar las cartulinas para evitar que se
desplacen en el movimiento.

11. Cartulina. Aunque cueste un poco recordarla,

62 SUMA 7/1991

Figura 2

conviene que sea suficientemente fuerte para que no
se doble al girarla.

12. Pintura. Es aconsejable elegir los colores de
manera adecuada para que los volimenes generados
destaquen el fondo del armazén. Nosotros hemos
pintado el armazén de negro y las cartulinas de colo-
res vivos. Hemos coloreado las cartulinas en bandas
perpendiculares al eje de giro, para destacar las dis-
tintas regiones planas que generan el volumen vy
distinguir si es hueco o no y si lo genera una curva
u otra.

3. Funciones consideradas

Hemos mencionado el término “cartulinas o figu-
ras generadoras de volimenes” y asi denominaremos
a las regiones del plano delimitadas por funciones,
que, al girar alrededor de un eje contenido en el
mismo plano, generan los volimenes de revoluciéon
cuyo célculo analitico queremos que el alumno apren-
da.

Estas cartulinas son la base de nuestro estudio y
vamos a fijarnos en las funciones que las definen, ya
que sus caracteristicas afectan al volumen que gene-
ran. Nosotros hemos confeccionado un total de vein-
tiséis cartulinas, las primeras con muy sencillas y las
siguientes van aumentando su complejidad. A titulo
de ejemplo, mostramos una selecciéon de las mismas.



Generador de voliimenes

—~Cartulina A: x=0, x=5, y=0, y=2 —cartulina U: y=(9x?) /3, y=(x>9) (x>1)/8
—cartulina B: x=4, y=x/2, y=x/4
—cartulina M: y=x*2, y=1

AN

-

N e
AT

1+ B

Figura 6

—cartulina W: y=/x/, y=x*/2x/

Figura 3

—cartulina Q; x*+(y-3)%=1

Figura 4 Figura 7

—cartulina Z: y=x%/6 + x2/2 - 7x/32 - 11/96,

—cartulina S: y=x, y=x>-2 g = x/6x2/2 + 1/3,

Figura 5
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Para que esta presentacién sea un poco mas
completa, vamos a hacer un anilisis de la cartulina S.
La figura 5 recoge las graficas de las funciones que
definen la cartulina y de sus simétricas, respecto del
eje de giro, que formarian la cartulina girada W
radiales.

Desde x=-1 (abscisa del primer punto de corte de
la parabola con la recta) hasta x=0 (abscisa del punto
de corte de la recta con el eje de giro) del volumen
generado por la parabola debemos restar el volumen
cénico generado por la recta. Desde x=0 hasta x=1
(abscisa del punto de corte de la parabola con la
simétrica de 1a recta o de la recta con la simétrica de
la parabola) el volumen que genera la pardbola
engloba al volumen cénico que genera la recta y por
lo tanto s6lo debemos considerar el primero. Desde
x=1 hasta x=\2 (abscisa del punto de corte de la
parabola y el eje de giro) el tronco de cono generado
por la recta engloba al volumen generado por la
pardbola, vuelve a haber superposicién y s6lo debe-
mos considerar el tronco de cono. Finalmente, desde
x=\2 hasta x=2 (abscisa del segmento punto de corte
de la parabola con la recta) del tronco de cono que
genera la recta debemos restar el volumen generado
por la parabola.

En resumen, el volumen total es la suma de los
volimenes generados por estas cuatro regiones pla-
nas y para que al girar la cartulina se distingan per-
fectamente, las pintamos de colores distintos que,
ademas, contrasten con el fondo del soporte. Véase
la figura 2 donde la cartulina aparece en movimien-
to.

4. Preparacion de las cartulinas y experien-
cia didactica

En la elaboracién de las figuras generadoras de
los volimenes, hemos tenido presente que deben ser
los suficientemente claras par que el alumno vea de
forma palpable qué curvas delimitan las regiones
planas que generan dicho volumen. Por esta razén,
es muy importante que las cartulinas sean una copia
de la realidad, lo mas exacta posible.

Las graficas de las curvas las hemos hecho en
cartulina blanca, utilizando un ordenador Apple II-e
con plotter (véanse las figuras 3, 4,...., 8), las hemos
recortado con esmero y las hemos pintado con colo-
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res apropiados y el suficiente sosiego para repetir
alguna que otra. Al recortarlas, hemos dejado una
franja de una amplitud aproximadamente igual a la
del eje de giro del generador formado por las vari-
llas.

Otro aspecto que debemos tener en cuenta estd
relacionado con las dimensiones de las cartulinas,
éstas deben tener, en una escala del mismo orden de
magnitud numérica que la natural, un tamaifo apro-
piado a la longitud de las varillas y a la altura de los
tacos del soporte, para que las distintas regiones de la
superficie que generan el volumen sean compensa-
das. Por lo tanto, debemos elegir funciones tales que
las abscisas de sus puntos de corte sean numeros
sengillos, se puedan determinar muy facilmente y
tengan maximos y minimos de dimensiones apropia-
das.

La figura 3, correspondiente a la cartulina M, esta
formada por la parabola de vértice (0,-2) y cortes con
el eje de abscisas en £V2, y por la recta y=1.

La figura 4 (cartulina Q) esti formada por la
circunferencia de centro (0,3) y radio 1. Al girar sobre
el eje de abscisas el circulo que delimita genera un
toro.

La figura 6 (cartulina U) estd compuesta por la
parabola de vértice (0,3) que corta al eje de abscisas
en (-3,0) y (3,0), y por la cuirtica que corta al eje de
abscisas en los dos puntos anteriores, en (-1,0) y en
(1,0) y con un maximo en (0,9/8).

La figura 7 (cartulina W) estd formada por las
bisectrices de los dos primeros cuadrantes y de la
funcién parabdlica, que definida a trozos, es simétri-
ca respecto del eje de ordenadas, corta al eje de
abscisas en (-2,0), (0,0) y (2,0), y tiene minimos en
los puntos (-1,1) y (1,-1).

La figura 8 (cartulina Z) corresponde a dos
ctibicas que cortan al eje de abscisas en el punto (0,1).
Esta circunstancia facilita la bisqueda de los otros
dos puntos de corte de cada una de ellas con el eje
de abscisas y de los otros dos puntos que son comu-
nes a ambas.

Finalmente, sefialamos que hemos experimenta-
do este 1til didactico con resultados extraordinarios.
Los alumnos le reciben con agrado y hasta los menos
aventajados se percatan de como se forman los vola-
menes de revolucién y de los limites de integracién
que debemos considerar en cada caso.



La calculadora en la
de la matematica

Elfriede Wenzelburger Guttenberg

Resumen:

La calculadora electrénica es un excelente recur-
so didictico que hace mucho mas que las operacio-
nes basicas. Usarla como “calculadora” nada mas seria
desperdiciar una oportunidad de hacer la matemati-
ca mas atractiva para muchos estudiantes. Con ella es
posible por ejemplo, experimentar con patrones
numéricos, explorar relaciones funcionales, desarro-
llar conceptos y resolver problemas con datos reales.

La disponibilidad cada vez mayor de calculadoras
electrénicas las hacen una herramienta natural para
hacer aritmética'. Aprender a usar una calculadora
debe ser parte de una clase de matematicas. No se
puede ignorar ni prohibir porque se alejaria a los
estudiantes mis de la matemitica. La calculadora
puede ayudar a mejorar la actitud de estudiantes hacia
la aritmética ya que los capacita para hacer calculos
relacionados con la vida real y permite trabajar con
nimeros grandes y pequefios, se pueden generar
patrones numéricos, explorar propiedades de ntime-
ros, formular hipétesis. Las Calculadoras ayudan a
desarrollar las habilidades de estimacién y aproxima-
cién. En la escuela secundaria no se presentan las
preguntas ¢qué grado hay que introducir la calcula-
dora? Jcémo puede ayudar en la ensefanza de la
matematica,? sino ¢cuanto tiempo se puede disponer
para explorar todas las posibilidades que representa
su uso?

Las calculadoras deben jugar un papel decisivo
en el curriculo de la matematica en los afios 90. A
pesar del impacto de las microcomputadoras sobre la
ensefianza de la matematica hay un interés renovado
en las calculadoras de la tal manera que el Consejo
Nacional de Profesores de Matematicas de Estados
Unidos las va a dedicar su libro del afio 1992. Se
tomaran en cuenta nuevos desarrollos en la tecnolo-

ensenanza

gia de calculadoras como manipulacién de fracciones
y matrices, aproximacién de curvas y manejo simb6-
lico. «

Coémo afecta la calculadora la ensefianza de

la matematica

La calculadora va a producir cambios en la edu-
cacién matematica; no solo vuelve obsoleto auxiliares
de calculo de antes (regla de calculo, tablas) sino
también abre nuevas perspectivas®.

De acuerdo a Jhonson?, el drea mas fructifera y
rica para actividades con calculadoras esta en la
exploracién. El estudiante usa la calculadora para
generar resultados con la intencién que estos demues-
tran un concepto o relacién que los resultados ayu-
den para la solucién de problemas matematicos. En
otras palabras, la calculadora puede ser usada para
desarrollar conceptos, retroalimentar aprendizaje y
adquirir habilidades que ayudan a la resolucién de
problemas. Una modalidad de ensefianza para lograr
estos consiste en juegos matematicos con la calcula-
dora*®,

Bitter®, afirma que el tema fundamental que
subyace a los cambios curriculares en matematicas
provocados por el uso de nuevas tecnologias es de
emergencia de una nueva relacién entre profesores,
estudiantes y la matemadtica. La presencia de calcula-
doras (y/o computadoras) para demostraciones,
practica, resolucién de problemas y evaluaciéon crea
una nueva dindmica en el aula en la cual profesores
y estudiantes son comparfieros naturales en la busque-
da de la comprension de ideas matematicas y la solu-
ci6én de problemas. Si los profesores estin preparados
para aceptar el reto de esta nueva tecnologia, enton-
ces la educacién cambiara.

En estudios de investigacién se encontré que
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calculadoras ayudan al aprendizaje de la matemitica.
En mias de 100 de estos trabajos sobre calculadoras en
el aula se compar6 el desempeno de grupos que usan
calculadoras con los que no la usan. En la gran
mayoria de los casos, los grupos con calculadoras
trabajaron mejor o igual que el grupo que no las
usé’.

Shumway® presenta un resumen de argumentos a
favor y en contra del uso de la calculadora. Los argu-
mentos mas importantes se relacionan al efecto de la
calculadora sobre el aprendizaje de nifios de los
hechos basicos y su actitud hacia la matemética®. Un
estudio con cincuenta grupos de segundo a sexto ailo
con duracién de un afio indica que el uso de calcu-
ladoras en la primaria no inhibe el aprendizaje de
hechos y operaciones basicas. Ademas, parece que a
los nifios les gusta usar la calculadora', los motiva y
despierta un mayor interés en la matematica'l. En lo
que se refiere al desarrollo de conceptos de numera-
cidn, la calculadora no es una amenaza sino la clave
para el aprendizaje’?,

Recomendaciones para el uso de calculado-
ras

En la “Agenda for Action™® se recomienda que
todos los estudiantes tengan acceso a calculadoras en
la clase de mateméticas en la primaria y secundaria.
Estas deben ponerse a disposicién de los alumnos por
parte de las escuelas y los objetivos de la ensefianza
deben incluir la habilidad de determinar los usos
apropiados de la calculadora Estos pueden ser, por
ejemplo, maneras ingeniosas de explorar, descubrir y
desarrollar conceptos matematicos y no solamente
calculos aritméticos.

En los primeros afios de la primaria es importan-
te que el alumno adquiera el concepto de niimero y
aprenda las operaciones basicas. Pero cuando los
calculos aritméticos empiezan a ser una carga en vez
de una contribucién al proceso educativo, es tiempo
de recurrir a la calculadora.

En un documento reciente del NCTM (National
Council of Teachers of Mathematics)!', esta posicién
se reafirma. La calculadora debe integrarse a la
matemadtica escolar en todos los grados para trabajos
en clases, tareas y exdmenes y dentro su uso hace
posible ahorrar mucho tiempo dedicado a practicar
calculos. Este tipo se debe utilizar a ayudar al alumno
que comprenda mejor la matemitica, que sepan
razonar y resolver problemas y aplicar lo aprendido.
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Especificamente se recomienda que todos los
estudiantes deben usar calculadoras para:

—concentrarse en el proceso de solucién de
problemas y no en la aritmética. '

—lograr acceso a matematicas que van mas alla
de su nivel computacional.

—explorar, desarrollar y reforzar conceptos in-
cluyendo estimacién, computacién y aproximaciéon

—experimentar con ideas matematicas y patrones

—hacer célculos tediosos con datos de la vida real.

Otra publicacién reciente del NCTM, “Los estan-
dares curriculares y de evaluacién de la matematica
escolar”™ hace referencia a las calculadoras. Se reafir-
ma nuevamente que cada estudiante debe disponer
de una calculadora en cualquier momento. Sin
embargo esto no elimina la necesidad de aprender
algoritmos. Alguna practica con lapiz y papel es
importante. Si se requiere una respuesta aproxima-
da, hay que estimar, si no se puede escoger el méto-
do apropiado: cilculo mental, Iapiz y papel, calcula-
dora y computadora. La calculadora se escogera para
calculos complejos. La estimacién del resultado debe
acompanar a cualquier método de cilculo. No hay
evidencia, hasta ahora, de que las calculadoras impi-
dan que los alumnos aprendan y realicen algoritmos
basicos para calculos simples. Es para problemas
complejos donde se prefiere la calculadora.

Se hace énfasis otra vez en el documento mencio-
nado que la calculadora es un medio valioso para
aprender matemadticas, para explorar ideas y patro-
nes, desarrollar conceptos, resolver problemas y in-
vestigar aplicaciones. El uso bien planeado de calcu-
ladoras puede mejorar la calidad del curriculo y del
aprendizaje. La experiencia ha demostrado que los
alumnos no usan la calculadora si hay otras maneras
de realizar los cdlculos. Sin embargo, la practica
excesiva y repetitiva de calculos complejos con lapiz
y papel ya pasé de moda y es contraproducente.

Encuestas realizadas en Estados Unidos!® demues-
tran que de los primeros nueve afnos escolares en
matematicas, dos se dedican a la ensefianza y practica
del algoritmo de divisién. A pesar de toda esta inver-
sion de tiempo y esfuerzos, los alumnos en diagnds-
ticos nacionales y locales no manejan el algoritmo.
Concretamente se propone!’ eliminar a nivel prima-
ria célculos de tipo:

537|296, 426 x 89, 3,7 + 4/12
3.45 x 0.865 6 456.78:6.7.



Estos tdpicos consumen muchisimo tiempo, los alum-
nos nunca los dominan bien y lo hace mejor una
calculadora. Lo que es importante es un dominio de
las operaciones basicas con ntGmeros del 1 al 100,
estimacién y aritmética mental, aplicaciones, medi-
cidn, estadistica, probabilidad y resolucién de proble-
mas.

Resumiendo lo anterior dicho, afirmamos que la
calculadora es mucho mas que un instrumento para
calcular con lapiz y papel, es una ayuda didéctica para
desarrollar conceptos y explorar.

Preguntas abiertas acerca del uso de las cal-
culadoras

Algunas preguntas que necesitan mas reflexién
para encontrar respuestas adecuadas son las siguien-
tes:

—¢Coémo se puede instruir y convencer a los
profesores de matemiticas de la importancia de la
calculadora como auxiliar didactico?

—:iQué tipo de calculadora conviene escoger para
cada nivel escolar?

—Como se puede lograr una introduccién tem-
prana en la matemadtica escolar de nimeros decima-
les y notacién cientifica?

—dCual es el papel de las fracciones?

—:¢Qué tipo de material didactico se necesita para
hacer mejor uso de la calculadora?

—:Cémo asegurar una posicién critica de los
usuarios hacia los resultados que produce la calcula-
dora?

—dSe deben permitir calculadoras en los exdme-
nes, a partir de que grado escolar?

Conclusion

La calculadora electréonica es un excelente recur-
so didactico que hace mucho mias que las operacio-
nes basicas.. Usarla como “calculadora” nada mas seria
desperdiciar una oportunidad de hacer la matemati-
ca mds atractiva para muchos estudiantes ya que la
maquina es una memoria electrénica que nos libera
de calculos tediosos y el uso de tablas anticuadas. Con
ella es posible la experimentacién con patrones
numéricos, exploracién de relaciones funcionales, des-
arrollo de conceptos y resolucién de problemas con
datos reales.

La investigacién educativa ha comprobado que la

La calculadora en la enserianza de la matemdtica

calculadora puede mejorar el aprovechamiento de los
estudiantes que la utilizan en el aula'®, La mejoria
general de los niveles de aprendizaje es el resultado
de una mejor capacidad de los estudiantes para rea-
lizar sus célculos matemadticos y escoger adecuadamen-
te las estrategias a seguir en la resolucién de proble-
mas.

Pero la calculadora puede enriquecer el estudio
de las matematicas tinicamente si alcanzamos aplicar-
la correctamente en las situaciones didacticas donde
es conveniente.
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EXPOSICION IBEROAMERICANA EN EL ICMI-7

Es deseo de los organizadores
del ICMI-7,que como sabes se
celebrard en Quebec del 16 al 23
de Agosto de 1992, tener presente
el 500 Aniversario del Descubri-
miento - de América. Para ello ha
pensado que la comunidad iberoa-
mericana de educadores mateméa-
ticos tenga una participacién dis-
tinguida, y ofrecen la superficie
necesaria para instalar una expo-
sicion- titulada Arte y Educacién
Matematica. Experiencias Iberoa-
mericanas. A mi se me ha honra-
do designdndome su coordinador:

Una vez resueltos los primeros
detalles de infraestructura, se hace
necesaria la invitacién a cuantos
teneis tantas cosas que aportar a
la misma, si bien hay que dejar
claro que el ICMI no sufragara
gasto: alguno. »

Actualmente, estamos inten-
tando, Miguel de Guzman y yo,
que el Ministerio- de Educacién
del Gobierno Espaiiol sufrague los
gastos de montaje. De esta forma
creemos que puede hacerse algo
uniforme, al menos en su aspecto
externo.

Como el nombre de la exposi-

cién indica, se trata de presentar
experiencias, a titulo individual o
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colectivo, realizadas en la Educa-
ciébn Matemitica basadas en el
estudio y analisis de algtn aspecto
artistico, en sentido amplio, del
entorno escolar. Por si te sirve de
orientacién, estoy organizando un
grupo que presente la Prehistoria
de la Teoria de Grupos en Espa-
na.

La realizacién técnica seria
muy sencilla. Se presentaran las
experiencias en paneles de 50*70
cms, que contendran una fotogra-
fia que describa graficamente la
experiencia y un texto con el titu-
lo de la misma, autor/es y lugar
de procedencia. Sobre una mesa
adicional podra presentarse un
texto mds amplio, del que puede
darse fotocopia a los visitantes, y
mostrar alglin materjial manipula-
tivo, si lo hubiere.

Para llevar a cabo lo anterior

- de modo uniforme y con un

minimo de disefo, inicamente
necesito- que se me envie una
diapositiva de la imagen que se
exhiba en el panel, asi como los
textos descriptivos de la experien-

rcia. El material manipulativo lo

llevaria cada autor/es a Quebec y
se responsabilizaria del mismo
durante el Congreso.

Si se trata de un grupo de autores,
ruego se me indique con cuil de
ellos debo mantener la correspon-
dencia.

Por altimo, quiero que sepais
que estoy intentando la basqueda
de algiin mecenas para la publica-
cién de todas las experiencias en
una monografia.

Nada mas por ahora. Quedo a tu
entera disposién para cuantas
aclaraciones necesites sobre el
particular o sobre cualquier otro
asunto en el que pueda serte de
utilidad, a la vez que espero tu
respuesta, ya sea a titulo personal
o -en nombre de algin colectivo
del cual ostentes su representa-
cion.

Gracias por tu segura colabora-
cion. Un fuerte abrazo.

Rafael Pérez Goémez

Mis sefias para una posible locali-
zacioén son:

Rafael Pérez Goémez
Departamento de Matematica
Aplicada. Universidad de Granada
18071 Granada, Espafa.

Tel. (34) (58) 243130
Fax. (34) (58) 243286 / 274258



El sorprendente numero T

Jests Antonio Temprano Maranon

Parece increible que algo aparentemento tan
sencillo como la relacién entre la longitud de la cir-
cunferencia y su diametro haya preocupado al hom-
bre desde la mas remota antigiiedad hasta el presen-
te mas actual.

A unos, por que han querido aprender sus cifras
de memoria y, a otros, por que han querido conocer
todas sus cifras con exactitud, lo cierto es que siem-
pre el nimero pi ha estado presente en el pensa-
miento de la especie humana.

Ya el pueblo judio conocia diversos valores del
nimero pi, puesto que ya en la Biblia, cuando en el
libro de los Reyes (1 Reyes, 7, 23) y en el libro de las
Crénicas (2 crémnicas, 4,4) se habla de la primera
construccién del Templo y de la Casa de Salomoén,
alrededor del siglo X o XI a.C., se utilizaba el valor:

n=3
ya que en ambos libros se decia:

“Hizo el mar fundido de diex codos (el codo era una
medida de longitud de aproximadamente medio
metro) de borde a borde y un cordén de treinta codos media
su contorno”

1 30
n=— = —=3
d 10

No obstante, recientes investigaciones sobre los
textos hebreos ofrecen evidencias de que conocian el
valor de 3,1416 aunque la validez de esta interpreta-
ci6én no estd todavia universalmente aceptada.

La civilizacién mesopotamica engloba un con-
junto de pueblos que vivieron en un periodo que
comienza hacia unos 5.000 anos a.C. y llega hasta los
albores del cristianismo. Dado que actualmente se
han recogido casi medio millén de tablillas escritas
en forma cuneiforme es dificil encuadrarlas exacta-
mente, pero, parece posible suponer que fue en la

ciudad de Babilonia, centro cultural del “Creciente
fértil” entre los afios 2.000 y 550 a.C. donde se hicie-
ron 1ds descubrimientos mas importantes.

Al estudiar dichas tablillas, se han encontrado
para pi los siguientes valores:

- Al calcular el drea del circulo mediante la for-

mula

A =C?/12
siendo C la longitud de la circunferencia da el
valor 7 - 3

- Al resolver algunos problemas relativos a hexa-
gonos inscritos se ha encontrado el valor:

n=31=3819F
8

- Al resolver otros problemas, empleaban la rela-
cién existente entre el perimetro de un hexago-
no regular y su circunferencia circunscrita, que
segun ellos era:

p =247 (figura 1)
26

. »

siendo “p” el perimetro del hexagono y “1” la
longitud de la circunferencia, con lo cual, con-
siderando que el radio de la circunferencia y el

Figura 1
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lado del hexagono regular inscrito en la misma
son iguales, resulta:

24. 2nr=6r=>n=22—6=3,25

26 2,24

La civilizacién egipcia abarca una época que

comienza en el afio 3.100 a.C. y termina en el 322 -

a.C. con la conquista griega de Alejandria y lo que
sabemos de ella esta escrito en los numerosos papiros
encontrados en sus monumentos y, fundamentalmen-
te en lo que se refiere al nimero pi, en el papiro de
Rhind (1.650 a.C.). En dicho papiro se ve que los
egipcios pensaban que el 4rea del circulo era la misma
que la de un cuadrado que tuviese por lado los 8/9
del didmetro del circulo (fig. 2)

(= &d
9
Figura 2
2 2 2 2
Ad=Acu:>ﬂ:~(i) =(&1-) =n.d_-64d"
2/ g 4 81
n=%%% 3 1604¢
81

No obstante, al estudiar en profundidad las pira-
mides, se ha visto que los egipcios conocian el valor
de pi con bastante aproximacién (fig. 3)

600/191 = 3,14136... 443/141 = 8,14184...
110/35 = 3,14285... 1.043/332 = 3,14156...
333/106 = 3,141504... 377/120 = 3,14166...
267/85 = 3,141176...  166,5/53 = 3,141504...

pero, y fundamentalmente conocian el valor
710/226 = 3,141592...

que daba seis cifras decimales exactas, con lo que
adelantaban en varios siglos al valor dado por un
astrénomo chino, al que se supuso durante mucho
tiempo el descubridor de este valor.
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Los arquitectos fenicios y griegos empleaban el
valor: '
n=22/7=3,14285
pero los matematicos griegos no se conformaron con
este valor aproximado y fue el genial Arquimedes el
que consiguié un valor mas exacto.

Arquimedes fue entre otras cosas, un gran mate-
matico que murié en el afio 212 a.C. cuando los
romanos conquistaron Siracusa, ciudad a la que el
habia defendido durante afios ingeniosamente con
espejos, poleas, etc., causando grandes pérdidas en
tiempo y hombres entre ellos.

Su idea para calcular el valor de pi fue la siguien-
te: sprimeramente inscribié un hexigono regular en
una circunferencia de didmetro unidad, con lo cual
su perimetro tiene que ser menor que la longitud de
la circunferencia, es decir, menor que pi. A continua-
cién dividi6 en dos partes cada uno de los arcos
anteriores obteniendo un poligono de doce lados del
que hall6 su perimetro. Continué con este procedi-
miento inscribiendo poligonos de 24, 48 y 96 lados y,
obtuvo para el perimetro de este Gltimo, el valor de:

’ p=3 +10 - 223

71 7
que todavia debe ser menor que pi puesto que queda
hueco entre este poligono y la circunferencia. Des-

Figura 3



pués hizo lo mismo, pero circunscribiendo poligonos
de los mismos lados a la circunferencia y, obtuvo para
el de 96 lados un perimetro:

P Ty

con lo cual, haciendo el promedio de los dos valores,
obtuvo:

22,293 1562
= 71 _ 497 —3123—3,14185

2 2 994

Ptolomeo dividi6 el circulo en 360° y el didmetro
en 120 partes, y luego cada parte en minutos, segun-
dos y décimas de segundo, segin el sistema sexagesi-
mal de los babilonios y admitia que la razén entre la
circunferencia de un circulo y su didmetro era 3 8
30", es decir:

n=38+8 430 _ 3714985
60 3600

Her6n de Alejandria que vivi6é posiblemente entre
los afios 75 y 150 d.C. y que es conocido por la famosa
féormula del area del tridngulo en funcién de su
semiperimetro, aunque hoy sabemos que procede de
Arquimedes, también utilizaba el valor:

T = 22/7 = 3,14285

En uno de los mas antiguos libros chinos, “El arte
malemdlico en nueve secciones”, posiblemente bastante
anterior al afo 213 a.C. en el que un emperador
mandd quemar todos los libros, aparece para pi el
valor 3.

En el siglo III d.C., Liu Hui, considerando un
poligono de 172 lados encontré:

7 = 3,14159

El astronomo chino Tsu Ching-Chih (430-501
d.C.) y su hijo consiguieron dar el valor:

T = 3,1415927
como limite superior y:

n = 3,1415926

El sorprendente niimero ©

como limite inferior. Ademais escribieron los tres
primeros nimeros impares repitiéndolos dos veces

cada uno:
1138355

y colocando los tres Gltimos sobre los tres primeros,
obtuvieron:
=355 - 314159
113
que es la mejor manera de expresar el niimero pi en
forma de fraccidn. Estos resultados no fueron mejo-
rados hasta cientos de afos después.

En la civilizacién india también existen estudio-
sos del nimero pi, entre los que podemos destacar
los siéuientes:

- Baudhayana pensaba que su valor era:

=49 = 30625
16

- Este verso de Aryabhata, matemaitico indio del
siglo IV, nos da el valor aproximado de la rela-
cién que mas adelante se denominara pi:
“Sumar cuatro a cien, multiplicar por ocho, sumar
todavia sesenta y dos mil y se obtiene asi un valor
aproximado de la circunferencia de un circulo cuyo
valor aproximado es de dos miriadas”.

n=62832 _ 3 1416
20000

En su trigonometria también se encuentra el

valor:
n=110

- Bramhagupta, en el siglo VI, en su libro de
astronomia consideraba:

w=3
como valor practico, y:
n=110

como valor preciso.

- En el siglo XII, Bhaskara o, Bhaskafa segtin otros
autores, manejaba los siguientes valores:

T = 754/240 = 3,14167
T = 3927/1250 = 3,1416
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S

En Europa, no obstante, se siguieron utilizando
los valores dados por Leonardo, que obtuvo:

m = 2880/917 = 3,14067

por el Cardenal Cusa, que por medio de construccio-
nes poligonales obtuvo:

T = 3,142337...

n=i~(\I§+ V6 )=3,13615
y, el valor de origen desconocido:

T = ;/ 31 =3,14138

hasta que en el siglo XVI, se conocié el valor dado
por el astrébnomo chino que, como ya sabemos, nos
da hasta la sexta cifra decimal exacta.

Al ir conociendo todos estos datos, los sabios y
hombres de ciencia de la época se empenaron en
conocer el valor de pi exactamente. Para ello trata-
ron de resolver el famoso problema de la cuadratura
del circulo, es decir, construir con regla y compas un
cuadrado que tuviera exactamente el mismo area que
un circulo dado y, como esto no es posible, segiin se
demostré posteriormente, se abandoné el método
tradicional y se recurrié al de obtener una serie de
fracciones que tendiera hacia pi.

Con este método, el llamado padre del algebra,
el francés Viete, partiendo de la expresién del peri-
metro Y* de un poligono regular de 2n - 1 lados y,
utilizando de manera recurrente la expresiéon del seno
del 4angulo doble, en funcién del seno y coseno del
arco, llegb después de n - 2 transformaciones a:

T T T
4 - cos — cos =+ -+ - COS ——
p 4 8 2“'1
que, al pasar del poligono a la circunferencia, resulta
la expresion limite:
E

2 T T
£ = COS —* COS == COS mumm * ++*
i 4 8 16

con lo que obtuvo para pi el siguiente valor:

T = 3,14159265358979323
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En 1.596, el aleman Ludolph von Ceulen, poco
convencido de los nuevos métodos, volvidé al método
tradicional de Arquimedes y utiliz6 un poligono de
1.073.741.284 lados, con lo que obtuvo pi con 35 cifras
decimales, por lo que también se le conoce como el
nimero de Ludolph, y que permitia calcular el volu-
men de una esfera de la magnitud de la Tierra apro-
ximadamente con una exactitud de tres mil milloné-
simas de centimetro.

Un poco mas tarde, el inglés Jhon Wallis (1.616-
1.703) al aplicar su regla a la expresién entera:

(15"

para valores sucesivos de n traté de obtener por
interpolacién, el valor de n = 1/2, al que
corresponderia como resultado ©/4. Como no logré
éxito, fue modificando los valores del exponente n,
al mismo tiempo que modificaba los de la potencia
de x, y siguiendo ciertas leyes de generalizacién e in-
terpolacién llegdé a un nuevo desarrollo en producto
infinito de la forma:

42 6% . (20)*

2
I (2n-1)(2n +1)

1-3 3.5 5.7

Como Wallis no quedé muy contento con esta
férmula insté a su amigo William Brouncker, que no
se sabe como, obtuvo un desarrollo de pi en fraccion
continua infinita que por incomodidad tipografica
omitimos aqui.

En 1.671, el matematico escocés James Gregory
obtuvo la serie del arco tangente como:

3 5 7
arctan x =x- X+ XX 4 |

3 b5 7

aprovechandose de lo cual, en 1.673, el filésofo y
matematico aleman Gottfried von Leibnitz, cofunda-
dor del calculo con Isaac Newton, obtuvo los actuales
desarrollos en serie del arco tangente circular y del
arco tangente hiperbélico mediante el calculo de los
sectores eliptico e hiperbélico, que en el primer caso,
haciendo x=1, da lugar a una fé6rmula muy sencilla y
conocida:
()"

2n+1

+L Lyl o
57 9



con el inconveniente de que se necesitan veinte mil
términos para obtener cuatro decimales exactos.
También obtuvo la serie mas precisa:

n=—8 + 8 , 8 , 8 .
1-3 5.7 9-11 13-15
En 1.717, el matemdtico inglés Abraham Sharp
calculé pi con 71 decimales.

Jhon Machin, profesor de astronomia en Londres,
también a comienzos de este siglo obtuvo la férmula:

=16 arctang 1.4 arctang 1
5 239
con la que consigui6 los cien primeros decimales de
pi, ya que ambas series convergen rapidamente.

En este mismo siglo, Leonhard Euler generaliz
la férmula de Machin y dio numerosos desarrollos en
serie del nimero pi mediante la serie del arco tan-
gente. Ademés de obtener un notable impacto,
popularizé en 1.736 el uso de la letra griega m, para
nuestro nimero. Esta aceptacién ocurrié 30 afios mas
tarde cuando el autor inglés William Jones introdujo
este simbolo en nuestra escritura.

En 1.761, el alsaciano Johan Heinrich Lambert
demostré la irracionalidad de pi, es decir, que tiene
infinitos decimales, mediante el desarrollo en frac-
cién continua cde tangente de ~“

En 1.794, Legendre, en su libro “Elementos de
Geometria”, volvié a demostrar la irracionalidad de
pi con la profética observacién de que es probable
que el nimero pi no esté comprendido entre los
irracionales algebraicos, es decir, que no sea raiz de
una ecuacién algebraica de un nimero finito de
términos y de coeficientes racionales.

No obstante, el interés por nuestro nimero no
decayé ya que George von Vega calculé 140 decima-
les, J. M. Zacharias 200, Richter 500, pero fue el
matematico inglés William Shanks, empleando la
férmula de Machin el que en 1.873, y después de 20
afios de trabajo, obtuvo el valor de pi con 707 deci-
males, aunque para su desgracia cometié un error en
la cifra 528 afectando por ello a todas las siguientes.
A pesar de ello, y como homenaje al mis grande
calculador humano de pi, sus 707 cifras decimales se
hallan grabadas a lo largo del friso circular en que se
apoya la ctipula del palacio Decouverte de Paris.

En 1884, Ferdinand Lindemann demostré que el
nimero pi era trascendente. Esta demostracién

El sorprendente nimero 7

implicaba la solucion del problema de la cuadratura
del circulo. En efecto pueden construirse con regla y
compaés los segmentos cuya medida se expresa alge-
braicamente mediante un ntmero finito de operacio-
nes racionales y de raices cuadradas a partir de la
medida de segmentos dados o, lo que es lo mismo,
pueden construirse aquellos cuyas medidas son raices
de ecuaciones algebraicas o reducibles a cuadraticas,
de coeficientes racionales o irracionales cuadraticos,
es decir, de determinados tipos de ntimeros algebrai-
cos. Ahora bien, la ecuacién que traduce el problema
de la construccién con regla y compas de un segmen-
to de un lado de un cuadrado equivalente a un cir-
culo de radio dado, es:

) x2=7

ecuacién cuadritica, uno de cuyos coeficientes no es
algebraico.

Como anécdota, cabe destacar que el problema
de la cuadratura del circulo, imposible en la geome-
tria euclidiana, tiene solucién en la geometria de tipo
hiperbélico.

El inglés, D. F. Ferguson empleando una expre-
sion diferente de la del algoritmo de Machin fue el
que descubri6 el error de Shanks y, ayudado por una
calculadora obtuvo 808 decimales en 1.945.

Ya en 1.949. George W. Reitwiesher, con una
computadora Eniac (Electronic Numerical Integrator
and Computer) y durante mas de 70 horas de trabajo
calculé pi con 2.037 cifras decimales.

En 1.955, una computadora mas veloz obtuvo pi
con 10.017 decimales trabajando durante 33 horas.

En 1.961, Shanks y Wench, con un IBM 7030,
obtuvieron pi con 100.625 decimales.

En 1.974, el francés Jean Guilloud calculé un
millén de cifras decimales con la computadora mas
poderosa del mundo en esa época, una Control Data
7600, en 23 horas y 18 minutos. Un poco mads tarde,
se obtuvieron los primeros 10 millones de decimales,
en donde, para hacernos una idea:

el 0 se repite 9994440 veces,
el 1, 999333 veces,

el 2, 1000306 veces,

el 3, 999964 veces,

el 4, 1001093 veces,

el b, 1001093 veces,

el 6, 999337 veces,
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el 7, 1000207 veces,
el 8, 999814 veces, y,
el 9, 1000040 veces.

En 1983, los japoneses Kanada, Tamura, Yoshiro
y Ushiro utilizando un algoritmo basado en la gran
velocidad de convergencia de las secuencias corres-
pondientes a la media aritmetico-geométrica de dos
numeros y conocido como algoritmo de Brent-Sala-
min, obtuvieron 16 millones de decimales.

Dos o tres afios después, el ordenador Cray-2 de
la Nasa, tras 28 horas de trabajo obtwo 29.360.128
decimales. En 1989, el profesor asistente de informa-
tica de la Universidad de Tokyo, Yasumasa Kaneda,
ha resultado ganador de una competicién en la que
participaban norteamericanos y japoneses, para cal-
cular la relacion exacta entre la longitud de una
circunferencia y su diametro, al obtener 536.870.000
decimales del ntimero pi, gracias a 67 horas y 13
minutos de trabajo de un ordenador perfeccionado y
a 100.000 hojas de papel.

Gregory y David Chudnovsky han superado a
Kanada en 1990, obteniendo 1.000 millones de deci-
males utilizando un nuevo algoritmo iterativo que
combina técnicas de convolucién rapida, de multipli-
cacién de enteros largos y de evaluacién de series de
potencias, utilizando dos ordenadores, un Cray-2 del
Minesotta Supercomputer Center y un IBM 3090-UF
del centro de investigacién T.J. Waston de Nueva
York, lo que constituye el record mundial hasta ahora.

Pero, si normalmente con tres o cuatro decimales
nos basta, ¢a qué se debe el empecinamiento de ma-
tematicos y no matematicos en encontrar el niimero
pi cada vez con mas decimales?.

Por una parte, este empefio ha dado lugar a
grandes descubrimientos matematicos (métodos de
aproximacién a integrales definidas, evaluacién de
funciones trascendentes, etc.) y por otra, el intentar
buscar un record siempre ha sido un reto para la
especie humana.

No obstante, si algtin curioso quiere saber las 20
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primeras cifras, no tiene mas que acudir a los versos
de Manuel Golmayo:

“Soy y seré a todos definible,

mi nombre tengo que daros,

cociente diametral siempre inmedible
soy de los redondos aros.”

o las 32 primeras cifras y acudir a los siguientes versos
del ingeniero colombiano R. Nieto Paris:

“Soy ¢, lema y razon ingeniosa
de hombre sabio, que serie preciosa
valorando, enuncio magistral.
Por su ley singular, bien medido
el grande orbe por fin reducido

. Jfue al sistema ordinario usual”

y cambiar cada palabra por el niimero de letras que
la forma, con lo que obtendra el siguiente valor:

7 = 3, 1415926535898932384626433832795.

Aunque tampoco quedaria muy bien, ya que el
doctor A.C. Aitken, profesor de Matemaiticas de la
Universidad de Edimburgo se aprendié las 802 pri-
meras cifras en aproximadamente 15 segundos, 6 el
japonés Hidaki Tomoyori, que en 1.979 y durante 3
horas y 10 minutos recit6 de memoria las 15.151
primeras cifras decimales de pi, procediendo de la
siguiente manera: plegaba un dedo de la mano dere-
cha cada 100 cifras, uno de la mano izquierda cada
10 cifras para acordarse donde estaba, y se paraba
cada 1.000 cifras para descansar. Poco después de
acabar declar6 que pensaba memorizar 100.000 ci-
fras, aunque esto creemos que todavia no lo ha
conseguido.

Mucho menos trabajoso es, desde luego, utilizar
las féormulas riapidas de Stormer

n=24-arctan L+ 8. arctan L+ 20 arctan L
8

57 239
y de Gauss o
T =48 arctan L+ 32 arctan -L-+ 20- arctan —L_
18 ' 239

y obtener los primeros 100.000 decimales de pi
mediante el programa publicado en la revista “El
Ordenador Personal”, en el nimero 36, por el club
Ademir.



Crisis de fundamentos en las Matematicas
espanolas a finales del siglo XIX*

José M. Pacheco Castelao

L

Comenzaré haciendo algunas
reflexiones acerca de la definicién
de “Matematicas” y de sus implica-
ciones. No se debe olvidar que la
palabra Matematicas proviene del
griego “UOECLS” cuyo significado
viene a ser el de “explicacién”.
También la palabra griega
“Uoetno”, que quiere decir alum-
no o discipulo, posee la misma raiz.
Esta es la causa por la que a veces
parece redundante hablar de Di-
dactica de las Matematicas; Si esta
Ciencia, en si, constituye una
explicacién, resulta dificil admitir
que necesite a su vez tantas expli-
caciones.

Para entender lo anterior se
puede dar multitud de razones.
Aqui comentaré dos que me pare-
cen las mas interesantes.

En primer lugar, la actividad
del matematico consiste en mani-
pular una serie de conceptos o
ideas de acuerdo con ciertas esti-
pulaciones o reglas. Los resultados
de este trabajo consisten en esta-
blecer nuevas relaciones entre los
conceptos o definir algunos nue-
vos que permitan comprender
mejor el mundo circundante. Las
reglas antes citadas reciben el
nombre de “Calculos”, y los hay de
diferentes clases; asi tienen Uds. el
calculo aritmético, el cilculo dife-
rencial, etc. Por regla general, la

enseflanza de las Matematicas
consiste en aprender los calculos .
En segundo lugar, hay que tener
encuenta que las Matematicas,
como ciencia, tiende a estudiarse a
si misma, de forma que los resulta-
dos de los trabajos se expresan en
lenguajes muy formalizados y que
cada vez resultan mas incompren-
sibles para los profanos.

Estas dos razones suelen adu-
cirse para iniciar tareas acerca de
cémo mostrar al piblico en gene-
ral la manera mas sencilla de acce-
der al conocimiento de las Mate-
maticas. Veamos algunas ideas mas
a este respecto.

IL

Al darse cuenta de las dificul-
tades citadas antes u otras analo-
gas aparece una tentancion dificil
de resistir entre quienes ensefian
Matemaiticas: La de intentar alcla-
rar los conceptos recurriendo a la
evolucién histérica de los mismos.
Esto es un ejercicio arriesgado y de
ejecucién complicada. Las Matema-
ticas, como creacién del hombre,
se hallan sometidas a los avatares
de las modas, de la politica y de
los usos sociales en cada época.

De todas maneras, parecen
reconcerse dos corrientes en la
historia de las Matemditicas cuyo
fluir es mas o menos paralelo: La

primera es la elaboracién de los
cdlculos correspondientes a la
necesidades técnicas, culturales o
sociales de cada momento histori-
co. La segunda es el trabajo de
sedimentacién y fundamentacién
formal de los calculos, esto es, la
bisqueda de la consistencia logica
de los hechos matematicos.

A veces estas dos corrientes se
entremezclan, y esos son los
momentos o crisis mas fecundos de
la historia de las Matematicas. Asi,
los Elementos de Euclides funda-
mentan un conjunto de saberes
aritmérico-geométricos provinien-
tes de las culturas mesopotiamicas.
Arquimedes provee sblidas demos-
traciones e resultados del calculo
integral. Newton, Leibniz y los
Bernouilli establecen el Calculo,
Diferencial recogiendo la herencia
de muchos gedmetras y Euler,
provee un gigantesco corpus mate-
matico que exigioé la obra de Gauss
y todo el desarrollo matematico del
siglo XIX para su fundamentacién
rigurosa. En esta idea, podemos ver
que el siglo XIX es el verdadero
siglo de las Matematicas: Salvo
desarrollos y formulaciones nuevas,
lenguajes mas o menos sofisticados
o evoluciones hacia mayores gene-
ralidades, las Matematicas de hoy
dia estan aun profundisimamente
enraizadas en el XIX,

#* Conferencia pronunciada en abril de 1990, en la clausura de las III Jornadas didécticas de los E.U. F.P.E.G,J. de Las Palmas.
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III.

Hablaremos ahora de las Mate-
maticas espanolas del XIX. Siguien-
do la costumbre, el XIX espaiiol se
puede considerar como la época
entre 1830 y 1914. La primera
fecha es el final del reinado de
Fernando VII y 1914 es la irrup-
cién de los conflictos generalizados
y la internacionalizacién de los
hechos histéricos y culturales.

Para nuestro fin, el siglo XIX
comienza con el cierre generaliza-
do de las Universidades Espafolas
entre 1830 y 1834. Este cierre hizo
que la cultura matemaitica se con-
servara en Centros como las Aca-
demias militares o los Institutos.
Ademas, ese cierre se mantuvo, en
aras del centralismo, de un modo
u otro hasta bien entrado el siglo
XX, cuando la Universidad Central
era la 1inica que podia expedir
Doctorados. El siglo XIX matema-
tico espafiol termina con la vuelta
a Espafna en 1914 de Rey Pastor
tras su estancia en Alemania.

Hay tres textos basicos para
conocer el desarrollo matematico
espafiol en el XIX:

1.- El discurso de Echegaray
“Historia de las Matematicas puras
en nuestra Espana”, pronunciado
ante la academia de Ciencias el 11-
1II-1866 ([8], 161-190).

2.- El articulo de Garcia de
Galdeano [9] en la revista L’En-
seignement Mathematique en
1899, y

3.- La conferencia de Rey Pas-
tor en Valladolid en 1915, “El
progreso de las Ciencias en Espa-
fa y el progreso de Espaina en las
Ciencias” ante la Asociacién para
el progreso de las Ciencias ([8],
458-478). ‘

Estos tres documentos presen-
tan caracteres muy diferentes:
Echegaray se lamenta amargamen-
te del subdesarrollo cultural espa-
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nol, en esencial del matemdtico;
Garcia de Galdeano es reflexivo y
serio e intenta resaltar lo bueno y
novedoso de la escasa contribucién
espafiola; finalmente Rey Pastor
opina criticamente acerca de lo
producido en nuestro pais y de sus
perspectivas de futuro. En la fig. 1
(ver al final del texto) se muestra
una cronologia sumaria.

Iv.

A partir de los textos citados pasa-
remos revista a la evoluciénn de los
conocimientos matematicos en la
Espafia del XIX.

A lo largo del XVIII se produ-
ce la incorporacién del Calculo In-
finitesimal en Espafna. Parece de-
mostrado que se introdujo a través
de las Academias militares y de la
Universidad de Salamanca*, donde
fue explicado por Juan Justo Gar-
cia’. Queda constancia de ello en
el “Examen maritimo”. En esta
época, final del siglo de las luces
se comprendian las matematicas
espaiiolas en los tratados de B.
Bails (entre 1772y 1783), de Valle-
jo (a partir de 1817) y el citado de
Garcia’.

Durante los afios 20 del siglo
XIX tiene lugar.la crisis de funda-
mentos en el Andlisis Matemadtico
debida a Cauchy, a quien se debe
una definicién rigurosa del concep-
to de infinitesimo y muchos resul-
tados basados en esa concepcidn.
Esta crisis no parece afectar a los
matematicos de nuestro pais. Vea-
moslo:

En 1828 el Teniente de Inge-
nieros Garcia San Pedro publica el
tratado “Calculos diferencial e in-
tegral”, que, en sucesivas refundi-
ciones se us6 como texto en la
Academia de Ingenieros hasta mas
alla de 1900 [2], [21]. En este texto
describe el autor la teoria de los
“incrementos ideales”, con objeto

de no utilizar el paso al limite. En
efecto, 1a herramienta basica del
calculo es el cociente incremental
AF/Ax, al que el autor denomina
“la disposicién a variar” de F. Asi:
AF/Ax = h'! (F(x+h) - F(x))
donde hace falta saber quién es
F(x+h). Como para h=0 se ha de
cumplir que F(x+0)=F(x), nuestro
autor concluye que ha de ser:

F(x+h) = F(x) + h* F’(x,h)
donde o > o para que el segundo
sumando se anule si h=0. De la
misma manera, F’ (x,h) se descom-
podra en:

F (x+th) = A + hPF” (x,h)
donde A no depende de h. De igal
modo:

F’(x+h) = B + h'F”’(x,h) '

F’(x+h) + G + hF¥(x,h)
luego en general se tendra:
F(xth) = F(x) + Ah® + Bhotb+, | =

F(x) + h*(...)
Segln esto, basta hallar A, B, etc.
Tras ingeniosos desarrollos de-
muestra que A es la primera deri-
vada, etc. En todo el proceso, para
evitar el paso al limite con h ten-
diendo a 0, el autor denomina a h
un “incremento ideal”, y a F(x+h)
el incremento ideal de F y estable-
ce un calculo muy interesante para
la manipulacién de esas entidades.
Lo que el autor no ve claro es que
el producto h* (...) se anule cuan-
do h es cero. (ver [21]), p.€j., no
he encontrado el texto original de
Garcia de San Pedro).

De todo modos, en este texto y
otros analogos, aunque anclados
en las descripciones del Calculo de
finales del XVIII, se plantea de
forma clara, aunque sin consecuen-
cias, el problema de presentar con
coherencia los resultados pricticos
del Calculo Infinitesimal y los fun-
damentos basicos de la teroria.
Véase también el tratado de la
Academia de Artilleria de Segovia
de D. Damaso Bueno?,



Hay que resaltar que en la
época a que nos referimos ya se
conocian en nuestro pais los gran-
des tratados de andlisis matemati-
co en los clasicos dos tomos, y aun
asi hay que esperar a 1882 a que el
Profesor S. Archilla publique su
libro “Principios fundamentales del
Calculo Diferencial™, que origina
una serie de textos como el de Cla-
riana®, Villafafie?® hasta Rey Pas-
tor'®,

V.

La geometria es otra de las
areas de interés para los matemati-
cos espanoles del XIX. Recorde-
mos que en el afio 1854 se produ-
ce la fundamentacién por Riemann
de la Geometria'® en un texto
basico para la Geometria Fiferen-
cial. Sin embarbo, en un primer
momento este avance pasa desaper-
cibido en Espana. Aqui existe una
preocupacién de caracter mas di-
dactico y se nota la influencia de
los profesores de los niveles basi-
cos en la produccién cientifica.
Esta es una consecuencia del cie-
rre de las Universidades, sin duda.

En especial, las aplicaciones de
los nimeros complejos a la geome-
tria es un problema que se trata
con frecuencia. Esta idea viene
originada por la introduccién por
Hamilton (1833 al 1835) de los
cuaterniones y pretende formalizar
la geometria tridimensional. El
texto espanol esencial, y destaca-
ble por su originalidad es el trata-
do de Rey Heredial” del que he
tenido ocasiéon de ocuparme en
otro lugar'*. La concepcién de este
tratado es singular: Muestra, basan-
dose en ciertas ideas del filésofo
Kant que los nimeros complejos
pueden identificarse con las dife-
rentes direcciones del plano me-
diante el siguiente y curioso razo-
namiento (ver fig.1):

Crisis de fundamentos en las Matemdticas espafiolas a finales del siglo XIX

iA
¢A es B?
S VAN
Anoesb b A Aeshb
Figura 1

Geometria compleja de
Rey Heredia

Si “A es B” se representa sobre
un segmento sobre una semirrecta
a partir de un origen dado, enton-
ces “A no es B” se representa por
el segmento opuesto sobre la rec-
ta. El juicio “A queda fuera del
concepto B” se representarad me-
diante segmentos emanados del
mismo origen pero con diferentes
grados de inclinacién que repre-
sentan la intensidad con que A es
o no de la clase B. Por tanto, el
caso de absoluta indiferencia de A
acerca de B sera el segmento per-
pendicular, y simbélicamente lo
representa nuestro autor por iA.

Para demostrar que i*=-1 en-
contramos en uno de los sucesores
de Rey Heredia, el Profesor Nava-
rro*? el siguiente razonamiento

(ver fig. 2):
-C=C.n

NG
; < > f
n (-1)=A -1 1 A'=n(1)

Figura 2
Demostracién de Navarro acerca
de i? = -1,

La posicién de OC respecto de
OA es como la de OA’ respecto de
OC (perpendiculares), y como
entre las longitudes se cumple lo
mismo (!) tendremos:

nl/nc = nc/n(-1)

Luego: nln(-1) = nenc
de donde: n?%*(-1) = n? ¢?
o bien: c2 =1
luego c=1i

El tratado de Rey Heredia se
utilizé6 como fuente para diferen-
tes vulgarizaciones, a pesar de ser
un libro duro y complicado. Ya
hemos citado al Prof. Navarro, y
aparecen también Dominguez
Hervella, de la Academia Naval,
Rochano, del Instituto de Grana-
da5%%, y curiosamente aparece aun
esta teoria expuesta en el texto de
Lubelza, de 1a Escuela de Minas en
1908'2, Noétese que en esta época
ya circulaba en Espana el texto de
Hotuel “Des quantités complexes”,
que incluye la teoria general de la
superficie de Riemann y los ulti-
mos avances en la fecha (1874),
Todo esto pasa desapercibido para
los gedmetras espafnoles, mas pre-
ocupados con la fundamentacién
que con el avance.

VL

Volviéndo por un momento a
las ideas acerca del calculo infini-
tesimal, las preocupaciones acerca
de infinitos einfinitésimos son
patentes en los textos espanoles.
Las disquisiciones son largas,
complejas y farragosas, y los traba-
jos de Cantor acerca de las bases
de la teoria de conjuntos llegan
tarde a nuestro pais. Citeré el texto
del ingeniero de Caminos Sr. Por-
tuondo sobre el infinito'® y el tex-
to, de nuevo de la Escuela de Mi-
nas'® de Pérez Muiioz, que recoge,
ya en 1914, las nociones del alge-
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bra de conjuntos. A partir de aqui
ya entramos en la época actual.

VIL

De los parrafos anteriores se
desprende que la contribucién
epafola a las Matematicas a lo
largo del XIX no figure, por ejem-
plo, en el tratado de Klein". Aun-
que sélo nos hemos fijado en algu-
nos aspectos parciales, que seran
objeto de otros estudios, para ter-
minar resumiremos en tres conclu-
siones las ideas expuestas:

1.- Las Matematicas espafolas
en els XIX estan dedicadas funda-
mentalmente a tareas de docencia
y vulgarizacién.

2.- El interés mostrado en
cuestiones de fundamentos es pa-
tente en:

Mantenimiento de las ideas
clasicas, sobre todo en las Acade-
mias militares, acerca del Calculo
Infinitesimal. '

Intentos de basar la Geometria
en ideas filoséficas puras, fuera de
la corriente general investigadora
en Europa.

3.- Esta concepcién en la con-
clusién anterior hace crisis en los
anos 1900-1910, aceptandose las
ideas en boga en Francia y Alema-
nia fundamentalmente.
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Cronologia sumaria del siglo XIX
Matematico en Espaiia

1828.- Academia de Ingenieros.
Garcia de S. Pedro.
1830.- Cierre de Universidades.

1834.- Apertura parcial de las
Universidades.

1845.- Creacidn de los estudios de
Ciencias.

1857.- Ley Moyano (Crea las Fa-
cultades de Ciencias).

1865.- Libro de Rey de Heredia.

1866.- Discurso de Echegaray.

1870.- Libro de Rochano.

1874.- Libro de Navarro.

1876.- Academia de Artilleria.
Damaso Bueno.

1877.- Libro de Dominguez Her-
vella.

1880.- Libro de Portuondo.

1882.- Libro de Archilla.

1891.- Primera revista matematica
espanola: “El Progreso
Matematico”.

1892.- Texto de Clariana.

1894.- Academia de Ingenieros.
Texto de De Toro.

1899.- Articulo de Garcia de Gal-
deano.

1899.- Texto de Villafane.

1905.- Escuela de Minas Texto de
Lubelza.

1914.- Texto de Pérez de Munoz.

1915.- Rey Pastor.



ICMI Comision internacional de ensenanza
matematica (Internacional Commission on
Mathematical Instruction)

La actividad matemadtica internacional se estruc-
tura a través de la Unién Matematica Internacional
(IMU. International Mathematical Union), que es el
organismo que coordina las acciones comunes en el
campo matematico de 52 paises actualmente. Cada
uno de ellos envia representantes a las Asambleas
Generales de la IMU que se celebran cada 4 afios,
generalmente en el transcurso del Congreso Interna-
cional de Matematicos. Ellos eligen los miembros del
Comité Ejecutivo de la IMU, asi como los miembros
del Comité Ejecutivo del ICMI (Comisién Internacio-
nal de Educacién Matemadtica), que se encarga de
coordinar las actividades en el campo de la educacion
matemadtica de los diferentes niveles de la educacién
propiamente académica asi como las que se refieren
a la interaccién de las matemdticas con la sociedad.

El ICMI fue fundado en 1908, a partir de una
idea del matematico americano David Eugene
SMITH. Su primer Presidente fue el matematico
alemin Felix KLEIN, y su érgano oficial fue la pres-
tigiosa revista L’Enseignement Mathématique (Suiza).
Otros Presidentes fueron, por periodos, en general
de 4 afos, sucesivamente: SMITH (Estados Unidos),
HADAMARD (Francia), BEHNKE (Alemania), STO-
NE (Estados Unidos), LICHNEROWICZ (Francia),
FREUDENTHAL (Holanda), LIGHTHILL (Gran
Bretana), IYANAGA (Jap6n), WHITNEY (Estados
Unidos), KAHANE (Francia).

La actividad mas importante del ICMI es la super-
visién de los Congresos Internacionales de Educacion
Matemaitica (ICME, International Congress on Mat-
hematical Education), que se celebran cada 4 afios.
Los ultimos Congresos de este tipo se han celebrado

o se celebrardan en : Adelaida (Australia, 1984), Buda-
pest (Hungria, 1988), Quebec (Canadi, 1922). Para
el desQuebec se esperan entre 3.500 y 4.000 matema-
ticos de todo el mundo especialistas en la educacién
matematica de los diferentes niveles, que tratan de
examinar los problemas que desde.los diferentes
puntos de vista la ensefianza matemdtica propone a
la comunidad de matematicos y a la sociedad. Es muy
probable que el ICMI decida celebrar su Congreso
de 1996 en algtn lugar de Espaia.

Por otra parte el ICMI supervisa también la orga-
nizacién de reuniones mas restringidas para el estu-
dio de problemas mas especificos de la educacion
matematica, como los siguientes:

e Influencia de la informacién sobre la matema-
tica y su ensefanza (Strasbeurg, 1985).

e La enseflanza de la matematica en los 90
(Kuwait, 1986).

¢ Cognicién y educacién matematica (juntamen-
te con el grupo Psychology and Mathematical Educa-
tion).

e Matematica como ciencia auxiliar (Udine, Ita-
lia, 1987).

* Popularizacién de la-matematica (Leeds, Gran
Bretana, 1989).

¢ Evaluacién en la enseflanza matematica (Costa
Brava, 1991).

Los estudios correspondientes son publicados por
Cambrigde University Press. (Algunos han sido tradu-

cidos por la Editorial Mestral, Valencia).

El Comité Ejecutivo del ICMI elegido en el
Congreso Inrernacional de Kyoto (Agosto, 1990) por
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la Asamblea General de la IMU, para el periodo 1991-
1994, es el siguiente:

Comité Ejecutivo del ICMI (1991-1994)
Presidente:

M. de Guzmin (Espaiia)

Vice-Presidente: ]. Kilpatrick (Estados Unidos)
Lee Peng-Yee. (Singapur)

Secretario: M. Niss (Dinamarca).
Miembros: Yu. L. Ershov (URSS).
E. Luna (Reptblica dominicana)
A. Sierpinska (Polonia).
Ex-officio: J. L. Lions (Francia).

J. Palis Jr. (Brasil).
J. H. van Lint (Holanda).
J. P. Kahane (Francia).

Con motivo del, comienzo de su periodo como
Presidente del ICMI, Miguel de Guzman ha enviado
la siguiente nota que aparecera en el BULLETIN que
el ICMI edita periédicamente.

Mis primeras palabras como Presidente del Comi-
té Ejecutivo entrante del ICMI son de profundo reco-
nocimiento y afecto al Comité Ejecutivo que ha ac-

tuado durante los Gltimos afios y, en particular, a su
Presidente, Jean-Pierre Kahane, y a su Secretario,
Geoffrey Howson.

Para todos aquellos que han seguido el desarrollo -
del ICMI estd bastante claro que la pasada década ha
sido especialmente rica en actividades sobre diferen-
tes aspectos: congresos, jornadas de estudio, infor-
mes, publicaciones, ... debidos en gran medida al gran
interés, dedicacién y eficacia de los Profesores Kaha-
ne y Howson.

Serd un estimulo para todos nosotros en el nuevo
Comité Ejecutivo tratar de seguir el ritmo de trabajo
que ellos han llevado durante estos anos, mas esta-
mos seguros de contar con su ayuda, consejo y apoyo
para poder continuar, especialmente con la del
Profesor Kahane desde su posiciéon de Miembro ex-
officio del Comité Ejecutivo entrante.

Es nuestro mayor deseo, y pienso que puedo hablar

en nombre de todo el Comité Ejecutivo, estar al
servicio de toda la comunidad matemitica en mate-
rias concernientes a problemas educativos, tratando
de incorporar directamente los esfuerzos de los ma-
tematicos y de otras personas relacionadas con la
transmisién de valores propios de nuestra ciencia en
todos los niveles, con el fin de contribuir al desarro-
llo armonioso de la cultura humana.
Con esta finalidad, nos gustaria contar con la ayuda
de personas y grupos de distintos paises desde la
riqueza de sus experiencias profesionales para que
puedan ser compartidas por toda la comunidad
matematica.
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Congresos y Jornadas

Reuniones de la P.M.E.

Durante los dias del 15 al 20 de Julio de 1990 ha
tenido lugar en Oaxtepec (México) el XIV Congreso
Internacional sobre la Psicologia de la Educacién
Matematica (PME). Este grupo de trabajo fue consti-
tuido por el profesor E. Fischbein en el transcurso
del segundo Congreso Internacional de Educacién
Matematica (ICME) y tuvo su origen como objetivos
principales los siguientes:

—Promover contactos internacionales e intercam-
bio de informacién cientifica en la Psicologia de la
Educacién Matematica. ‘

—Promover y estimular investigacién interdisci-
plinar en este area con la cooperacién de psicélogos,
matematicos y profesores de matematica.

—Fomentar una comprension mas profunda y
correcta de los aspectos psicologicos de la ensefianza
y aprendizaje de la matematica y sus implicaciones.

La orientacién inicial hacia los aspectos psicologi-
cos de la Educacién Matemdtica, marcada por los
puntos anteriores ha ido dando paso a una perspec-
tiva mas abierta y en la actualidad el grupo cuenta
con la presencia activa de los principales investigado-
res, a nivel internacional, tanto en Psicologia de la
Educaciéon Matematica, como en Didactica de la
Matematica. Su actual presidente es K. Hart de la
Gran Bretana y entre sus miembros se encuentra:
Michele Artigue (Fracia) Claude Gaulin (Canadi), y
Juan Ponte de Portugal y Angel Gutiérrez, que fue
elegido en el curso de esta reunidn.

La estructura del Congreso incluye los siguientes
apartados:

1. Sesiones plenarias dedicadas a conferencias y
paneles, que este afio han sido los siguientes:
Un panel, coordinado por el profesor Alan Bis-

hop sobre el tema: Responsabilidades de la comuni-
dad de investigacion PME, en el que también han
participado los profesores Claude Gaulin y Katherine
Hart.

Tres conferencias sobre los siguientes temas:

N. Balacheff: Mas alld de una aproximacién psico-
l6gica de la Psicologia de la Educacién Matematica.

E. Filloy: Perspectiva del trabajo del grupo PME
en la investigacién sobre algebra.

R. B. Davis: Bases epistemoldgicas de la Educa-
cién Matematica.

Asimismo, se dedicé una sesién plenaria a discu-
tir temas generales de organizacién, directrices de
trabajo y gestién del grupo. En dicha sesién, fue
elegido para formar parte del Comité Internacional
de direccién para los cuatro préximos anos el profe-
sor Dr. A. Gutiérrez del Departamento de Didactica
de la Matemaitica de la Universidad de Valencia.

2. Grupos de trabajo y Grupos de discusion formados
en sesiones anteriores del congreso a iniciativa de
personas con interés en realizar trabajos o discutir
sobre aspectos particulares. Cada uno de estos grupos
ha contado con cuatro sesiones de trabajo. Los inclui-
dos este anos han sido los siguientes:

—Razén y proporcidn.

—Geometria.

—Pensamiento matemditico avanzado.

—Psicologia del profesor de matemadticas: una
perspectiva de investigacion.

—Investigacién sobre la psicologia de la forma-
cién de un profesor de matematicas.

—Psicologia social de la educacién matematica.

—Metodologia de investigacién con microordena-
dores.

—Representaciones.
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—Los profesores y formadores de profesores
como investigadores en Educacién Matematica.

~—Aprendizaje de la matematica y contexto cultu-
ral.

—TFilosofia de la Educacién Matematica.

—Aspectos tedricos y pricticos de la desmostra-
cién.

—Orientaciones cientificas del PME.

—Pensamiento algebraico.

—Investigacion en el aula.

3. Informes de Investigacion: sesiones paralelas de
presentacién de comunicaciones de 20 minutos, se-
guidas de 15 para debate, agrupadas por su conteni-
do. En total se han presentado 111 comunicaciones,
clasificadas en los temas siguientes:

—Pensamiento matematico avanzado.
—Pensamiento geométrico espacial.

" —Probabilidad.
—Nrtimeros racionales.
—Nimeros enteros y naturales,
—Razonamiento estadistico.
—Analisis didactico.
—Procedimiento de evaluacion.
—Interaccién social, comunicacién y lenguaje.
—Afecto, creencias y metacognicién.

Hay que hacer notar, como sefalan los responsa-
bles del proceso de seleccion y clasificacion de los
trabajos en la introduccién a las actas del congreso,
publicadas antes del comienzo .de las sesiones, la
desaparicién de categorias tradicionales, como la de
resolucién de problemas o tecnologia educativa. Un
acuerdo general en este grupo, es que el razonamien-
to matematico esta ligado a las situaciones y, por ello,

" el campo especifico de la matematica juega un papel

decisivo sobre los resultados. de la investigacion, por
lo que se ha optado en la eleccion de los criterios
posibles de clasificacién a dar prioridad al contenido
matematico.

4. Sesion de posters, donde se han presentado 32
trabajos, de los cuales se publican en las actas resi-
menes de una pagina de extensién.

Finalmente, también hay que hacer alusién al
programa social. Aunque las sesiones de trabajo han
sido intensas, con un horario de 8 horas diarias de
trabajo, se da gran importancia a la posibilidad de
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intercambio informal de ideas y experiencias. Ade-
mas de una excursiéon de dia completo, se ha inclui-
do un concierto de misica de cdmara, un especticu-
lo de danza folklérica mejicana, y otras actividades.

Del 29 de Junio al 4 de Julio de 1991 se
celebrara en Asis (Italia) la XV reunioén. La infor-
macién de que disponemos en estos momentos es:

Lenguas de trabajo: Inglesa

Lenguas en que se pueden presentar comunica-
ciones: Espariola, Francesa, Alemana.

Inscripcién 460 § U.S.A. por persona. Incluye
estancia y comidas.

Inscripcién: Enviar ya 100 $ a la cuenta 15483 /
58 Cassa Risparmio Perugia - Agenzia 2, Consul's Con-
vention Bureau XV PME.

Programa:

Cuatro sesiones plenarias y un panel plenario, éste
dedicado a “Ordenadores y la psicologia de la educa-
cién matematica”.

Grupos de debate: Su objeto es el intercambio de
ideas entre los participantes. Se proponen los siguien-
tes:

—Razén y proporcién.

—Geometria.

—Pensamiento matematico avanzado.
—Psicologia de los profesores de matematicas.
—Psicologia social de la educacién matematica.

—Metodologia de la investigacidén en matemati-
cas.

—Representaciones.
—Investigacién en el aula.

—Procesos algebraicos.

El Comité local de organizacién esta coordinado
por Paolo Boero de la Universidad de Génova, Via
L.B. Alberti 4, C.P. 16132 GENOVA (ITALIA). Don-
de se puede solicitar mas informacién.



Reunién del Grupo T.M.E.

Junto al Congreso del P.M.E. se suelen celebrar
las reuniones del Grupo Internacional de Estudio
sobre la Teoria de la Educacién Matematica. La tlti-
ma ha sido la cuarta, celebrada del 3 al 7 de Julio
pasado en Oaxtepec.

Este grupo de trabajo, constituido por el profesor
Steiner en el V Congreso Internacional de Educaciéon
Matematica responde al deseo y necesidad de un
grupo de investigadores de hacer posible la creacion
de una Teoria de la Educacion Matematica, especifi-
ca, de modo que el desarrollo de la Didactica no se
reduzca al de aplicaciones de los resultados tedricos
de otras disciplinas cercanas.

En el programa de trabajo del grupo en su cons-
titucién se indica que la Teoria de la Educacion
Matematica se ocupa del estudio de la situacién ac-
tual y perspectivas de la Educaciéon Matemitica como
campo académico y dominio de interaccién entre la
investigacion, el desarrollo y la practica. Se propusie-
ron tres temas de estudio interrelaciondos:

1.-Identificacién y formulacién de los problemas
basicos en la orientacién, fundamento, metodologia
y organizacién de la Educacién Matematica como
disciplina.

2.-Desarrollo de una aproximacién comprensiva
para la Educaciéni Matematica, que debe ser vista en
su totalidad como un sistema interactivo, compren-
diendo, como se ha indicado, investigacién, desarro-
llo y practica.

3.-Investigacién sobre la propia Educaciéon Mate-
matica como disciplina que proporcione informacién
sobre el estado actual de la misma y sus necesidades,
teniendo en cuenta las diferencias nacionales y regio-
nales y que contribuya al desarrollo de un meta-
conocimiento y una actitud reflexiva como base de
desarrollo futuro de los programas del TME.

La reunién de este afio ha contado con un
ndmero mis reducido de participantes de lo que es
habitual, aunque de por si este grupo es minoritario.

Sin duda, ello ha sido debido a la separacién entre
las fechas de los dos congresos, que hacia necesaria
una estancia en México de 20 dias en total, y a la
distancia geografica, ya que una gran parte de inves-
tigadores actuales interesados en los aspectos teori-
cos son europeos. Aunque se han presentado traba-
jos de indole diversa, los temas propuestos previa-
mente por el profesor Steiner para discusion en esta
reunién han sido los siguientes:

—Relaciones entre la orientacién tedrica y la
metodologia de investigacién empirica .en Educacion
Matematica. .

—EI papel de los enfoques holistico y sistémico
en la Educacion Matematica.

Por tultimo hay que destacar que, por iniciativa
del Departamento de Didactica de la Matematica de
la Universidad de Granada, se ha dedicado una jor-
nada completa al estudio comparativo y determina-
cién de las componentes necesarias de los programas
de formacién de investigadores en Educacién Mate-
matica. Se han examinado programas de formacién
de Universidades de Francia, Canada, Australia, Ale-
mania, México, Alemania y Espafia. Este trabajo sera
continuado con la elaboraciéon de un Informe, a pértir
de una encuesta internacional que serd realizada
conjuntamente por varios de los miembros del gru-
po.

La préxima reunién de este grupo tendra lugar
en Italia, al finalizar el PME. Los temas propuestos
para discusién son los siguientes:

I. El papel de las Metiaforas y Metonimias en
Matematicas, Educaciéon Matematica y la clase de
Matematicas.

II.Interaccién social y desarrollo del conocimien-
to.

Ademais se continuard la discusién sobre los pro-
gramas de maestria y doctorado, iniciada en la reu-
nién de este ano. Los interesados en asistir a esta
reunién pueden escribir a la siguiente direccion:

Prof. Dr. H. G. Steiner

Instititfiir Didaktik der Mathematik

Universitat Bielefeld

Posttach 8640

4800 Bielefeld 1

Reptblica Federal de Alemania
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503NADAS DE APENDIZAJE ¥ ENdENANZA
DE LAY MATEMATICAY. MARZO 1991.
e

AN
% DEL 20 AL 23 DE MARZO DK 1991

COLABORAN:
* GENERALITAT VALENCIANA
» MINISTERIO EDUCACION Y CIENCIA
* CONSELLERIA DE CULTURA, EDUCACIO | CIENCIA
* DIPUTACIO DE CASTELLO
* AJUNTAMENT DE CASTELLO
* COL.LEQI UNIVERSITARI CASTELLO
* C.E.P. DE CASTELLO

ESTRUCTURA
Dia 20:

—ENTREGA DOCUMENTACION
—INAUGURACION
—MESA REDONDA: Las matematicas hoy
Ponentes: Carlos Conde
Capi Corrales
Miguel Guzmdn
Claudi Alsina
Coordina: Francesc Michavila
—SESIONES DE TRABAJO

Dias 21 y 22:
—VISITA EXPOSICIONES

—SESIONES DE TRABAJO
—COMUNICACIONES LIBRES

Dia 23:
—CONFERENCIA: Tecnologia en educaciéon
matematica
Cristina Keitel
—CLAUSURA
—COMIDA
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Las SESIONES se dedicaran al desarrollo de los
grupos de trabajo cuya temdtica es:

Las matematicas y otras artes:

—Coordina Grupo Cero.

—Gestiona J. Gea.

La evaluacién en matematicas:

—Coordina L. Rico.

—Gestiona R. Roig.

Los recursos:

—~Coordinan A. Salazar, M. Coriat.

—Gestiona F. Garcia Alcaine.

La coeducacién en matematicas:

—Coordinan C. Corrales, I. Callejo.

—~Gestionan M. Irene, M. Mediavilla.

La formacion del profesorado de matematicas:

—Coordinan J. Colera y J. Pérez.

—Gestiona Ch. Nomdedeu.

La astronomia como recurso en la clase:

—~Coordinan A. Ten y M. Fernindez.

—Gestiona M. Canseco.

La historia de las Matematicas en la clase:

—Coordina M. Martinez.

—Gestiona V. Agusti.

Las matematicas y otras ciencias:

—Coordina C. Azcarate.

—Gestiona J. Batalla.

Resolucién de problemas:

—Coordina R. Pérez y L. Puig.

—Gestiona I. Garcia i Barceld.

Materiales Curriculares:

—Coordina M? J. Luelmo y S. Gutiérrez.

—Gestiona O. Galindo.

Popularizacién:

—~Coordinan ]J. Romero y S. Romero.

—Gestiona J. Ibafiez.

La didactica de las Matematicas en la Universi-
dad:

—~Coordinan R. Pérez y F. Villarrolla

—Gestiona F. Martinez.

Las matematicas en primaria:

—Coordinan A. Jaime y A. Gutiérrez.

—Gestionan C. Lérenz, I. Pérez y M. Alcalde.

Las nuevas tecnologias en el aula de matematicas:

—Coordinan L. Balbuena. M de Armas y J.
Quevedo.

—Gestionan Ch. Nomdedeu.



Juegos: ' —Editoriales.
—Coordinan J. A. Rupérez y M. Garcia Deniz. —Libros Antiguos.

—Gestiona I. Garcia i Barceld. —Feria Alternativa

—Ki Filatélico.
El fin del plazo de comunicaciones libres es el 30 osco B latetico

enero de 1990. —El espacio.
EXPOSICIONES PREVISTAS: Inscripcion

—Horizontes matematicos.

—Aplicacién de Horizontes matematicos
—Simetrias.

—Vila-Nova de les ciencies divertides.

Enviar antes del 20 de febrero el boletin de in-
scripcién a Sociedad Castellonenca de Matematicas.
Apartado 607. Castellén. Junto al boletin debeis enviar
un talén a nombre de “J.AEM. S.C.M.” o el reguar-

—Astronomia. ‘ : do de la transferencia a la cuenta 3300009182 de la
—Cuerpos Geométricos. C.AM.P. Castell6.
—Materiales matematicos. Isa cuota de inscripcién es de 5.000 ptas. para los
—Fotografies matematiques. asociados a la Federacién y de 8.500 ptas. para el
. resto.

—Anaglifos. s . s _

: o . Junto a la confirmacién de inscripcién recibiras
—Recursos didicticos matematicos. un bono descuento de RENFE.

V. JAEM.

Boletin de inscripcion

Apellidos:............ OO TOPOPON

DUITECCIOIL: ccvvvvivieiiiieiiiierie e res e ieseeseesesesessesreseenesens eeereerenrreereeerrar e ererebabr s et tarabreseants N
Ciudad:.......... eeerrer e eibreas ereeerr e e oo s b s erresbeents O L USRI UR

Telfono: ..o Centro de trabajo: ...

Nivel: I:] Primaria I:l Secundaria D Universidad
Pertenece a alguna sociedad Federada: — GUAL .....ccoviiiiiiiiiniiniienincoinenennnreeesresseeesesiesesesaesessessessesseseeseas

ACTIVIDAD A LA QUE DESEA PARTICIPAR: 1.-
(sefialar tres por orden de preferencia) 2.-
3.-
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V Jornadas Andaluzas de Educacion
Matematica “Thales”. Granada 1991

“Recursos para el aula de
matematicas y demanda
social en educaciéon matematica”

1 Anuncio

Lugar de celebracién: Granada
Locales: Facultad de Ciencias, I.B. “Padre Manjén”
Fecha: 11, 12 y 13 de Septiembre de 1991

Actividades:

—Conferencias: tres a cargo de profesores
invitados.

—Mesas Redondas: una con agentes sociales
(empresarios, sindicatos, ONCE ...).

—Exposicion de materiales y recursos: a cargo
de grupos de trabajo, casas comerciales, ...

—Talleres: sobre un tema monogrifico y con
un responsable del mismo. Deberan presentar
los interesados un resumen explicativo, asi
como indicarnos sus necesidades de espacio y
medios.

—Comunicaciones: antes del 30 de Mayo de
1991 deberan presentar el texto explicativo de
la comunicacién con una extensién maxima de
cuatro folios por una cara. En su momento
deberan indicar a la organizacién el tiempo
necesario de exposicién y solicitar los medios
adecuados.

Nimero previsto de asistentes: 400.
Cuota de inscripcion:
Socios de la SAEM Thales: 4.000 ptas.
No socios: 10.000 ptas.
Alojamiento: previsto en Colegios Mayores y Hoteles.

Informacién: SAEM “Thales”. C/ Fibrica Vieja, 1.
Apdo. 673 18030 - Granada
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FIRST ANNOUNCEMENT

Teaching Mathematics by Applications

5th INTERNATIONAL CONFERENCE ON THE TEACHING OF
MATHEMATICAL MODELLING AND APPLICATIONS

NOORDWIJKERHOUT
THE NETHERLANDS
SEPTEMBER 9 - 13, 1991

OW&OC, UTRECHT UNIVERSITY
CENTER FOR SCIENCE AND MATHEMATICS EDUCATION -
FACULTY OF MATHEMATICS AND COMPUTER SCIENCE

The second announcement of ICTMA § is estimated
to appear late 1990. If you are interested in receiving
a copy, please fill in the adjacent slip and send it to:

Jan de Lange, chairman
ICTMAS

OW&OC

Tiberdreef 4

3561 GG Utrecht

The Netherlands

Telephone 31 30 611611
Fax 3130 660430
Email ictma5@owoc.ruu.ni




V Campeonato Internacional de
Juegos Matematicos y Logicos

Florencio Villarroya

Organizado por la FEDERACION FRANCESA DE
JUEGOS MATEMATICOS

Este curso 1990-91 se va a celebrar la quinta edi-
cién de este campeonato, que tiene varias categorias
y varias fases. Las categorias son:

C1: Escolares de 62y 5° (en Francia), equivalente

a 62y 7° de E.G.B. en Espafia, y sus equivalen-
tes en otros paises.

C2: Escolares de 4°y 3° (en Francia), equivalente
a 8° de E.G.B. y 1° de B.U.P. en Espaiia, y sus
equivalentes en otros paises.

LY: Alumnos de 2%, 1° y Terminal (en Francia),
equivalente a 2°, 3° y C.0.U. en Espaiia, y sus
equivalentes en otros paises.

GP: Piablico en general.

HC: Competidores de alto nivel.

Excepcién hecha de Cl1, G2 y LY, los demas con-
cursantes pueden elegir entre las categorias HC y GP.
Unicamente, los finalistas de un campeonato ante-
rior en la categoria GP y HG, o los “lugares de honor”
de la categoria LY, estin obligados a participar en
HC.

Las fases son cuatro, una mas que los anos ante-
riores:

Primera fase: eliminatorias (individuales), o cuar-
tos de final (para escolares): diciembre de 1990 y
enero de 1991 (limite: 4/02/91).

Segunda fase: Semifinales regionales, se celebra-
rdn el 16 de marzo de 1991.

Tercera fase: Finales regionales, seran el 25 de
mayo de 1991.

Cuarta fase: FINAL INTERNACIONAL, los dias 6
y 7 de septiembre de 1991, en PARIS.

Primera fase
Como en afos anteriores, habra dos vias para ac-
cedet a las semifinales:

Via individual, a través de la prensa o Minitel (en
Francia, claro). Son las pruebas eliminatorias. Se com-
ponen de ocho cuestiones comunes para todas las ca-
tegorias. Los Cl tendrdn que responder a las cuatro
primeras de ellas, los C2 a las seis primeras, los LYy
GP a todas las cuestiones. La novedad de este afio es
que los HC se clasifican automaticamente para las
semifinales. El hecho de ser adherentes de la FFJM,
les vale como inscripcién y recibiran automaticamen-
te la convocatoria.

En Francia, todos los martes por la manana, de 10
h. 20 m. a 10 h. 30 m. en el canal de television FR3,
el programa de Matematicas TANGENTE, informa
sobre estas cuestiones.

Los escolares pueden encontrar su boletin de res-
puesta en las revistas “Le Jeune Archimde” y “Oka-
pi”, de enero.

Los de institutos, en las revistas “Tangente” y
“Phosphore”.

Los de GP participan a través de Science & Vie, o
de “JOUER”.

Via escolar en los colegios e institutos. Son los
cuartos de final. Estos cuartos de final pueden ser
abiertos o cerrados, los centros eligen.

Cerrados: En este caso, los enunciados son secre-
tos hasta el dia de celebracién de estos cuartos de
final.

Abiertos: Los enunciados son publicos y la bus-
queda de las soluciones puede ser individual o colec-
tiva. Los ensefiantes son los que “corregiran” las prue-
bas de sus alumnos y determinardn asi los que se
califican para las semifinales, teniendo en cuenta
tanto los resultados como las motivaciones (por qué
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Florencio Villarroya

no mantener el sistema de eleccion de representan-
tes?).

En las dos vias, el 15% de los participantes en los
cuartos de final de un centro se clasificard para las
semifinales. Las listas de clasificados de cada centro
las realiza el profesor del centro que asuma el papel
de delegado del campeonato. Este profesor tendra
que inscribir a su centro tan pronto como pueda,
para recibir la documentacién correspondiente. Més
adelante aparecen los problemas de los cuartos de
final abiertos.

Los calificados para semifinales tendran que pa- .

gar la cuota correspondiente, puesto que para parti-
cipar en este Campeonato a partir de las semifinales,
es obligatoria.

Segunda Fase: :

Las semifinales regionales se desarrollarin en
alrededor de 100 ciudades. Este afio solo habri un
modo de clasificarse: obtener la plaza en su centro
para las semifinales. En cada categoria se clasificaran
el 15% (redondeo superior) de los participantes en
la semifinal para la fase siguiente, es decir, la final
regional.

Tercera Fase:

Doce finales regionales determinaran los clasifica- |

dos para la final internacional. La cuota de plazas
sera también del 15%, pero ademas habra clasifica-
dos “por puntos” para la gran final.

Cuarta Fase:

Los finalistas “internacionales”, tendran pagado su
viaje y estancia en Paris. Como en todas las fases, las
cuestiones serdn comunes para todas las categorias,
pero habra que resolver mas problemas a medida que
la categoria sea superior. v

Un total de 500.000 francos de premios, recom-
pensardn, no solo a los finalistas internacionales, sino
también a los finalistas regionales. Ofrecidos por los
patrocinadores: Hewlett Packard, Hatier, Encyclopae-
dia Universalis, etc.

Por si algiin lector desea participar estos son los

PROBLEMAS DE LOS CUARTOS DE FINAL:
1. El que pierde, dobla

Al que pierde dobla, una partida se desarrolla de
la manera siguiente: cada jugador coloca delante de
él un cierto nimero de fichas, que elige de acuerdo
con sus medios. Después, los jugadores, sacan “al palo
mas corto”, para determinar un perdedor. Cada vez,
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el perdedor debe de doblar las fichas que tienen sus
dos contrincantes. La partida se acaba cuando el
perdedor no puede ejecutar las 6rdenes. Durante esta
partida, los tres jugadores han tenido, en un momen-
to dado, respectivamente 8, 23 y 4 fichas.

¢Cuéntas veces, como maximo, han sacado “el palo
mas corto” durante esta partida (antes y después del
momento descrito)?

2. El pequeiio astuto

El pequeiio Astuto tiene mas de 36 cajas, pero
menos de 1991. Las apila en triangulo:

Figura 1
Luego, las mismas, en cuadrado
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Figura 2
¢Cuantas cajas tiene?

3. Tomar la puerta

Mari Luz Foco ha construido un pasillo constitui-
do tnicamente por puertas. Ha querido confiarnos
un plano.
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Haciendo girar ciertas puertas, alrededor de su
eje, se quiere invertir el sentido de la espiral (una
puerta puede abrirse hasta 180°).

¢Cual es el namero minimo de puertas que hay
ue mover? Pintar de rojo la nueva posicién
P

4. Banana split

Un dia, 5 marineros y un mono arribaron a una
isla desierta, y recogieron platanos. Al caer la noche,
un marinero se despert6, le dio un plitano al mono
y escondi6 la mitad del resto de platanos. Mas tarde,
un segundo marinero se despertd, le dio 2 platanos
al mono y escondi6 los 2/3 del resto de platanos. Un
poco mas tarde, un tercer marinero dio 3 platanos al
mono y escondié los 3/4 del resto. El cuarto marine-
ro dio 4 platanos al mono, y escondié los 4/5 del
resto. Finalmente, el Gltimo marinero, después de dar
5 platanos al mono tragén, escondié 5/6 de los pla-
tanos. A la manana siguiente, los cinco marineros y el
mono, se repartieron equitativamente el resto de los
platanos.

¢Cuantos platanos (al menos) habian cogido?

5. Guerra de las galaxias

Una flota de la FXJM se compone siempre de naves
dispuestas en cuadrados.

i
Figura 4
El general Black Gillor retine las flotas A y B para
formar una flota C. Ataca la Tierra y sufre cuantiosas
pérdidas. Solo sobrevivié la dltima fila. Con las naves
restantes, el general forma la flota D, que prefiere
subdividir en dos flotas E y F. Entonces E y F pasan
al ataque. De nuevo, Unicamente las Gltimas filas de
E y F se salvan de la masacre. Le quedan 23 naves.

¢Cual era el nuimero inicial de naves de Black Gi-
llor?

6. La herencia esta en el lago

Dos hermanos, Abel y Hernando, han heredado
dos campos cuadrados cada uno, un lado de cada

V Campeonato Internacional de Juegos Matemdticos y Ligicos

uno de los cuatro campos forma una de las orillas del
Lago Hermes, lago con forma de cuadriltero. Las
superficies heredadas por los dos hermanos son,
naturalmente, rigurosamente idénticas.
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dont Lico

CCLWLK)O

CC{,\/D\P o

cle.
‘ Abel

Figura 5

Durante su jogging alrededor del lago (que reali-
za a velocidad constante), Abel sale de su casa, llega
al embarcadero en treinta segundos, pasa delante de
la casa de Hernando 1'30" después de su partida, y
termina el recorrido del lago en 4 minutos.

¢Cudl es, en dreas, la superficie del lago?

Hay que saber que las dimensiones de los campos
son nimeros enteros de decametros, y que Abel corre
a una velocidad comprendida entre los 15 y los 20
km/h.

7. Por doce

12 parejas juegan al tenis durante las vacaciones.
Al final de ellas, uno de los jugadores, el Sr. Enrique
Gil, hace el balance de los partidos. Constata que
todos los demds jugadores han jugado un ntmero
diferente de partidas, que ninguno de los otros juga-
dores no ha jugado mas de una vez con el mismo

¢Cuantos partidos ha jugado el Sr. Gil?.

8. El ascensor

Aristides vive en un edificio de mas de 3 pisos, de
menos de 25, sin sétano y con un dnico ascensor. Se
supone que las idas y venidas son tales que el apara-
to, cuando estd parado, tiene una posibilidad entre
dos de estar en la planta baja, y probabilidades igua-
les de estar en el primer piso, en el segundo piso, en
el tercer piso, etc. Cuando Aristides sale de su apar-
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tamento; y llama al ascensor, entonces éste, que esta-
ba parado, recorre por término medio exactamente
dos veces mas distancia que cuando se le llama de la
planta baja o del primero.

¢En qué piso vive Aristides?

La Federacién Espafiola de Sociedades de Profe-
sores de Matemaiticas, organizadora de la Olimpiada
Matematica Nacional, para escolares de 82 de E.G.B.
cuya fase final tendra lugar este curso en Canarias,
tiene interés en conectar esta fase con este Campeo-

nato internacional, para que al menos los finalistas, o
ganadores de la Olimpiada nuestra, puedan partici-
par en la final internacional de Paris, en la Categoria
Cc2.

Si otros profesores, quieren que sus centros par-
ticipen en el Campeonato Internacional directa-
mente, pueden hacerlo, para ello tienen que dirigir-
se a la Federacion Francesa de Juegos Matema-
ticos, 31 Av. des Gobelins, 75013 PARIS. Teléfono 1-
47075115. (Se puede hacer en espafol).

plazo de presentaciéon de candidaturas.

cara, a doble espacio).

CONVOCATORIA PARA LA ELECCION DE SECRETARIO
GENERAL DE LA FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEDADES
DE PROFESORES DE MATEMATICAS

De acuerdo con los Estatutos (Art. 14 y 15), Reglamento de Funcionamiento (Art. 9, 10y 11) y
Acta de la Junta de Gobierno de fecha 24 de marzo de 1990, de la F.E.S.P.M. se procede a abrir el

Las candidaturas deberan dirigirse al Presidente de la F.E.S.P.M,,

Gonzalo Sanchez Vazquez
SAAEM. “THALES”
APTDO. 1160
41080 SEVILLA

La candidatura deberia remitirse antes del 28 de Febrero de 1.991.

La solicitud debera de ir acompaiiada de la siguiente documentacion:

a) Certificado del Secretario de su Sociedad, en el que conste que es socio activo.

b) Memoria en la que exponga su posible programa de actuacién al frente de la Secretaria General,
asi como los contenidos de las tres vocalias previstas. (extensién maxima tres folios por una sola

El Secretario General Accidental
Florencio Villarroya Bullido
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V Campeonato Internacional de Juegos Matemdticos y Ligicos

CONVOCATORIA PARA LA ELECCION DE DIRECTOR DE LA
REVISTA “SUMA” DE LA FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEDADES
DE PROFESORES DE MATEMATICAS

De acuerdo con los Estatutos, Reglamento de Funcionamiento (Art. 14, 15y 16) y Acta de la Junta
de Gobierno de fecha 24 de marzo de 1990, de la F.E.S.P.M. se procede a abrir el plazo de presentacién
de candidaturas.

Las candidaturas deberan dirigirse al Presidente de la F.E.S.P.M.,
Gonzalo Sinchez Vazquez
S.AEM. “THALES” APTDO. 1160
41080 SEVILLA

La candidatura debera remitirse antes del 28 de febrero 1991.

La solicitud debera de ir acompafada de la siguiente documentacion:

‘a) Certificado del Secretario de su Sociedad, en el que conste que es socio activo.

b) Proyecto en el que exponga su linea editorial, las caracteristicas técnicas de la revista y un presu-
puesto econémico de ingresos y gastos.

c) Relaciéon nominal del Consejo de Redaccién que propone para la realizacién de la revista.

El Secretario General Accidental
Florencio Villarroya Bullido

CONVOCATORIA PARA LA ELECCION DE CINCO PUESTOS DEL
CONSE]JO EDITORIAL DE LA REVISTA “SUMA” DE LA FEDERACION
ESPANOLA DE SOCIEDADES DE PROFESORES DE MATEMATICAS

De acuerdo con los Estatutos, Reglamento de Funcionamiento (Art. 17) y Acta de la Junta de Gobier-
no de fecha 24 de marzo de 1990, de la F.E.S.P.M. se procede a abrir el plazo de presentacién de can-
didaturas, entre aquellas personas propuestas a la Junta de Gobierno de la F.E.S.P.M. por grupos de
renovacién, investigacion, ... y otras instituciones relacionadas con la Educacién Matematica, para formar
parte del Consejo Editorial de la revista “SUMA”.

Las candidaturas deberan dirigirse al Presidente de la F.E.S.P.M,,
Gonzalo Sanchez Vazquez
S.AEM. “THALES” APTDO. 1160
41080 SEVILLA

La candidatura debera remitirse antes del 28 de febrero de 1991.

Las candidaturas podran ir acompafiadas de cuanta documentacién se estime pertinente por parte
de quienes las presenten.

El Secretario General Acc;'dental
Florencio Villarroya Bullido
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Ha fallecido Hans Freudenthal

El Profesor Freudenthal, nacido
en Alemania en 1905, pertenece a la
generacién de grandes educadores
universitarios que han protagonizado
los cambios realizados a partir de la
II Guerra Mundial, conjugando una
alta cualificaci6n en la investigacién
matematica con una aportacién
comprometida y permanente en el
campo de la educacién matemadtica.

El profesor Freudenthal realizé
sus estudios universitarios en la
Universidad de Berlin, alcanzando el
grado en 1930. Siguié estudios de
Matematicas, Fisica y Filosofia, sien-
do alumno de figura§ tan destacadas
como Kohler, Planck, Schrodinger,
Hopf y Loewner.
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A partir de 1930 se incorpora a
la Universidad de Amsterdam, desde
entonces su vinculacién con los Pai-
ses Bajos es permanente, abandondn-
dose solo en aquellos cursos en los
que actua como Profesor visitante en
Universidades de otros paises.

De 1930 a 1937 es Asistente de
L. E. J. Brouwer, impulsor del Instui-
cionismo, y a partir de 1937 hasta
1946 Conservador del Instituto mate-
matico de la Universidad de Amster-
dam.

Desde 1946 es Catedrético de en
la Universidad de Utrecht y hasta
1970 desempefia la direccién del
mencionado Instituto Matemadtico.
Entre 1970 y 1976 es Director del

TIOWO (Instituto para el desarrollo de
la Educacién Matematica) en Holan-
da. Durante estos afios dedica parte
de su actividad como Profesor Visi-
tante en otros centros y Universida-
des: Paris (1956), (1959), Berkeley
(1960-61) y State College Pennsylva-
nia (1969). Fredericton N. B. Cana-
da.

Al mismo tiempo se compromete
en la direccién y gestién de la insti-
tucién universitaria, siendo Secreta-
rio del Senado de la Universidad de
Utrech, en el curso 62-63 y Rector de
esa Universidad en el curso 63-64.
Los cerca de 600 trabajos realizados
por el Profesor Freudenthal, junto con
las revistas y casas editoriales en las
que se han publicado, son un indice
de la inmensa produccién cientifica
que ha desarrollado desde el afio
1931.

Su interés y dedicacién mds per-
manentes han estado dirigidas a los
campos de la Topologia, Grupos de
Lie y Educacién Matemdtica, aunque
también ha realizado investigaciones
en Andlisis Clasico y Funcional, Geo-
metria, Combinatoria, Probabilidad y
Estadistica, Légica, Fundamentos,
Filosoffa e Historia de la Ciencia.

En el campo de la Educacién
Matematica es el creador de la Feno-
menologia Did4ctica, teorfa que,
sobre la base del anélisis epistemold-
gico de los conceptos matemadticos,
obtiene implicaciones para su apren-
dizaje y permite establecer secuencias
did4cticas que contribuyen a la ad-
quisicién de esos conceptos.

La influencia del Profesor Freu-
denthal en el campo de la Educacién



Matematica es considerable. No pue-
de entenderse la enseflanza y apren-
dizaje de las matemiticas en Europa
durante los dltimos 50 afios sin tener
en cuenta sus contribuciones y su
participacion.

Aunque ha desempefiado miilti-
ples funciones conviene destacar que
en 1947 fue Miembro Fundador de la
CIEAEM e, igualmente, en 1976
Fundador del Grupo Internacional de
Psicologia Matemadtica (PME), desde
1955 es miembro del ICMI (Interna-
tional Comissién on Mathematical
Instruction), siendo su Presidente de
1966 a 1970.

Sus funciones no se han limitado
tampoco al campo de la Educacién
Matematica ya que ha sido Presiden-
te del Coloquio Internacional sobre
Geometria de Utrech (1959), Presi-
dente de la Sociedad Holandesa de

Hans Freudenthal
Fr.Schubertstr.44
3533 GW Utrecht
tel. (030) 930423

Dear Colleague,

Loégica y Filosoffa de las Ciencias
Exactas (1963-65), Presidente de la
Seccién de Matematicas del Consejo
Académico Holandés (1969-73), en-
tre otras.

También su participacién como
Editor o colaborador ha sido perma-
nente, tanto en Educaciéon Matemati-
ca, como en revistas prestigiosas de
investigacién matemaética.

La figura del Profesor Freudent-
hal es sefiera de toda una época de
investigacién y desarrollo de las
Ciencias Matemadticas en Europe,
siendo su produccién cientifica muy
importante y su participacion activa,
creativa y permanente. Sin embargo,
el mejor legado que nos transmite con
su obra es la integracién en una
misma linea de trabajo personal de
estudios e investigaciones sobre
campos muy variados —y tedrica-

mente alejados— de las mateméticas.
Viendo la trayectoria y la produccién
del Profesor Freudenthal recordamos
que no hay disciplinas matemaéticas
apartadas unas de otras, sino que los
distintos campos de trabajo en mate-
maticas estdn fuertemente conectados
y que entre los problemas prioritarios

- que hoy debe seguirse planteando la

comunidad de matematicas estan los
relativos a la Educacién Matematica.

El Profesor Freudenthal es Doc-
tor Honoris Causa por las Universi-
dades de Humboldt de Berlin, Erlan-
gen, Libre de Bruselas, York de
Toronto y Amsterdan. Su participa-
cién el el Programa de Doctorado de
Did4ctica de la Matemadtica de la
Universidad de Granada, junto con su
prestigioso valor cientifico avalan la
concesién del Doctorado Honoris
Causa por la Universidad de Granada

Professor Dr.Luis Rico
Escuela Univ. Professorado
Campus de Cartuja
Departamento Didactica de la

Matematica

Universidad de Granada

8 October 1990

I'am as surprised as I am delighted by the great honour which you have announced to me by your letter of 2 October.
Granada will be, though the last, then certainly not the leat among the universities who have honoured me. I am pleased

to accept this honour.

1 think, it would be reasonable to delay the lecturing project to have it coincide with the investiture; but if you prefer

an alternative solution I would accept it as well.

I am sending you a short scientific autobiography, which I have written at this opportunity. Part of it, yet elaborated

on, could be part of my discourse at the ceremony. Moreover, I have made a few corrections in your "proposal” of which I

am sending you a copy.

Hoping to hear from you, I am sending you my kind regards.

(S

Hans Freudenthal
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P. Holmes y M. Rouncefield (1989):
FROM COOPERATION TO COOR-
DINATION (A FILE FOR COORDI-
NATING SCHOOL STATISTICS
TEACHING).

Centre for Statistical Education. De-
partament of Probability and Statistics.
University of Sheffield.

Esta nueva publicacién del Cen-
tro para la Ensefianza de la Estadisti-
ca (Universidad de Sheffield, Englad)
es fruto de un proyecto de investiga-
cién dirigido por P. Holmes y llevado
a cabo durante 1988 y 1989, con
objeto de producir un material de
ayuda al Coordinador de Estadistica,
figura sugerida en el informe Cock-
croft.

La ensefianza de la estadistica,
tradicional en la escuela inglesa, se ha
reforzado especialmente a partir de
las propuestas para el establecimiento
del Curriculum Nacional en 1988, en
el que, bajo el encabezamiento de
“Data Handling” se dedica un total de
3 objetivos sobre 14 a la introduccién
de ideas de estadistica y probabilidad.
Incluyendo el trabajo posterior en
estadistica en el objetivo titulado
“Using and aplying mathematics” la
cuarta parte, aproximadamente del
curriculum escolar de matematicas
para la ensefianza primaria y secunda-
ria en este pais dedicada a este tema.

Por otro lado, este tema es trata-
do en la escuela en otras materias,
como geografia, ciencias, economia,
etc. a diferentes niveles y por profeso-
res con grado variable de experiencia
y de conocimiento de la materia, lo
que ocasiona la repeticién del estudio
de ciertos conceptos y del abandono
de otros. Ademais, es en estas otras
materias donde es mas viable la reali-
zacién de trabajos practicos, en los
que el alumno deba recoger y anali-
zar sus propios datos, actividad que
hoy se considera indispensable para
la consecucién de un correcto senti-
do del alcance y las limitaciones de la
estadistica.

La figura del coordinador de es-
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tadistica dentro de la escuela, seria la
de la persona responsable de coordi-
nar la ensefianza y trabajo con técni-
cas estadisticas que se proporciona el
alumno, a lo largo de su escolaridad,
en las diferentes asignaturas. Asimis-
mo se responsabilizaria de la forma-
cién de los profesores que los necesi-
tasen en el tema y de la creacién de
un centro de recursos compartido en
la escuela.

El material producido por P.
Holmes y M. Rouncenfield estad con-
cebido, como ayuda a los posibles
coordinadores, tanto en la iniciacién
y organizacién de su trabajo, como en
la organizacién de cursos para lo
profesores que coordinan. Asimismo,
contiene un analisis detallado de las
implicaciones curriculares de los
contenidos de estadistica en el Curri-
culum Nacional. Entre los apéndices
destacamos una lista de recursos
(bibliograficos y de software) para la
enseflanza y una serie de material
fotocopiable y de transparencias, que
pueden ser empleados directamente
en cursos dirigidos a profesores.

M. Carmen Batanero Bernabeu
Dpto. de Didéctica de la Matematica
Universidad de Granada

M? Luz Callejo de la Vega

LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
EN UN CLUB MATEMATICO
Coleccién de Apuntes LE.P.S. n® 53,
Editorial Narces.

Este nuevo “Apuntes LE.P.S”.,
cuarto de la colecciéon dedicado a las
matematicas, se centra en el ntcleo
fundamental de la actividad matema-
tica, la resolucién de problemas. Esta
dividido en dos partes, un plantea-
miento tedrico y el relato de una ex-
periencia.

La parte tedrica con el titulo: “La
resolucién de problemas: un nuevo
enfoque en el aprendizaje de la mate-
mitica”, analiza el lugar que ocupa
este tema en las nuevas corrientes y
tendencias de las matematicas. Se
plantean las distintas tendencias de la
corriente “resolucién de problemas”,
las actitudes y los métodos en la reso-
lucién de problemas, el pensamiento
lateral como otra forma de razona-
miento, las etapas existentes en la re-
solucién de problemas, asi como el
entrenamiento en esta tarea. Comple-
ta este andlisis un anexo con tres fi-
chas sobre la biisqueda de alternati-
vas y nuevos enfoques a una situacién,
pautas para la resolucién de proble-
mas y pautas para el trabajo en grupo;
una hoja con la resolucién de un
problema (resuelto en el club mate-
matico LLE.P.S.); y un cuestionario
donde se nos propone reflexionar
sobre nuestra propia manera de pen-
sar,

La experiencia plantea y justifica
la existencia de actividades matemati-
cas llevadas a cabo fuera del aula. Con
ellas se pretende brindar a los estu-
diantes la educacién matematica que
no suele conseguirse con la ensefian-
za formal de la misma. Dentro de toda
la posible gama de actividades fuera
del aula se centra esta experiencia de
los clubs matematicos y en particular
en el CLUB MATEMATICO LE.P.S,,
promovido y coordinado por la auto-



ra de Apuntes, y dirigido a alumnos
de ensefianzas medias.

En el relato de la Experiencia se
muestran distintas actividades desarro-
lladas en el club asi como los objeti-
vos que se pretendia conseguir con
las mismas. Tiene lugar destacado
entre las actividades, “el niimero pi y
las distintas formas de aproximacién
a lo largo de la historia”. (Anexo II).

Por tltimo, la autora nos brinda
una seleccién comentada de bibliogra-
fia en castellano y la referencia de
algunas obras de interés, sin traduc-
cién espaiiola.

M? Teresa Lebrén
S.A.EM. “Thales”

REVISTA.
EDUCACION MATEMATICA

(Grupo Editorial Ibeoramericano)

Fruto de la inquietud por los
problemas de la Educacién Matemati-
ca en la comunidad mexicana es la
aparicion, a partir de 1989 de la revis-
ta que resefiamos. En el comité edito-
rial y panel de colaboradores nacio-

nales se encuentran miembros desta-
cados de las diversas universidades me-
xicanas. Asociaciéon nacional de Pro-
fesores de Matematicas, Centro de
investigacién y estudios avanzados
(CINVESTAYV), Secretaria de Educa-
ciébn Publica y otras instituciones.
Asimismo, en su corta existencia,
cuenta ya con articulos de autores
como, Enma Castelnuovo, Luis Santa-
16, Miguel de Guzman, etc.

Esta revista considera para su
publicacién articulos relativos a temas
de interés para la ensefianza de la
Matematica en cualquiera de los nive-
les educativos, en las n}odalidades
siguientes:

—Resultados o resiimenes de

investigaciones en Educacién Matema-
tica, o bien, aplicaciones de dichas in-
vestigaciones a problemas concretos
de la ensefnanza.
; —Descripcién o propuesta de
"'{periencias didacticas, materiales,
recursos para el aula. En particular,
las relativas a empleo de ordenado-
res.

—Exposicién de caracter divulga-
tivo de temas de Matematicas o resul-
tados de la investigacién en Matems-

ticas, dirigido a profesores.

Ademas del Editorial y la seccién
de articulos, cuenta con apartados de
correo del lector, problemas y solu-
ciones, resefias bibliogrificas, notas y
noticias. Hay que destacar en este
ultimo el anuncio, con suficiente
antelacion de reuniones, congresos y
otro tipo de actividades, tanto nacio-
nales; como a nivel internacional.

En resumen, con esta revista se
pone al alcance de toda la comuni-
dad cientifica y docente de habla
hispana un nuevo foro de discusién y
de intercambio de ideas, que merece
nuestra colaboracién, bien mediante
el envio de trabajos para su posible
publicacién o mediante subscripcién.
Los interesados en cualquiera de los
dos aspectos pueden dirigirse a:

Educacién Matematica

Rio Ganges, n® 64

Col Cuauhtémoc. Apdo. Postal 5-
076.

06500 México, D. F.

México.

M. Carmen Batanero Bernabeu

Dpto. de Didactica de la Matematica
Universidad de Granada
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E\4/AN

Nombre y Apellidos:
Calle:

Poblacién: GP.:
Tino.: ( )
Centro de Trabajo

Provincia/Pais:
CIF/NIF:

Firmado: Fecha:

O Renovacién Firma:

O Primera suscripcién

(I Ha sido antes suscriptor

Deseo suscribirme por 3 niimeros, a partir del niimero inclusive, al precio de:
3.000 ptas. particulares y 3.500 Centros. Europa $35 U.S.A. y $45 U.S.A. resto, cuyo
importe haré efectivo mediante: )

a Cheque bancario adjunto
Domiciliaciéon bancaria
O Giro Postal N2 Fecha
Contra reembolso
O Transferencia a: c.c. 67 19644, Caja Postal, Urb. Camino de Ronda, Grana“ .

6: c.c. 007.01.289530, Caja General de Ahorros. Urb. Camino de Ronda, i~ ranadal

ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Invierno'90

| Suscripcién
Los miembros de cualquiera de
las Sociedades que componen la
| Federacién reciben la Revista por
el mero hecho de ser socios. Si
no pertenece a ninguna Socie-
| dady desea recibir SUMA en su
| domicilio envia, debidamente
| cumplimentado, el boletin ad-
junto a Revista SUMA, Apdo. de
Correos 1017, 18080 Granada
| (Espafia). A esta direccién se
pueden solicitar, también, los
niimeros atrasados, al precio de
l 1200 ptas. mas gastos de envio.
| La suscripcion le sera renovada
| al finalizar el periodo inicial
| indicado sinonoscomunica, por
| escrito, su deseo de causar baja.

Sefiores, les agradeceré que con cargo a mi cuenta corriente/libreta atiendan al recibo

que anualmente les presentara la revista «<SUMA» correspondiente al pago de mi
suscripcién a la citada revista.

(Soélo para el Estado Espaiiol)
Banco/Caja:

Agencia: Ne C/C:
Calle:

Poblacion:

C. Postal: ‘

Provincia:

Titular:

Firmado: Fecha:

Firma:

I o eye .
, Domiciliacion
| Bancaria

Si decide suscribirse a SUMA,
I puede optar por cualquiera de
las formas de pago que aparecen
| en el boletin de suscripcion. No
| obstante nos permitimos sugerir-
| les la domiciliacién bancaria
| como forma més cémoda de
| hacer efectivo el importe de la
suscripcion. En ese caso rellene
| con letra clara los datos banca-
rios que aparecen en el boletin.,

Agradeceriamos la resefia de direccién postal de Centro/Institucién o persona intere-
sada, para enviarle informacién sobre la presente publicacién. Gracias.
Enviamos informacién de SUMA a:

Nombre y Apellidos:
C./Plz./Avda.: , C.P.

Poblacién:

Provincia:

Este envio es por sugerencia de:

Nombre y apellidos:

Direccion:
Poblacién: C.P.

Provincia: Un saludo

E\V//A\

Apdo. 1017
18080 GRANADA

ESPANA




Recomendaciones

Las siguientes indicaciones ticnen por objeto conseguir una paula-
tina normalizacién en ¢l estilo de presentacién de los textos. No
deben ser consideradas como obsticulo o dificultades afadidas a las
generalmente ya de por s{ precarias condiciones en que se realizan
los trabajos sino como metas a las que debemos ir tendiendo.

La propias indicaciones son susceptibles de alteracidn en funcién
de los medios tecnoldgicos de impresién de que la redaccién pueda
ir disponiendo.

1. Indicaciones de caricter general

Todo texto presentado deber ser (fisica o conceptualmente) legi-
ble, coherente (en contenido y en notacién) y manipulable —para
propésitos de imprenta— por personas no versadas en el tema de
que el texto trate.

-Se aconseja explicitamente, a quienes envien articulos, piensen
que el lector medio no sabe tanto del tema como ellos mismos. Se
puede tener consideracién hacia el lector de muy diversas maneras;
por ejemplo, cabe

a) .redactar una introduccién (no necesariamente limitada al pri-
met pdrrafo) que sitde informalmente el contenido del articulo en
un contexto generalmente mis conocido;

b) plantearse si el esquema «definicién-teorema-demostracién» no
podrfa ser sustituido por otro mds amigable»;

¢) atender al hecho incuestionable de que muchos lectores prefe-
ririn enfrentarse a textos claros y concisos antes que a ristras de
férmulas;

d) estructurar el articulo de modo que el hilo conductor no
quede ahogado por divagaciones...

2. Indicaciones especificas
2.1. Escritos

Los esctitos deberfan presentarse por duplicado, en papel DIN-
A4, escritos 1 méquina por una sola cara.

El titulo debe ser descriptivo y corto.

En’hoja aparte, figurard un breve resumen en castellano y la tra-
duccidén de éste al inglés (independientemente de fa lengua utilizada
en el articulo).

Es deseable que la longitud de los articulos no sobrepase las 15
pdginas; sin embargo, este nimero jamds serd un requisito de acep-
tacién o de rechazo. (La redaccién se reserva la posibilidad, en arti-
culos mis largos, de publicarlos en dos entregas de la revista si los
autores muestran su acuerdo.) Se invita a los autores a ser escuctos,
pero sin abusar de sobreentendidos.

- Tanto la pdgina del resumen como la primera pigina del articulo
deben contener el nombre y apellidos y centro de trabajo de quienes
lo han realizado. ,

Siempre deberd tigurar una direccién completa a la que deba
remitirse la correspondencia y, en su caso, pruebas de imiprenta.

2.2, Simbolos y unidades

Todos los articulos deben ser coherentes en lo relativo a simbolos
y 2 unidades. Si no son de uso comiin, deben aparecer adecuada-
mente definidos. ‘

Los sfmbolos matemdticos pueden ser escritos a mano o a mi-
quina y no deben surgir ambigiiedades. Los simbolos poco usuales y
las letras de un alfabeto como el griego deben ir anotadas al margen.
Distingase muy bien la letra O del nimero 0, la letra / del ntimero 1

y de la prima, la letra £ de la letra kappa, ctc. Empléese una notacién
coherente para vectores (por cjemplo: negtita o indicacién de esto
con un subrayado sinuoso) o para numerar expresiones matemdticas
(por ejemplo: nimeros entre paréntesis a la derecha de la expre-
sién). )

2.3. Referencias bibliogrdficas

Toda referencia a obras previamente publicadas debe ir numerada
entre corchetes ([ ]) a lo largo del texto. Al final de éste aparecerd
la lista 'completa de citas en ¢l mismo orden numérico.

Los articulos de ‘revistas se citardn con la siguiente pauta:

Antor/a/es: Nombre (inicial/es) y apellido(s).

Titulo: (el que corresponda).

Revista: Nombre o abreviatura cominmente utilizada para refe-
rirse a ella.

Io\Izimero: (el que corresponda, subrayado).

Pdginas: (nimero de la pégina inicial)-(nimero de la pigina final)
ocupada(s) por el articulo.

Apo: (cuatro cifras).

Los libros se citarin con lasiguiente pauta:

Autor: ...

Titulo: ...

Editorial: ... .

Lugar de edicién: ...

Afio de edicién: ...

24. Notas a pie de pdgina

Deben ir correlativamente numeradas con superindices a lo largo

“del articulo.

2.5. Listados de ordenador (programas, tablas, etc.)

Se enviardn listados originales (cvitense rigurosamente las fo-
tocopias) que se reprografiarin para evitar errores. También ‘se |
aceptardn negativos en blanco y negro de listados originales.

2.6, Uustraciones

Aunque las ilustraciones interrumpirdn el texto publicado, deben
remitirse en hojas separadas del manuscrito: con indicacién de la
colocacién 6ptima, Los autores deben asegurar la calidad de los tra-
zos, de los simbolos empleados y, en general, de todos los elementos.
de las ilustraciones teniendo en cuenta que éstas s¢ someterdn a
reprograffa directa en escala préxima a 1:2; k

El nimero de ilustraciones*no estd limitado; se ruega eviten re:
dundancias en el material grifico. ‘ ‘

2.7. Fotografia en blanco y negro

Sélo podrin publicarse fotogratias remitidas con,rj‘c‘ga‘ti‘vos, Silie
fotografias requieren algin comentario, leyenda o‘sfm‘ esp
se numerardn y en folio aparte se indicard ¢l conten
adiciones. v .
2.8. Enviar a cualquiera de las personas que fi
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