El Drago: del juego a las funciones

Lluis Mora i1 Canellas

1. Introducciéon

“El hombre naci6 para jugar, fue el pecado ori-
ginal el que lo condend a trabajar”.

.La materia de matemadticas tiene una bien gana-
da fama de dificil, superarla requiere actualmente
trabajo, trabajo y mas trabajo. Parece como si el
pecado original nos hubiera obligado a ensefiar ma-
tematicas en las escuelas. Ya va siendo hora que esta
enraizada idea cambie, o mas bien, se transforme en
una nueva que conjugue el juego con el trabajo. El
juego atrae, gusta a todo el mundo, por eso puede
ser una experiencia muy formativa introducir con-
ceptos matematicos a traves de los juegos, asi conse-
guiremos como minimo, solucionar uno de los pro-
blemas fundamentales de la matemaitica: la motiva-
cién de los alumnos.

Este articulo pretende ser un ejemplo de lo
expuesto anteriormente, a traves de un juego muy
simple, EL. DRAGO, introduciremos a los alumnos en
el importante tema de las funciones matematicas,
pasando al mismo tiempo por el estudio de las series
de ntmeros y preparando el terreno para introducir
conceptos de teoria de grafos.

EL DRAGO es un juego muy simple, para desa-
rrollario solo necesitamos una hoja de papel, un lapiz
y mucha imaginacién. Dice Martin Gardner en uno
de sus libros, “los juegos matematicos son ftiles
gracias a que partiendo de elementos muy simples,
podemos llegar a obtener grandes resultados mate-
maticos”, y en este sentido el DRAGO se adapta
perfectamente a lo que le pedimos a un juego.

2. El juego: mecanismo

El1 DRAGO es un juego de competicién para dos
jugadores, el material necesario para jugarlo consiste
en un papel y un lapiz.

El juego se inicia decidiendo los dos jugadores

un ntimero de puntos, entre 3 y 10, que dibujaran
sobre la hoja de papel. Una vez dibujados, correspon-
de decidir ctal serd el orden en que intervendran,
esto se puede hacer mediante un sorteo.

Imaginemos que ambos jugadores han decidido
empezar la partida con el minimo de puntos posible,
tres. El primer jugador debe unir dos de los puntos
con una linea y después dibujar sobre esta linea un
nuevo punto (figl).

Figura 1

Siguiendo el mismo proceso los jugadores iran
alternando sus jugadas hasta que no quede ninguna
posiblidad de movimiento.

Las tres Gnicas reglas que deben cumplir los juga-
dores son:

1- Si de un punto salen tres lineas, este punto
queda inutilizado para el juego.(fig.2)

Figura 2 »
2- Podemos dibujar lineas entre dos puntos tutiles
o entre un punto y el mismo, si de éste solo sale una
linea o ninguna.(fig.3)
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3- Las lineas no pueden cruzarse por ningin
motivo.
El objetivo del juego consiste en ser el Gltimo
jugador capaz de dibujar una linea entre dos puntos.
El desarrollo de una partida, a partir de tres
puntos, puede ser el siguiente (fig.4):
[ ]
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Figura 4
El primer jugador une los puntos (1) y (2) y

dibuja un nuevo punto (4).(fig.5) e————o——e
1 4 2

Figura 5 ' 3
El segundo Jugador decide trazar una linea que
vaya del punto (3) a si mismo dibujando el nuevo
punto (5).(fig.6)
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Figura 6

Hasta ahora todos los puntos son fitiles, ya que
de ellos salen como maximo dos lineas. El primer ju-
gador dibuja ahora una linea de (3) a (5) por el in-
terior, gracias a la regla nimero 3 el nuevo punto (6)
queda bloqueado ya que la tnica linea que podria
trazarse sin cortar a ninguna otra, lo uniria consigo
mismo, dando como resultado un punto del que salen
cuatro lineas, lo que 1ncumple la regla ntimero tres
(fig.7)
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Figura 7

48 SUMA 7/1991

La siguiente jugada consistiria en unir los puntos
(1) y (4) dejando el (4) inutilizado (ﬁg 8)

<D

Figura 8
El préximo movimiento puede ser unir el punto
(1) con el (2) quedando fuera del juego el punto -

(1), (fig.9)
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Figura 9

Para continuar jugando quedan tres puntos dis-
ponibles (2), (8) y (7). Ahora el segundo jugador
tiene dos opciones:

a) unir los puntos (8) y (2) a traves del interior
del poligono de vértices (1), (4), (2) y (8). De esta
manera conseguiria ganar la pa- tida debido a que los
puntos restantes (7) y (9) solo podrian unirse cruzan-
do otras lineas, y

b) unir los puntos (7Y y (8) o (2) y (7), jugada
que llevaria al proximo Jugador a la victoria en el
préoximo movimiento.

El jugador sigue la jugada a) con lo cual gana la
partida. La distribucién final del juego corresponde

a la (fig.10)

Flgura 10



3. Anilisis del juego

Una vez que los alumnos han adquirido el meca-
nismo del juego, se les plantea el anilisis matematico
del mismo. Este andlisis consiste en responder a la
siguiente pregunta:

¢Que estrategia debe seguir un jugador para ven-
cer en una partida de DRAGO?

Probablemente esta pregunta despistard a la
mayor parte del alumnado. Serd necesario que el
profesor encamine el procedimiento a seguir, es
conveniente que esta “pista” se formule en términos
de pregunta:

Dado un nimero n de puntos, ;Cuil es el mini-
mo numero de jugadas con los que se puede termi-
nar la partida?, pregunta que irda acompanada de
¢Cuil es el maximo numero de jugadas?

La resolucién de este problema debe realizarse
en dos etapas, primero una particularizacién, en la
cual los alumnos resolveran casos sencillos, un punto
de salida, dos, tres... hasta tener suficientes datos para
analizar el problema. Una vez se tengan los resulta-
dos se procede a su generalizacién, intentando obte-
ner una formula general que resuma el problema y
responda a la pregunta formulada.

Estudiando el problema para los casos de 1, 2y
3 puntos obtenemos los siguientes resultados:

n® de puntos jugadas minimas jugadas maximas

1 2 2
2 4 5
3 6 8

Para obtener estos resultados los alumnos deben
darse cuenta que el nimero de jugadas minimas se
obtiene, cuando se bloquean, se dejan sin completar,
tantos puntos como puntos tenemos de salida. El
ndmero maximo de jugadas se obtendrd cuando sélo
dejemos un punto, el Gltimo, sin completar.

Cuando tenemos un sélo punto, estamos delante

El Drago: del juego a las funciones

de un caso trivial, las dos soluciones sén iguales. Pero
el caso de 2 puntos donde las soluciones son distintas
puede ilustrar lo dicho en el parrafo anterior.

A partir de ahora el juego debe dejarse de lado
ya que su resolucién se hara a partir de la tabla de
resultados obtenida con los casos sencillos.

Es facil ver que las jugadas minimas responden a
la sucesion de los ntimeros pares, por tanto el térmi-
no general de la sucesion serd de 2n. Ya tenemos la
respuesta a la primera pregunta, ¢cudl es el minimo
de jugadas con que puede terminar una partida si
empezamos a jugar a partir de n puntos? 2n

Respondamos ahora al niimero méximo de juga-
das con que puede terminar una partida que empie-
ce con n puntos. Para hallar el término general de la
segunda sucesién, 2, 5, 8,..., és facil ver que la dife-
réncia entre términos consecutivos és 3, por tanto los
siguientes términos de la série seran 11, 14 ... En
este punto podemos introducir el concepto de recu-
rréncia para hallar el término general.

Llamando a, al primer término, a, al segundo y
a, al tercero, tenemos que:

a2=al+3

a3=a2+3

De donde sera facil ver que a, = a, +2.3, y dedu-
ciremos que el término general de la serie es:

a =a +3(nl)

Como sabemos que a,=3 podemos arreglar la
férmula anterior y dejarla como

a =3 -1

Para fortalecer en los alumnos los conceptos de
sucesiones estudiados podemos proponer, dentro del
juego, el estudio del nimero de puntos dibujados al
final de la partida. Son dos sucesiones de términos
generales 3n y 4n-1, que ademas de reforzar el traba-

Figura 11
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Figura 12
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jo sobre sucesiones podrin ser utilizados para el
trabajo posterior sobre funciones.

Una posterior ampliacién del estudio de las suce-
siones puede aparecer si planteamos a los alumnos el
célculo de la suma de los diez primeros términos de
cada una de las cuatro sucesiones, con el fin de llegar
al resultado

S = (al+al0).10/2

Después del andlisis matematico, podemos abor-
dar el problema de la estrategia a seguir para vencer
en este juego. Habra que distinguir dos casos,si somos
el primer jugador o si somos el segundo.

El segundo jugador tiene mds posibilidades de
victoria dado que puede enfocar el juego de tres
maneras distintas:

1) Buscar el minimo de jugadas, en este caso no
importa el niimero de puntos con que iniciemos el
juego, ya que todos son pares.

2) Buscar el nimero maximo de jugadas si el
numero inicial de puntos es impar, dado que en estos
casos el nimero de jugadas es par.

3) Entre 4 y 10 puntos puede buscar un ntimero
intermedio de jugadas par que le llevari a la victoria.

En los casos restantes el jugador ganador sera el
jugador que inicie el juego.

4. Funciones

En el estudio del juego del DRAGO, intervienen
dos variables, el niimero de puntos que usamos para
iniciar la partida y el nimero de jugadas, maximas o
minimas, con las que finaliza esta. Existe una clara
dependéncia entre la segunda y la primera, decimos
que el nimero de jugadas con las que finaliza la
partida es funcion del niimero de puntos con los que
iniciamos la partida.

El concepto de funcién queda ahora introducido
como una dependencia entre dos variables, y la for-
mula hallada anteriormente como una manera mate-
matica de expresar esta dependencia.

Una formula es un medio que tenemos para re-
sumir informacién, no es el Gnico ni el mejor. Uno
de los mas utilizados en la mayoria de asignaturas
es el grifico. Todos sabran ya que es un grafico y
como se construye, pero muchas veces su significado
pasa desapercibido. Para conseguir subsanar este pro-
blema, podemos plantear a los alumnos que constru-
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yan un grafico que refleje la dependencia entre el
niimero de puntos y el nimero de jugadas, miximas
y minimas.

El principal problema que puede aparecer al
hacer el grafico serd, en que eje deben colocar cada
una de las dos variables. Situaremos la variable inde-
pendiente, niimero de puntos, en el eje de abcisas, y
la variable dependiente, nimero de jugadas, en el eje
de ordenadas (figura 18).

S 9

= 2 /

» 1

¢ /'/
N /7
5 s/
i /s
5'/

S
) /;
4 ///

4 Jd 3 456 339

PUNTOS
" Figura 13

Una vez construido el grifico y dado que los
alumnos suelen unir invariablemente todos los pun-
tos representados, podemos formular la pregunta: ¢Es
licito unir los puntos del grifico mediante una linea
continua?

Dado que las dos variables solo cogen valores en
el campo de los naturales, punto en que introducire-
mos el concepto de dominio y recorrido de una
funcién, unir los puntos del grafico significa que el
numero de puntos a partir de lo cuales puede iniciar-
se la partida, puede ser un ntmero decimal, lo cual
es imposible, y lo mismo sucede con el nimero de
Jjugadas con las que puede finalizar la partida.

Ya tenemos todos asumido que estamos trabajan-
do con una funcién que relaciona dos variables que
cogen valores en el campo de los nimeros naturales,
y por eso no podemos unir los puntos del grafico con
una linea continua. Entonces ¢Cuando podremos unir
los puntos?

Se ha estado creando el ambiente para discutir
el concepto de nimero real, es el momento de apro-



vechar la coyuntura e introducir los distintos conjun-
tos de nimeros que conocemos, naturales (N), ente-
ros (Z), racionales (Q) vy reales (R). El conjunto de
los ntmeros imaginarios lo dejariamos para mas
adelante.

Introducidos los conceptos de teoria de nimeros
y de funciones entrariamos ahora en la parte mas
pesada y menos gratificante, establecer la nomencla-
tura que vamos a utilizar para referirnos a los distin-
tos tipos de funciones, seglin el conjunto de niimeros
donde cojan valores las dos variables. En el caso de
la funcién estudiada esta nomenclatura seria:

ff N——>N
i > a,

El conjunto de nimeros de donde cogen valores
las dos variables viene representado por N. La pri-
mera indica la variable independiente y la segunda la
variable dependiente y donde i seria la variable inde-
pendiente y a, la variable dependiente.

Como se expresa a, en funcion de i, a partir de
la formula matemaitica hallada. En el caso del ntime-
ro minimo de jugadas esta seria: a= 3i-1.

Generalicemos las funciones obtenidas al caso de
los ntmeros reales. El conjunto N seria sustituido por
R, i por x y a, por y=f(x).De manera que ahora en el
caso del nimero minimo de jugadas, la funcién se-
ria:

fIR—>R
x—> y=f(x)

donde la férmula de la funcién vendria expresada
por y= 3x-1.

Dado que ahora podemos unir los puntos con
lineas continuas, podremos ver que los gréificos co-
rresponden a lineas rectas e iniciar por tanto, el es-
tudio de la funcién de primer grado de férmula ge-
neral y = ax + b.

El estudio de las cuatro funciones trabajadas,
jugadas minimas, jugadas maximas, y nimero de
puntos dibujados al finalizar el juego en los dos casos
anteriores nos puede proporcionar informacién va-
liosisima sobre el comportamiento de la funcién de
primer grado. Las férmulas de estas cuatro funciones
ampliadas al campo de los nlimeros reales son:

y=2x y=3%x-1 y=3x y=4x-1

El Drago: del juego a las funciones

El grafico de las mismas viene indicado en la fi-
gura 14.
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Figura 14

A partir de las cuatro rectas dibujadas podemos
observar el significado de “a”, niimero que multipli-
ca a la x,y el de “b”, nimero que suma o resta al
término con X.

Diferentes valores “a” hacen que varie la inclina-
cién de la recta, si el valor de “a” argumenta el valor
de la inclinacién tambien lo hace. Por tanto hay una
dependencia directa entre ambos factores, “a” e incli-
nacién. Tambien vemos que dos rectas que tengan el
mismo valor de “a” pero diferente valor de “b” seran
rectas paralelas, igual inclinacién. Un valor de “b”
negativo, hace que la recta no pase por el origen de
coordenadas, sino que se desplace hacia la derecha
un ntmero de unidades indicado por el valor absolu-
to de “b”. Si el valor de “b” es positivo la recta se des-
plazaré hacia la izquierda del origen de coordenadas.
Tambien podemos ver que el valor de“b” es la orde-
nada del punto por el cual la recta corta el eje de
ordenadas.
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A la vista de estas consideraciones lo logico es
llamar a “a”, pendiente de la recta y a “b”, ordenada
en el origen.

Una vez terminado el analisis de la funcioén de
primer grado, es necesario que los alumnos realicen
ejercicios de recapitulacién para cimentar los con-
ceptos adquiridos; ejercicios que podran conducir a
trabajar equaciones de primer grado con una o dos
incégnitas, segtin el criterio del profesor.

Una tarea muy interesante que se puede realizar
una vez finalizados los ejercicios de recapitulacién,
consiste en proponer la realizacién de un trabajo de
ampliacion a realizar en grupo. Este trabajo de
ampliacién versara sobre un tema donde intervengan
principalmente las funciones de primer grado. Unos
posibles temas para realizar el estudio pueden ser:

- Estudio de la facturacién eléctrica.

- Estudio de la presién atmosférica.

- Estudio de los recibos del agua y del gas
- Estudio del IRPF.

- Introduccién a Ia teoria de grafos.

5. Resumen

Hemos visto como a partir de un juego podemos
introducir conceptos de sucesiones y de funciones.
Tambien nos ha preparado el terreno para realizar
un estudio de diversos temas que pueden resultar
provechosos para los alumnos segln sus intereses.

No termina aqui el interés de las matematicas en
los juegos, podemos encontrar juegos que nos intro-
duzcan en las funciones de segundo grado, en com-
binatoria, en probabilidad, que mezclen geometria
con teoria de nGimeros y sucesiones, solo es cuestién
de buscar y escoger aquello que nos ira mejor para
desarrollar la asignatura de matemiticas de una
manera motivadora y divertida.
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No hemos de cometer el error de creer que
nuestros alumnos solo pueden aprender matematicas
a partir de unos conceptos muy abstractos y perfecta-
mente ordenados. La matematica no es un libro
cerrado donde todo este calculado, medido y pesado,
sino que tiene muchas puertas abiertas para ser uti-
lizadas, y los juegos pueden ser una de estas puertas,
aprovechemosla.

Para terminar, decir que este método se experi-
mentd en la Escuela Pia Santa Anna de Matard,
escuela que participa en el proyecto de reforma de
las ensefianzas medias en Catalunya. El grupo de 30
alumnos con los que realice la experiéncia formaba
parte de un crédito variable del area de matematicas.
Dado que en la asignatura de matematicas el nivel de
miotivacién y de trabajo de los alumnos no suele ser
muy elevado, podemos decir. que los resultados de
ésta experiencia han sido buenos, ya que como
minimo hemos solucionado este problema.

A nivel académico pienso que los alumnos han
superado concreces las espectativas planteadas, dado
que un porcentaje de los alumnos situado entre el
80% y el 90% han cogido el concepto de funcién y
el de sucesiéon de ntimeros, asi como un grado ope-
rativo y de tratamiento de problemas elevado.

No puedo, por tanto, dejar de considerar la expe-
riéncia realizada como algo muy positivo.
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