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0. Resumen

En este trabajo se realiza un estudio que conduce
a la obtenciéon de férmulas electorales, basadas en
sucesiones de divisores, que aseguran una representa-
cién proporcional a la hora de asignar los escafios en
cada circunscripcién.

Se ha encontrado una familia de férmulas a la
que pertenecen como casos particulares D’Hondt, St-
Lagiie , Imperiali y el método Danés. De las propie-
dades matematicas de las fé6rmulas obtenidas se de-
ducen ventajas e inconvenientes que va a tener el
uso de cada una de ellas.

En la basqueda de las nuevas formulas'se parte de
un objetivo: primar a los partidos mas votados y
conseguir una buena proporcionalidad. El resultado
de la aplicacién de las férmulas que consiguen este
objetivo esta comprendido entre los que se obten-
drian aplicando las férmulas de St-Lagtie y D’Hondt.
Esta propiedad queda ilustrada con los resultados de
aplicar varias de las férmulas obtenidas a los datos de
las Elecciones Generales de 1989 en Espafia, que se
muestran en el parrafo 3.

1. Introduccion

El uso de una féormula electoral es un procedi-
miento matemdtico que determina la asignacién de
escanios entre los partidos que concurren en una
misma circunscripcién.

En la literatura electoral se distinguen dos grupos
de férmulas: mayoritarias y proporcionales.

1) Las llamadas mayoritarias son las que asignan
todos los escafios a la lista mas votada. Unas de otras
se diferencian en detalles como: mayoria absoluta o

mayoria relativa, una o dos vueltas, etc. Algunos pai-
ses en los que se usa, o se ha usado alguna férmula
maygritaria son: Gran Bretana, EEUU, Canadi, Nueva
Zelanda, Francia, y Australia.

2) Las proporcionales tienen como objetivo el
reparto de los escafios de cada circunscripcién pro-
porcionalmente a los votos que ha obtenido cada
partido. Aunque el principio que inspira este tipo de
férmulas es bien sencillo, en la practica surge el
problema de aproximar cantidades que no son ente-
ras por otras que si lo sean. Esta situacién se deriva
del céalculo de la proporcién de escafios que corres-
ponde a cada partido y no poder dividirse un escafio
en fracciones.

El reparto de escaios, como problema de aproxi-
maci6én, admite diferentes soluciones en funcién de
lo que se quiera ponderar. En ocasiones la pondera-
cién es tal que la férmula correspondiente no puede
considerarse proporcional en sentido matematico. A
pesar de todo lo anterior suelen denominarse formu-
las proporcionales a todas las que no son mayorita-
rias. Entre ellas se distinguen dos grupos segiin la fi-
losofia subyacente:

a) Las basadas en cociente electoral y posterior re-
dondeo por exceso de los restos mayores. Pertenecen
a este grupo el Método Proporcional Puro, conocido
también como Niemeyer [9], asi como el Método de
las Proporciones Relativas Iteradas [11]. Por ejem-
plo, al repartir cinco escafios entre tres partidos que
han obtenido: 108 300 votos, 102 400 votos y 32 600
votos respectivamente , se obtienen las proporciones
correspondientes, (243 500 votos / 5 escafios =
48700 votos por cada escafio), que son: 2.22 escanos,
2.11 escafos y 0.67 escafios respectivamente. A su vez
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estas cantidades se aproximan por 2, 2, y 1, que es
la distribucién definitiva de escanos.

b) Las basadas en una sucesién de divisores utili-
zan una sucesién creciente de ntmeros positivos 0 <
d, <d, <d; <.. .Los votos obtenidos por cada
partido son divididos entre los n primeros términos
de dicha sucesién, siendo n el ntmero de escanos a
repartir. Por ejemplo para los datos: 871, 256, 156,
154, 72, 52 y 39 votos, si tomamos como sucesién de
divisores: 4, 9, 14, 19, 24, 29, 34.. , redondeando a
cantidades enteras, obtenemos:

DIV I SORES

Divf & d, dy d, dy dg d; dy d dy dyy dyp dyy dy, dyg dyg
VoN| ¢ @ 1 19 24 29 34 35 44 49 54 59 64 GO 74 79
8711217 96 62 45 36 30 25 22 19 18 16 15 14 13 12 11
25616428 1813 11 9 8 7 6 5 5 4 4 4 3 3
15613917 11 8 6 5 5 4 4 3 3 3 2 2 2 2
1541317 11 8 6 5 5 4 3 3 3 3 2 2 2 2
72118 8 5 4 3 2 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1
52113 6 4 3 2 2 21 1 1 1 1 1 1 1 1
110 4 3 2 2 1 1111 1 11 1 1.0

¢Goémo se efectiia la asignacién de escafios a partir
de esta tabla?. De las dieciseis cantidades mayores:
diez correponden al partido 1, tres corresponden al
partido 2, una corresponde al partido 3, una corres-
ponde al partido 4, y otra al partido 5, por tanto la
asignacién de escanos es 10-3-1-1-1-0-0.

Como puede verse en [7], las sucesiones de
divisores que usan las fomulas electorales conocidas
son:

Formula Divisores
Imperiali 2, 3, 4, b, 6,.
D’Hondt 1, 2, 3, 4, b,.
St-Lagiie 1, 3, 5, 7, 09,
St-Lagtie Mejorada 1. 3, 5, 7, 9,
Danés 1, 4, 7, 10, 13,..

si se completa una tabla como la anterior para cada
una de estas férmulas se obtienen los siguientes
repartos:
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asignacién de escafos

partido partido partido partido partido partido partido

1 2 3 4 5 6 7
FORMULA
Imperiali 12 2 1 1 0 0 0
D’Hondt 11 3 1 1 0 0 0
St-L.Mej. 9 2 2 2 1 0 0
St-Lagle 8 2 2 2 1 1 0
Danés 8 2 2 1 i 1 1

Propor. Exac.8.71 256 156 154 072 052 0.39
Comentarios a la tabla de resultados

+ 1) La aplicacién de cada férmula a los datos
conduce a resultados muy dispares, hasta el punto de
ser tachadas unas férmulas por un defecto y otras por
el contrario. Asi, Imperiali y D’Hondt benefician
mucho a los partidos mas votados, por ejemplo, asig-
nan al primer partido 12 u 11 escafos respectivamen-
te, cuando solo le corresponden 8.71. Por el contra-
rio St- Lagtie y el método Danés benefician a los par-
tidos minoritarios, por ejemplo, al partido 6, que solo
le corresponden 0.52 escafios ambos le asignan un
escano, mientras que al primer partido que le corres-
ponden 8.71 le asignan 8, y al segundo que le corres-
ponden 2.56 ambas férmulas le asignan 2 . Peor atin
el método Danés que a 0.39 escatnios del Gltimo par-
tido le asigna 1 escafio (salvo que exista una barrera
minima como por ejemplo el 3%).

2) St-Laglie Mejorada puede ser aceptable en
cuanto a la proporcionalidad de los resultados y la
prima que otorga a los partidos mas votados; sin
embargo, desde el punto de vista matematico, la mo-
dificacién del primer divisor de la sucesién de St-
Lagiie es una arbitrariedad que conlleva una penali-
zacién de las minorias. En nuestro ejemplo ha sido
justa la penalizacion del partido 6, en favor del par-
tido 1, sin embargo no habria sido tan justa la pena-
lizacién del partido 5, que ha estado a punto de
perder el escafio. Obsérvese un posible defecto de
esta férmula, al segundo partido que le correspon-
den 2.56 escanios le asigna 2, y al cuarto que le corres-
ponden 1.54 le asigna 2 también.

3) En el ejemplo se ha elegido una circunscrip-
cién de tamafio grande con objeto de resaltar, simul-
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tineamente, las propiedades mas importantes de
varias férmulas electorales. Sin embargo seria un error
entender que el desvio de proporcionalidad que
origina el uso de D’Hondt se produce por la existen-
cia de circunscripciones grandes. Pues, son precisa-
mente las de tamano pequeno las que causan mas
desvio. Obsérvense los datos del ejemplo del aparta-
do a), que corresponden a la circunscripcién de Va-
lladolid en las elecciones de 1989, cuyo reparto
D’'Hondt es 3-2-0, asi, el primer partido al que corres-
ponden 2.22 escafios recibié 3, (un 35% de prima),
mientras que el tercero con 0.67 escafios recibié 0.
Sin embargo obsérvese que en las Elecciones Andalu-
zas de Junio de 1990, apéndice II, D’Hondt desvia
menos la proporcionalidad porque ahora las circuns-
cripciones son mas grandes.

4) El fuerte desvio de la proporcionalidad es la
causa por la cual la férmula D"Hondt fue sustituida
en los Paises Escandinavos (1953) por Sainte-Lagiie,
ésta a su vez, lo fué por St-Lagiie Mejorada [12,pp170]
y en Alemania Federal (1985) por Niemeyer [9, pp
295].

2. Propuesta de nuevas sucesiones de diviso-
res

Definimos la sucesién de divisores de pardmetro
A, por:
(1 d, =nt+A n=0123.. A>0
Por tanto, si tomamos valores diferentes de A,

obtenemos sucesiones de divisores diferentes, y en
definitiva, diferentes féormulas.

Por otra parte, valores muy préximos de A condu-
cen a divisores también muy préximos, que normal-
mente, daridn resultados idénticos, o casi idénticos.

Veremos que los valores que interesan para A se
encuentran entre 0.5 y 1, por lo que, aunque (1) re-
presenta una infinidad de férmulas electorales dife-
rentes, en la practica s6lo hay 7 u 8 valores de A que
conduzcan a resultados sensiblemente diferentes.

En la tabla siguiente incluimos algunos valores, de

Formulas electorales basadas en sucesiones de divisores

A. Dos de los que citamos estin fuera del intervalo
[0.5, 1]; el motivo de considerarlos también es por
corresponder a métodos electorales famosos.

Valor de A Sucesién de divisores
1/3 1/8, 4/3%, 7/3,10/3,
0.5 0.5, 1.5, 2.5, 3.,
0.6 0.6, 1.6, 2.6, 3.6,
2/3 2/3, 5/3, 8/3,11/3,
0.7 0.7, 1.7, 2.7, 8.7,
3/4 3/4, 7/4,11/4, 15/4,
0.8 0.8, 1.8, 2.8, 3.8,
0:9 09, 19, 29, 3.9,
1 1, 2, 3, 4,
2 2, 3, 4, 5,

Comentarios a la Tabla

1) Para A=1 se obtienen los divisores del método
D’Hondt

2) Para A=2 obtenemos los divisores: 2, 3, 4, 5, ..
que corresponden al método Imperiali.

3) Para A=2/3 observamos el inconveniente de
trabajar con ntimeros con infinitos decimales, por lo
que parece aconsejable buscar un procedimiento de
sustituciéon de estas sucesiones por otras equivalentes
para las cuales esta problematica no aparezca. Por
ejemplo, en este caso si multiplicamos por tres los tér-
minos de la sucesién se elimina el problema, quedan-
do como divisores: 2, 5, 8, 11, ... , que conducen al
mismo reparto.

4) Multiplicando por dos los divisores correspon-
dientes a A=0.5, se obtienen los divisores del método
de St-Lagtie.

5) Si damos a A el valor 1/3, y multiplicamos por
tres Ia sucesién correspondiente se obtienen los divi-
sores del Método danés.

Por tanto las férmulas electorales: D’Hondt, St-
Lagiie, Imperiali, y Danés son casos particulares de la
familia de fé6rmulas que hemos definido anteriormen-
te.
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6) En general, si A =q/p, con p, q > 0, los
divisores (1) son equivalentes a los que se obtienen
como:

(2) d.  =pn+q, n=0,1,2..

y si p y q son enteros, los divisores anteriores son
todos enteros. Asi las sucesiones anteriores correspon-
dientes a valores de A comprendidos entre 0.5 y 1,
son equivalentes a:

A P q Sucesién de divisores
05 2 1 1, 38, 5, 7, 9, 11
06 5 3 3, 8, 13, 18, 23, 28
2/3 3 2 2, 5, 8, 11, 14, 17
07 10 7 7, 17, 27, 37, 47, b7
0.75 4 3 3, 7,11, 15, 19, 23
08 5 4 4, 9, 14, 19, 24, 29
09 10 9 9, 19, 29, 39, 49, 59
1 1 1 1, 2, 38 4, 5, 6

que usadas para distribuir los escafios, en cada cir-
cunscripcién, en las Elecciones Generales de 1989
en Espafia dan los repartos siguientes:

3. Resultados para las elecciones generales
de 1989

Los resultados estdn en la tabla de abajo.

Comentarios a la tabla anterior.

1) Se han resaltado en negrilla tres columnas. La
primera indica el reparto mds justo en proporcién a
los votos obtenidos globalmente por cada partido; la
tltima indica el reparto que ha dado la férmula
D’Hondt, y la del centro, el reparto correspondiente
al valor 2/3 para A (posteriormente vamos a deducir
que la férmula correspondiente a este valor de A es
una de las mds adecuadas para efuectuar repartos
proporcionales. En el apéndice I damos los resulta-
dos en cada provincia al aplicar esta férmula).

2) El reparto correspondiente al valor 0.5 para A
es el que produce mayor proporcionalidad en el sen-
tido de que es minima la suma de las diferencias, en
valor absoluto, entre la proporcién exacta de escafios
que corresponde a cada partido y la que la férmula
le asigna. Pero ello no significa que esta férmula sea
la mejor; por ejemplo obsérvese el siguiente dato,
que no es un hecho casual, la segunda fuerza recibe
10 escaiios de prima, (107 escafios en lugar de 97),
por tanto la primera fuerza, el P.S.O.E., debe recibir
al menos 10 escafios de prima, o para mantener su
proporcion respecto de la primera, debe recibir unos
15 escafios més que proporcionalmente le correspon-
den y solo recibe 3.

3) Salvo pequenas excepciones, (de fuerzas que
concurren en pocas circunscripciones), las dos pri-

REPARTOS

ST-Lg D’Hont
PART. VOTOS PRO. DIPUT. A=0.5 A=0.6 A=2/3 A=0.7 A=3/4 A=4/5 _A=09 A=1
PSOE 8088072 148 151 158 162 164 165 168 172 176
PP 5282877 97 107 108 106 105 106 105 104 106
1U 1851080 34 24 22 22 23 23 21 20 17
CDS 1617104 29 27 22 21 19 18 16 15 14
CIU 1030476 19 17 17 17 17 18 18 18 18
PNV 253769 5 5 5 5 5 5 5 5 5
HB 216822 4 6 6 6 6 6 6 5 4
PA 212807 4 3 2 2 2 2 2 2 2
uv 144655 3 2 2 2 2 2 2 2 2
EA 136595 2 2 2 2 2 2 2 2 2
EE 105217 2 2 2 2 2 2 2 2 2
PAR 71628 1 1 1 1 1 1 1 1 1
AIC 64989 1 "2 2 1 1 1 1 1 1
ERC 84400 1 1 1 1 1 1 1 1 0
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meras fuerzas son las tinicas beneficiadas con cual-
quiera de las férmulas anteriores.

4) La prima que recibe la segunda fuerza es inde-
pendiente de la férmula usada, mientras que la pri-
ma para la primera fuerza aumenta a medida que au-
menta el valor de A.

5) La prima de las fuerzas beneficiadas es sopor-
tada, salvo pequefas excepciones por la tercera y cuar-
ta fuerza, IU y CDS, que con la férmula D’Hondt
pierden cada una el 50% de sus escafios en favor del
PSOE y de PP,

Para clarificar la exposicién posterior y conocer el
origen del problema que nos ha llevado a la bisque-
da de nuevas férmulas electorales planteemos un
ejemplo de reparto, que corresponde a datos reales,
y cuya solucién no es trivial. Concretamente, en la
circunscripcién de Sevilla, en las Elecciones Genera-
les de 1989, al repartir los 12 escafios entre PSOE,
PP,IU y PA proporcionalmente a los votos obtenidos
se tiene:

PSOE 6.94 Escanos
PP 2.43 Escanos
U 1.47 Escanos
PA 1.16 Escanos

dos partidos tienen que redondear por exceso y, por
tanto resultar beneficiados. Los otros dos redondean
por defecto. Parece evidente que el PSOE con 6.94
escafios debe redondear a 7 escafios, y por otro lado,
que el PA con 1.16 escafios debe redondear a 1
escano.

Sin embargo, no es tan evidente el redondeo entre
el PP e IU; los restos correspondientes difieren sélo
cuatro centésimas. Si, para minimizar el desvio de
proporcionalidad redondeamos por exceso el de ma-
yor resto, el de IU, tenemos que PP e IU obtienen 2
escanos cada uno, a pesar de que PP tiene un 70%
més votos que IU. La otra aproximacién posible es 3
escafios para el PP y 1 para IU. Logicamente ninguna
solucién al problema anterior es completamente sa-
tisfactoria, pero para poder aceptar la {ltima necesi-
tamos establecer una férmula que prime los restos en
funcién de la parte entera a la que pertenezcan. Es
decir, que restos iguales no tienen una influencia
idéntica en el reparto, sino que aquel que acompafie
a una parte entera mayor tiene mas posibilidades de

Férmulas electorales basadas en sucesiones de divisores

ser redondeado por exceso. (Con D’Hondt en Sevilla
se obtuvo PSOE 8, PP 2, IU 1, PA 1; de ahi su no pro-
porcionalidad y dudosa constitucionalidad.)

4. Fundamento matematico de la familia de
sucesiones de divisores

Supongamos que la sucesion de divisores es
d,, dy, d,... .

Deseamos que esta sucesién conduzca a repartos
proporcionales con una influencia creciente de la
parte entera en los redondeos por exceso de los
restos. Para ello supongamos que, establecida la pro-
porcién de diputados, R es el resto que acompafia a
cierta parte entera, 0 <R < 1. La parte entera puede
valer cero, uno, dos, etc. En el primer caso, cuando
la parte entera es cero, el partido correspondiente al
que corresponden R escafios debe aspirar a conse-
guir un escafio, (a lo sumo), por tanto hay que
analizar el comportamiento de R/ d,. Si la parte
entera vale uno, es decir, la proporcién de escafios
para el partido correspondiente es 1+R, dicho parti-
do debe aspirar a conseguir dos escafios en el mejor
de los casos, por tanto hay que analizar el comporta-
miento de (1+R)/ d,, y asi sucesivamente.

Luego vamos a estudiar el comportamiento de los
siguientes cocientes:

R 1+R 2+R 3+R
, etc., R dado, Re[0,]1)

4 d d d

1 2 3 4

aqui estamos considernado que la proporciéon de
escafios es R, 1+R, 2+R, etc. Operar con proporcién
de escafios o con votos es equivalente, como ya se ha
dicho anteriormente.

Seria interesante que se verificase:

) B o MR 2R IR e VRe[0,1)
dq-  dy dy .

pues ello significaria que, en caso de igualdad de
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restos, primero redondea por exceso el que tenga
mayor parte entera. En efecto, fijado R, se tiene que

R 1+R

IA

d, d,

y ello supone que un partido cuya proporcién de
escafios sea 1+R recibe el segundo escafio antes que
reciba el primer escafio otro partido cuya proporcién
sea R. Andlogamente para cualquier otra compara-
cién.

Para que en (3) se verifique la primera desigual-
dad

(4) R < 1+R
d d

1 2

VRe [0,1)

es necesario y suficiente que

d, < 24,
pues la constante d,/ d, tiene que ser mayor o igual
que la funciéon R/(1+R) en [0,1], que es creciente,
alcanzando el maximo valor, 1/2, en R=I.

Las restantes desigualdades se caracterizan de
forma aniloga por:

n+l
(5) dn+1 S —— n

n

Si, con objeto de no primar mas atn a los partidos
mayoritarios, en cada caso, tomamos el divisor maixi-
mo que verifica la desigualdad, se obtiene

d, = 2d, ; d, = (3/2)d, = 3d, ;d

9 = 4d, ; etc

4
es decir los divisores serian: d, 2d,,3d,,4d, , ..,y
por tanto, equivalentes a los del método D’Hondt.

Exigir que se cumplan las desigualdades (3)
VRe [0,1) puede ser excesivo porque daria lugar a
un desvio importante de la proporcionalidad cuando
a la lista mds votada corresponda una parte entera
mucho mayor que a las demas, pues en tal caso aquella
puede absorber los restos de todas las demis.

Para paliar este efecto podemos restringir las
desigualdades (3) a un intervalo menor, es decir,
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VRe[0, A ] con 0 <A < 1. Vamos a probar que ello
se consigue con la sucesién de divisores (1).
Consideraremos que a un determinado partido le
corresponden x + R escafios, donde x es entero y R el
resto. Por tanto debe conseguir al menos x escafios y
posiblemente x + 1.
Si llamamos C(x) al cociente resultante de dividir

x+ R
X+

(7) C(x) = 0 <A<1, R>0, xe[0, )

Para valores de x iguales a 0, 1, 2, 3, .., G(x) es el
cociente x+1, usando la sucesién de divisores (1), para
un partido cuya proporcién de escafios sea x+R, por
tanto nos va a informar del grado de dificultad que
tiene el correspondiente partido para obtener el esca-
no x+1, es decir redondear por exceso su proporcién
exacta de escafios. Analicémos C(x); su derivada es:

8) C(x) - C creciente, siR<A
X) = = es
(x + A)? decreciente, si R > A
9) Si R=A Cx)=1, Vxe {0,1,2,34,.}
(10) Si R>A Cx)>1, Vxe {0,1,2,3,4,.}
(11) Si R<A C(x)<l, Vxe {0,1,2,3,4,..}
Comentarios

1) De (8) se deduce que las desigualdades (3) se
verifican en el intervalo [0, A]. Cuando varios restos
son idénticos, (o casi idénticos), pero menores que A,
redondea por exceso, primero, el correspondiente al
partido con mas votos.

2) De (9), (10) y (11) se deduce que, con la
sucesion de divisores (1), un partido al que corres-
ponda una proporcién de escafios con parte entera n
y resto mayor que A, recibira el n+l-ésimo escafio
antes que otro, al que corresponda una proporcién
de escafios con parte entera m y resto menor que A,
reciba el m+1-ésimo, y esto es independiente de los
valores de n y m. Por tanto antes de que un resto
menor que A redondee por exceso habrian redon-
deado por exceso todos los restos que sean mayores
que A,



Por ejemplo si al repartir 10 escanos entre cuatro
partidos, la proporcién de escafios es:

P, - 4.7 esc. al menos, para todo P, — 5 esc.
P2 — 2.8 esc. A, 0.3<A<0.7 P, —» 3 esc.
Pg — 2.2 esc. el resultado con P5 — 2 esc.
P, - 1.3 esc. la sucesién (1) es P4 — 1 esc.

3) De (8) se deduce que, si a varios partidos co-
rresponden restos iguales (o similares) y mayores que
A, redondea por exceso primero el partido con menor
nimero de votos (menor parte entera), y en ultimo
lugar el que tenga mayor niimero de votos, (aunque
eso si todos ellos lo hardn antes que cualquier parti-
do con resto menor que A).

4) Si A =0.5y, al establecer las proporciones,
hay tantos restos mayores que 0.5 como cantidades es
necesario redondear por exceso, todos los restos
mayores que 0.5 redondean por exceso y los demis
por defecto, coincidiendo los resultados en tal caso
con el método Proporcional Puro. Esta situacién se
da con frecuencia, de ahi que el método de St-Lagiie,
(A =0.5), dé resultados muy similares al Proporcio-
nal Puro.

La alta proporcionalidad de la sucesién correspon-
diente al valor A = 0.5, no significa que la férmula
correspondiente sea la mejor. De hecho es una suce-
siébn mala en el siguiente sentido: un partido al que
correspondan algo mas de 0.5 escafios la férmula
asignard 1 escafio con mucha probabilidad, mientras
que otro que tenga resto mayor que 0.5 y parte ente-
ra grande (alguno de los mas votados) es muy posible
que la formula le redondee por defecto debido al
decrecimiento de C(x) para restos mayores que A.

Por tanto el valor A = 0.5 no se debe utilizar porque
beneficia a los partidos minoritarios a costa de los
mayoritarios dando lugar a la fragmentacién Parla-
mentaria y a la consiguiente inestabilidad politica.
Con mayor motivo no es recomendable el uso de un
valor del parametro menor que 0.5 (el método Danés
corresponde a , A =1/3)

Ejemplos. Para ver con mayor claridad algunas de
las conclusiones anteriores vamos a mostrar dos ejem-
plos y los correspondientes repartos para la formula
de St-Lagtie, A =0.5=1/2, cuyos divisores son segiin
(2): 1,8,5,7,..

Formulas electorales basadas en sucesiones de divisores

Ejemplo 1. Escafios 12| Ejemplo 2. Escafios 12

Partido Propor. Reparto |Partido Propor. Reparto

ciones ciones
A 5.30 6 A 5.73 5
B 3.36 3 B 3.65 4
G 1.90 2 C 1.57 2
D 1.44 1 D 1.05 1

En ambos ejemplos dos restos deben redondear
por exceso. En el primero s6lo hay un resto mayor
que 0.5, correspondiente al partido C, luego es el
primero en redondear por por exceso. Ahora, entre
los restos menores que 0.5, a igualdad (o proximi-
dad) ‘de los mismos, redondea antes el que corres-
ponda a mayor parte entera. En efecto, observemos
que a pesar de ser 0.30 el menor resto ha conseguido
redondear por exceso porque su parte entera es mayor
que la correspondiente al resto 0.36 y mucho mayor
que la correspondiente al resto 0.44. Es deseable la
prima a los partidos mas votados y por tanto el
comportamiento de esta sucesién de divisores ante
una situacién como la del ejemplo 1, sin embargo no
es deseable el comportamiento de la misma férmula
ante situaciones como la mostrada en el ejemplo 2.

En el ejemplo 2, tres restos son mayores que 0.5y
solo dos pueden redondear por exceso, para valores
“similares”, el que menos probabilidad tiene es el
correspondiente a una parte entera mayor, y efectiva-
mente asi ocurre en. este caso, pues el partido A se
queda con 5 escafios teniendo un resto de 0.73, mien-
tras que el C al que corresponden 1.57 pasa a 2.

Para disminuir la probabilidad de que aparezcan
repartos como el mostrado en el ejemplo 2, basta con
aumentar el valor de A. Es evidente que cuanto mayor
sea A, menor sera el nimero de restos mayores que
A, y por tanto mayor la probabilidad de que todos
tengan que redondear por exceso. La simetria de una
distribucién uniforme de los restos respecto del valor
0.5, hace que no sea necesario elevar mucho el valor
de A, respecto de 0.5, para que la situacién mostrada
en el ejemplo 2 no se de, o se presente en muy rara
ocasion,

Por ejemplo los valores 0.6, 2/3 6 0.7 pueden ser
suficientes. Por tanto las férmulas correspondientes
priman a las fuerzas mas votadas y al mismo tiempo
no desvien excesivamente la proporcionalidad.

Por el contrario si nos acercamos mucho al valor
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1, (D’Hondt), no se presentard jamas la situacidn
mostrada en el ejemplo 2, pero el intervalo de in-
fluencia creciente de la parte entera en el redondeo
del resto, puede llevar ficilmente a que la lista mas
votada absorba todos los restos de las proporciones
correspondientes a las demas listas y redondee a varios
escaifios mas de los que proporcionalmente le corres-
ponde. Por ejemplo las proporciones para la distri-
bucién de los 16 escanos de Valencia, en las Eleccio-
nes Generales de 1989 fueron: PSOE 6.96 escanos, PP
4.21 escafios, UV 1.99 escafos, IU 1.72 escafios y CDS
1.12 escafios. El reparto con D’Hondt ha sido: 8, 4, 2,
1, 1 escafios respectivamente. En estos casos no se
puede considerar que el reparto sea proporcional.

5) El intervalo [0.60, 0.75] para elegir valores de
A, es decir sucesiones de divisores, es muy bueno,
aunque ninguna sucesién de divisores usada hasta
ahora se aproxima a las correspondientes a los valo-
res de este intervalo. Por tanto una férmula recomen-
dable es la correspondiente al valor 2/3 para A, es
decir los divisores: 2,5,8... etc. El reparto al que
conduce para los datos de las Elecciones Generales
de 1989 quedé resaltado en el centro de la tabla del
parrafo 3.

Siguiendo razonamientos anilogos a los anterio-
res se pueden establecer otras propiedades de las nue-
vas sucesiones de divisores. Antes de enunciarlas
necesitamos las siguientes notaciones:

Supongamos que en una circunscripcién concu-
rren los partidos P, ..., P, que ya consideramos
ordenados decreciendo segin nimero de votos. Sea
K el nimero de escafios a asignar; y notemos por
N(A)j) la suma de los escafios que asigna la férmula
electoral (1) a los partidos Pl,..‘.,Pj.

Propiedad 1.- Fijado je{1,2,..,t}, se tiene
A<SA = NAJ)SNA), AA>0

es decir, al aumentar A, si alglin escafio cambia de

partido, es porque ha pasado a pertenecer a uno que

tiene mas votos que el partido del que procede.

Propiedad 2.- Si P, ha obtenido menos votos que P,
existe un valor A eR, tal que si

A>A, = N@AI =K
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Propiedad 3.- Si K < t, existe un valor A eR, estricta-
mente positivo, tal que si
0<A<A, = N(Aj)=j 1=<£j<K

La propiedad 1 nos dice que al aumentar el valor
de A, se beneficia siempre a los partidos mais vota-
dos, por tanto podemos disefiar sucesiones de diviso-
res con la garantia absoluta de que ante cualquier
situacién posible van a primar mas o menos, (segin
el valor elegido para A), a la lista mas votada, que las
sucesiones conocidas hasta ahora.

Ademas nos dice la propiedad 1 que si al aumen-
tar el valor de A hasta A’, la nueva sucesién da un-
reparto diferente es porque algin partido ha perdi-
do un diputado en beneficio de otro que tiene mas
votos que €l

La propiedad 2 nos dice que podemos construir
sucesiones de divisores equivalentes a la férmula
mayoritaria ( mayoria simple ademas).

La propiedad 3 nos indica del peligro de tomar
valores pequeiios de A, ya que en tal caso la prima a
los partidos pequefios puede ser enorme.

Después de observar las propiedades 2 y 3, nos
planteamos la siguiente pregunta, ¢ en general, pue-
den considerarse proporcionales las férmulas basa-
das en sucesiones de divisores ?.

Por altimo indicar que a este trabajo se ha llegado
buscando argumentos cientificos para, primeramen-
te, mostrarle al Defensor del Pueblo que la férmula
electoral D’Hondt no es proporcional y por tanto
debe recurrirse ante el Tribunal Constitucional, y en
segundo lugar mostrarle a los Diputados del Congre-
so los defectos de nuestra férmula electoral y darle
soluciones alternativas. Es posible que el cambio de
féormula electoral no se consiga, y debamos confor-
marnos con haber obtenido una infinidad de fé6rmu-
las electorales basadas en sucesion de divisores con
efectos intermedios entre D’Hondt y St-Lagtie, de tal
manera que podemos realizar cambios de férmula
con tanta moderacién como se quiera. Creemos que
esta es una aportacién importatante a una sociedad
democritica ‘de los profesores de matematicas.
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RESULTADO POR PROVINCIAS AL APLICAR LA FORMULA CUYOS DIVISORES SON:2, 5, 8, ... EN 1989.
Comparacién con D’Hondt y con las proporciones exactas

Provincia  PSOE PP

Alava
Albacete
Alicante
Almeria

Avila
Badajoz
Baleares

Barcelona 1
Burgos

Caceres

Cadiz

Castellon
Ciudad Real
Coérdoba
Coruna

Cuenca
Gerona
Granada
Guadalajara

Guipuzcoa
Huelva
Huesca
Jaén

Leén
Lérida

La Rioja
Lugo

REPARTO CON 2, 5, 8, ..
IU CDS

OTROS

PNV HB
1 1

CiU ERC
10 1

-

1 1-PA

R = NN NN R Q= N QO

3-CiU
1

N N

PNV HB EA EE
1 2 1 1

1 B
2—-CiU

NN =N BNBRR R DNDRN B 0000 OUO RN QO N QU0

QO NO bt IND e ed

REPARTO
Proporciones D'HONDT
1.51-0.83-0.98-0.68 2-1-1-0
2.47-1.53 3-1
4.7-3.2-0.97-1.1 5-3-1-1
3.43-1.58 4-1
0.88-1.1-1.02 1-1-1
3.72-1.6-0.68 4-2
2.45-2.89-0.66 3-3
12.7-3.6-2.8-1.6-10.4-0.86 14-3-3-1-11-0
1.7-2.3 2-2
3.3-1.7 3-2
5.24-1.64-0.97-1.15 6-1-1-1
2.75-2.25 3-2
3.18-1.82 3-2
4.01-1.49-1.5 5-1-1
4.4-3.97-0.99 4-4-1
1.62-1.38 2-1
1.9 -3.1 2-3
4.25-1.84-0.91 4-2-1
1.38-1.62 1-2
1.6-1.3-1.8-1.45-0.85 2-1-2-1-1
3.75-1.25 4-1
1.84-1.16 2-1
3.61-1.62-0.77 4-2
2.25-2.18-0.57 3-2
1.38-0.6-2.02 2-0-2
1.96-2.04 2-2
2.02-2.98 2-3
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Madrid 12 12 4 11.7-12.1-5.87-3.9 12-12-5-4
Malaga 6 2 1 5.69-2.18-1.5-0.61 7-2-1
Murcia 4 3 1 4.33-2.83-0.86-0.98 5-3-0-1
Navarra 2 2 1-HB 2.07-2.2-0.73 2-3-0
Orense 2 3 2.3-2.7 2-3
Asturias - 4 3 1 3.8-2.5-1.5-1.2 4-3-1-1
Palencia 1 2 1.36-1.64 1-2

Las Palmas 2 2 2 2.57-1.66.81-1.96 3-2-0-2
Pontevedra 3 4 1 3.27-3.92-0.81 4-4
Salamanca 2 2 1.9-2.1 2-2

S.C. Tenerife 4 1 1 1-AIC 3.26-1.4-0.8-1.5 4-1-1-1
Cantabria 2 2 1 2.27-2.18-0.55 3-2
Segovia 1 1 1 1.06-1.37-0.57 1-2
Sevilla 7 3 1->PA 6.94-2.43-1.47-1.16 8-2-1-1
Soria 1 2 1.2-1.8 1-2
Tarragona 2 1 2—-CiU 2.1-0.8-2.1 2-1-2
Teruel 2 1 1.64-1.36 2-1
Toledo 3 2 2.88-2.12 3-2
Valencia 7 4 1 2-UV 6.96-4.2-2-1.72-1.1 8-4-2-1-1
Valladolid 2 2 1 PNV HB EA EE 2.1-2.23-0.67 2-3
Vizcaya 2 1 3 2 11 2.3-1.1-8.1-1.7-0.9-0.9 2-1-3-2-1-1
Zamora 1 2 . 1.41-1.59 1-2
Zaragoza 3 2 1 1-PAR 3.05-2,2-0.9-0.85 3-2-1-1
Ceuta+Melilla 2 2. 2

Nota: i) se han resaltado en negrilla las provincias en las que los repartos, con los divisores 2, 5, 8, ... y con la férmula D Hond,
son diferentes. .

ii) Para el célculo de las proporciones se han considerado sélo los votos de aquellos partidos que obtienen algtin escafio con los
divisires 2, 5, 8, ... .

iii) Los datos son anteriores a la resolucién de las impugnaciones por tanto no contemplan el cambio de resultado en el escafio
de Melilla.

APENDICE II
ELECCIONES ANDALUZAS. JUNIO DE 1990

REPARTO CON 2, 5, 8,.. PROPORCIONES REPARTO D'HONDT

Provincia PSOE PP IU PA PSOE PP IU PA
* Almeria 6 3 1 1 5.88 8.31 1.05 0.76 7 3 1 0
Cadiz 8. 2 2 3 7.46 2.47 1.62 8.45 8 2 1 4
Cérdoba 7 3 p) 1 6.39 2.81 2.54 1.26 7 3 92 1
Granada 7 4 1 1 6.70 3.84 1.61 0.85 7 4 1 1
Huelva 7 2 1 1 6.4 2.56 1.07 0.94 7 2 1 1
Jaén 7 3 1 - 1 6.47 3.40 1.43 0.70 7 4 1 0
Malaga 9 4 2 1 833 3.72 2.46 1.49 9 4 2 1
Sevilla 10 4 2 2 9.44 3.66 2.35 2.55 10 4 92 2
TOTAL 61 25 12 11 56.8 25.4 145 12.3 62 26 11 10

Nota: se han resaltado en negrilla las provincias en las que los repartos, con los divisores 2, 5, 8, ... y con la férmula D "Hondt,
son diferentes

Observaciones:

i) El PSOE, partido ganador en todas las provincias, ha resultado beneficiado respecto de su proporcién exacta en todas las
provincias, acumulando una prima de 4.2 escarios con los divisores 2, 5, 8,... y 5.2 con D’Hondt, que extrapolando los 109 escafios
autondémicos a los 350 de unas Elecciones Generales equivalen a una prima de 13.5 y 16.7 escafios respectivamente. Lo que
prueba, una vez mas, que el desvio de proporcionalidad que origina D’Hondt disminuye al aumentar el tamafio de las circuns-
cripciones.

ii) Con los divisores 2, 5,8, .. el nltimo escafio por Almeria no corresponde ni al PP ni al PSOE sino al PA, independien-
temente de que usemos los datos anteriores o posteriores a la impugnacién. (Los que aparecen en la tabla son los posteriores

a la impugnacién).
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