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El desarrollo geométrico de la

representracion espacial

Mongeau, Piere
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Traduccién: Harout Kodjfian
Resumen

Los autores emitieron la hipotesis de que la
evaluacién del desarrollo geométrico de la represen-
taciéon espacial se repite, desde la infancia hasta la
edad adulta, sobre la relacién jerarquica de los nive-
les geométricos (topolégico, proyectivo, afin y métri-
co). Como no se ha encontrado ningin instrumento
de investigacién geométricamente completo y vilido,
los autores han construido uno. Grupos de individuos
de diferentes edades, —jévenes (11-12 anos), adoles-
centes (15-16 afios), adultos jovenes (18-24 afios),
adultos (30-40 afios)— han sido sometidos a un test
para ver sus logros en cada nivel geométrico. Aunque
los resultados no confirmen la hipétesis original, sin
embargo estos revelan una habilidad topolégica rela-
tivamente superior y una habilidad proyectiva gene-
ralmente pobre. Los autores tratan de explicar esto,
haciendo referencia a los factores psicométricos de
“relacién” y “visualizacién” espaciales.

Palabras claves: Representacién espacial, geome-
tria, nivel geométrico, evolucién, desarrollo, edad,
factores, tests.

El desarrollo geométrico de la representa-
cién espacial

Toda representacion del espacio, o de objetos que
este contiene, se elabora segtn las lexes geométricas.
Sin embargo, la evolucién del desarrollo geométrico
de estas representaciones es poco conocida a partir
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individuos de diferentes edades. Después de un breve
repaso de los principales trabajos sobre la represen-
tacion espacial, se presentan a continuacién la meto-
dologia seguida y los resultados obtenidos.

A parte de los trabajos de Piaget, los. estudios
hechos sobre la representacion espacial que miden la
evoluciéon de esta, o toman en consideracién sus
aspectos geométricos son escasos. En efecto, varios
investigadores (Cooper, Glaser, Kosslyn, Pellegrino,
Shepard, Sternberg y otros; ver Pellegrino et al., 1984)
tratan de explicar los procesos basicos subyacentes en
los problemas de representacion espacial, pero nin-
guno de ellos parece tomar en consideracién las
cualidades geométricas intrinsecas de las representa-
ciones estudiadas. Asimismo, el trabajo de los psico-
métricos, que reposa sobre analisis estadisticos com-
parativos de los resultados obtenidos por un gran
nimero de sujetos en ciertos tests, de ninguna mane-
ra considera estas cualidades geométricas. Los psico-
métricos buscan mas bien identificar los principales
componentes de estos resultados.

Asi, segin McGee (1979, 1987), Eliot y Smith
(1983), Pellegrino, Alderton y Shute (1984) quiénes
analizaron exhausiva y detalladamente el conjunto de
los estudios publicados en este campo, resulta que la
cuestién de habilidad espacial, como estd medida por
los test psicométricos generalmente utilizados duran-
te las investigaciones, se compone de dos factores
principales comunmente llamados “relacion espacial”
y “visualizacién espacial”.

Por “relacién espacial” se entiende la capacidad
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comparar objetos entre ellos. Por ejemplo, el sujeto
tiene que reconocer una figura o una forma presen-
tada desde un punto de vista diferente.

Por “visualizacién” se entiende la capacidad de
manipular mentalmente objetos tridimensionales. Esta
habilidad, la mayoria de las veces, se mide a partir de
representaciones bidimensionales (proyecciones). Por
una operacién mental, el sujeto tiene que transfor-
mar una representacién de manera que esta corres-
ponda a otra eligible dentro de un grupo de varias re-
presentaciones. Por ejemplo, se elige una proyeccion
entre varias de manera que esta corresponda a un
despliegue plano.

De otra parte, el analisis de los tests utilizados
para medir la representacion espacial (ver: Eliot, J.,
Smith, IL.M., 1983) permite comprobar que desde un
punto de vista geométrico, no hay ningtn instrumen-
to de medida geométricamente completo y vilido.
Ningtn instrumento que cubra los cuatro niveles
geométricos y que permita evaluar la evolucién del
desarrollo geométrico de la representacién espacial.
Los aspectos topolégico, proyectivo y afin estdn casi
siempre ignorados en beneficio del aspecto métrico.
Mais del 82% (212/256) de los tests obtenidos, anali-
zados desde un punto de vista geométrico son de
indole métrico, 11,6% son afines, 2% solamente son
proyectivos, y 4% son de indole topolégico. Hasta hay
unos tests (2%) que contienen errores geométricos
flagrantes (Mongeau, 1989).

Siendo el objetivo de este estudio el de conocer
mejor la evolucién del desarrollo geométrico de la
representacidon espacial, ha sido necesario elaborar
un nuevo instrumento de bisqueda geométricamen-
te valido, antes de someter a un test los grupos de
sujetos de diferentes edades.

Representacién geométrica de espacio

La representacion geométrica del espacio se apoya
sobre axiomas agrupados en cuatro niveles geométri-
cos jerarquicamente imbricados. Se trata de los nive-
les topolégico, proyectivo, afin y métrico. La imbrica-
cién se hace desde el topolégico hacia el métrico.
Asi, una representacién métrica conserva necesaria-
mente todas las propiedades propias a los niveles
topolégico, proyectivo y afin, mientras que una repre-
sentacién topolégica no da cuenta de ninguna pro-
piedad propiamente proyectiva, afina o métrica. De
hecho, una misma familia, de poliedros, prismas por
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ejemplo, puede ser representada por cuatro tipos de
representaciones distintas y geométricamente exactas

(fig. 1).

N

Topolégica Proyectiva

Afin

Métrica

Fig. 1: Representaciones de un poliedro (“prisma”).

Una representaciéon métricamente correcta sera
también topolégicamente justa por las propiedades
topolégicas que son jerarquicamente previas. En
cambio, una representacién topolégicamente correc-
ta puede ser incorrecta a los niveles proyectivo, afin
y métrico.

Las principales caracteristicas topoldgicas son: el.
namero de las caras, el de los vértices y de las aristas,
y las propiedades de adyacencia y de conexién. Mien-
tras la representacién en forma de grafo conserva estas
caracteristicas y propiedades, ignora las de los niveles
superiores. Deformaciones continuas como el estira-
miento, el estrechamiento, el plegado y la torsién no
afectan la exactitud del grafo. Asi, cuando el grafo de
un prisma estd deformado de una manera continua,
la adyacencia de las caras, los nimeros de vértices, de
aristas y de caras, se conservan. El nivel proyectivo
corresponde principalmente a las propiedades de
incidencia de rectas y planos. Estas propiedades se
conservan en una representacién creada por una
proyeccioén central.

El nivel afin corresponde principalmente a las
propiedades de paralelismo y de convexidad. Estas



propiedades se conservan en una representacién
creada por una proyeccioén paralela.

El nivel métrico corresponde principalmente al
estudio de propiedades relacionadas con las distan-
cias y los dngulos. Estos pueden conservarse simulta-
neamente en una misma representacién. Se represen-
tardn correctamente las distancias o los dngulos, o
bien se utilizaran dos vistas (por ejemplo, como las
vistas de cara y de encima usadas en geometria des-
criptiva).

Hipétesis de trabajo

Piaget, en sus trabajos concernientes a la génesis
de la representacién espacial en el nifio, sostiene que
el desarrollo de esta respeta la jerarquia de los nive-
les geométricos. El desarrollo va desde el topolégico
hacia el métrico, via el nivel proyectivo; la nocién de
proximidad precede a los otros axiomas euclidianos,
mientras la intuicién de las dimensiones, basada sobre
la interioridad y la exterioridad, precede la abstrac-
cién del volumen. Entre tanto, el orden de los desa-
rrollos ulteriores, es decir, desde la edad de 11-12
afios hasta la edad adulta, queda poco conocido e
incierto.

La hipoétesis de trabajo es que la evolucién del
desarrollo de la representacién espacial sigue repi-
tiéndose sobre la jerarquia de los niveles geométricos
hasta la edad adulta. Seglin esta hipétesis, los logros
de nivel topolégico deberian ser superiores, hasta la
edad adulta, a los observados por los otros niveles
geométricos. Asimismo, los logros de nivel métrico
deberian crecer con la edad y ser inferiores a los otros,
mientras que las de los niveles proyectivo y afin
deberian intercalarse entre los niveles topolégico y
métrico.

Las observaciones de Lunkenbein (1981, 1982)
se alejan de nuestras hipétesis. El nota, a partir de
actividades didicticas, que los nifios parecen tener
mas facilidad con los gréficos topolégicos que con las
representaciones métricas como son los desarrollos
planos, mientras que los adultos tienen mas facilidad
con las métricas y tienden a rechazar los grificos como
representaciones posibles de objetos poliédricos. El
observa también que todos, nifios y adultos, recono-
cen de una manera mas natural los dibujos en pers-
pectiva que las formas de representacion: gréficos,
desarrollos planos y proyecciones ortogonales. Estas
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proyecciones serian las mas accesibles. Asi, el punto
de entrada para el reconocimiento de las propieda-
des geométricas no seria el topolégico, sino el pro-
yectivo, y esto, evidentemente no por razones relacio-
nadas con las propiedades geométricas, sino mas bien
por razones estrictamente figurativas y de percepcién.

Lunkenbein utilizaba, sin embargo, proyecciones
caballeras (representaciones afines) relativamente
familiares (cubo, piramide, etc.), las cuales no permi-
ten confirmar que las nociones proyectivas estin
verdaderamente adquiridas.

También, con el propésito de averiguar si efecti-
vamente la evolucién del desarrollo de la representa-
cién espacial va desde el topolégico hacia el métrico
hasta la edad adulta, hemos querido someter a un
test, con un método geométricamente valido en los
cuatro niveles geométricos, a grupos de sujetos de
diferentes edades.

Metodologia

Ya que no ha sido identificado ningin test, geo-
métricamente completo y valido, entre la cantidad de
tests espaciales recopilados por Eliot y Smith (1983),
se ha desarrollado una nueva bateria de tests, cubrien-
do los cuatro niveles geométricos. Esta bateria consta
de cuatro tests, cada uno compuesto por diez items.
Los cuarenta items constituyen representaciones
geométricas bidimensionales de objetos tridimensio-
nales. Se trata de graficos o de proyecciones centra-
les, afines y ortogonales.

Los items de cada test son de tipo “lapiz y papel”
por razones de eficacia en el examen de los sujetos.
También, este tipo de items forma parte de la tradi-
cién de los tests psicométricos de representacion
espacial.

Para asegurarse de la validez del contenido de los
items, han sido examinadas, por varias personas, un
gran numero de “preguntas-problemas” relacionadas
con la ensenanza de la geometria. A continuacién de
sus comentarios y reacciones, las “preguntas-proble-
mas” y los ejemplos que las acompafian han sido
redisenados.

Finalmente, un comité restringido de cinco ex-
pertos hizo una ultima selecciéon de las “preguntas-
problemas” para la confeccién final de los items. Los
criterios de seleccién fueron la exactitud geométrica,
la adecuacién a la tarea y la sencillez. A cada item
corresponde una tarea diferente pero del mismo nivel
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geométrico, y estd acompafado de un ejemplo, el
mas sencillo posible, ilustrando la tarea pedida. Asi,
las figuras 2,3,4 y 5 en anexo, presentan cuatro de
estos items, uno por cada nivel. La correccién se hizo
segiin el modo de verdadero o falso.

La muestra de individuos sometidos al test, se
compone de alumnos de seis clases ordinarias repar-
tidas desde el nivel primario hasta el universitario de
la manera siguiente: un primer grupo de 45 nifios
entre 11 y 12 afios, un segundo grupo de 23 adoles-
centes entre 15 y 16 afos, un tercer grupo de 104
Jjovenes adultos entre 18 y 24 afios, y finalmente un
cuarto grupo de 20 adultos entre 30 y 35 afios. En
total, unas 192 personas han sido sometidas al test.
Ninguna de ellas habia seguido curso de formacmn
particular de geometria.

En el conjunto de la muestra 65% eran mujeres
y 35% eran hombres. Entre los nifios, la reparticién
era de 62% chicas y 38% chicos. Entre los adolescen-
tes, 39% chicas'y 61% chicos. Entre los jovenes adul-
tos 68% mujeres y 32% hombres. En cuanto al grupo
de adultos, todas eran mujeres. Los individuos han
sido examinados por grupos. El tiempo miximo
concedido era de tres horas para la totalidad de los
items. Los examinados tenfan derecho a un lapiz, una
regla, un compis y una goma de borrar.

Cada uno de los cuarenta items estd, correlacio-
nado, de una manera significativa, con todo el test,
en un nivel de confianza de a=0,01. El indice de
fiabilidad de Cronbach (1970) para los cuarenta items
en su totalidad, es de 0,886. Los items estdn agrupa-
dos en cuatro bloques segiin los niveles geométricos.
Cada bloque se compone de diez preguntas. Todos
los items estin correlacionados, de una manera signi-
ficativa, con el total de su reagrupamiento respectivo.
También, los coeficientes de cada uno de estos rea-
grupamientos son buenos, teniendo en cuenta que
los items se componen de tareas y de modos de res-
puesta variados: 0,71 para el nivel topolégico; 0,63
para el nivel proyectivo; 0,72 para el nivel afin; 0,60
para el nivel métrico.

Resultados

Conforme a las previsiones, la puntuacién total
en los test estd fuertemente correlacionada con la
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edad (r=0,67), siendo el nivel de confianza 0,71. Sin
embargo, la puntuacion de los grupos de sujetos no
crece uniformemente, pero crece de repente entre la
infancia y la adolescencia para estancarse después
(cuadro 1).

Nivel de confianza: 95%

8

Nifios  Adolescentes J. Adultos  Adultos

Grupo de Edades

Nifios (11-12 afios), Adolescentes (15-16 afios),
Jovenes adultos (18-24 afios), adultos (30-40 afios)

Cuadro 1: Puntuacién total segiin las edades.

Ninguna diferencia significativa (a=0,05) de
puntuacién entre ambos sexos ha sido observada.
Ademas, no existe ninguna diferencia de puntuacién
significativa entre ambos sexos cualquiera que sea el
nivel geométrico.

La evolucién de las puntuaciones, con respecto a
los niveles geométricos a través de los grupos de
diferentes edades, refleja la correlacién observada
entre la edad y el total del test. Para conjunto de los
192 sujetos, la edad y las puntuaciones observadas
segin los niveles geométricos estin correlacionadas
de una manera significativa: topolégico=0,558; pro-
yectivo=0,432; afin=0,675; métrico=0,52.

De acuerdo con las puntuaciones generales, los
resultados, cuando estin compilados segiin la edades,
se dividen en dos grupos bien distintos reagrupando
de una parte los nifios y de otra los otros grupos de
edades diferentes (ver cuadro II)
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Cuadro II: Puntuaciones segtin las edades y los niveles geo-
métricos

Cualquiera que sea el nivel geométrico, las notas
medias de los nifios estan flojas y tienden a bajar mas
desde el nivel topolégico hasta el afin, después suben
ligeramente en el nivel métrico. Estas notas medias
son claramente inferiores a las de los otros grupos de
edad diferente en los niveles topolégico, proyectivo y
afin. :

En el nivel métrico, sus resultados no se pueden
distinguir de los resultados de los adolescentes. Este
logro superior de los nifios en los items topoldgicos
y la bajada progresiva de sus puntuaciones en los
niveles proyectivo y afin, confirman nuestra hip6tesis
y se sitGian en la prolongacién del modelo de Piaget.
No obstante, la subida de las puntuaciones en el nivel
métrico parece estar en contradiccién con ese mode-
lo, lo que puede, sin embargo, explicarse por el
impacto de los programas escolares, los cuales se
refieren esencialmente a nociones métricas: figuras y
formas regulares, medida de area y de volumen, etc.

En el caso de los adolescentes, los jévenes y los
adultos, hay que subrayar primero que los resultados
se distinguen mas y mas entre los grupos de edades
diferentes a medida que nos acercamos al nivel
métrico. Asi, las puntuaciones en el nivel topolégico
no parecen progresar con la edad, mientras que
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progresan un poco mas en cada uno de los otros
niveles geométricos. Son los resultados de los items
de nivel afin los que mas crecen con la edad, mien-
tras los de nivel topolégico son los que menos cre-
cen, pero crecen a pesar de todo de una manera
significativa.

Una vez mads, esta situacién, a lo mejor, no hace
mas que reflejar el poco cuidado puesto en las nocio-
nes distintas de las métricas o en los dibujos en
perspectiva, a lo largo del aprendizaje académico.

Lo que hay que observar también, es el descenso
acentuado de las puntuaciones en el nivel proyectivo.
Contrariamente a nuestra hipotesis de origen que
suponia un debilitamiento continuo de las puntua-
ciones desde el topoldgico hasta el métrico, asistimos
globalmente a una caida significativa de las del nivel
proyectivo y a una homogeneizaciéon de las puntua-
ciones entre los otros tres niveles geométricos: topo-
légico, afin y métrico. Este fenémeno nos lleva a
suponer que el nivel proyectivo es quizas directamen-
te el menos solicitado en las diversas actividades de
aprendizaje de la vida cotidiana, o quizés especifica-
mente el mis espacial en el sentido de que, parece
que es mas dificil resolver los items proyectivos que
los otros items (topolédgicos, afines y métricos) por
estrategias analiticas (observar, contar, medir, etc.)

Los items proyectivos parecen hacer un llama-
miento a estrategias mas bien propiamente espacia-
les, exigiendo operaciones y transformaciones en el
espacio propias al factor “visualizacion” identificado
por los psicométricos, mientras que los items de los
otros niveles serian mas “analiticos”, en el sentido del
factor “relacién”. Estos hacen un llamamiento a una
capacidad de “reconocimiento” de las formas.

Mais especificamente, en el caso de los adolescen-
tes, las notas medias aumentan en comparacién con
las de los nifios en los niveles topolégico y afin, pero
su puntuacién en los niveles proyectivo y métrico
quedan flojas. Los items de nivel proyectivo son
también poco logrados como los de nivel métrico.
Los resultados de los jovenes adultos (18-24 afios)
son mas débiles (a=0,01) en los items de nivel proyec-
tivo, de una manera significativa. Los adultos (30-35
afnos) tiene éxito de una manera relativamente mas
homogénea a través de los niveles geométricos. Las
diferencias entre las notas medias se atentian. Solo
los items de nivel proyectivo quedan menos logrados.

En los dos primeros casos, topolégico y proyecti-
vo, no hay diferencia significativa entre los grupos de
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adolescentes, de jévenes adultos y de adultos. En los
niveles afin y métrico, la mejora de la puntuacién
entre los grupos de diferentes edades parece ser mas
regular que en los niveles topolégico y proyectivo. En
el nivel métrico, los adolescentes no se distinguen de
los nifios, solo los jévenes adultos y los adultos obtie-
nen pues resultados superiores de una manera signi-
ficativa.

Conclusiéon

Los resultados de los mas jovenes (11-12 afios)
responden al modelo de Piaget. No obstante, las
puntuaciones observadas en el conjunto de los cua-
tro grupos estudiados (infancia, adolescencia, joven
adulto y adulto) no permiten confirmar nuestra
hipétesis en cuanto al orden de adquisicién de las
propiedades geométricas segin el orden jerarquico
de su axiomatizacién (desde el topoldgico hasta el
métrico) hasta la edad adulta. En oposicién con las
observaciones de Lunkenbein, los items de nivel
proyectivo son, a partir de la adolescencia, constante-
mente menos logrados que los otros niveles geomé-
tricos, y quedan asi hasta la edad adulta. Asi, las
preferencias expresadas por las representaciones en
perspectiva no parecen reflejar una mejor compren-
siobn de las nociones proyectivas. En cambio, las
puntuaciones en estos items siguen mejorandose
después de 20 afios de edad, mientras que los otros
se estabilizan y tienden a homogeneizarse cuanto mas
mayores son los sujetos.

De hecho, las puntuaciones, en cada uno de los
cuatro niveles, progresan hasta la edad adulta. La
evolucién mas significativa tiene lugar entre la infan-
cia y la adolescencia, hacia la edad de 12 a 14 aiios,
y estd pues particularmente marcada por los items
del nivel topolégico. Las puntuaciones -inferiores
observadas en el nivel topoldgico se explican quizis
en parte por la familiaridad relativa con las figuras
métricas y afines, las cuales son mas a menudo utili-
zadas en los manuales escolares como en la vida
corriente. Pueden también explicarse por el tipo de
habilidad psicolégica solicitada por los items relacio-
nados a estos diferentes niveles geométricos. En
efecto, los items de nivel topolégico, donde se trata
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de interpretar una proyeccién del objeto, parecen
mas “operatorios” en el sentido del factor psicométri-
co “visualizacién” que se refiere a la transformacién
de las formas; mientras los items de los otros niveles,
donde se trata de describir la estructura del objeto,
parecen mas “analiticos” en el sentido del factor
“relacién” que se refiere al reconocimiento de las
formas.
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ANEXO
Ejemplo y. pregunta en un item topolégico

Ejemplo: Las figuras de abajo corresponden a una misma forma. Los vinculos entre los vértices A, B, CYD son los mismos

Pregunta: ;Cuil de los graficos de abajo corresponde a la forma representada al lador

INDICA TU RESPUESTA A | B 1 G | D

SHEE

Ejemplo y pregunta de un item proyectivo

Ejemplo: Si prolongamos en el espacio las aristas de la forma representada de abajo, algunas de ellas se cruzarén, mien-
tras que otras nunca. Por ejemplo, las aristas AB y CD no se cruzan; en cambio, AB y CE si.

Pregunta: Mira bien la piramide de la derecha. ¢Qué par de aristas se cruzaran en un punto exterior a la forma cuando
las prolongamos en el espacio?
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1) AE Y BG;
2) BC Y DE;
3) AB Y CD;
4) AD Y BC.
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Piere Mongeau y otros

Ejemplo y pregunta en un item afin

Ejemplo: Se pueden agrupar formas segiin el paralelismo de sus caras.

A\

Ningln par de caras paralelas Un par de caras paralelas

Pregunta: ¢Cudl de los enunciados de abajo (de 1 a 4) corresponden correctamente, a las cinco formas representadas
mas abajo, segiin el paralelismo de sus caras?

A) B)
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1) Las formas A, B y C juntas,
2) Las formas B y E juntas,

3) Las formas A, C y E juntas,
4) Las formas A, C y D juntas
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Ejemplo y pregunta en un item métrico

Ejemplo; El alzado y la planta
Las vistas de cara y de encima de la forma representada mas abajo permiten conocer el verdadero tamafio de las caras

y de las aristas. Se puede hacer pues un despliegue plano que, una vez replegada de nuevo, permite de obtener la forma
ilustrada.

Vista de alzado
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Na.
Vista de planta
Desarrollo plano
Pregunta: ;Cual de los desarrollos planos de abajo permiten obtener la forma representada por las vistas de planta y
de alzado al lado? '
‘ Vista de alzado
A) B) —_—

/ Vista de planta
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