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Febrero 2011, pp. 67-71 Un fractal cosmatesco

Arte con
0jos ma

Paseando por Roma, los
ojos muchas veces no saben
addnde dirigirse.
Levantando ligeramente la
mirada podemos toparnos
con un caravaggio, con su
luz oscura. Alzando los
ojos al cielo, con el mismo
cielo a través del éculo de
la boveda del Panteon. Al
mirar hacia abajo
encontramos los magnificos
suelos cosmatescos que son
pura geometria.
Centraremos nuestra
mirada matemdtica en
algunos de estos diserios.
En 2003, el Campidoglio
celebro el noventa
cumplearios de Emma
Castelnuovo. M* Jestis
Luelmo, paseando por
Roma, con ocasion de ese
evento, descubrio el
mosaico de la derecha.

A ambas,

a Emma y a M* Jesus,
dedico este articulo.

Suelo cosmatesco, Santa Maria in Trastevere, Roma (Foto: FMC)

Francisco Martin Casalderrey
IES Juan de la Cierva (Madrid)
fmc@revistasuma.es
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os Cosmati fueron una familia de artesanos romanos.
Son conocidos siete de sus miembros a lo largo de cuatro
generaciones. La saga se inici6 con Laurentius Cosmati a fina-
les del siglo XII. El dltimo representante de esta familia es
Giovanni Cosmati que vivié a mediados del siglo XIII. Los
Cosmati fueron arquitectos y escultores, pero sobre todo se les
recuerda por sus mosaicos marmoreos. Los Cosmati crearon
un estilo propio, llamado cosmatesco, derivado en parte del
arte bizantino y en parte del gusto cldsico. Sus pavimentos se
forman a base de teselas, normalmente de marmol y otras pie-
dras, raramente de vidrio, con las que forman dibujos de
caracter abstracto geométrico. Con respecto al opus tessella-
tum romano —que utiliza siempre teselas del mismo tamaiio
y forma pero de diferentes colores— los suelos cosmatescos
son mas complejos. Usan teselas de formas y tamarios diferen-
tes y de variados colores que van del rojo oscuro del pérfido,
al verde de la serpentina, dejando el blanco del marmol de
Carrara para los fondos.

Predominan las formas redondas que muchas veces son sec-
ciones de columnas de las ruinas de la Roma antigua, de donde
tomaban también los marmoles para las piezas mds pequenas.
La otra forma fundamental son las bandas entrelazadas que
rodean los circulos, pasando de unos a otros. Por tltimo, para
rellenar los espacios que quedan entre bandas y circulos y
pasar de lo redondo a lo rectangular, se usan generalmente
mosaicos semirregulares, basados en poligonos regulares.

El estilo cosmatesco fue muy imitado por otros artistas a lo
largo de los siglos y en diversos paises. Recordamos, por ejem-
plo, el suelo representado en el cuadro de Los embajadores, del
que hablamos en esta seccién en Suma 65.

El interés matematico de los mosaicos cosmatescos es induda-
ble y requeriria un estudio profundo y especifico. En esta oca-
siébn me contentaré con senalar y sugerir algunas ideas que
pueden resultar utiles para los lectores de Suma, es decir, para
los profesores de matemadticas.

Figuras 2-7, en esta pagina.

Seis detalles de motivos utilizados en los mosaicos cosmatescos
de Roma. De izquierda a derecha y de arriba abajo, los dos
primeros son de Santa Maria Mayor (siglo XII),
los dos siguientes de Santa Maria in Cosmedin (siglo XIII)

y los restantes de Santa Maria in Trastevere,
(restaurados y rehechos en el siglo XIX).

Figuras 8-19, en la pagina siguiente.

Doce rosetones de mosaicos cosmatescos romanos.
Los cuatro primeros, en el mismo orden anterior,
de Santa Maria Mayor (del siglo XII),
los ocho restantes de Santa Maria in Trastevere
(restaurados y rehechos en el siglo XIX)
Fotos: FMC

Waclaw Sierpinski (1882-1969)

Wactaw Franciszek Sierpinski, de nacionalidad polaca, fue un matemadtico conocido por sus
notables contribuciones a la Teoria de conjuntos —trabajé sobre el Axioma de Eleccién y la
Hipétesis del continuo— la Teoria de niumeros, la Topologia y la Teroria de funciones.

Tres fractales reciben nombres asociados a su apellido: el tridngulo de Sierpiriski, la alfombra
de Sierpiriski y la curva de Sierpiriski.
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Como se puede ver en las imagenes de las paginas anteriores
son muchos los motivos que abordan los suelos cosmatescos.
Los representados en detalle son todos de pavimentos de igle-
sias romanas. Los de la Basilica de Santa Maria Mayor y de
Santa Maria in Cosmedin son originales del siglo XII. Los de
Santa Maria in Trastevere, entre los que se encuentra también
el de la primera pagina, fueron casi completamente rehechos
en una restauracion realizada por Virginio Vespignani en el
ultimo cuarto del siglo XIX, aunque parece ser que respetando
los dibujos y los motivos originales.

Triangulos de Sierpinski cosmatescos

Pero lo que mds llama la atencidn es la frecuencia con la que
aparecen entre los dibujos distintas versiones de los triangulos
de Sierpinski, obviamente muchos anos antes de que ese
triangulo recibiera tal nombre.

Refiriéndonos a las imdgenes por su niumero de orden. La pri-
mera es sin duda la mds espectacular. Se trata de un tridngulo de
orden cuatro. Los tridngulos de los dos primeros niveles estdn
realizados en rojo con pérfido, mientras que en los otros dos
niveles el disenador ha optado por el verde de la serpentina.
Como hemos senalado, este suelo fue rehecho por Vespignani
en el siglo XIX, por lo que no podemos asegurar que el dibujo
precedente fuera exactamente como el que podemos ver en la
actualidad. Podria tratarse por tanto de una innovacién y no de
una autentica restauracion, a pesar de eso, por la fecha en que se
hizo, continuaria siendo anterior a los estudios de Sierpiriski

sobre el triangulo que lleva su nombre. Ademds, como vemos al
analizar las restantes imagenes, este tipo de tridngulos aparecen
en los suelos cosmatescos desde los origines.

Asi, por ejemplo, en las imagenes 2, 3, 5y 6 —las de los deta-
lles de los motivos ornamentales— podemos ver tridngulos de
orden uno, mientras que en las imdgenes 3, 4 y 7 se pueden
ver tridngulos de orden dos. El de la imagen inicial del articu-
lo como hemos senalado es de orden cuatro.

Si pasamos a las imagenes de la pagina siguiente observamos
que en todas ellas aparecen tridngulos de Sierpinski a excepcion
de la tercera de la fila superior, ya que los que se ven en ella,
entre las puntas de la estrella central, no lo son. En las restantes
los que aparecen son de érdenes uno y dos. Buscar dénde estdn
en cada caso y de que orden son puede ser un juego divertido.

Resulta también interesante estudiar el grupo de simetria de
cada uno de los rosetones; nos podemos llevar sorpresas. Por
ejemplo, si observamos la figura ndmero 13, es decir, el sexto
de los rosetones de la pagina precedente, el cuadrado central
nos puede llevar a pensar que se trata del grupo diédrico D,,
sin embargo, al considerar el marco de rombos que lo rodea y
contar éstos, vemos que son 41; como 41 es primo, no tiene
divisores comunes con 4; la figura solo tiene una simetria, es
decir, realmente se trata del grupo diédrico D,. La figura 16
—inmediatamente debajo de la anterior— en su parte central
tiene las simetrias de un hexdgono y como en el marco hay 36
triangulos de Sierpinski de orden 1, se trata de un D,.

Figura 20
Comparacién del pavimento de estilo cosmatesco de Los Embajadores, Hans Holbein El Joven, 1533 National Gallery (Londres)
y el suelo de Santa Maria Maggiore, de Roma, visto con una perspectiva similar
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Figuras 21-28. Tridngulos de Sierpiniski de niveles cero a siete (Imégenes: FMC)

Alrededor del triangulo de Sierpinski

La manera mas sencilla de imaginar, de una manera generativa,
el tridngulo de Sierpinski, es partir de un tridngulo cualquiera
y marcar en él los puntos medios de cada lado. Al unirlos se
formard un tridngulo semejante al original, con una razén de
semejanza de %, en el centro del anterior y otros tres, también
semejantes y con la misma razén de semejanza, uno en cada
vértice. Si al tridngulo inicial le asignamos el orden 0 y lo
denominamos §,, a la nueva figura la podemos denominar §,.
El tridngulo de Sierpinski, S, lo podemos obtener pasando al
limite.

§=lims§,

n—>x

El tridngulo de Sierpinski, S, es autosimilar, ya que cada una
de las tres subfiguras triangulares de lado 1/2 que lo forman
son idénticas a la figura global, reducidas a escala 1:2.

Si observamos en la sucesion S, S, S, ... el nimero de tridngu-
los coloreados, vemos que forman una progresién geométrica
cuyo primer término es 1 y de razén 3. Asi, el nimero de
triangulos de S, es 3”. El dltimo de los tridngulos que hemos
representado es un §,, que, por tanto, estd formado por 3'=
2.187 tridangulos semejantes al inicial.

Los lados de los tridngulos de la sucesion S, S, S, ... forman
otra progresion geométrica. Si llamamos / al lado del tridngu-
lo inicial, la progresién tiene como primer / y una razén de
1/2. Asi, el lado de los tridngulos que forman §,, es una ciento

veintiochoava parte del inicial. O dicho de otro modo, sobre el
lado del tridngulo S, se apoyan 128 tridngulos de lado //128.

El area coloreada de cada uno de los tridngulos de la sucesién
S80S, S, ... es 3/4 del drea coloreada del anterior. Asi en la figu-
ra del S,, el drea de la superficie coloreada es

7
Az(éj =0,133
4

lim(ij =0
H—% 4

El area de la superficie coloreada del tridangulo de Sierpinski §
es 0. Podemos decir, por tanto, que es invisible. Al no tener
superficie ni ser tampoco exactamente una linea, el tridngulo
de Sierpinski pasa a ser objeto intermedio entre ambos. Un
objeto con una dimensién no entera. De hecho, la dimensién
fractal de Hausdorff-Besicovitch del tridngulo de Sierpinski es:

Obviamente, como

D,,= In3 _ 1,585
In2
Waclaw Sierpinski estudi6 su tridngulo en 1915. Muchos anos
antes, en el siglo XII, una idea geométrica parecida habia ser-
vido de inspiracién a los Cosmati para construir sus suelos. EI
arte y las matematicas otra vez se tocan.

ARTE CON OJOS MATEMATICOS &




