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Picos y mesetas en los aprendizajes
matematicos en Educacion Primaria: el caso
de la multiplicacion
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Peaks and plateaus in learning mathematics in primary education: the case of multiplication
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ntroducci()n

Siendo alumno en la escuela de mi pueblo escuché a mi
maestro D. José Guerra, que imagino que no habia leido a
Piaget, esta frase de los picos y mesetas en los aprendizajes.
Se referia a la mayor dificultad que entranan unos contenidos
en relaciéon a otros. Una meseta se corresponderia con un
tramo de aprendizajes de similar dificultad, no existe propia-
mente una mayor exigencia cognitiva entre los requerimien-
tos de un aprendizaje y el siguiente; un pico se corresponde-
ria con un desafio nuevo, un aprendizaje que exige de capaci-
dades superiores para ser adquirido.

La metéfora es adecuada, situados en una meseta del conoci-
miento se avanza por un tiempo sin mayores dificultades y
pueden ser adquiridos un grupo importante de contenidos,
luego, lo natural es que venga un pico, que da acceso a otra
meseta en la que estdn situados un nuevo grupo amplio de
aprendizajes, pero que supone un escaldén cognitivo, y por
tanto, un mayor esfuerzo para ser superado.

Esta secuencia de picos y mesetas, que se produce en todas
las materias, y de un modo mds acusado en el aprendizaje de
las matematicas, es importante de identificar. Permite cono-

cer donde se encuentran los lugares en los que algunos alum-
nos van a encontrar mds dificultades, y por tanto, seleccionar
con anterioridad las estrategias metodolégicas mds adecua-
das, a la vez que colocar las ayudas necesarias, para que, si es
posible, los obstiaculos puedan ser superados por todos o casi
todos.

Nos referiremos en este articulo a un pico y a su meseta sub-
siguiente, relevantes en el conjunto de contenidos que tienen
que adquirir los alumnos de Educacion Primaria, se trata de
la multiplicacién, y mas concretamente, del aprendizaje de las
tablas de multiplicar. La multiplicacién constituye un pico
por la importante dificultad que supone para algunos alum-
nos y da inicio a su vez a una meseta porque es un contenido
bésico a partir del cual se construyen otros contenidos impor-
tantes. Pero no es un pico cualquiera, un alumno puede pres-
cindir de otros supuestos picos matematicos como el dlgebra
o la combinatoria, pero la no adquisicién con soltura del
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automatismo de la multiplicacién cercena en buena medida
cualquier posibilidad de desarrollo matematico, e incluso de
desenvolvimiento en su vida cotidiana.

La suma como meseta de partida

El comienzo del aprendizaje numérico se inicia cuando a un
grupo de elementos se le asigna un nimero. En los primeros
intentos de contar, el alumno va sefialando con el dedo cada
uno de los elementos de un conjunto, a la vez que va recitan-
do la serie numérica, de modo que cuando finaliza con los ele-
mentos ha obtenido el cardinal del conjunto. En una segunda
etapa, esta tarea se puede llevar a cabo mediante una estrate-
gia mds potente, con lo que se vuelve mds rapida y automati-
ca, se reconocen configuraciones de elementos como un todo,
tres, cuatro, cinco, seis puntos, tal como vienen situados en un
dado. Asi, de un solo golpe de vista, se le asigna un cardinal al
conjunto.

Adquirido el concepto de numero, un nimero se puede ana-
dir a otro y asi se crea la operacién suma, 5+3 = 8; con ella se
inicia la primera meseta del aprendizaje numérico. En una
meseta hay muchos pasos (contenidos procedimentales) de
parecido nivel, cada paso supone un conocimiento nuevo,
pero no un esfuerzo cognitivo significativamente superior al
paso anterior, asi 8+7 es mas complicado que 5+3 porque los
nimeros son mayores y hay que saltar de la primera a la
segunda decena, pero no hay una ruptura radical con el paso
anterior. La suma de niumeros en los que intervienen las dece-
nas, por ejemplo 15+13, necesita de mayores conocimientos,
saber que por un lado hay que sumar las decenas y por otro las
unidades, también de un poco mds de memoria de trabajo,
hay que retener las suma de las decenas mientras se suman las
unidades, pero no exige una diferencia radical de representa-
cién con respecto al paso anterior. Otro contenido dentro de
las misma meseta es 5+9+3 =, sobre un resultado obtenido
volver a aplicar de nuevo el procedimiento de la suma.

La resta se sitia en esta misma meseta que la suma, 9- es sen-
cillamente contar desde 3 hasta 9, en los dos casos es el mismo
mecanismo de ir progresivamente de un nimero a otro, por lo
que todos los ejercicios de restar, por ejemplo 17-9 se sittian
en la misma meseta que la suma.

Los algoritmos tradicionales de la suma y de la resta estan
también situados en esta misma meseta, 345+297 no es mas
que una serie de sumas sencillas, es el mismo proceso repeti-
do con el anadido de la preocupacion de las llevadas, pero si
la suma de cada par de nimeros se realiza de forma automa-
tica, no entranan mayor problema. El algoritmo de la resta
aparece como mas dificil porque tiene algunos impedimentos
que no posee la suma, como que el nimero mayor debe
situarse arriba, o que las llevadas deben agregarse inexcusa-

blemente al sustraendo mientras que en la suma es indiferen-
te al sumando que se afiadan, pero no exige mayor carga de
memoria, y por tanto, tampoco mayores dificultades de repre-
sentacion.

El territorio sobre el que se producen todas estas operaciones
es el sistema de numeracion, muy especialmente los nimeros
hasta el 100. Las operaciones de suma y resta no son mds que
desplazamientos en el territorio de los niimeros del 1 al 100,
por eso es de especial importancia tener una representaciéon
mental completa y ajustada de este tramo numérico.

La multiplicacién como pico

La multiplicacién como pico se manifiesta tanto en el con-
cepto mismo de la operacién como en los célculos necesarios
para llevarla a cabo.

La dificultad del concepto de multiplicacién

El concepto de multiplicacién es mas dificil que el de suma o
resta, crear una pelicula mental de la suma o de la resta es
relativamente facil: dos colecciones de objetos que se juntan o
se separan, se trata de un solo movimiento mental. Para ima-
ginar la multiplicacién se necesitan varias colecciones iguales,
o una coleccién que reiteradamente se repite, se trata pues de
varios movimientos. La multiplicacién es ya una operacién
construida sobre otra operacidn, de ahi su mayor nivel de abs-
traccién y dificultad.

En la multiplicacién los ntimeros crecen rapidamente y la
cantidad de informacién que se maneja es mayor. Diversos
autores (Nesher y Katriel, 1977; Luriya, 1969 y Hart, 1981)
han sefialado que la comprension del significado de la multi-
plicacion y la division es considerablemente mas dificil que el
de la adicién y la sustraccion. Afiadir o quitar son acciones
concretas y faciles de visualizar, “tantas veces” no tiene una
referencia activa tan obvia.

La multiplicacién como la suma y la resta puede ser represen-
tada en la recta numérica mediante las metaforas de la longi-
tud y el movimiento. Los papeles que juegan en la multiplica-
cién los dos niimeros son distintos, el primer nimero es la
longitud del segmento que se considera, el segundo niimero
indica las veces que el primero se lleva sobre la recta numéri-
ca. Surge la idea intuitiva de que con la multiplicacién se
avanza mas rapidamente sobre la recta numérica, con el 5y el
4 se avanza hasta el 20.

La representacion de la multiplicaciéon como una suma reite-
rada, al igual que otras formas de representacion, puede adop-
tar formas idiosincrésicas, un alumno expresaba que visuali-



zaba la multiplicacién como un segmento que girando sobre
si mismo avanzaba sobre la recta numérica.

Representacién idiosincrésica de la multiplicacién

La informacién conceptual es que se suma cuatro veces la
misma cantidad y se manifiesta espacialmente rotando un
segmento. Este ejercicio mental necesita de mayor capacidad
de representacion que el de juntar dos colecciones.

Al hilo de las nuevas situaciones problemadticas que se les van
planteando los alumnos van construyendo otras representa-
ciones.

A: ;Cuantas baldosas hay en una habitacién que tiene 5
baldosas a lo largo y cuatro baldosas a lo ancho?

B: ;De cudntos modos pueden combinarse cuatro panta-
lones y cinco camisetas?

4x5 4x5
00000 Do
00000 O\*e
‘Doooo o\
Oo0o0o00 O \e
5 °

A B

Representaciones de la multiplicacién

En el diagrama A las dos cantidades se colocan al mismo nivel,
el modo mads abstracto de representacién de la operacion
multiplicacién. En él participan numerosos elementos visua-
les, los elementos estan organizados en varias hileras con el
mismo nimero de elementos y por tanto de la misma longi-
tud, columnas paralelas que encajan verticalmente unas sobre
otras completando asf la figura de un rectdngulo.

Aunque ambos diagramas responden a la misma operacion, el
diagrama B es mads facilmente comprensible por los alumnos,
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quedan explicitados de manera mas clara el tipo de relacién
que se establece entre los datos: cada pantalén puede combi-
narse con cada una de las cinco camisetas. Este diagrama o
forma de representaciéon de la multiplicacién podria conside-
rarse el estandar, en cuanto que es muy utilizado por los pro-
fesores y resulta de los mas eficaces para ser comprendidos y
asimilados por los alumnos.

La dificultad del algoritmo de la multiplicacion

El afdn de las matematicas es la busqueda de regularidades. La
regularidad de una suma en que los sumandos son iguales,
situacion por lo demads bien frecuente en los célculos cotidia-
nos, puede ser aprovechada para buscar una forma mas agil,
rapida y sencilla de buscar el resultado, asi surge el algoritmo
de la multiplicacion.

Cawley et al., (1998), mostraron que sélo el 85% de la pobla-
cién de 14 anos desarrolla una buena fluidez con la operacién
de la suma; el 81% con la resta; el 54% con la multiplicacién; y
el 54% con la division.

En la suma existen unas combinaciones bésicas que es nece-
sario manejar con soltura 8+6; 6+3; 9+5... de igual modo en la
operacion multiplicacion existen unas combinaciones basicas
7x5; 8x9; 4x3; etc, lo que constituyen las tablas de multiplicar,
que también es necesario dominar. Ambos tipos de combina-
ciones se realizan en el tramo del sistema de numeracién que
va del 1 al 100, sin embargo, existe una diferencia notable
entre ellas, las combinaciones bésicas de la suma pueden rea-
lizarse con ayuda de los dedos elemento a elemento, las de la
multiplicacién no. Esta imposibilidad de servirse de apoyos
concretos y que la multiplicacion necesita de una mayor capa-
cidad de representacion —los nimeros se hacen mds grandes,
los desplazamiento en la recta numeérica son mas largos— son
lo que la hacen mas dificil.

Todas las combinaciones bésicas de las tablas de multiplicar y
sus extensiones son aprendizajes que pertenecen a la meseta
de la multiplicacién. Unas tablas, por ejemplo la del 5, son
mds sencillas de visualizar y retener que otras, por ejemplo la
del 7. Un célculo que supone un avance en la misma meseta
de la multiplicacién puede ser por ejemplo 8x7+5, aftade una
suma a una multiplicacién previa lo que supone mayor carga
de la memoria de trabajo, si se resuelve la multiplicacién de
modo automdtico la suma no debe suponer una dificultad
mucho mayor. Los algoritmos tradicionales de la multiplica-
cién y division se resuelven por aplicaciones sucesivas de este
tipo de mecanismos en los que un componente esencial es el
dominio de las combinaciones bdsicas multiplicativas.
Muchas personas tienen almacenados en la memoria otras
combinaciones, como por ejemplo 4 por 15, 0 4 por 25 0 5 por
12; pertenecen a su red de conocimiento individual en célcu-
lo mental que puede ser mds o menos extensa.
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La multiplicaciéon como meseta: contenido basico
alrededor del cual se construyen otros contenidos
importantes

La mayoria de los profesores coinciden en sefalar, que la com-
prension del concepto de multiplicacién y la automatizacién
de su algoritmo, abren una gran via de progreso en los alum-
nos, suponen la culminacién del aprendizaje numérico en pri-
maria, y dotan a los alumnos de la competencia necesaria para
su progreso en secundaria.

El algoritmo de la multiplicacién estda omnipresente en nume-
rosos calculos: cdlculo de éreas, fracciones, sistema métrico
decimal, problemas en los que estan implicadas las operacio-
nes de la multiplicacién y divisién etc. Es una herramienta
universal aplicable a multitud de situaciones matematicas.

En cuanto al concepto de multiplicacién muchos de los con-
tenidos posteriores de las matemadticas se basan de una u otra
manera en él, el concepto de razén construido sobre esta ope-
racion, es nuclear a una gran cantidad de contenidos mate-
madticos, estd subyacente a conceptos tales como proporcio-
nalidad, tanto por ciento, regla de tres, semejanzas, funcion,
que la mayoria de lo que los alumnos deben después aprender.
Si por incapacidad del alumno, o por cualquier otro motivo,
no se interioriza este aprendizaje, los alumnos ven interrum-
pidos de forma drastica sus posibilidades de comprensién y
asimilacion de casi todos estos conceptos y por tanto su fra-
caso en la asignatura resulta casi asegurado.

De modo sucinto la meseta de la multiplicacién tanto en lo
relativo a su algoritmo como a su concepto se extenderia por
los siguientes contenidos:

Fracciones

- . MULTIPLICACION Sistema métrico
Cdlculo de dreas (Algoritmo) decimal

MULTIPLICACION
(Concepto)

}

Semejanzas Proporcionalidad Regla detres ‘
‘ Tanto por ciento ‘ ‘ Funcion ‘ ‘ Repartos proporcionales ‘

Meseta de la multiplicacién

Lo que expresan los profesores

Los profesores saben, por su propia experiencia, de aquellos
contenidos que suponen un mayor esfuerzo para sus alumnos.
Los resultados obtenidos en la entrevista (anexo I) en cuanto
a nivel de dificultad quedan resumidos en la siguiente tabla:

1 ~ )

Conocimientos | Numeracién | Suma |Resta | Multiplicacién | Divisién

informales

Abcisas: Contenidos de Educacién Primaria
Ordenadas: Niveles de dificultad atribuido a esos contenidos

Niveles de dificultad segtn los profesores

Los conocimientos informales aparecen como aquellos conte-
nidos adquiridos en un ambiente menos estructurados que el
escolar, pero importantes porque son fruto de la comprensién
y porque preparan al alumno para un buen abordaje del siste-
ma de numeracion.

Para los profesores la suma es un poco mas ficil que la resta 'y
la multiplicacién ligeramente mas facil que la divisién, pero
en niveles diferentes. De la suma y la resta a la multiplicacion
y divisiéon marcan un escalén muy pronunciado. La suma y la
resta se sitian en una meseta comun, y la multiplicaciéon y la
division, en otra meseta de altitud y dificultad superior.

Aquilatando un poco més los profesores expresan que el esco-
llo mayor para dominar los algoritmos de la multiplicacién y
division se encuentra en la retencién y automatizacion de las
combinaciones que componen las tablas de multiplicar.
Consideran que los otros tipos de errores que aparecen son
s6lo expresiones de descuido que los alumnos suelen superar
sin inconveniente mayor, eso si, una vez que las combinacio-
nes numéricas de las tablas son automatizadas y la memoria
de trabajo queda descargada de esa exigencia. Su opinién
sobre la frecuencia y relevancia de los tipos de errores mas
comunes en los alumnos queda reflejada en la siguiente tabla
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B CcC | D E F G

>

Errores cometidos por los alumnos

A: Colocar los nimeros en su posicion.

B: Errores en las llevadas.

C: Fallos en la suma y la resta que participan en la multi-
plicacién y division.

D: Errores en las tablas multiplicar.

E: Omitir ceros en el cociente.

F: Dejar restos intermedios mayores que el divisor.

G: Saber qué numero cabe.

Una observacion importante extraida de la practica es que los
alumnos que fallan en los algoritmos de la multiplicacién o
division, cuando se les permite abordarlos con plantillas con
las tablas de multiplicar a la vista, apenas cometen errores y
los realizan correctamente. Estos datos coinciden con los
aportados por Buswel y John (1926) en un estudio acerca de
los métodos de trabajo de los escolares de 3° a 6° grado en el
que muestran que el error mas frecuente y el obstaculo cogni-
tivo mds importante es la falta de conocimiento sobre las
combinaciones de las tablas de multiplicar.

Lo que saben los alumnos

Con el objetivo de indagar sobre la dificultad expresada en la
automatizacién de las combinaciones bdsicas en el aprendiza-
je numérico en Educacién Primaria, se ha elaborado una
prueba de célculo mental (anexo II) que consta de ejercicios
con las operaciones bésicas, graduadas en cuatro niveles de
dificultad.

Nivel de dificultad I: sumas dentro de la misma decena 2+3=;
4+4=; 23+5=; Los nifos pequenos mas aventajados las captan
rdpidamente de un sélo golpe de vista, la mayoria de los alum-
nos de 2°y 3° curso de primaria las suelen dominar con faci-
lidad. Dentro de este nivel —como en los otros— hay unas
sumas sencillas que otras, bien por simetria 3+3 =; o porque
encajan de modo perfecto en la decena 6+4=; lo que facilita su
visualizacion.
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Nivel de dificultad II: sumas del tipo 8+7=; 9+5=. El salto de la
decena y el tener que utilizar nimeros mas grandes ya supo-
ne un nivel de dificultad anadido. Para realizarlas con soltura
es necesario aplicar una habilidad fundamental que es la capa-
cidad de segmentacidon, que supone partir los nameros y
agrupar las partes de forma sabia. Es basico el conocimiento
de las decenas.

Nivel de dificultad III: sumas en las que hay que sumar dece-
nas y unidades 19+19 =; 14+17=; supone un mayor grado de
dificultad, los apoyos concretos con los dedos si se aplican al
numero completo no sirven —no hay suficientes dedos—y es
mds dificil abarcar los nimeros mentalmente. Las decenas
deben ser agrupadas por un lado y las unidades por el otro. Se
hace ineludible la capacidad de partir los numeros en decenas
y unidades.

Nivel de dificultad I'V: son items que evaltan el aprendizaje de
las tablas de multiplicar 9x8 =; 6x7 =; suponen menos refe-
rencias visuales y manipulativas, mayor nivel de abstracciéon y
por lo tanto mayor nivel de dificultad.

En los criterios de correccion (anexo III) se tienen en cuenta
los errores cometidos y necesariamente también el tiempo
empleado. Con tiempo suficiente y los métodos que se quiera
—conteo con los dedos— cualquier alumno podria finalizar la
prueba correctamente.

Datos cuantitativos extraidos de la aplicacion de la prueba
de calculo mental (anexo II)

Los resultados son que de 91 alumnos de tercer ciclo de
Educacion Primaria de tres colegios de ambito rural a los que
se les pasé la prueba, 67 mostraron tener perfectamente auto-
matizadas las combinaciones basicas de las tablas de multipli-
cary por anadido el algoritmo de la multiplicacién, 15 dejaban
ver algunas lagunas que con un mayor entrenamiento podian
ser superadas y 9 manifestaban tener dificultades serias en la
automatizacién y aprendizaje de las tablas de multiplicar.

Datos cualitativos

El nivel I se corresponde con las combinaciones basicas mas
sencillas, las mas faciles de aprehender y memorizar y que por
tanto su respuesta es inmediata en un grupo importante de
alumnos.

En el nivel II al tener que saltar de decena y que los nimeros
sean mas grandes hace que aparezcan mds errores y que el
tiempo de respuesta aumente. Los alumnos que resuelven
bien este apartado se desenvuelven bien en los algoritmos tra-
dicionales de la suma y de la resta, en ambas operaciones
deben manejarse mentalmente nimeros menores que 20.
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El nivel III de la prueba exige respecto del nivel II el uso de
estrategias apropiadas de calculo mental, agrupar las decenas
por un lado y las unidades por otro, para poder resolver sus
items. En sumas del tipo 12+17 es muy frecuente que los
alumnos se inclinen por aplicar mentalmente el algoritmo de
célculo del mismo modo que si pudieran utilizar lapiz y papel.
Es decir, apenas intentan utilizar otras estrategias mas flexi-
bles. A algunos incluso se les observa un intento de escribir
con los dedos sobre la mesa los resultados de las operaciones
mentales para poder retenerlas. Ello es indicativo de que en
las aulas se ensefan los algoritmos de célculo repetidamente
de forma tradicional, lo que supone un empobrecimiento para
los alumnos, con la consecuencia de que muy pocos se incli-
nan por utilizar estrategias variadas que les haga mds fécil el
cdlculo mental de la operacién.

De los alumnos a los que se les pasé la prueba los que mani-
festaron dificultades en el nivel II también las manifestaron en
el nivel IV. Ambos apartados, II y IV, deben de mantener
algtn tipo de relacién clara, porque los alumnos que fracasan
en uno de ellos también lo hacen en el otro. Es decir, que quie-
nes no realizan las sumas con soltura tampoco aprenden con
facilidad las tablas de multiplicar.

La experiencia de aplicacién de la prueba muestra que la eva-
luacién del nivel II de dificultad es fundamental, importante
no es tanto si el alumno lo ha resuelto sino mas aun saber
cémo lo ha resuelto; si se ha servido de los dedos para realizar
las sumas —lo que indica que necesita de apoyos concretos- la
velocidad o soltura con que las lleva a cabo, en definitiva, el
grado de automatizacion que ha conseguido. La deficiencia
mads frecuente es el contar paso a paso al hacer la operacion,
con algunos alumnos es dificil percibir que estdan contando, lo
hacen casi a escondidas, con los labios, los dedos de las manos
bajo su mesa, o incluso mentalmente.

Todavia en 6° curso de primaria, para determinados alumnos,
el sumar a grupos con soltura es una actividad compleja, algu-
nos de ellos suman elemento a elemento, lo que significa
situarse en los primeros estadios del aprendizaje del sistema de
numeracién. Son incapaces de aprehender la estructura de
grupo de elementos, que proporciona una estrategia mucho
mads flexible, la capacidad de agrupar de una forma sabia segtin
convenga a la situacién. No tienen una visién integrada del
numero como una totalidad que a su vez consta de una serie
de elementos, tratar el nimero siete como una unidad que a su
vez consta de siete elementos, el niimero ocho como una uni-
dad que consta de ocho elementos es una habilidad que se les
escapa. Su conocimiento del sistema de numeracién es muy
reducido y carecen de muchas unidades de informacién sobre
el mismo que les permitiria actuar de forma mds flexible.

Se observa en la prueba que algunos alumnos con dificultades
conocen mejor las combinaciones mas pequeias porque son

mds facilmente abarcables mentalmente o porque se han uti-
lizado con mayor asiduidad y por tanto las han aprendido de
memoria, pero realmente no las sacan provecho porque no
son capaces de generalizarlas a otros tramos de la recta numé-
rica. Por ejemplo pueden contestar que 5+3 son ocho pero no
son capaces de contestar con rapidez que 25+3 son 28.

Los alumnos que resuelven con facilidad la prueba se apoyan
en los nimeros nudo (decenas) para realizar un calculo mds
rdpido. Esta estrategia, presente en sus verbalizaciones, es de
extraordinaria importancia. Se basa en una de las virtualida-
des que posee el sistema de numeracion, que un fragmento de
la recta numérica, la decena, se repite con regularidad a lo
largo de la recta numérica. Todo se reduce a operar dentro de
una decena (apartado I de la prueba) o saltar de una decena a
otra (apartado II de la prueba). Si por ejemplo se hace la suma
52+3 se estd dentro de la misma decena, seria una generaliza-
cion de 2+3; en la suma 57+8 lo que se hace es saltar de una
decena a la siguiente, con 3 llegar hasta 60 y con las 5 restan-
tes hasta 65. Los nameros nudos (10, 20, 30, etc.) juegan un
papel fundamental en esta representacion, a partir de ellos
utilizados como hitos o mojones en el camino se pueden rea-
lizar los célculos y situar los demds nimeros.

Del modo de proceder de los alumnos en los items de la prue-
ba de célculo mental (anexo II) se desprende que las estrate-
gias de conteo, el saber desplazarse en la serie numérica, jue-
gan un papel destacado, aquellos alumnos que las realizan
adecuadamente pueden aprender con rapidez las tablas de
multiplicar. Para construir la tabla del 7 se va sumando de 7 en
7, pero si esta suma se realiza uno a uno significa que los
alumnos no visualizan la serie numérica, su conocimiento es
demasiado particular, no manejan tramos mas amplios de ella,
no se representan aspectos generales y fallan al tratar de rete-
nerlas. Como se ha senalado, para sumar 56+7 primero debe
sumarse 4 e ir hasta el numero nudo que es 60 y después afia-
dir 3 y obtener el resultado 63. Esta estrategia de suma a tro-
zos o saltos es fundamental para manejarse en la serie numé-
rica, que a su vez es imprescindible para retener el contenido
de la tabla de multiplicar. Esto explicaria la relacién que apa-
rece entre los apartados I y IV de la prueba.

Los alumnos que resuelven con rapidez y eficacia la prueba se
valen de estrategias tales como:

— Contar a saltos y no contar paso a paso.

— Apoyarse para las sumas en los niimeros nudos.

— Partir un ntmero y utilizar los trozos con los que se
puede operar mas facilmente. Por ejemplo 12+16 se
puede hacer como 10+10 mas 8.

- Utilizar estrategias variadas. Por ejemplo 15+17 se
puede hacer como el doble de 15 y ainadir 2 al resultado.

— Manejan muchos items de informacién sobre el sistema
de numeracién, saben por ejemplo que 7 puede des-



componerse como 5 + 204 + 306 + 1; que de 25 a 30
hay la misma distancia que de 35 a 40; que para hacer 38
+ 7 pueden servirse de la suma 8 + 7 etc.

Los alumnos que fallan en la realizacion de la prueba no es un
grupo muy numeroso, (9 de 91 alumnos) pero con un gran
significado, porque constituyen el grueso de lo que podria
denominarse fracaso escolar en base a causas cognitivas. Son
alumnos que no han sabido manejarse con soltura en los apar-
tados II y III de la prueba del cdlculo mental y no contestan o
cometen errores en el apartado IV.

Las causas se encuentran en la incapacidad para formarse una
representacion eficaz de los contenidos numéricos.

— Suman elemento a elemento, ayudandose en la mayoria
de las ocasiones de los dedos de las manos. Se muestran
incapaces de desprenderse de este asidero concreto.

— Falta de capacidad de representacion, no son capaces de
visualizar tramos mds amplios de la recta numérica, dan
la sensacién de encontrarse perdidos de tener que cami-
nar a tientas, apoyandose en ayudas.

- No se apoyan en las decenas y numeros nudo para rea-
lizar un célculo mas flexible.

- No son capaces de automatizar la suma a saltos.
Consecuencia de ello es que a pesar de sus esfuerzos tie-
nen muchas dificultades para memorizar las tablas de
multiplicar.

— No conocen con soltura las combinaciones numéricas
mads usuales.

- Dificultades para generalizar, si de 2 a 10 hay 8, desde 32
hasta cuarenta también debe haber 8.

- Dificultades para realizar inferencias a partir de los
conocimientos que se poseen: por ejemplo si un nime-
ro termina en cinco hasta la decena siguiente hay cinco
y apoyandose en ese conocimiento saber rapidamente
que de 34 hasta 40 hay 6.

— Les cuesta descomponer un ndmero de diversas formas.

— No utilizan con flexibilidad las estrategias de analisis y
sintesis pasando de una modalidad a otra.

— Apenas se sirven de las propiedades de los numeros,

doblar un numero, utilizar los ceros, realizar la resta

como suma, la division como multiplicacién, la propie-
dad distributiva etc.

Pueden manifestar dificultades espaciales, en ocasiones

confundir la posicion de los digitos en un namero, 91

con 19, realizar alguna escritura de nimeros con la

direccionalidad equivocada, comenzar el cdlculo con
lapiz y papel de una suma o resta por la izquierda, reali-
zar una suma en vez de una resta y viceversa.

Para que se produzca la memorizacion de las combinaciones
bésicas de la multiplicacion, por ejemplo 6x3 = 18 hace falta
que la operacion vy el resultado estén de forma simultdnea en
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la memoria de trabajo. Como la memoria de trabajo de los
alumnos con dificultades es de menor capacidad, y como uti-
lizan con preferencia procedimientos algoritmicos mas lentos
(la estrategia sumar o contar todo, la estrategia de sumar ele-
mento a elemento), es posible que hayan olvidado uno de los
dos sumandos cuando alcanzan el resultado. En este caso, al
no estar todos los nimeros de la combinacién a la vez en la
memoria de trabajo tienen menos posibilidades de ser alma-
cenados y posteriormente recuperados.

Cuando las operaciones aritméticas se transforman con rela-
tiva facilidad cualquier cdlculo matematico adquiere un senti-
do mads atractivo, semejante al de un juego de nimeros y ello
puede derivar en una actitud positiva hacia las matematicas.
Pero cuando esto no es posible los cdlculos mas sencillos pue-
den convertirse en una tarea excesivamente ardua y arida.

PICOS Y MESETAS EN EL APRENDIZAJE NUMERICO EN
EDUCACION PRIMARIA

MESETA II: Consolidacion de la
representacion del sistema de
numeracién.
Operaciones: multiplicacién y divisidn.
Avances: 8x7 =, 9x6+3 =; 4x20 =;
5x12 =; 42:7=; 56:8=;
MESETA I: Inicio de la
del sistema de numeracién.
Operaciones: suma y resta
Avances: §+7=; 14+9=; 8+9+7=
18+13=; 8-6=; 15-7=; 32-17=;

Esfuerzo de Visualizacion y
Representacion

Contenidos escolares

Picos y mesetas

La situacion es que algunos alumnos quedan retenidos en la
meseta primera de la suma y la resta, sin un dominio y auto-
matizacién de los célculos de la meseta de la multiplicacién,
lo que les imposibilita el acceso a contenidos bésicos para un
posterior desarrollo matematico e incluso personal de desen-
volvimiento en la vida corriente.

Indicaciones para la enseilanza: la naturaleza
espacial y visual de los calculos numéricos

La multiplicacién ocupa un lugar crucial dentro de los conte-
nidos matematicos, pero para poder multiplicar es necesario
aprender las tablas. Bastantes alumnos tienen dificultades
para memorizarlas. Esta incapacidad es debida a que no son
capaces de elaborar una representacién mental adecuada que
les permita visualizarlas y situarlas en la recta numérica.
Cuando lo que pretenden es aprenderlas de memoria, sin
haberlas construido mentalmente, fallan en su propdsito.

En el aprendizaje de las tablas de multiplicar se observa que la
practica repetitiva por si misma no asegura el dominio de las
combinaciones bdsicas numéricas, hasta que no se “hace la
luz” de manera significativa en la mente del alumno, no se
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consiguen progresos. Memorizar hechos que no se compren-
den, aparentemente aislados, constituye una tarea dura y por
ello muchos alumnos abandonan estos aprendizajes.

Todos los algoritmos y operaciones, la mayoria de los concep-
tos que se trabajan en la etapa de primaria, maximo comun
divisor, minimo comdn mudltiplo etc. tienen como teatro de
operaciones la serie numérica. Es muy conveniente represen-
tarla, bien dibujada sobre el suelo o construida con un mode-
lo de madera, en la que estén marcados los nimeros. Para
crear una representacion mental es necesario promover acti-
vidades de exploracién y desplazamiento espacial a través de
las serie de los ndmeros, situarse en referencia a los hitos o
mojones, los nimeros nudo, para a la hora de calcular, poder
apoyarse en ellos. Conocer bien el terreno es bdsico para
poder desplazarse bien a través de él. El uso de preguntas
sobre la serie numérica contribuye a rellenar los huecos de
una representaciéon incompleta ;Se va mds lejos con la tabla
del 3 o con la tabla del 7? ;Cuantos pasos hay de 56 a 60? ;Si
de 35 a 40 hay cinco pasos, cudntos hay de 35 a 43? ;Cuél es la
decena que sigue a 62? Y a través de las verbalizaciones cono-
cer los procesos de pensamiento de los alumnos. El uso del
célculo mental y de los procedimientos informales, aunque
puede que menos rapidos y eficaces que los algoritmos tradi-
cionales, tienen las ventajas de que son creados por los pro-
pios alumnos, y estan siempre basados en la comprensiéon de
quien los lleva a cabo.

Ademais de la recta numérica, disposiciones espaciales numé-
ricas como la siguiente favorecen los aprendizajes:

7x1=7 7x4=28 7x7=49
7x2=14 7x5=35 7x8=56
7x3=21 7x6=42 7%x9=63

Disposicién espacial de la tabla del 7

Esto se justifica teniendo presente las posibilidades de la
visualizacién como favorecedora de la memoria. Del mismo
modo que las diferentes partes de un discurso para ser mejor
recordadas pueden situarse mentalmente en un espacio fisico
conocido, por ejemplo las estancia de una casa, en las tablas
de multiplicar, dividiendo el espacio en fragmentos, es mas
sencillo organizar los contenidos y localizar la respuesta.

La tabla del siete puede ser considerada una de las mas difici-
les, dentro de ella unas combinaciones, las mas faciles de rete-
ner, pueden ser aprendidas antes y servir de apoyo para rete-
ner las demads. Por ejemplo, 7 por 5 en la segunda columna
puede ayudar a memorizar 7 por 4 y 7 por 6. En la tercera
columna 7 por 7 puede ayudar a memorizar 7 por 8 y 7 por 9.

Existen diferentes propuestas sobre el orden en que las tablas
de multiplicar deben ser aprendidas (Maza, 1991), primero las
mds sencillas y las que funcionalmente desempefien un papel
importante. Una tabla es mds sencilla cuanto mas fécil es de
visualizar la secuencia de los numeros que la componen.
Puede comenzarse por la tabla de 10 que marca las decenas,
seguida de la del 5 que parte justamente las decenas por la
mitad y por ello es fécil de visualizar, seguidas de las del 2, 4,
3,6, 8,9y 7. Este orden no debe ser rigido, ni es bueno que-
dar detenido en una tabla porque ésta no se retiene. Deben ser
trabajadas en conjunto y sobre la base de un buen conoci-
miento del sistema de numeracién, particularmente de los
numeros del 1 hasta el 100. Las combinaciones que se sitdan
antes del 50 son mas facilmente retenidas que las que se sitd-
an del 50 hasta el 100 porque ese primer tramo de la recta
numérica es mds conocido y familiar. Pueden relacionarse
unas tablas con otras en base a las combinaciones bésicas que
comparten, 12 es 2 por 6 y también 4 por 3.

Algunas actividades tipo

Es posible y deseable una ensefianza basada en la seleccion
por parte de los profesores de aquellas actividades que su
practica profesional diaria ha demostrado son mds valiosas
para el desarrollo de los alumnos. Actividades abiertas que
puedan ser resueltas por diferentes caminos, que permitan
diferentes niveles de dificultad y con impacto cognitivo sobre
los esquemas de los alumnos.

Se trata de que los alumnos practiquen en la composiciéon y
descomposicién de nimeros en situaciones interesantes para
ellos, partiendo de los conocimientos que ellos mismos pue-
den descubrir u observar, como fragmentacién de un namero,
relaciones entre las operaciones, propiedades etc. No se trata
de introducirlos de inmediato en los algoritmos tradicionales
de la multiplicacién y de la divisién, mas bien que mediante la
experimentacién con cantidades, en solitario o pequefios gru-
pos, puedan reflexionar y construir un conjunto amplio de
experiencias que les haga posible el desarrollo y aplicacion de
un célculo rico y flexible.

1. Con treses y cincos tengo que llegar a 180.

2. Construir en madera un modelo fisico de la recta numé-
rica y aprender a desplazarse a través de él

3. Construir sobre el suelo mediante cintas adhesivas de
colores un modelo de la recta numérica.

4. Con cincos y ochos ;puedes ir de 87 a 149?

5. Numeros diana. Con los niimeros 9, 8 y 5 conseguir el
numero 143 (con sélo cambiar los nimeros y las opera-



ciones esta actividad puede realizarse de muy diferen-
tes formas).

6. Los sellos: Si tenemos muchos sellos de 3 céntimos y 5
céntimos. ;Se pueden conseguir hacer todos los valores
hasta 50 céntimos?

7. Ajustar armarios de 5y 7 dm en habitaciones de dife-
rente longitud.

8. Realizar sumas mentalmente
a) 3+6+8+9+5+4++3+2+8 =
b) 7+4+5+8+9+1+4+5+6 =

9. Multiplicaciones y divisiones: 3x12 =; 4x15 =; 5x60 =;
3x45 =; 148:7 =; 225:25 =; etc.

10. ;Cudntos balones de a 12 euros pueden comprarse con
un billete de 50 euros.

11. Un mecénico debe colocar 100 tornillos en cajas de 15
tornillos cada una ;Cudntas cajas necesita?

12. Imagina 120 ;Cémo lo ves? Sobre el 120 que tenias

imaginado, imagina ahora 75. ;Cudnto hay de de 75 a
120? Explica como lo has hecho.
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Conclusion

Los numeros, el sistema de numeracién, constituyen un ver-
dadero lenguaje, el lenguaje para calcular y operar, el lengua-
je matemadtico por excelencia. Cualquier lenguaje debe ser no
sélo aprendido, sino automatizado, lo que quiere decir que
debe poder utilizarse con mucha facilidad y rapidez, sin apa-
rente esfuerzo y con poco costo cognitivo, sin apenas ocupar
espacio de la memoria de trabajo. La retencion de las tablas de
multiplicar es un punto de especial dificultad. Cuando se rea-
liza una multiplicacién o una divisidn, si se tiene que comen-
zar a pensar cuanto son 9 mas 6 u 8 por 9, por poner un ejem-
plo, se escapa el sentido general de lo que se esta haciendo, se
alarga la actividad en tiempo y consumo de energias, hacien-
do inviable la solucién y las posibilidades de progreso del
alumno.

Volviendo a la frase del inicio de mi maestro D. José Guerra,
decia yo al principio que presumiblemente no debia haber
leido a Piaget, ciertamente esta es una afirmacién gratuita,
porque yo no lo sé. Sélo, que su propuesta de picos y mesetas
es mas visual que la de Piaget. Quizds es posible que entonces
hubiera menos pedagogismo que a veces cuesta sacarle utili-
dad, y si habia muchos maestros intuitivos, con un buen cono-
cimiento de la estructura de la materia que ensefnaban, y con
un gran ascendiente sobre la conducta de sus alumnos. Que
sirva este modesto articulo de pequefio homenaje a D. José
Guerra, a las muchas cosas que nos enseio, y por las que hoy
le estamos agradecidos. |
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Anexo I

CURSO EN EL QUE IMPARTE SUS CLASES
1. Senialar con una cruz el nivel de dificultad asignado a cada
uno de los siguientes contenidos de matematicas:

NIVEL DE DIFICULTAD
CONTENIDOS

1 2 3 4 5 6

Conocimientos informales

Sistema de numeracion

Algoritmo de la Suma

Algoritmo de la Resta

Algoritmo de la Multiplicacion
(aprendizaje de las tablas de

multiplicar)

Division

2. ;Qué contenidos dentro de los que se imparten en la Educaciéon
Primaria en el drea de Matemadticas considera son mds trascen-
dentales para un alumno que pueda progresar sin dificultad en
cursos posteriores? Sefiale dos.

3. ;Dénde se encuentran los cuellos de botella, es decir aquellos
contenidos que son importantes pero que por su especial dificul-
tad impiden el progreso del alumno? Seiale alguno.

Anexo II
I) 3+2= 15+7 = 3x9=
5+5= 24 +7 = 4x7=
5+4= 36 +8= 6x9=
11+8= 77 +6 = 9x8=
12+7= 43 +8 = 6x3-=
26 +4 = 84+9= 6x8-=
25+3= 17 + 8 = 7 x4 =
42 +6 = 68 +9= 8x5=
IM8+5= 59+6= 7%x9=
9+2= III) 18 + 15 = 8x7=
6+5= 19+19 = 9x5=
8+3= 20 +16 = 9x%x6=
7+4= 4+9+3 = 7x6=
7+7= 5+49+2+7= 5x7+9=
9+9= 8+7+9+6= Ix4+7=
8+6= IV)5x2= 7x8+5=
8+9= 5x5= 6:-7+3=
8+7= 2x6= 5x12=
12+9 4x3= 4x15=

Anexo III
NORMAS DE APLICACION Y CORRECCION
Informacion a los alumnos:

Haz las siguientes sumas mentalmente (de cabeza), sin escribir
otra vez los ndmeros, pon sélo el resultado a la derecha.
Concentraros en hacer la prueba y tratar de hacerlo en el menor
tiempo posible.

Orientaciones para los profesores:

La prueba pretende medir el grado de automatizacién del len-
guaje matematico en los alumnos.

Puede pasarse tanto de forma individual como colectiva, pasarla
de modo colectivo para los alumnos que obtienen buenas pun-
tuaciones en matemdticas y de modo individual para los alumnos
con dificultades.

En la aplicacién individual, tanto como evaluar si el alumno lo
hace o no lo hace bien se trata de evaluar cémo lo hace, si cuenta
elemento a elemento, si se apoya o no en la decena.

Es fundamental observar si se suma con los dedos, porque es el
indicador de la necesidad de apoyo concreto y de dificultades en
la capacidad de representacion.

Permite saber también qué tipo de combinaciones bédsicas domi-
na.

Para obtener una puntuacién debe tenerse presenta el niimero de
aciertos y el tiempo empleado, la ponderacién de ambos dara el
grado de automatizacién del lenguaje matemadtico.

ALUMNO CURSO

Ne ACIERTOS TIEMPO EMPLEADO

¢En qué apartado de la prueba se sittian preferentemente los
fallos?

;Cuenta con los dedos, bien a las claras?

¢Cuenta con los dedos de modo encubierto, en alguna parte de la
prueba?

OTRAS OBSERVACIONES:




