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ace doscientos afos nacfa en Sorau, un pueblecito ale-
man del principado de Brandenburgo, Ernst Eduard Kummer,
que habria de jugar un papel importante en el desarrollo de la
aritmética, necesario para la solucién del gran teorema de
Fermat.

Dominaban todavia Europa por aquel entonces los ejércitos
napoleénicos, y ello no iba a ser ajeno a la vida de Ernst
Eduard. El padre de Eduard ejercia como médico en Sorau,
cuando se vio en la necesidad de atender a los enfermos del
tifus que habia dejado como secuela el gran ejército de
Napoleén, en su retirada desde Rusia, y a su paso por
Alemania. El hecho es que el propio médico adquiri6 la enfer-
medad y acabé muriendo de ella, cuando Eduard contaba solo
tres afios de edad.

La familia Kummer, la madre y sus dos hijos todavia muy
pequenos, se vio sumida de pronto en una terrible pobreza.
No obstante, los desvelos de la senora Kummer consiguieron
que Eduard ingresara en el instituto local. Incluso, al acabar
sus estudios secundarios, ya con 18 afios, consigui6 la madre
enviarlo a la Universidad de Halle para seguir los estudios de
teologia. Debido a su falta de medios econdmicos, el joven
Kummer no podia residir en la propia Universidad, y debia
trasladarse todos los dias a pie desde Sorau, mochila al hom-
bro, cargado con sus libros.

Por una de esas casualidades que deciden a veces los destinos
humanos, Kummer se encontré6 con un profesor de
Matematicas, H. Ferdinand Scherk, que era un gran entusias-

Kummer: los niumeros ideales camino del
teorema de Fermat

ta del Algebra y de la teoria de niimeros. Contagiado por el
ardor matemadtico de este joven profesor, decidi6 Kummer
abandonar los estudios teoldgicos por los de Matematicas, ya
que, recordando a Descartes, decia que “Los simples errores y
los falsos conceptos no pueden intervenir en la Matematica”
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Realiz6 los estudios con brillantez, y ya en su tercer afio de
Universidad obtuvo un premio por la resolucién de un pro-
blema propuesto a modo de concurso.

A los 21 anos consiguid el titulo de doctor, y, no habiendo nin-
guna vacante universitaria de profesor, comenzé su carrera
docente en su antiguo Instituto. El aio siguiente se trasladé al
Instituto de Liegnitz, donde ensené Matemadticas durante
diez afos. Precisamente en este Instituto conoci6 e inici6 en
el saber matemadtico a Kronecker, quien mds tarde iba a cola-
borar en los trabajos de Kummer. Durante este tiempo reali-
z6 importantes descubrimientos de los que hizo participe a
eminentes matemdticos de la época, como Jacobi entre otros.
Estos, dindose cuenta de la genialidad de Kummer, consi-
guieron para él una plaza de profesor de Matematicas en la
Universidad de Breslau. Era el afio 1842 y alli ensefi6 Kummer
hasta el afio 1855, en que la muerte de Gauss ocasioné multi-
ples desplazamientos por las universidades alemanas:
Dirichlet, de Berlin a Géttingen, para suceder a Gauss;
Kummer, de Liegnitz a Berlin; etc.

Kummer era un hombre sencillo, de buen humor y bonachén.
Debido a su modestia, no alardeaba nunca de sus originales
trabajos y menos aun se le ocurria presentarse a premio algu-
no de los que entonces empezaban a menudear. Seguramente
es el Gnico matematico que consiguié un premio al que no se
habia presentado. Asi dice el informe de la Academia
Francesa de Ciencias de 1857 en la resolucién del concurso
para el Gran Premio en Ciencia Matemadtica:

El concurso fue abierto para el afio 1853 y prorrogado para
1856. No habiendo encontrado la comisién una obra digna
del premio entre los solicitantes, propone a la Academia
premiar a M. Kummer por sus bellas investigaciones sobre
los nimeros complejos compuestos de raices de la unidad
y nimeros enteros.

Si modesto era como matematico, bueno y solidario se mostré
siempre como profesor. No olvidé nunca Kummer las penu-
rias de sus primeros afios y los sacrificios que tanto él como su
madre habian tenido que soportar para que el nifio Eduard
pudiera salir adelante. De €l se ha dicho con razén que no solo
fue un padre para sus alumnos sino un hermano para los
padres de estos. Sus desvelos ante las circunstancias persona-
les adversas de sus alumnos quedan bien puestos de manifies-
to en la siguiente anécdota. En cierta ocasion, efectivamente,
se enter6 de que un joven no habia podido acudir a Berlin para
conseguir su titulo de doctor en Matematicas, debido a haber
sido atacado de viruela. El joven por este motivo habia tenido
que volverse a su casa de Posen. Kummer buscé a un amigo
suyo, le dio el dinero necesario para el viaje y lo envié a Posen
a socorrer en lo posible al joven matematico.

El teorema de Fermat y los nimeros algebraicos

Desde que Fermat enunciara su famosa conjetura y afiadiera
que estaba en posesion de una maravillosa prueba, los mate-
mdticos no cesaron de afrontar la demostracién. Pero ningu-
no de ellos, ni Euler ni Lagrange ni el mismo Gauss, se dio
cuenta de las posibilidades que se abrian con la ampliacién
del campo de los nimeros reales al de los nimeros complejos.

Seguramente es el tinico
matemdtico que consiguio un
premio al que no se habia
presentado.

Euler habia demostrado la conjetura para n=3, Dirichlet y
Legendre para n=5. Gauss lo habia intentado para n=7, y
como quiera que no lo habia conseguido, disgustado por su
fracaso, en una carta dirigida a Olbers, le decia:

Confieso que, por supuesto, el teorema de Fermat, como
una proposicién aislada, tiene muy poca importancia para
mi, ya que es ficil formular una buena cantidad de tales
proposiciones que uno no puede demostrar.

Semejante actitud soberbia de Gauss contrasta con la sencilla
y humilde del que fuera alumno suyo, Kummer. Este abordé
el problema de la conjetura de Fermat desde un nuevo punto
de vista. Partié de los numeros algebraicos, esto es, los nume-
ros r que son solucién de ecuaciones del tipo:

n n-1 —
ax"+a, x" +.+ax+a,=0

donde las g; son ndmeros racionales, con a, # 0, de modo que
las  no son solucién de ninguna otra ecuacién de grado
menor que #. Son nimeros algebraicos de grado 7. Si a4, =1
el numero es un entero algebraico.

Asi, 1+v=5 es un ntmero algebraico de grado 2, este caso
entero algebraico, pues es solucién de la ecuacién
x> —2x+6=0. El nimero
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es también un ndmero algebraico de grado 2, pero no entero,
pues es solucion de la ecuacién 2x*—2x+3=0 cuyo primer
coeficiente es distinto de 1.

Asociado al nimero algebraico r de grado 7, define Kummer
el campo numeérico algebraico de grado n como el conjunto de
todos los niumeros algebraicos que se pueden construir a par-
tir de r, por adiciones, sustracciones, multiplicaciones y divi-
siones sucesivas (excepto la divisién por cero).

El problema central de la teoria de nimeros algebraicos es
investigar las leyes de divisibilidad de los enteros algebraicos
en el campo numérico algebraico en el que estan definidos.
Kummer dio definiciones adecuadas de enteros, la divisibili-
dad entre enteros, enteros primos, etc.

Atacé entonces la conjetura de Fermat, haciendo uso de sus
nimeros algebraicos, descomponiendo el binomio x”+y”,
con p primo, en factores de primer grado, como ya hicieran
otros matematicos:

X7+ =(x+y)(x+ry)..(x+r""y)

El caso es que, con su teoria de
los niimeros ideales, Kummer
logré demostrar la conjetura de
Fermat para algunos niimeros
primos.

Creyé incluso haber demostrado la conjetura de Fermat. Y asi
se lo comunicé a Drichlet en 1843, senalando que para su
demostracion le fue necesario suponer que en el campo de los
numeros algebraicos se mantiene la factorizacion dnica. Pero,
Dirichlet le informé de que tal suposicién solo es vélida para
ciertos primos p. Un sencillo ejemplo. nermite verlo. En el
campo de los enteros algebraicos de a+bV-5 , se tiene:

6=2-3=(1+v-5)(1-v-5)
donde los cuatro factores son primos.

Otros eminentes matematicos, como el caso de Cauchy, incu-
rrieron en este mismo error, y abandonaron por ello la empre-
sa. No ocurri6 lo mismo con el joven Kummer, que siguié tra-
bajando en el tema, por suerte para las matematicas, como
tendremos ocasion de ver.
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Los numeros ideales

Para conseguir la factorizacién tinica creé6 Kummer la teoria
de los numeros ideales. En realidad, al estilo de Gauss,
Kummer trabaj6 con niimeros concretos, y fue publicando sus
trabajos en diversos articulos durante el afio 1844.

¢Como lograr, por ejemplo, que la factorizacién de 6 sea
Unica?

Parti6 Kummer del campo citado de los enteros algebraicos
de a+b\J-5, e introdujo los niimeros:
5 ob 1+v-5 ) 1-v-5
a= 2 = =
2 T2

No se trata ya de enteros algebraicos, y a estos nuevos nime-
ros los llamo nitmeros ideales. Aqui, la factorizacién de 6 ya es
Unica, puesto que

SN RN R
NG

Es decir, 2 y 3 no son primos, y entonces:
6=ya.3. V5 15
V2 V2

De este modo, la expresion de 6 como producto de cuatro fac-
tores es tnica.

Los nimeros ideales, en tanto que nimeros ordinarios, per-
miten demostrar algunos de los resultados obtenidos en la
aritmética ordinaria, incluso en campos que carecen de facto-
rizacion dnica. Como se ha sefialado anteriormente, Kummer
trabajé con numeros concretos y en ninguno de sus ensayos
defini6 los ndmeros ideales de forma general.
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El caso es que, con su teorfa de los niimeros ideales, Kummer
logré demostrar la conjetura de Fermat para algunos niimeros
primos. Concretamente, lo consiguié para los primos meno-
res que cien, excepto para 37, 59 y 67, si bien lo demostré tam-
bién para estos en un ensayo posterior (de 1857).

Era tal la valoracién que el propio Kummer hacia de sus
numeros ideales que escribié:

Vemos, por tanto, que los factores primos ideales revelan la
esencia de los nimeros complejos, los hacen, por asi decir,
transparentes, y descubren su estructura cristalina interna.

De Kummer a Dedekind

Kummer no logré su propdsito de demostrar la conjetura de
Fermat, pero en sus intentos por conseguirlo abrié profundos
caminos a las matemdticas que otros iban a saber recorrer con
eficacia. Kummer no estaba solo en esta aventura. Su contem-
poréaneo y colega, Kronecker, por ejemplo, abordé en 1845 la
teoria de la divisibilidad en ciertos campos muy singulares.

Pero fue Dedekind el que mas lejos supo llevar las profundas
ideas de Kummer. Richard Dedekind, 21 afios mds joven que
Kummer, llegé a tiempo todavia de recibir lecciones de Gauss.
Abordé el problema de la factorizacién dnica de una forma
nueva y original. Empez6 por generalizar la teorfa de los enteros
complejos de Gauss y de los nimeros algebraicos de Kummer y,
a continuacion, introdujo los conceptos de cuerpo y de anillo.

Para conseguir la factorizacién unica, en lugar de niimeros
ideales, como Kummer, aunque inspirado en las ideas de este,
considera clases de nimeros algebraicos, a las que llama ide-
ales, en honor a Kummer. Asi, por ejemplo, entre los niimeros
enteros, en lugar de 5 toma la clase Sp, donde p es cualquier
entero. Establece la divisibilidad y las operaciones entre las
clases. Y define la estructura de ideal de la siguiente manera:

Un conjunto de enteros A de un cuerpo K es un ideal si para
cualquier par de enteros, o y 3, de A, se verifica que ao+bp,
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donde a y b son de K, también pertenece a A. Aplica esta
nocién a los nimeros algebraicos, de modo que un ideal A
se dice generado por los enteros algebraicos ay, ay,.., a,,, del
cuerpo K si A estd constituido por elementos de la forma:
May+hqoag+..+hya, donde los A; pertenecen a K.

Sobre la importancia de la obra de estos tres grandes, Kummer,
Kronecker y Dedekind, escribié E. T. Bell lo siguiente:

...con su invencién de la teoria moderna de los niimeros
algebraicos, ampliando el alcance de la Aritmética ad infini-
tum, y llevando las ecuaciones algebraicas dentro de los limi-
tes del ntimero, hicieron por la Aritmética superior y la teo-
ria de las ecuaciones algebraicas lo que Gauss, Lobachewsky,
Bolyai y Riemann hicieron por la Geometria al emanciparla
de la estrecha esclavitud de Euclides. Y, lo mismo que los
inventores de la Geometria no euclideana revelaron vastos y
hasta entonces insospechados horizontes a la Geometria y a
la ciencia fisica, asi también los creadores de la teoria de los
nimeros algebraicos arrojaron una luz completamente
nueva que iluminé toda la Aritmética y aclaré la teoria de
ecuaciones, de los sistemas de curvas y superficies algebrai-
cas y la verdadera naturaleza del nimero mismo sobre la

firme base de claros y simples postulados.

Otros muchos trabajos realiz6 Kummer en su larga vida, tanto
en el terreno tedrico como en las aplicaciones practicas. Una
de sus creaciones es la de la superficie de cuarto grado en la
Geometria euclideana, inspirada en la obra de Hamilton sobre
los sistema de rayos 6pticos. Pero, también se dedicé a aplicar
sus conocimientos a la Balistica, asi como a ensefar sus resul-
tados a los oficiales del ejército aleméan en la Escuela de
Guerra de Berlin. Desde el Analisis y la Geometria a la Fisica,
su obra ha sido abundante.

Pasé los ultimos nueve anos de su vida en completo aisla-
miento de sus compaieros y de todo lo que habia constituido
su tarea profesional, eso si, rodeado por su mujer y los nueve
hijos que le sobrevivieron. Murié victima de una gripe a la
edad de 83 anos.
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