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lo largo de los distintos niimeros de Suma nos plantea-
mos en esta seccién descubrir distintas aplicaciones informa-
ticas que sean dtiles para las matemdticas. Aunque por regla
general nos hemos centrado en aplicaciones propias de siste-
mas operativos libres de forma que estén a disposicion del
docente y éste tenga la posibilidad de utilizarlas gratuitamen-
te y modificarlas adaptandolas a sus necesidades, en alguna
ocasién hemos tratado aplicaciones que, con estas mismas
caracteristicas encontramos disponible en la Red y que no son
especificas del software libre. En este niumero nos propone-
mos abordar una de esas aplicaciones denominada “Algebra
Matricial”.

La aplicacién Algebra Matricial se encuentra en el portal de
recursos del ITE, anterior ISFTIC, antiguo CNICE 6 PNTIC
ya que fue una de las aplicaciones premiadas en el ano 2000
dentro de los premios que se conceden a la creacién de nue-
vas aplicaciones educativas TIC.

Los autores de la misma son Cristina Diaz Sordo y Luis
Vaamonde Portas y, como ellos mismos indican, este progra-
ma estd dirigido tanto a alumnos como a profesores de mate-
madticas.

El potencial de este software se localiza en tres puntos:

una aplicacion TIC didéctica y sencilla

— Por una parte, que puede ser utilizado con cualquier siste-
ma operativo. Solamente debemos disponer de un navega-
dor en el que visualizar las webs creadas y en el que utili-
zando el motor de Java, se visualice la configuracién en cada
momento del applet utilizado.

— La aplicacién es interactiva permitiendo la manipulacién
por parte del alumno o del profesor para visualizar ejerci-
cios distintos que se generan aleatoriamente gracias a una
sencilla interaccion con la aplicacién.

— Permite el estudio y la practica de todo lo referente al alge-
bra de matrices y a la resolucién de sistemas de acuaciones.

El software “Algebra matricial” lo localizamos en la siguiente
direccién de Internet:

http://www.isftic.mepsyd.es/w3/eos/MaterialesEducativos/m
em2000/algebra/index.html

Cuando accedemos a esta direccién observamos la ventana
que aparece en la Imagen 1.

Mariano Real Pérez
CEP de Sevilla

matemastic@revistasuma.es
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Imagen 1

Ya en esta ventana inicial nos informan de que este material
surge a partir de los distintos niveles de uso que se observan y
de la cantidad de practicas que exige el aprender el tratamien-
to y algebra de matrices.

En laimagen 1 ya observamos el potencial mas relevante de la
aplicacidn que es la generacion aleatoria de matrices. En esta
pantalla aparece un botén central llamado “Generar” de
forma que cada vez que lo pulsamos observamos que a su
izquierda aparece una matriz de orden 3x3 nueva.

También se nos informa sobre las distintas herramientas con
las que cuenta la aplicacion. Entre ellas se cita un test de auto-
evaluacion, una calculadora matricial, un generador de prac-
ticas, un generador de ejemplos y un generador de ejercicios.

A lo largo de los distintos puntos que componen el tema se
van utilizando unos u otros dependiendo de la adaptabilidad
de cada uno de ellos a los contenidos que se estén tratando en
cada momento. Posteriormente vamos a hacer un recorrido
por cada uno de los apartados que componen la aplicacién y
observaremos cuando aparecen unos u otros.

Desde la pantalla inicial podemos acceder a lo que los autores
han denominado la calculadora matricial. Es una calculadora
normal con alguna funcién anadida. Para acceder a ella sola-
mente debemos pulsar sobre el icono que aparece en la zona
inferior derecha de la imagen 1.

Desde esta pantalla inicial también podemos acceder a otra
herramienta que nos puede resultar muy til, no solamente
para el tema de matrices, sino para cualquier otro tema que
vayamos a ensefar. Esta otra herramienta es la que se llama

Imagen 2

“GenerTest” que nos permite disefar test de seleccién multi-
ple interactivos sin necesidad de tener conocimientos de pro-
gramacion. Para acceder a ella debemos pulsar sobre la pala-
bra “GenerTest” que aparece en la zona inferior de la imagen
1. Seguidamente observaremos que aparece una nueva panta-
lla en la que debemos seleccionar el niimero de preguntas de
que va a constar el test y el nimero de respuestas que pro-
pondremos para cada pregunta. Al pulsar sobre “Generar”
observamos que aparece una pantalla como la que observa-
mos en la imagen 2.

Ahora ya podremos escribir cada una de las preguntas y las
posibles respuestas. De entre esas respuestas deberemos mar-
car la que sea correcta en cada caso. En nuestro caso hemos
generado un test que contiene 10 preguntas y 3 opciones para
cada una de esas preguntas.

Entramos ahora en materia haciendo un recorrido por los dis-
tintos apartado que componen la aplicacion.

1.- Definiciones: En este apartado se nos ofrecen las defini-
ciones de algunos tipos de matrices, dando en cada caso un
ejemplo de cada una de ellas. Estas definiciones las podemos
observar en la imagen 3.

Al final de esta pantalla observamos un enlace a un test sobre
lo explicado en esta pagina.

Este tipo de test va a aparecer en todos los campos de conte-
nidos en los que estd dividida la aplicacién y van a poner a
prueba los contenido tedricos que, sobre esa parte, haya
adquirido el alumno o alumna. Este tipo de test ha sido gene-
rado con GenerTest y podemos completarlos con otros posi-
bles test que generemos nosotros con esa herramienta.
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Imagen 3

2.- Suma de matrices: Bajo el titulo “Suma — Resta” accede-
mos a la zona de suma de matrices cuya pantalla contempla-
mos en la imagen 4.

En la pantalla se muestra un ejemplo de cémo debe realizarse
una suma de matrices. Recordamos que la pretension de esta
aplicacidn es totalmente practica y, aunque aparecen algunos
contenidos tedricos, podemos observar que el profesorado ha
debido o debe dejar claros todos los conceptos y propiedades
tedricas. Asi, en esta pantalla de suma y resta, se da por
supuesto que el alumnado ya conoce que para poder sumar
dos matrices, las dos deben tener el mismo orden.

En la zona media de la imagen 4 observamos una parte inter-
activa denominada EjerMatrik. En esta parte vamos a poder
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seleccionar la operacion que deseamos realizar, suma o resta
y, cada vez que pulsemos sobre el botén “Autogenerar” apare-
ceran dos matrices A y B que deberemos sumar o restar. Para
ello, el alumnado deber4 rellenar los cuadros correspondien-
tes indicando la solucién que propone. Una vez rellenos debe-
rd pulsar sobre el botén “Comprobar” para que la aplicacién
compruebe si la operacién se ha hecho bien. En una ventana
emergente se le informard al alumno si lo ha hecho bien o, en
caso de haberlo hecho mal, se le informard del primero de los
fallos que se observa, Aunque haya mas de un fallo, la aplica-
cién solamente informard del primero. Una vez corregido le
informara sobre el siguiente. En esta ventana nos puede pare-
cer un poco pobre el tipo de ejercicios que propone ya que
limita el orden de las matrices a 2x2.

Como sucedia en la ventana de definiciones, en la parte infe-
rior de la imagen 4 observamos que aparece un enlace a
TestMatrik en el que se propone un test de autoevaluacién
sobre lo aprendido en suma de matrices.

En la zona inferior de la imagen 4 aparece un enlace denomi-
nado CalcuMatrik. Al pulsar sobre este enlace accedemos a la
ventana que observamos en la imagen 5.

En esta pantalla se le van a proponer distintos ejercicios a el
alumnado relacionados con la suma y la resta de matrices,
pudiendo posteriormente comprobar si la solucién que han
dado es la correcta o no.

El funcionamiento de esta pantalla es muy sencillo. Primero
debemos elegir si deseamos sumar o restar matrices.
Posteriormente indicaremos el nimero de filas y de columnas
de las matrices A y B y seguidamente pulsaremos sobre el
botén “Generar matrices” En este momento se generaran dos
matrices A y B de forma aleatoria. Una vez que el/la alumno/a
haya realizado la operacién que se le propone, podrd compro-
bar si la solucién a la que llega es la correcta. Para ello sola-
mente debe pulsar sobre el botén “Haz célculos” y le aparece-
rd la solucidn tal y como se aprecia en la parte de la derecha
de la imagen 5 donde observamos que aparecen nuevamente
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las matrices A y B y la suma A+B. Asi, el alumnado podra
comprobar si ha realizado la operacion correctamente.

3.- Por nimero real: En esta zona de la aplicacidn se trata el
producto de un ntmero real por una matriz. Al acceder a la
misma se nos muestra una pantalla parecida a la imagen 4. En
esta pantalla nos indican como se realiza el producto de un
numero real por una matriz. Ademas, en la zona central apa-
rece una parte interactiva. Si pulsamos el boton “Autogenerar”
aparecerd un nimero aleatoriamente y una matriz de orden
2x3. En los huecos que aparecen a la derecha, el alumnado
debera indicar la solucién de multiplicar el ndmero por la
matriz. Podemos generar tantos ejercicios interactivos como
deseemos. Bueno, tantos como deseemos no, en realidad, si
hacemos los célculos, solamente podremos ver 893.871.739
ejercicios distintos.

En la zona inferior de esta pagina aparece un enlace llamado
TestMatrik en el que se propone un test de autoevaluacién
sobre lo aprendido en relacién al producto de un nimero por
una matriz.

4.- Producto: Aqui accedemos a la parte en la que se trata el
producto de matrices. Al entrar en esta zona aparece la pan-
talla que observamos en la imagen 6.

A estas alturas ya estamos familiarizados con lo que podemos
encontrar en esta pantalla que observamos en la imagen 6. En
la parte superior aparece recogida de forma tedrica la forma
en la que se hace el producto de dos matrices. Nuevamente,
como habiamos indicado antes, el contenido tedrico que apa-
rece es breve. Por ejemplo, en esta parte se omite que para que
dos matrices puedan multiplicarse, el ntimero de columnas de

Algety:
I BBl rroducto escatar de dos vectores 21,2 ) (7 Y=xi.y1 +x2.¥2 (De cursos pasadon)
| (a2 )5 ¥ ¥ P
Hacemos el producto escalor de cada fila de A por cada columna
de B,
EOT T HE 12 360
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PEOCUETT 54 8-79
p 1.3+2.8 1.6+2.(7 1.0+2.9 19818
-A'B - s
5.3+4.8 5.6+4.(-7) 5.0+4.9
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Imagen 6

la primera debe ser igual al nimero de filas de la segunda.

Debajo de esta zona y con fondo azulado aparece la parte de
EjerMatrik en la que aparece indicada la operacién del pro-
ducto de dos matrices. En esta zona el alumno deberd escribir
el resultado de la operacién como practica. El funcionamien-
to es semajante al que ya hemos mencionado en la pantalla de
la suma, es decir, cada vez que pulsemos sobre el botén
“Autogenerar” apareceran dos matrices diferentes, pero de
orden 2. Una vez que escribamos el resultado del producto,
pulsando sobre el botén “Comprobar” podremos comprobar
si el resultado que hemos propuesto es el correcto o no.

En la zona inferior aparece un enlace a TestMatrik que nos
conduce a un test sobre el producto de matrices y cuando
podemos realizar este producto. Justamente debajo aparece
un enlace a CalcuMatrik que nos conduce a la pantalla que
podemos observar en la imagen 7.

En esta pantalla ya observamos que nos indican que el nume-
ro de columnas de la matriz A debe ser igual al nimero de
filas de la matriz B. El funcionamiento es parecido a otras
pantallas semejantes que ya hemos visto. En ésta debemos
introducir el ndmero de filas y columnas de la matriz A y el
numero de columnas de la matriz B. Ademas le indicamos si
el tipo de numeros que deseamos utilizar, naturales o enteros.
Una vez introducidos estos pardmetros, pulsamos sobre el
botén “Generar matrices” y nos genera aleatoriamente dos
matrices A y B con los pardmetros que le hemos indicado. Si
deseamos conocer el resultado de ese producto solamente
debemos pulsar sobre el botén “Producto A.B” Entonces nos
aparecerd el resultado tal y como podemos observar en la
parte derecha de la imagen 7.

Matriz A.
CalcuMatr o s )] =)
Producto A B
| -6 || -7 | -9 || o]
Elige opcion: ' ) 0/5(1|3] |8/9]|1
'i‘Naturﬂles M?“'TIZB' 6|-7|9(0| |4]9(1
® Enteros | 8 || 9 ||l 1|
— 7|49
| 4 [ 9| 1]
~MatrizA: — 6/2]3
: i | 7 -4l 9|
Ntmero de filas: | 2 | —
) — | 6 || 2] 3]
Nim. columnas: | 4 | A.B
Producto A. B
~MatrizB: 45|47 13
Numero de filas’ -139 (27 |-80
Nim. columnas: [ 3 |
Genera matrices
n®colA=n"fil B
Imagen 7




5.- Potencias: En esta zona de la aplicacién nos adentramos
en la parte de la potencia de matrices. Al acceder nos encon-
tramos con una pantalla parecida a la que observamos en la
imagen 6.

Nuevamente, la parte superior de la pantalla que se abre nos
ofrece una breve definicién. Y como venimos indicando, el
contenido de esta parte es muy basico. En este caso no se
recoge, por ejemplo, que para calcular sucesivas potencias de
una matriz, la matriz debe ser cuadrada. Justamente debajo de
ella encontramos la zona de EjerMatrik en la que se nos ofre-
ce la posibilidad de generar una matriz 2x2 de la que calcular
sucesivas potencias. En el caso de las matrices que se generan
deberemos calcular el cuadrado y el cubo de la matriz paso a
paso, es decir, primero calculamos el cuadrado, pulsamos
sobre el botén “Comprobar” correspondiente. Si la operacién
ha sido realizada correctamente se nos completard automati-
camente la parte inferior en la que en un principio aparecen
las matrices pero sus elementos son asteriscos.
Posteriormente calculamos el cubo y pulsamos sobre el otro
botén “Comprobar” para ver si hemos realizado la operacién
correctamente.

En la parte inferior de la pantalla aparecen dos enlaces. Uno a
TestMatrik que nos conduce a un test sobre la potencia de
matrices. En la mayoria de estos test se hace referencia a con-
tenidos tedricos que no aparecen recogidos en la aplicacién
pero a los que se ha podido llegar de forma deductiva a través
de la practica. El otro enlace nos conduce a CalcuMatrik.

En la imagen 8 podemos observar esta pantalla nueva.

La forma de utilizar esta pantalla es bastante simple y seme-
jante a la de otras que ya hemos tratado. En este caso debemos
indicar el orden de la matriz de la que deseamos calcular su
potencia y debemos indicar el exponente. El orden de la
matriz, a lo sumo puede ser 4 y el exponente, a lo sumo puede
ser 6. En nuestro caso, en la pantalla que aparece en la imagen
8 le hemos indicado que el orden de la matriz sea 4 y el expo-
nente 6. Pulsamos sobre “Generar matriz” y nos genera la
matriz A. Una vez que realicemos los célculos de forma
manual, podemos pulsar sobre el botén “A elevada a n” y nos
aparecerd todo lo que observamos en la parte derecha de la
imagen, es decir, todas las potencias sucesivas de la matriz A
hasta llegar a la que le hemos indicado. Asi podremos com-
probar si hemos realizado los célculos correctamente.

6.- Gauss: La aplicacién recoge en esta parte el método de
triangularizacion de Gauss. En la pantalla a la que accedemos
y que podemos observar en la imagen 9, se nos ofrecen dos
ejemplos de cdmo aplicar este método de triangularizacion
para matrices. En un contenido un poco mas extenso de lo
que hemos observado en pantallas anteriores nos indican los
posibles cambios que podemos efectuar en las matrices para
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conseguir su triangularizacién. Indicaciones como intercam-
biar dos filas, sustituir una fila por si misma multiplicada por
un ndmero distinto de cero o sustituir una fila por si misma
multiplicada por un ndmero distinto de cero y sumada o res-
tada a otra fila también multiplicada por un ntimero distinto
de cero aparecen ejemplificadas en esta pantalla.

Al final de la pantalla que contemplamos en la imagen 9
observamos que aparecen tres enlaces. El primero de ellos es
al cldsico test que venimos observando en nuestro recorrido.
En este caso, el test sobre el método de Gauss se compone de
6 preguntas.

El segundo de estos enlaces es a EjerMatrik, en este caso de
nivel 1. En esta parte se proponen ejercicios guiados para apli-
car el método de triangularizaciéon de Gauss. Son ejercicios
parecidos a los que se observan en la imagen 10, con la dife-
rencia de que las matrices que genera, el elemento a;; es 1.

El tercero de estos enlaces es a EjerMatrik, en este caso de
nivel 2. En la imagen 10 podemos observar la pantalla que
aparece.

I EliFRY

CalcuMatrik A
Potencia 2 7 2 8 N—
2|17|12|8
7 9 0 0 "
79|00
Orden de la 2 LN N =l 7lal7la
matriz: 2 3] -8 2 e
Exponente 6 Aelevadaan i Kl
natural:
»
A
Genera la matriz |

77| 130 14| 56
a-107| 95| BB
29[-116] 60| 17

-857| -162| 932 768
1050 (-1415| -700 |-728
276 | 2138 |-1353 |-404
<368 | 1432 -614 |89

Al

5568 | 6151 |-14382 |-11352
-15449 | 11601 | 12824 | 11928
6855 .34:’:!’:3_ 12151| 3608
7440 |-22457 | 7474 1

A
46049 |-179877 | 202626 | 113424
178017 | -61352 |-216090 |-186816
-177810 | 479235100211 2628

-119763| 321462 | -37446| 29623

\h

24493 3460456 |-2417872 [-1292320
1924496 | 706971 | 3363192 | 2475312

3003532 |-6451800 0 324833 -1024264

2168392 |-3979644 | 214388 | -837943

Imagen 8
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Consiste basicamente en obtener la matriz triangulada de una matriz
operando con las filas.

Las operaciones elementales que podemos hacer son:

1 Intercambiar dos filas:
12 34 S
34 s 12 intercambia

2 Sustituir una fila por si misma multiplicada por un nimero
distinto de cero:

: 12 12 -
B = 5
34 3 F2->F2 912 Fhekioye 8
i Sustituir una fila por si misma multiplicada por un nimero
distinto de cero y
sumada o restada a otra fila tambien multiplicada por un numero
distinto de cero:
12 1:2
- 34 2.F1+5.F2—>F2 17 24
Ejemplo 1:
Tomames como pivabe el primes elemento de la dagonal
principal .
A 2z Hacomes un 0 justo debago del prvote: 3F1 = F2 22 12
. 4 F2 02
- Ponemaos o fila del pivete F1 como esta y sustituimos la
F2
Ejempin 2
Tomamos coma pivete ol prmer clomemto de la
diagonal principal.
23 Hacomos cero on F2 dobajo dol prvote: 4F1 = F2 125
B Msg | =12 036
i - Hacemos cero en F3 debajo del pivete: Fl1-F3
| R 4
- Ponemos la fila del pivote F1 como esta y sustituimos
laF2ylaF3
Tomamos como pivete ol sequado olemento de la
diagonal principal.
123 Hacrmos cern on F3 debajo del piote: 5F2 + 12 3
Ol 3IF3-->F3 03 6
2 = Ponemos las [as por encina de la fla del pivole como
[0-581 i, onia
Fonemas la Bla del prvote F2 como esta y sustibuimos
laF3
| Observa que para hacer cero en un clemento siempre
hacemos el m.c.m. del pivote y dicho elemento |
Fastes criteerin sera ol gquo ubilansmos on todos los ejercians y programas de la Wel
1. Contesta y comprieha los resultados del TesIMalrik - Gaes: Autoevaluacian.

2. Pulsa este enlace para usar el EjcrMatrili- Ga
este mvétodo.

¢ NIVEL 1 y hacer practicas con

En esta pantalla elegimos el tipo de ndmeros con los que dese-
amos que generar la matriz que queremos triangularizar. Una
vez seleccionado el tipo de ntimero, pulsamos sobre el bot6on
“Generar matriz” y nos aparece la matriz a triangularizar.
Observamos que el orden de esta matriz siempre es 3x3.
Seguidamente vamos resolviendo el problema de forma guia-
da. En cada paso deberemos indicar la combinacién lineal que
vamos a realizar para conseguir el objetivo que nos proponen.
Por ejemplo, el primero de los objetivos es hacer que el ele-
mento a,, sea un cero. Una vez que escribamos el nimero por
el que pretendemos multiplicar la fila F1 y la fila F2 para sus-
tituir esta dltima por esa combinacioén lineal, debemos pulsar
sobre el boton “;Bien?” Para comprobar si esa combinacién
lineal serfa la exactamente correcta, es decir, existen varias
combinaciones lineales con las que conseguir que el elemento
a,, sea cero, pero s6lo una es la que nos proporcionard nime-
ros mas pequenos y enteros, que serd la relacionada con el
minimo comtn multiplo.

En el caso en el que la combinacién lineal que hayamos pro-
puesto sea la correcta, aparecerdn en la siguiente matriz los
elementos que aparecen iguales y podemos escribir en las
casillas correspondientes los nimeros que aparecerian en las
casillas que se modifican.

De esta forma, paso a paso, vamos consiguiendo triangulari-
zar la matriz utilizando el método de Gauss.

7.- Rangos: En esta parte de la aplicacidn se trata el rango de
las matrices. Cuando accedemos a esta parte observamos la
pantalla que aparece en la imagen 11.

.. N fi o e
3. Pulsa oste enlace para wsar el FJerMalrik o Gaiss NIVEL 2y hacor practicas con Arﬂebh.
wiler rtondin m t[‘il}a'
o ’ ) de una matriz es el mayor numero de filas que son linealmente
independientes.
S =
tmagen 9 et L2 mem g e
n A (Comto FLy/E, B pues ademas Fi v
- = MR HES [ A son linealmente 31 i
EjerMatrik - Gauss Escoge opoion: - Toma un pivate en la diagonal principal rxx = dependientes el TgA = = : -
* Naturales - Opera fils pivote con cada fila inferior & % POETERE 48 1 58 g;‘iepi?d‘em“
Generar matriz Enteros wlla x 2
- Para ello utiliza ol m.c.m. do pivate ¥ Producto i
olomonto . 12 \T:apt?uire\;n;:;g?]?ng:;, - Elrg también se puede definir por
- Y consequirds coros dobajo de cada pivate EOTENCIdS e luego las dos filas son columnas.
- independientes y rgC= - Teorema : El rg por filas = rg por
hdlI53 34 2 columnas.
Pivote = 11
“ Para obtener un 0 én o21 hacemos ljﬁ“‘um'
2 3 que * . * nvepsas Las operaciones elementales aplicadas a una matriz la transforman en
= - “F2 I otra con el mismo rango.
- F1 = ¢gien? Uikt El rango de una matriz es el numero de filas no nulas después de
& 4 F2 o 5 by triangular con el método de Gauss.
oS E ECLECIONES
Sigue los pasos:
- . Parm nhimuas ol w = R . . . 115‘ iuntes{a ¥ :?tzmpmeba los resultados del TestMatrik - Rangos:
p = " que = . . utoevaluacion.
‘F3 2. Usael EjerMairik - Rangos NIVEL 1 para practicar su calculo usando el
. . " Bien? parm [x
- — <Bien? método de Gauss.
F3 ;
3. Usael EjerMairik - Rangos NIVEL 2 para practicar su calculo usando el
Pivote método de Gauss.
=a22 5
4. Estudia algunos ejemplos con el th]E_]'”.hMa? rik - Rangos (Puedes guardarlos
o imprimirlos)
- it it Para obtener un 0.en 53l = z =
hacemos qua - - - 5. Usala CalcuMatrik - Rangos para analizar y experimentar el rango de distintos
* * - tipos de matriz.
" . I"Z —>  LBlen? thien? 6. Genera hojas de ejercicios con GenEje:‘l\'larr: { - Rangos , hazlos y comprueba
F3 las soluciones.
Imagen 10 Imagen 11




Se puede apreciar, como sucedia en pantallas anteriores, que
al principio de la misma aparece desarrollado parte del conte-
nido tedrico con algunos ejemplos. En cuanto a actividades,
esta es una de las pantallas mds completa que podemos
encontrar.

La primera que aparece es una actividad test. Para acceder a
ella solamente tenemos que pulsar sobre el enlace TestMatrik.
Es un test con el mismo formato que los que hemos estado
viendo en las paginas anteriores.

Debajo de este test encontramos dos enlaces a actividades
guiadas con EjerMatrik. Una de ellas de nivel 1 y otras de nivel
2. Tanto en uno como en otro nos proponen el cédlculo del
rango de una matriz a través del método de triangularizacién
de Gauss. Son dos pantalla similares a las que hemos podido
contemplar en la imagen 10, en las que se va triangularizan-
do la matriz paso a paso. Evidentemente, en esta pantalla tam-
bién se nos ofrece la posibilidad de generar matrices distintas
a las que calcularles el rango.

Otro de los enlaces que encontramos aparece en el punto 4 y
se denomina GenEjemMatrik. Al pulsar accedemos a la pan-
talla que aparece en la zona superior de la imagen 12.

En esta ventana debemos indicar el nimero de filas y el de
columnas de la matriz. Posteriormente seleccionamos el tipo
de numeros que deseamos utilizar, naturales o enteros y, para
finalizar, pulsamos sobre el botén “Generar matriz” En ese
momento aparecerd aleatoriamente una matriz A con las
caracteristicas que hayamos marcado. Tras realizar el ejerci-
cio, podemos comprobar si el resultado que hayamos obteni-
do es el correcto pulsando sobre el botén “Rango de A” Si
hacemos esto se nos abrird una nueva ventana en la que apa-
recerd el proceso seguido aplicando el método de Gauss para
calcular el rango de la matriz A. Esta nueva pantalla la pode-
mos ver en la parte inferior de la imagen 12.

Debajo de este enlace que hemos tratado aparece otro deno-
minado CalcuMatrik que tiene un funcionamiento parecido al
descrito anteriormente. Debemos indicar el ndmero de filas,
el de columnas y el tipo de niimeros que vamos a utilizar. Ya
hemos visto anteriormente el funcionamiento de pantallas
como a la que accedemos pulsando sobre este enlace.

El dltimo de los enlaces que completa la pagina de rangos es
el denominado GenEjerMatrik. Aqui accedemos a una intere-
sante pantalla de configuracién que observamos en la parte
superior de la imagen 13.

En esta pantalla vamos a configurar las opciones que desea-
mos de forma que nos genere una pantalla de ejercicios con
los que practicar el clculo del rango de una matriz. En esta
pantalla vamos a indicarle los siguientes aspectos:
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a) El numero de ejercicios que deseamos que nos genere
la aplicacion.

b) El nimero de filas y de columnas que deseamos que
tengan las matrices que genere. Podemos indicarle que
todas tengan el mismo ndmero de filas y columnas o
que genere las matrices con un numero de filas y
columnas aleatorio cada una de ellas.

GenEjemMatrik MatrizA:

Rangos == ]

_ ||5 q|q m -8 W 8 |

Num. de filas: || 4 | e ——
p 1 m 9 m 4 W 5

Num. columnas T2 — —— —— ——
. J N EN KN El KR

Con numeros:

~ Rango de A
O Naturales
@ Enteros
Genera la matriz |
Guia de uso

Rangos - Ejemplo

Dada la matriz A, aplicamos el método de Gauss :

Pivote = -7 Pivote =1 Pivote =1
-7|-3|-5|-7 19|45 1/94)|5
5|-1|-8|8 5(-1|-8|8 0|-44|-12 |17
119145 -71-3|-5|-7 73|95 |-7
11029 1|0(-2|9 110|-2|9
5F1-F2 > F2 7F1 + F3 > F3

Pero como [3,1] = -1,
hacemos: F1 <-> -F3
Pivote =1 Pivote = -44 Pivote = -44
19|45 1,9(4|5 119 (4|5
0|-44(-12|17 0|-44|-12|17 0|-44|-12 (17
0(-66|-33 |28 0|-66 (-33|28 O 0 (30(-5
1/0(-2]9 09 |-2|4 09 |-2|4
F1-F4 ->F4 3F2-2F3 ->F3 9F2 - 44F4 > F4
Pivote = 30 Pivote = 977
119 4|5 1,945
0[-44-12| 17 04412 17
00 30| -5 0/ 0|30 -5
0| 0 |-20|329 00| 0 (977
2F3 + 3F4 --> F4

El n? filas no nulas es 4

Por lo tanto el rango es 4

Imagen 12
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¢) Podemos indicarle si deseamos que aparezcan las solu-
ciones de los ejercicios que proponga. Por defecto apa-
recen. Si deseamos que no sea asi se lo debemos indicar.

d) Ya en el aspecto estético de los ejercicios seleccionare-
mos si queremos que las matrices aparezcan con bor-
des o sin ellos o si deseamos que aparezcan encuadra-
das o no.

e) Para finalizar, debemos seleccionar el tipo de niimeros
que deseamos que se utilice para generar las matrices
indicadas. Podremos seleccionar entre nimeros ente-
ros o naturales.

Una vez que todo esté como pretendemos, solamente debe-
mos pulsar sobre el botén “Generar ejercicios” Si hacemos
esto nos aparecerd una relaciéon de ejercicios como la que
observamos en la parte inferior de la imagen 13, en la que

observamos que ha generado 6 ejercicios.

8.- Inversas: En este apartado de la aplicacién vamos a traba-
jar sobre el célculo de la matriz inversa. Al acceder a esta parte
de la aplicacién observamos una pantalla como la que apare-
ce en la imagen 14.

Al principio de esta parte, como viene siendo habitual, apare-
ce de pasada una parte tedrica sobre el aspecto que estamos
tratando. En este caso sobre la matriz inversa. Posteriormente
aparece un ejemplo resuelto y al final accedemos a la zona que
mds nos puede interesar. En esta zona encontramos una dis-
tribucion parecida a la que hemos desarrollado en el punto del
célculo del rango de una matriz, por lo que os invitamos a que
vaydis descubriendo algunos de los aspectos que tratan los
ejercicios que proponen. A partir de aqui, las pantallas se van
repitiendo en cada una de las temdticas que trata la aplicacion,
pero con los ejercicios dirigidos a esa temdtica.

GenEjerMatri

Rangos

. Num. de ejercicios : [ | Bordes de las tablas de salida:
[ Las matrices sin bordes.

2. Num. de filasy columnas : [JEl encuadrado con bordes.
@ Al azar.

© Con [ 2] filas. Generar con nimeros :

| 3] columnas. @ Naturales.
 Enteros.
. LJSin soluciones.
Guia de uso Generar ejercicios

Rangos de Matrices - Ejercicios

1) 2) 3) 4)
3[o 0 o] [ofo
7|8 3|34 6|34 la]1
= 1[4]o 7lofo [1]a
2 ) Rango= Rango= Rango=
3 3 2

3) 6)
72 2[s
2[o s
Elg Rango=
Rango= 2
2

Imagen 13

Algety
m trma! Definicion: A esia inversa de A sise cumple que A-Al-
A'A =1

LETTHGITNES

o
il

SRR Tomemos la igualdad -~

PrOIUETT lados de la
igualdad una serie de operaciones elementales de tal forma que \ se
transforme en |

de la definicion. Si aplicamos a ambos

pasa pasn
a a
luego IA'=T gy Alm ]
12 o 12 10 2. Aplicendo i
Y Formar "malriz" Gauss
i utilizando la dehemos
34 el 34 ' 017 onseguic o1 ' xx
para lo cual
19 20
Triangulamos Retriangulamos
12 10 IFL-12 = 12 10 o 10 24
4 01 F2 02 34 0z 34
30 Unos
dingonal ppal
10 2-1 -1'F1 - F1 10 2 2 1
2] : - ege A1 =
0z 3. 12 F2 ->F2 01 322 a2 -1z
Sigue los pusos:
1. Contesta y comproeba los resultados del Tes!Malril - imomas: Autoevaluacian
2. usael EjerMalrik - womes NIVEL 1 para practicar su caboilo usando ol
metado di Gaiss
3. Usael EjerMatrik - inversas NIVEL 2 para practicar su cdlculo usande el
método de Gauss.
4. Estudia algunos ejemplos con ol GenEjemMalrik - nveas (Puedos quardarios
© impramirlos)
5.Usala C Matr = Inversas para experimentar y analizar la inversa de distintos
tipos de matriz.
6. Genera hojas de ejercicios con GenlijerMatrik - iversas | harlos y comprueba las

soluciones.

Imagen 14




9.- Determinantes: Al entrar en esta parte observamos la
pantalla que aparece en la imagen 15.

Observamos que al principio de la pantalla se nos ofrece la forma
de calcular el determinante de una matriz 2x2 y seguidamente
aparecen varios ejemplos sobre el célculo de determinantes.

La propuesta que realiza la aplicacién es el calculo del deter-
minante de una matriz a partir de la triangularizacién de la
misma.

Al final de la pagina aparecen 5 enlaces que vamos a citar. Son
enlaces de los que ya hemos visto en paginas anteriores ejemplos.

El primero hace referencia a un test de 6 preguntas sobre
determinantes. El segundo y el tercero son enlaces a la zona
de EjerMatrik. Son ejercicios guiados para el alumnado sobre
el célculo de determinantes. El cuarto, “GenEjemMatrik” nos

Algetirg
L tril}ﬂl A toda matriz cuadrada le podemos asignar un numero real que
l remos deter t
LRTIMCIONES ’ .
Se caleula haciends o] producto elementos de diagonal ppal. - producto de elementos de
thiatpinal secumdara:
12 12
{at{A) = =1'4-23=:3
34 34
(Validas tanto para filas como
para columnas)
Sii i dos filas al cambia de signo:
(108
H 27 83
= 50 Fl=—=F2 = 50
B3 27

Si multiplicanos una fila por un niimero el detarminanta queda multiplicada por dicho
nimero:

N— 5
:: =7 :; =7 (2 =-14
Sia una filz se le suma una combinacidn lineal de otras filas el determinante no varia:
12 12
31| " 2 2her-em s =2
Perro st s hubsivse hocho

12 12
=-2 17

34 2-F1+7- F2—=F2 ma SV =2

yello porque estamos haciendo 7 ° F2 que es la fila que estamos sustituyendo ¥ segin vimos
enla propiedad 2 estamos multiplicando el determinante por 7. Lusgo para que conserve su
valor lo multiplicamos por 177 .

Fl determinante de una matriz triangular superior es igual al producto de los elementas de
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genera un ejercicio sobre determinantes a partir de unos para-
metros introducidos previamente. El enlace CalcuMatrik nos
ofrece un ejercicio creado aleatoriamente sobre el célculo de
determinantes. Una vez generado el ejercicio, podemos
observar la resolucién guiada del mismo. El dltimo de los
enlaces que observamos en la imagen 15 hace referencia a
“GenEjerMatrik”. Este nos genera una pagina con tantos ejer-
cicios sobre determinantes como le hayamos indicado en la
configuracién inicial. La pantalla es parecida a la que pudimos
observar en la imagen 13.

10.- Sistemas de ecuaciones: La tltima de las herramientas
que nos ofrece la aplicacion estd encaminada a la practica
sobre la resolucién de sistema de ecuaciones. La pantalla a la
que accedemos es muy parecida a la que hemos podido con-
templar en la imagen 15, pero su contenido hace referencia a
los sistemas de ecuaciones.

Al final de la pantalla aparecen 5 enlaces que vamos a citar
como hemos hecho en el caso de la resolucién de determi-
nantes. Son enlaces de los que ya hemos visto en paginas ante-
riores ejemplos.

El primero hace referencia a “TestMatrik’, un test de 6 pregun-
tas sobre sistemas de ecuaciones, su resolucion y su compatibi-
lidad. El segundo y el tercero son enlaces a la zona de
EjerMatrik. Son ejercicios guiados para el alumnado sobre la
resolucion de sistemas de ecuaciones. En la imagen 16 podemos
observar la pantalla correspondiente a “EjerMatrik” de nivel 2.

El cuarto, “GenEjemMatrik” nos genera un ejercicio sobre
determinantes a partir de unos pardmetros introducidos pre-
viamente. El enlace CalcuMatrik nos ofrece un ejercicio crea-
do aleatoriamente sobre el cdlculo de determinantes. Una vez
generado el ejercicio, podemos observar la resolucién guiada
del mismo. El tltimo de los enlaces que observamos en la ima-
gen 15 hace referencia a “GenEjerMatrik”, Este nos genera una

EjerMatri Escoge opcion: - Triangula AB tomando come pivote o11

fa elterggennsanl prinepal, st § 4 Natural - Analiza el rgAy rgAB (Th. Rouché-Frob.) e

24 . Ger triz AB T - Sies un SCD: Retriangula con pivote 022 AB™ o) o0 0

L =2.7=14 L Despeja las inciqnitas de la matriz
0 disgonal
) 152 =30 12 -2-9=-9 1. Triangulamos AB
3 5.,F1-2.FQ=>F2 'R} Pivote = all
Fijate quo mulliplicamos el detorminants por 172 puesto que hemos hecho -2 . F2 <> ¥2 Obtener 0 en 21
Sigue los pasos: - F2 gien?
-
1. Contesta ¥ comprueba los resultados del TestMatrik - Determinantes: F2 LBien?
Autevaluacion.
i:;:;el"‘r":us;\m rik = iwterminantes NIVEL 1 para practicar su caloulo wsando of 2. Una vez triangulada, analizamos el rango de A v el rango de AB :
3. Usa el EjcrMatrik - Determinantes NIVEL 2 para practicar su calculo usando el P Gl L
oo dir Gaiss éCual o o] ranga de la matriz A? rgA =
4. Estudia algunos ejemplos con el GenbjemMalirik - Determinantes (Puedes iCudl es ol rango de la matriz amplisda AD? rgAR = Bient
guardarlos o imprimirlos)
5 Usala CalouMalrik - peterminantos  pars experimentar y analizar distintos lipos . .
de determinantes. 3. Y por lo tanto, seqin el Th. de Rouché-Frabenius, el sistema s -
6. Genera hojas de ejercicios con. Gen EjerMatrik « bowmminsmes | hastos y SI  Incompatible Sin soluciones
comprueha las solucsones SCD Compatible determinado  Solucion Gnica
SCI © Infinitas
Imagen 15 Imagen 16
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pagina con tantos ejercicios sobre determinantes como le
hayamos indicado en la configuracién inicial. La pantalla es
parecida a la que pudimos observar en la imagen 13.

11.- Guias de uso: La aplicacién cuenta con dos guias que
nos pueden resultar de ayuda. Una de ellas es la guia de utili-
zacion de la aplicacion para el alumnado. Esta guia la encon-
tramos en la siguiente direccion:

http://www.isftic. mepsyd.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem20
00/algebra/doc/guialumno.doc

En ella se muestran pantallas con las que se encontrara el
alumnado y la composicién de las mismas, ademas de la
forma de utilizar e interactuar con cada una de ellas.

Una segunda guia, la del profesorado, la encontramos en la
siguiente direccién:

http://www.isftic.mepsyd.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem200
0/algebra/doc/guiaprofesor.doc

En ella se hace un recorrido aproximativo por la aplicacién y
se indica la forma en la que de ha ido construyendo cada una
de las pantallas con las que se encontrara el alumnado y la
forma que se ha utilizado para elaborar cada uno de los test
que aparecen en la aplicacion.

Como hemos podido ver a lo largo de este recorrido, la aplica-
ci6n “Algebra matricial” es una herramienta que nos facilita la
aplicacion y la préactica de aquello que han estado estudiando
los/as alumnos/as a lo largo del tema de matrices, amplidando-
lo a su aplicacion en el estudio de sistemas de ecuaciones.
Hemos comprobado también que

en muchas ocasiones las caracteris-

También hemos podido comprobar que la aplicacién es muy
sencilla de utilizar ya que en cada ventana se van repitiendo
los mismos formatos y enlaces de forma que el alumnado y el
profesorado no se encuentre perdido o le suponga una difi-
cultad anadida su utilizacién. Evidentemente, se trata de un
software especificamente disenado para la practica de ejerci-
cios que estén relacionados con las matrices y que enuncia o
propone la propia aplicacién. Para ejercicios derivados de
enunciados que estén relacionados con las matrices o prove-
nientes de otros medios seria cuestion de utilizar otros
medios ya que la aplicacién no ha sido disenada con ese fin,
sino con el de facilitar la practica de ejercicios relacionados
con las matrices, sus operaciones y la aplicacion a los sistemas
de ecuaciones.

Si lo que se pretende es resolver problemas especificos sobre
matrices, operaciones, determinantes, sistemas de ecuacio-
nes... deberemos recurrir a una software mds generalista
como Wxmaxima que ya hemos tratado en ndmeros anterio-
res en este apartado de la revista Suma.

Existen ademds, una gran cantidad de webs que nos pueden
resultar utiles a la hora de trabajar las matrices. Una de ellas,
por ejemplo, la encontramos en la direccién:
www.marcelovalenzuela.com/matrices/producto-de-
matrices.php

Al acceder a esta pagina nos aparece la pantalla que observa-
mos en la imagen 17.

En esta direccién encontramos una web para realizar el pro-
ducto de matrices. El funcionamiento de esta pagina es bas-
tante sencillo. Lo primero que debemos hacer es introducir

ticas de las matrices que se utilizan
0 que nos proponen como ejercicio
estdn limitadas en el ndmero de
filas y columnas y que los niimeros
que aparecen en dichas matrices
son ndmeros enteros que oscilan
entre -9 y 9. Pero evidentemente, a
la hora del estudio matricial no se
trata tanto complicar las operacio-
nes que se deben hacer en un ejer-
cicio, como de que los alumnos
comprendan la utilidad de estos
entes y sepan manejarlos, utilizar
sus propiedades, etc. para resolu-
cién de ejercicios.

Imagen 17

Con el nombre de cada una, al ingresarlo en el bloque corr podra

MULTIPLICACION DE MATRICES

Esta pequena aplicacion permite crear matrices, y multiplicarlas.
Para eso, ingrese los numeros para el tamano de la matriz (gj: n =3 y m = 2 para una de orden 3x2) y oprima crear tanlas veces como

matrices vayas a usar de ese tamario.

las. (Recuerda que: El producto no es

conmutative y que el numero de columnas de la primera debe ser el numero de ﬁh;s de la segunda: Matrices Conformables).

= click por acd st no sabe como se multplican... <

= Volver <

Tal vex también le interese la aplicacion para calcular determinantes, o ldeas basicas para cdlculo de determinantes

Debajo debe aparecer la aplicacion ... espera a que cargue.

M, Valensusla

Crear Matriz nxm:

n-= n
Crear
Now. Lov mombers de |
matrices s indican en e
eaaquina superior imquicrda

Puede mover ks matiwes

Mutliplicar las mairices:
Ingrese nombre (Ingreze nomhre
Multiplicar




las dos matrices que deseamos multiplicar. Para ello escribi-
mos el orden de la matriz en el lugar correspondiente que apa-
rece en la zona inferior de la web, donde leemos “Crear matriz
nxm” le indicamos el valor de 7 y el valor de m. Una vez escri-
tos estos valores pulsamos el botén “Crear”. En ese momento
aparecerd la matriz con los huecos correspondientes que
deberemos completar. En nuestro caso le vamos a dar una
matriz de orden 7x8. Observamos que encima de la matriz
aparece el nombre de la misma, en este caso “m781”. Este
nombre lo utilizaremos posteriormente. Una vez introducida
la primera matiz, introducimos la segunda. Para ello repeti-
mos el mismo proceso que hemos seguido con la primera.
Escribimos el orden (ntimero de filas y niimero de columnas)
y pulsamos el botén “crear”. En nuestro caso el orden de la
segunda matriz va a ser 8x3. Introducimos los valores de la
matriz observando que el nombre que le ha dado a ésta es
“m832” Podemos seguir introduciendo matrices, pero nos-
otros solamente vamos a introducir estas dos. La aplicacion
nos ofrece la posibilidad de arrastrar las matrices introduci-
das y colocarlas en otra parte de la pantalla.

Una vez introducidas las dos matrices, vamos a proceder a
multiplicarlas. Para ello, observamos que en la parte inferior
de la web aparecen dos ventanas en la que nos hemos escrito
nada y que contienen el texto “Ingrese nombre”. En la prime-
ra de esas ventanas debemos introducir el nombre de la pri-
mera matriz que vamos a multiplicar, en nuestro caso “m781”
y en la segunda ventana el nombre de la segunda, en nuestro
caso “m832”. Seguidamente pulsamos sobre el botdén
“Multiplicar” y aparece una nueva matriz vacia, con las
dimensiones que debe tener la matriz resultante del producto.
Encima de la misma aparece su nombre, en nuestro caso “r73”".
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Debajo de ella aparece un botén llamado “Calcular”. Si pulsa-
mos sobre este botdn, nos aparece la matriz que resulta del
producto. En la imagen 18 podemos observar como queda la

Se muestra el resultadeo de: M. Valenzuela

781
o
7|
5|

'

dota: Los nombres de las

natrices s indican en 14 [ Mutliplicar las matrices:

esquing superior izquierda. m781 | m&32

l‘ued.e'mu\-el las  matrices Multiplicar
arrastrandolas. ~

Mostrar Resultad

Imagen 18

pantalla al final con los datos que hemos introducido.

Esta pagina se la debemos al profesor Marcelo Valenzuela al
igual que otra que tiene que nos proporciona el célculo del
determinante de una matriz y que podemos localizar en la
direccion

http://www.marcelovalenzuela.com/det.php

y que nos permite calcular hasta el determinante de una
matriz 6x6.
MATEMASTIC |

FICHA EDUCATIVO - TECNICA

Nombre Algebra Matricial
Sisterna Es una aplicacion multiplataforma, no dependiendo del sistema operativo y para la que basta con
un navegador para poderla utilizar..
La aplicacion la localizamos en el portal de instituto superior del formacion del profesorado y TIC.
Descarga Concretamente en la direccién
http://www.isftic. mepsyd.es/w3/eos/MaterialesEducativos/mem2000/algebra/index.html
Licencia Software gratuito
Contenido Matrices, operaciones, determinantes y sistemas de ecuaciones.
Nivel Multinivelar: 2° de Bachillerato y estudios superiores.
, Aplicacién para utilizar con el alumnado para resolver ejercicios de matrices, determinantes vy sis-
Metodologia .
temas de ecuaciones.

Este articulo fue solicitado por Suma en junio de 2010 y fue aceptado en septiembre de 2010 para su publicacién.




