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ntroducci()n

Los actuales curriculos en nuestro contexto sefialan como un
objetivo de la educacion formar ciudadanos criticos y reflexi-
vos, comprometidos y capaces de razonar. Para ello, es esen-
cial el trabajo de practicas argumentativas, donde se aprenda
a reconocer argumentos vélidos y a desarrollar razonamien-
tos analiticos que permitan la adquisicion progresiva de habi-
lidades en este sentido. Muchos alumnos, sin embargo, tienen
importantes dificultades en el desarrollo de argumentaciones
matemadticas durante sus procesos de aprendizaje en la escue-
la. Aunque hay diversas causas que contribuyen a explicar
estas dificultades, algunas de ellas se ven reforzadas por las
dificultades de argumentacién que a su vez experimentan
algunos maestros de matemadticas. Por este motivo, entre
otros, es relevante explorar las précticas e interpretaciones en
torno a la argumentacion matematica de los maestros en for-
macién inicial.

En el marco del Grupo de Investigacion “Educacién y
Competencia Matemédtica”-SGR 365- y del Proyecto ‘Estudio
del desarrollo de competencias discursivas en el aula de mate-
maticas,~EDU2009/07113— hemos desarrollado un estudio
exploratorio (De Gamboa, 2009) sobre las précticas escritas e

interpretaciones en torno a la argumentacién matemdtica de
un grupo de futuros maestros de Educacién Primaria en el
segundo curso de su formacién universitaria. Se trata de un
estudio que debe contextualizarse en el marco mas amplio de
la aproximacién al conocimiento matematico de los futuros
maestros. Los dos objetivos principales han sido: 1) identifi-
car practicas de argumentacion en la resolucion escrita de
actividades matemadticas; y 2) explorar la diversidad de inter-
pretaciones sobre la nocién de argumentacién matematica.
Uno de los aspectos mas novedosos de nuestro trabajo es que
no incidimos en los tipos de argumentacién y explicacién o
incluso demostracion, sobre los que hay bastante literatura en
nuestra drea (ver, por ejemplo, Gutiérrez, 2005, o Ledn y
Calderén, 2001), sino que damos un paso hacia atrds para
obtener una visién mas general, que incluya la identificacion
de las précticas, la propuesta de preguntas y las interpreta-
ciones acerca de la argumentacién matemdtica.
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La nocién de argumentacién matematica

Aunque la nocién de argumentacién matemadtica debe inter-
pretarse en el contexto de las matemadticas, se fundamenta en
la nocién mds amplia de argumentacién. Sarda (2003, p. 123)
habla de la argumentacién como:

Actividad social, intelectual y verbal que sirve para justifi-
car o refutar una opinién, y que consiste en hacer declara-
ciones teniendo en cuenta al receptor y la finalidad con la
cual se emiten. Para argumentar hace falta elegir entre dife-
rentes opciones o explicaciones y razonar los criterios que
permiten evaluar como mas adecuada la opcidn elegida.

La argumentacién es un discurso dirigido a un receptor con el
fin de justificar una opinién partiendo de hechos o datos y
razonando los criterios sobre los que se decide la adecuacién
de la opcidn elegida.

La argumentacion aparece ligada, por tanto, a los conceptos
de justificacion y explicacidn, tal como ya sefialan Perelman y
Olbrech-Tyteca (1994). Tomando a Jorba (1998, p. 48), se
tiene que:
Justificar es producir razones o argumentos, establecer
relaciones entre ellos y examinar su aceptabilidad con la
finalidad de modificar el valor epistémico de una tesis en

relacién al corpus de conocimientos en que se incluyen los
contenidos objeto de la tesis.

Esto hace que, en el desarrollo de una argumentacién que va
dirigida a la justificacién, no baste con producir argumentos,
sino que sea necesario someterlos a un examen de aceptabili-
dad. Duval (1999) utiliza los criterios de pertinencia y fuerza
para decidir sobre la aceptabilidad de un argumento. La per-
tinencia del argumento es la relacion entre los contenidos de
la afirmacion y del argumento que la justifica, teniendo que
ocurrir que los contenidos semdnticos se sobrepongan. La
fuerza del argumento depende de: a) la resistencia que pre-
sente a contra-argumentos, es decir, que no tenga réplica; y b)
el valor epistémico positivo, es decir, que sea evidente, nece-
sario y auténtico.

Ademas de la estrecha relacidon con la nocién de justificacién,
la argumentacién tiene mucho que ver con la explicacion.
Segun el Diccionario de la Real Academia Espanola (RAE,
2001, p. 1021) “explicar es declarar o exponer cualquier mate-
ria, doctrina o texto dificil con palabras muy claras para
hacerlos mds perceptibles”. Ribas (2003, p. 151) habla de
exponer como sinénimo de explicar diciendo que:

Exponer es organizar la informacién a partir de unas rela-

ciones légicas entre las unidades que la constituyen, de

manera que aparece como un razonamiento que conduce
de una premisa a una conclusién.

Aunque no se mencione explicitamente la argumentacion, en
esta definicién se considera el paso razonado de una premisa

a una conclusion, que es una unidad minima de argumenta-
cién. Por lo tanto, puede entenderse que el esquema bdsico de
la explicacion es también el germen de la argumentacion, sien-
do las caracteristicas de las razones que fundamentan el paso
de premisa a conclusion las que determinan la argumentacién.

Siguiendo a Duval (1999), argumentacién y explicacién com-
parten el esquema bdsico de paso de una premisa a una con-
clusion, pero se diferencian en las razones que validan este
paso, siendo en la argumentacién donde las razones comuni-
can su fuerza a las afirmaciones, convirtiéndolas en argumen-
tos y haciendo de la proposicion final una conclusién, mien-
tras que en la explicacion las razones tienen una funcién des-
criptiva al presentar el sistema de relaciones en las que el dato
a explicar se produce. Por ejemplo, tomando como premisa la
existencia de distintas clasificaciones de tridngulos basadas en
sus tipos de lados y en sus tipos de dngulos, en una explica-
cién afirmamos que los tridngulos equilateros son distintos a
los tridngulos rectdngulos, ya que un tridngulo equilatero es
un tridangulo cuyos tres lados tienen la misma medida, mien-
tras que un tridngulo rectangulo es aquel que tiene uno de sus
tres dngulos recto, es decir que mide 90°. En una argumenta-
cién, en cambio, decimos que los tridngulos equilateros son
distintos a los tridngulos rectangulos ya que no puede haber
un tridngulo que sea equilatero y rectangulo a la vez, dado que
en un tridangulo rectangulo se cumple el Teorema de
Pitagoras, que relaciona sus tres lados a, b y ¢ segtn la ecua-
cién a?=b*+c? (siendo « el lado opuesto al dngulo recto o hipo-
tenusa) y es imposible que esta ecuaciéon se cumplasia =b =
¢, salvo en el caso triviala =b =c = 0.

»Conclusion

Premisa

Ley de paso

Figura 1. Esquema argumentativo minimo de Plantin (1998)

Desde una perspectiva mas formal para la caracterizacién de
la argumentacién, resulta util el esquema argumentativo
minimo de Plantin (1998), que consiste en el paso de una pre-
misa a una conclusién esgrimiendo al menos una razén que lo
valide (ver Figura 1). Una vez establecida esta unidad minima,
debemos contar con un marco mas general que contemple
otras casuisticas en el discurso argumentativo. Para ello, es
util el esquema de Toulmin (2007), que adaptamos en la
Figura 2. En este esquema, las premisas son los hechos que se
invocan para justificar y validar la afirmacién y la tesis; la con-
clusion es la tesis que se establece; la ley de paso son las razo-
nes que se proponen para justificar las conexiones entre datos
y conclusién; la garantia es el conocimiento basico que asegu-
ra la justificacion; los calificadores modales son la fuerza que
la justificacién confiere a la argumentacién, aportando un
comentario implicito de la justificacion; y la refutacién son las
circunstancias en que las justificaciones no son ciertas.




PremisaT>Caliﬁcador modal Conclusion

Ley de paso A menos que refutacion

Garantia

Figura 2. Adaptacién del esquema argumentativo de Toulmin (2007)

Entendemos como argumentacién a todo discurso que se
pueda analizar en términos de la Figura 2, siendo el esquema
minimo argumentativo el presentado en la Figura 1. En el caso
de la argumentacién en matemadticas, disponemos de una red
bien establecida de definiciones, lemas, proposiciones y teo-
remas que permiten avanzar en los razonamientos mediante
la regla de implicacion, en la que el paso de premisa a conclu-
sion se hace mediante un término medio que relaciona y jus-
tifica las proposiciones, haciéndose necesario un uso correc-
to del conocimiento matemdtico como término medio. En
resumen, definimos la argumentacién matemdtica como
aquel tipo de argumentacién que se desarrolla dentro de la
actividad matemdtica y en la que la ley de paso se apoya en
elementos del conocimiento matematico, requiriéndose la
capacidad de comprender o de producir una relacién de justi-
ficacién entre proposiciones que sea de naturaleza deductiva
y no sélo semantica.

Desde una perspectiva mds amplia, Homero (2007, p. 71)
define la practica argumentativa en matemdticas como:

El conjunto de acciones y razonamientos que un individuo
pone en juego para justificar o explicar un resultado o para
validar una conjetura nacida durante el proceso de resolu-
cién de un problema.

Asi, las practicas argumentativas no siempre van acompana-
das de argumentacion, sino que éstas son las practicas que se
analizan para establecer la presencia o ausencia de argumen-
taciones. Esto hace que una prictica argumentativa, por
tanto, pueda estar basicamente constituida por explicaciones,
justificaciones u otros tipos de razonamiento que no cumplan
las condiciones para ser argumentaciones, de acuerdo con la
definicién presentada en el parrafo anterior. Para Godino y
Recio (2001), los argumentos, las explicaciones y los demads
tipos de razonamiento pueden entenderse como objetos
emergentes de sistemas de practicas argumentativas

Aceptadas en el seno de una comunidad, o por una perso-
na, ante situaciones de validacién y decision, esto es, situa-
ciones que requieren justificar o validar el cardcter de ver-
dadero de un enunciado, su consistencia o la eficacia de
una accién (Godino y Recio, op. cit., p. 406).

Desarrollo del estudio

De acuerdo con nuestro primer objetivo, hemos iniciado el
estudio del reconocimiento y uso de la argumentacién en la
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resolucion escrita de actividades matemadticas, junto con el
estudio de la demanda de argumentaciones a partir de cues-
tiones construidas por los futuros maestros. De acuerdo con
nuestro segundo objetivo, también hemos iniciado el estudio
de las interpretaciones que los futuros maestros hacen de la
nocién de argumentacion matemadtica. Para ello, hemos tra-
bajado con un grupo reducido de diez estudiantes de la
Facultad de Ciencias de la Educacién de nuestra Universidad,
que se correspondia con todos los estudiantes matriculados
en la materia optativa “Mateméticas II” Esta materia estd
planteada de modo que el eje de resolucién de problemas
sirva para introducir y consolidar contenidos de matematicas.
Se ha trabajado con una muestra pequeia porque no se trata
de establecer generalizaciones sino de entender mejor parte
del conocimiento matemaético de los futuros maestros. En sin-
tesis, se ha buscado informacién acerca de: i) la presencia y el
reconocimiento de argumentaciones en la resolucion escrita
de actividades; ii) la presencia de argumentaciones en la cons-
truccién de cuestiones complementarias; y iii) la interpreta-
cidn tedrica de la nocién de argumentacién matematica.

El instrumento para recoger los datos ha sido un cuestionario
individual organizado en dos partes (ver Figura 3), que se pre-
sent6 a los estudiantes en una misma sesion de clase de 60
minutos en marzo de 2009. Apenas se dieron explicaciones
excepto para clarificar que los resultados no serian objeto de
evaluacion dentro de la materia e informar brevemente sobre
el procedimiento a seguir durante la sesién. La recogida de
datos fue de caracter anénimo y no se pidié ninguna informa-
cion personal ni académica. La primera parte que se propor-
cioné estd compuesta de dos actividades en torno a conteni-
dos geométricos bésicos que se espera que los estudiantes
resuelvan sin mayor dificultad y que debe informar sobre el
primer objetivo. A medida que cada estudiante fue finalizan-
do, se reparti6 la segunda parte del cuestionario con pregun-
tas acerca de las resoluciones realizadas y la comprension de
la practica de argumentaciéon matemdtica, orientadas a la con-
secucion de nuestros dos objetivos. Los datos de nuestra
investigacién son, por tanto, las representaciones escritas de
las respuestas individuales de los futuros maestros a las dos
partes del cuestionario. No hay construccién de razonamien-
tos por medio de réplicas sucesivas, como ocurre con la argu-
mentacién en situacién de interaccién, sino que estamos ante
el tipo “argumentacién para uno mismo” tal como lo descri-
ben Perelman y Olbrech-Tyteca (1994), o bien “mondlogo
argumentativo” en términos de Plantin (1998).

Las actividades matemdticas del cuestionario se disefiaron a
partir de la lectura de actividades similares ideadas por
Badillo y Edo (2007), y teniendo en cuenta las recomendacio-
nes del profesor responsable del aula universitaria. En cuanto
a contenidos y procesos requeridos, las dos actividades tienen
un cardcter marcadamente distinto con el fin de obtener res-
puestas variadas y ver cudles de ellas se interpretan como
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argumentaciones. Intencionadamente no se pidi6é argumentar
en la primera parte del cuestionario, sino justificar y explicar,
ya que se penso que esto podria ayudar a que las respuestas de
los estudiantes proporcionaran mas datos sobre qué entien-
den por argumentacién y como relacionan esta practica con la
justificacion y la explicacion, tal como se sugiere en Gresalfi,
Martin, Hand y Greeno (2008). Aun asi, somos conscientes de
que el propio formato de cuestionario con la secuencia cerra-
da de preguntas-respuestas puede haber contribuido a que los
estudiantes centren la atencién en la elaboracion de respues-
tas y no tanto en la descripcién detallada de los procesos de
razonamiento desarrollados. Diversos estudios (ver, por ejem-
plo, Leén y Calderdn, 2001) senalan que en situaciones de
escritura abunda mds la representacién matemadtica escueta
que la narracién discursiva extensa.

irPrimera parte del cuestionario
:ACTIVIDAD 1 (A1)
2 El punto de interseccion de las alturas de un tridngulo se
i conoce como ortocentro. ;El ortocentro siempre se encuen-
j traen el interior del triangulo? Justifica tu respuesta.

-b. Explica qué pasard con las alturas de los diferentes tridngu-
los segtn sus tipos de dngulos.

ACTIVIDAD 2 (A2)
iPon en cada recuadro si es posible, o no, construir un tridngu-
-lo que cumpla las condiciones de fila y columna. En caso de ser

-posible, dibujalo.

Tipos Acutédngulo Rectingulo |Obtusingulo

Isosceles

Escaleno

|
|
|
[
: Equilatero
i
i
i
|

iSegunda parte del cuestionario

|

IContinuacién de Al

IQ1. ;Has tenido que argumentar durante la resolucién de esta
|  actividad? ;Cuéndo?

Q2. Anade una pregunta a la Actividad 1 que requiera argu-
|  mentacion y respéndela.

|

[Continuacién de A2

1Q3. ;Has tenido que argumentar durante la resolucién de esta
| actividad? ;Cudndo?

L

Figura 3. Esquema resumido del cuestionario

El andlisis de los datos ha sido cualitativo. Se ha organizado en
torno a la lectura repetida de las respuestas de los estudiantes a
los cuestionarios de acuerdo con los principios metodoldgicos
de la Teoria Fundamentada (Glaser y Strauss, 1967), y se ha

complementado con la triangulacién de perspectivas de los
autores. Ha habido un primer andlisis de cada cuestionario, con
la lectura vertical de todas las respuestas y, a continuacion, un
segundo andlisis de cada pregunta, con la lectura horizontal del
conjunto de diez respuestas a cada una de las preguntas. En este
articulo, mencionamos resultados obtenidos con el segundo
andlisis, que en cierta medida toma en consideracion aspectos
del anélisis previo pormenorizado para cada estudiante. Hemos
decidido presentar los datos para los cuales se ha obtenido
mayor informacion, ya sea porque ha habido una triangulacién
relativamente facil del andlisis o porque se ha confirmado un
mismo perfil de respuesta en mas de un estudiante.

Algunos resultados

Dividimos esta seccién en dos apartados, uno para cada obje-
tivo del estudio. Para los datos referidos a la consecucién del
primer objetivo, el analisis principal consiste en la aplicacion
de dos enfoques interpretativos. En la lectura vertical de los
datos, se ha aplicado un enfoque formal en el andlisis de los
textos de los estudiantes, en base al esquema argumentativo
de Toulmin y con atencién al esquema minimo de Plantin.
Dejamos para otro articulo estos resultados y ahora presenta-
mos la informacion obtenida tras aplicar el que hemos deno-
minado como enfoque funcional. Desde este enfoque, en el
desarrollo de la lectura horizontal de los datos, se analizan las
razones que respaldan el paso de la premisa a la conclusion
segun la funcion explicativa o argumentativa que cumplan las
razones en dicho paso. Hablamos de explicacién cuando la
razén tiene una funcién descriptiva o de argumentacion
cuando la razén valida el paso de premisa a conclusion.

En la Tabla 1 introducimos los marcadores principales
“Argumenta” y “Explica’; junto a otros que se han ido constru-
yendo progresivamente al revisar diversas veces y en grupo las
respuestas escritas de los estudiantes. Por ejemplo, en las pre-
guntas Q1 y Q3, en las que se pide identificar la prictica de
argumentar en el proceso de resolucién desarrollado por el
propio estudiante, se usan los marcadores “Identifica” y “No
identifica” Un estudiante “Identifica” la practica de argumen-
tar si cuando dice que (no) ha argumentado, en su respuesta a
Al o A2, (no) ha realizado efectivamente una argumentacion.
Por el contrario, “No identifica” si reconoce una practica de
argumentacién que no ha realizado o bien no reconoce una
que si que ha realizado. En las preguntas Q2 y Q4, se analizan
las preguntas propuestas por los alumnos en base a un examen
de posibles respuestas. Una pregunta “Requiere” argumenta-
cién si la misma pregunta y sobre todo la manera en la que esta
formulada invitan al razonamiento argumentativo o se consi-
dera oportuno argumentar para responderla. En cambio, una
pregunta “No requiere” argumentacion si se puede contestar
de forma directa o mediante afirmaciones, enumeraciones,
casos particulares... es decir, sin que haya un razonamiento.




Para los datos referidos a la consecucién del segundo objeti-
vo, el andlisis principal consiste en realizar una revisién gene-
ral del conjunto de respuestas para cada cuestién y, después
de familiarizarnos con los temas introducidos por los estu-
diantes, plantear categorias emergentes que se vayan desarro-
llando progresivamente con el fin de agrupar las distintas res-
puestas. No buscamos categorias en el sentido clédsico del tér-
mino puesto que no queremos garantizar que los contenidos
de unas y otras se excluyan. En la cuestion Q5, se agrupan las
respuestas de forma no excluyente de acuerdo con las siguien-
tes funciones de la argumentacién en matemadticas: 1) sopor-
te para entender —ayudar a tomar conciencia de aspectos de
la actividad matemadtica; 2) soporte para consolidar —ayudar a
recordar y reconstruir conocimientos matematicos; 3) sopor-
te para manejar —ayudar a avanzar en las fases de resolucion
de una actividad matematica; 4) soporte para validar —ayudar
a determinar la validez de procesos matematicos; y 5) soporte
para generar hipétesis —ayudar a establecer hipétesis.
Paralelamente, tras leer varias veces las respuestas a la cues-
tién Q6, se agrupan los datos en base a tres aproximaciones,
de nuevo no excluyentes: 1) explicar; 2) demostrar; y 3) con-
trastar razonamientos. Las agrupaciones de las respuestas a
las cuestiones Q5 y Q6 se establecen a posteriori y a partir de
los datos de nuestro estudio exploratorio, de modo que no
pretenden ofrecer una variedad exhaustiva de formas de
interpretar la nocién de argumentacién matematica. Aun asi,
se espera que orienten sobre la diversidad de interpretaciones
ya existente en una muestra pequena de diez estudiantes per-
tenecientes a un mismo grupo clase.

La diversidad de practicas en torno a la argumentacién
matematica

Tal como muestra la Tabla 1 (donde sélo hemos sintetizado
los datos relativos a cinco casos por motivos de espacio), en la
respuesta a los dos primeros apartados de Al, casi todos los
estudiantes realizan la practica satisfactoriamente: nueve de
ellos argumentan en el primer apartado y ocho explican en el
segundo; aqui, de los dos estudiantes restantes, uno repite la
conclusién de la argumentacion hecha en el primer apartado
y otro se limita a plantear una hipdtesis acerca del comporta-
miento del ortocentro segiin cada tipo de tridangulo. Al estu-
diar las respuestas a Q2 y Q4, el porcentaje de resultados
satisfactorios se reduce considerablemente, sobre todo cuan-
do se pide a los estudiantes que propongan preguntas que
requieran argumentacion. Entendemos que los buenos resul-
tados en las preguntas de Al tienen mucho que ver con el
caracter grafico que subyace a la resolucién de la actividad,
que de algiin modo parece facilitar tanto la elaboracién de
explicaciones como de argumentaciones, tal como se ha dis-
cutido en otros trabajos (Cobo y Fortuny, 2007).

En las preguntas Q1 y Q3 del cuestionario, cuando se pide a
los diez estudiantes que identifiquen la practica de argumen-
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tacién empiezan a aparecer las dificultades mds llamativas en
relacion a dos aspectos. Por un lado, la mitad de los estudian-
tes hace un reconocimiento confuso de la propia practica al
identificar explicaciones como argumentaciones y, en general,
al usar de forma indistinta ambas nociones. No todos los estu-
diantes que manifiestan la confusién entre argumentacién y
explicacidn, lo hacen dando a la explicacion el valor de argu-
mentacion, ya que en un caso el proceso es inverso, conside-
randose como explicacién una argumentacion. Por otro lado,
en la Actividad 2, cuatro de los estudiantes afirman que han
argumentado al realizar dibujos para ver si eran posibles las
construcciones geométricas que se les proponian; no tienen
en cuenta, sin embargo, la particularidad asociada a cada
dibujo. Nos parece relevante que cuatro estudiantes conside-
ren que argumentan al dibujar. En relacion a estos datos, apre-
ciamos de nuevo una cierta confusién ya que la mera prueba
de situaciones mediante dibujos no constituye por si sola una
forma de argumentacién.

En las respuestas a las preguntas Q2 y Q4, observamos tam-
bién una dificultad importante de los futuros maestros al
plantear preguntas que requieran argumentaciéon. Sélo un
estudiante del grupo propone preguntas que requieran argu-
mentacion y las responde argumentando. De las preguntas
que se proponen en la cuestién Q2 sélo en tres de los textos
se requiere argumentacion para responderse, mientras que en
la cuestiéon Q4 son cinco textos. Mas de la mitad de las pre-
guntas propuestas no requieren argumentacidn, sino que en
realidad piden el desarrollo de enumeraciones, la particulari-
zacion de situaciones, explicaciones, preguntas directas o la
exposicion de opiniones. En seis casos, al responder a alguna
pregunta propuesta por ellos mismos, los estudiantes si que
argumentan, pero no lo hacen en la respuesta a otras pregun-
tas. Es también llamativo que argumenten al responder a pre-
guntas propuestas por ellos que no requieren argumentacion.
Esto podria hacer pensar que al realizar una de las preguntas
tenian pensada de antemano una respuesta argumentada y no
contemplaron la posibilidad de otros tipos de respuesta. No
obstante, no tenemos datos que validen esta interpretacion.

Antes de presentar los datos de la Tabla 1, nos detenemos a
comentar mas detalladamente cémo se ha procedido a esta-
blecer los marcadores “Argumenta’, “Explica” y otras variantes
en base al andlisis de los textos escritos de cada estudiante.
Para el caso del Estudiante 1, por ejemplo, en su respuesta al
primer apartado de la Actividad 1, parte de la premisa dada en
el enunciado, es decir, la existencia del ortocentro, y afirma
que el ortocentro no siempre se encuentra en el interior del
tridngulo, utilizando como ley de paso el contraejemplo del
tridngulo obtusédngulo, en el cual el ortocentro se encuentra
fuera del mismo, como comprueba de manera grafica. A esta
respuesta asignamos el marcador “Argumenta” ya que la ley
de paso utilizada garantiza que el ortocentro no siempre se
encuentra en el interior del tridngulo. El Estudiante 4, en cam-
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bio, parte de la misma premisa para afirmar también que el
ortocentro no siempre se encuentra en el interior del tridngu-
lo, sin embargo la razén que utiliza para validarlo, mas alld de
no ser pertinente, consiste en describir la posicion de las altu-
ras de un tridngulo respecto de sus lados. Para esta respuesta
utilizamos el marcador “Explica” ya que las razones utilizadas
tienen una funcién meramente descriptiva y no garantizan la
validez de la conclusion. En el proceso de asignaciéon de mar-
cadores, conviene recordar que no buscamos estudiar si los
enunciados construidos por los estudiantes son matematica-
mente correctos, sino el uso que se hace de ellos.

Organizamos las respuestas a Q1 y Q3 segin los marcadores
“Identifica’, “Confunde explicar y argumentar” y “No identifi-
ca”. Utilizamos “Identifica” si la respuesta del alumno coincide
con nuestro andlisis previo de las respuestas a Al y A2, tal
como ya hemos comentado; utilizamos “Confunde explicar y
argumentar” si afirma que ha argumentado en un enunciado
en el que en realidad ha explicado o viceversa, segiin nuestras
definiciones de argumentar y explicar; utilizamos “No identi-
fica” en el resto de casos. Por ejemplo, en el Estudiante 5 mar-
camos su respuesta a Q1 con “Identifica” ya que el alumno

afirma que argumento al responder al primer apartado de Al
y, paralelamente, como resultado de nuestro analisis marca-
mos su respuesta a dicho apartado como “Argumenta” El
Estudiante 1, sin embargo, afirma que argumenta en el primer
y segundo apartado de A1, pero su respuesta al segundo apar-
tado se corresponde con “Explica’; por lo que asignamos el
marcador “Confunde explicar y argumentar”.

Utilizamos también marcadores para las respuestas a Q2 y
Q4. Asignamos el marcador “Requiere” si consideramos que
la pregunta que propone el alumno requiere argumentacion y
“No requiere” en caso contrario. Por ejemplo, en el Estudiante
1 marcamos su respuesta a Q2 con “Requiere” ya que la pre-
gunta afiade una demanda literal de razonar la respuesta, sin
embargo marcamos su respuesta a Q4 con “No requiere” ya
que pide explicitamente una explicacién. Puede estar ocu-
rriendo que este estudiante piense que su expresion “Explica

el

por qué

debe interpretarse como una demanda de argumen-

tacidn, sobre todo si tenemos en cuenta que en la respuesta a
Q1 ha confundido argumentar y explicar. Con el resto de estu-
diantes seguimos procedimientos andlogos en la asignacién

de marcadores.

Q1. ;Has tenido que argumen-
tar durante la resolucién de A1?
¢Cudndo?

Q2. Anade una pregunta a Al
que requiera argumentacion y
respéndela.

Q3. ;Has tenido que argumen-
tar durante la resolucién de A2?
¢Cuéndo?

Q4. Anade una pregunta a A2
que requiera argumentacion y
respéndela.

Al.a) Elortocentro de un tridngulo no siempre se encuentra en el interior de éste, ya que en los tridngulos que tienen un dngulo obtu-

Estudiante 1

so este punto queda fuera. [Argumenta]

Al.b) Cuanto mas agudo sea el angulo, mds altura tiene el tridngulo; si el dngulo es mds obtuso, la altura es mas pequena. [Explica]

En la primera cuestion para jus-
tificarla. En la segunda cuestion
también argumento mi creencia.
[Confunde explicar y argumen-
tar]

“sEs posible, a partir de los
angulos de un tridngulo deter-
minar el ortocentro? Razona tu
respuesta’ [Requiere].

Si el tridngulo tiene un angulo
obtuso el ortocentro estara
fuera. [Argumenta]

Si, el hecho de hacer el dibujo es
una manera de argumentar o
demostrar lo que se ha respon-
dido. [No identifica]

“¢Qué tridngulo tiene menos
posibilidades? Explica por qué”
[No requiere]

El equilatero tiene menos debi-
do a que sus lados miden igual y
por eso sus dngulos siempre son

agudos. [Argumenta]

Al. a) No, porque cuando hay un dngulo obtuso la altura desde los dngulos agudos pasa por el exterior del tridngulo. [Argumenta]
A1l.Db) Si es un tridngulo rectdngulo, el ortocentro siempre coincidird con el vértice del dngulo recto. Si todos los dngulos son agu-
dos, el ortocentro se encontraré siempre en el interior del tridngulo. Si hay algiin dngulo obtuso, el ortocentro siempre estard en el

exterior del tridngulo. [Explica]

Estudiante 2

Si, en la primera pregunta cuan-
do se dice justificar. [Confunde
explicar y argumentar]

“sPor qué cuando hay un dngulo
obtuso el ortocentro estd en el
exterior?” [Requiere]

Porque si hay un dngulo obtuso
quiere decir que hay dos agudos,
y por estos la altura siempre
pasa por fuera al formar el
dngulo recto. [Argumenta]

No. [Identifica]

“sPor qué no se puede formar
un tridngulo equildtero que sea
obtusédngulo?” [Requiere]

Si es equildtero todos sus lados
miden igual y sus dngulos tam-
bién. Como la suma de los
dngulos es 180°, los de un equi-
latero miden 60°. Por eso no
puede ser obtuséangulo (>90°).
[Argumenta]
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Al. a) No siempre se encuentra en el interior ya que la altura es la perpendicular del vértice respecto al lado opuesto y, en este caso,

Estudiante 3

muchas veces algunas alturas se encuentran fuera. [Argumenta]

Al. b) Las alturas pueden estar dentro o fuera segtin si hay un dngulo obtuso, recto o agudo. También dependera de qué lado se

tome como base. [Explica]

Si, en las tres preguntas, ya que
para explicar las deducciones he
tenido que argumentar por qué
es asi. [Confunde explicar y
argumentar]

“¢Se pueden construir tridngulos
con la misma altura?” [No
requiere]

Si, porque se fija un lado como
base, se traza una linea paralela
a la base a una distancia que sea
la altura y esta recta son posi-
bles puntos de altura. O sea que
hay infinitos tridngulos con la
misma altura. [Argumenta]

Si, haciendo los dibujos de los
tridngulos para demostrar que
pueden existir. [No identifica]

“sPor qué no se pueden cons-
truir tridngulos equildteros rec-
tangulos y obtusangulos?”
[Requiere]

Porque un equildtero tiene los
lados iguales. En el rectangulo y
el obtusédngulo hay un tercer
lado que no es igual sino mayor
ya que une los otros dos.
[Argumenta]

Al. a) No siempre se encuentra en el interior del tridngulo ya que sabemos que la altura va de un vértice al lado opuesto pero for-

Estudiante 4

mando un dngulo de 90° con la base que se encuentra. [Explica]

A1l.b) Segun el tipo de tridngulo, ocurre que las alturas se encuentran en un punto interior o en un punto lateral. Si es en un punto
lateral, también puede ser que las alturas coincidan con los lados o que no sean ningin lado, como se ve en el ejercicio a. [Explica]

Si, siempre que he querido
demostrar mi punto de vista
para convencer a la persona que
lee. [Confunde explicar y argu-
mentar]

“¢Hay algtn tridangulo con altu-
ras que no se crucen?” [No
requiere]

No, ya que sabemos que todas
las alturas van de un vértice al
lado opuesto y, por tanto, siem-
pre se tienen que encontrar en
un punto, sea en el centro o en
un lado del tridngulo.
[Argumenta]

No he tenido que argumentar ya
que simplemente me pedian que
pusiera si era posible o no, pero
no me pedian que pusiera por
qué pensaba una cosa u otra.
[Identifica]

“¢Qué condiciones tienen que
seguir los triangulos para ser
equildteros, isésceles y escale-
nos? ;Y escalenos, acutingulos
y rectingulos?”’[No requiere]
Un equilatero tiene todos los
lados iguales y los dngulos: no
puede ser obtusangulo, rectan-
gulo ni acutdngulo. El isésceles
tiene dos lados iguales: puede
ser acutangulo, rectangulo y
escaleno. El escaleno tiene todos
los lados diferentes: no puede
ser acutangulo, rectangulo y
escaleno. [Explica]

Al. a) No siempre se encuentra en el interior del tridngulo, haciendo la comprobacién con un tridngulo que no sea equilatero se
puede ver. El resultado lo he obtenido por induccién, asi que no se justificarlo matematicamente. [Argumenta]
Al.b) Las alturas de los tridngulos varfan en funcién de los dngulos, cuanto mas préximo a 90° es un dngulo mas alto puede ser el

tridngulo. [Explica]

Estudiante 5

Si, en la primera pregunta refe-
rente al ortocentro. [Identifica]

“sPor qué dependen de los lados
las alturas de cualquier tridngu-
lo?” [Requiere]

Porque los lados no forman
parte de la base, son los que
puedan dar altura al tridngulos
su los alargamos. El lado que
forma parte de la base puede
dar mas altura al triangulo si lo
reducimos. [Explica]

Si, lo he argumentado todo por
medio del dibujo de los resulta-
dos obtenidos. [Identifica]

“sPor qué no existe un tridngulo
que sea equildtero y obtusangu-
lo?” [Requiere]

Para obtener un equildtero
todos los lados tienen que ser
iguales y los respectivos dngulos
también. Un obtuséngulo ten-
dria que tener todos los dngulos
obtusos para que fuera equilate-
ro y esto es imposible porque no
sumarian 180°. [Demuestra]

Tabla 1. Respuestas de cinco estudiantes a las preguntas Q1, Q2, Q3 y Q4
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La diversidad de interpretaciones en torno a la argumenta-
cion matematica

Las interpretaciones de los estudiantes en torno a la argu-
mentacion matematica son muy variadas tal como muestra la
Tabla 2, donde hemos resumido las respuestas de los diez
estudiantes. Las cuestiones Q5 y Q6 arrojan informacion
complementaria. A pesar de que los estudiantes mezclan en
qué consiste la argumentacién matemadtica y para qué sirve,
existen ciertos rasgos mayoritarios en el conjunto de las res-
puestas, relaciondndose la argumentacién en matematicas
con la explicacién, con la demostracién y como soporte para
entender conceptos o procedimientos matematicos.

En cuanto a la relevancia de la argumentacién en matemati-
cas, ocho de los diez estudiantes considera que la argumenta-
cién es importante porque ayuda a entender problemas, razo-
namientos o demostraciones y, por tanto, es un soporte de
tipo instrumental que sirve para que se siga adecuadamente la
actividad matemadtica. Se mencionan otras caracteristicas
tales como que la argumentacién ayuda a manejar objetos
matematicos, a consolidar conocimientos, a validar resultados
o0 a generar hipdtesis, a partir de las cuales construimos mar-
cadores. Por otra parte, algunos estudiantes sugieren diferen-
cias entre la argumentacién matematica y la argumentacién
en general. Afirman que en la primera interviene el rigor
matematico y, de ahi, la relacionan con la prueba o demostra-
cién. Aunque esta diferenciacion no estd mal encaminada, se
nota de nuevo una cierta confusién de conceptos.

En la cuestiéon Q6, las caracterizaciones de la argumentacion
matemadtica vuelven a ser variadas aunque hay algunos rasgos
comunes. Las respuestas presentan la confusién entre la argu-
mentacion matemdtica y su utilidad en la practica matemati-
ca mds amplia. En general, los estudiantes caracterizan la
argumentaciéon matemadtica en torno a la explicacién y la
demostracion. Relacionan la argumentacién matemdtica con
la explicacion de razonamientos, problemas o teorias al tiem-
po que con la demostracion de teorias, conclusiones y proce-
dimientos de resolucién de problemas. Se establecen relacio-

nes de distintos tipos, a veces partiendo de la finalidad de la
argumentacion, a veces de su funcién de apoyo y otras de la
naturaleza misma de esta actividad.

Andilogamente a los resultados relativos al primer objetivo,
pasamos a comentar el proceso con el que se establecen los
marcadores utilizados para el andlisis de las respuestas a las
cuestiones Q5 y Q6. Para la cuestién Q5, como ya hemos
avanzado, se utilizan 1os marcadores “Soporte para entender’,
“Soporte para consolidar’, “Soporte para manejar’, “Soporte
para validar” y “Soporte para generar hipoétesis” Por ejemplo,
en el caso del Estudiante 2, asignamos los marcadores
“Soporte para entender’, “Soporte para validar” y “Soporte
para consolidar conocimiento” en su respuesta:

La argumentacidn es la forma de explicar el razonamiento
matemadtico ya que permite ver si éste es correcto o no. El
hecho de argumentar también ayuda a consolidar los cono-
cimientos matematicos.

El dltimo marcador se desprende de la respuesta literal del
estudiante. El marcador “Soporte para validar” se asigna por-
que el estudiante se refiere a la funcién de discernir entre
razonamientos correctos e incorrectos. El marcador “Soporte
para entender” se asigna porque el estudiante habla de argu-
mentar como “forma de explicar el razonamiento matemati-
co’; que es una forma de ayudar a entender este razonamien-
to, seguin nuestra definicion de explicar.

Para el andlisis de la cuestién Q6, se utilizan los marcadores
“Explicar’, “Demostrar” y “Contrastar razonamientos’, segiin
los alumnos expresen en sus respuestas aspectos relativos a
estas tres précticas, respectivamente. Por ejemplo, en el caso
del Estudiante 1 asignamos los marcadores “Explicar” y
“Demostrar” a su respuesta “Consiste en mostrar el procedi-
miento que se ha seguido y demostrar la conclusién a la que
se ha llegado” De la respuesta literal del estudiante se des-
prende el marcador “Demostrar’, mientras que “Explicar” se
aplica tras interpretar que “mostrar un procedimiento” es
exponerlo de forma clara y, por tanto, explicarlo.

Q5. ;Por qué es importante la argumentacién en el desarrollo del
pensamiento matematico?

Q6. ;En qué consiste la argumentacién matemdtica?

Estudiante 1

La argumentacion es lo que hace tomar conciencia de los procesos
que se han utilizado para resolver un problema. [Soporte para
entender]

Consiste en mostrar el procedimiento que se ha seguido y demos-
trar la conclusién a la que se ha llegado. [Explicar], [Demostrar]

Estudiante 2

La argumentacion es la forma de explicar el razonamiento mate-
matico ya que permite ver si éste es correcto o no. El hecho de
argumentar también ayuda a consolidar los conocimientos mate-
maticos. [Soporte para entender], [Soporte para validar],
[Soporte para consolidar conocimiento]

Es explicar el procedimiento y las causas del razonamiento que se
ha seguido. [Explicar]
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Estudiante 3

Porque ayuda a pensar en cémo funcionan, se estructuran las
cosas, y a poder resolver mds facilmente los problemas. [Soporte
para manejar][Soporte para entender]

La argumentacién matemadtica consiste en la demostracién de pro-
blemas y teorias. Sirve para ayudar a explicar y resolver problemas
planteados y facilitar su resoluciéon.[Demostrar]

Estudiante 4

Si tienes unas operaciones matemdticas delante pero nadie ha
argumentado qué significan, por muchas matematicas que sepas te
costara entenderlo; en cambio, si tienes una argumentacién, aun-
que no entiendas las matematicas, podrias saber la resolucién.
[Soporte para entender]

Como ya he dicho antes, sirve para que cualquier persona pueda
comprender el procedimiento que se ha llevado a cabo para resol-
ver un problema o cuestién matematica. [Explicar]

Estudiante 5

Sin argumentacidn la gente puede desconfiar del descubrimiento
alguien ha realizado. Ademas, si en su momento se te da una argu-
mentacion del resultado obtenido, en un futuro tendras mas posi-
bilidades de acordarte.[Soporte para entender], [Soporte para
consolidar conocimientos]

Se basa en argumentar por medio de la ayuda de demostraciones
todos los pasos seguidos en el desarrollo de un célculo matemati-
co. [Demostrar]

Estudiante 6

Porque es lo que nos permite seguir un proceso logico para resol-
ver un problema segun la informacién que se tenga. [Soporte para
manejar|

Es demostrar siguiendo un proceso logico que determinada cosa es
cierta o falsa. [Demostrar]

Estudiante 7

Porque sin una argumentacién no se puede apreciar cémo se llega
al resultado. [Soporte para entender]

La explicacién mediante palabras, dibujos o expresiones de proble-
mas abstractos. [Explicar]

Estudiante 8

Da una explicacién del razonamiento y ayuda a desarrollar temas
con mas facilidad y quizds de formas mas accesibles. [Soporte
para entender]

Creo que consiste en dar una explicaciéon a un razonamiento o
pensamiento a partir de las matematicas y de todas sus posibles
deducciones. [Explicar]

Estudiante 9

Ayuda a ver los problemas con una vision diferente y a generar
posibles hipétesis. [Soporte para generar hipétesis]

La argumentacién matemadtica consiste en contrastar posibles
razonamientos del problema, mirar cudl es la solucién correcta
(razonamiento) y cudl tiene que rechazarse.[Contrastar razona-
mientos]

Estudiante 10

Porque es necesario demostrar lo que se ha hecho por medio de
pasos, cuestiones...[Soporte para entender]

La argumentacién matematica podriamos decir que consiste en
demostrar una solucién y rechazar otra. Todo esto, claro, dando
demostraciones de paso, demostraciones matematicas, demostra-
ciones cientificas. [Demostrar]

Tabla 2. Respuestas de los diez estudiantes a las preguntas Q5 y Q6

Conclusiones y reflexiones finales

El estudio exploratorio que hemos realizado responde a nues-
tro interés por la formacion de los futuros maestros de mate-
mdticas. Empezdbamos este escrito precisamente justificando
la necesidad de formar al futuro maestro en cuestiones de
conocimiento del contenido matematico. El analisis de las res-
puestas de diez estudiantes a un cuestionario sobre la argu-
mentacién matemdtica ha permitido identificar carencias
importantes en contenidos conceptuales y procedimientos

bésicos. Consideramos esto muy relevante ya que los estu-
diantes de la muestra serdn maestros dentro de poco tiempo
0 como minimo recibirdn en breve un titulo que los habilita-
rd para dar clases en la escuela primaria.

En la seccion anterior hemos presentado algunos de los resul-
tados preliminares que justifican la necesidad de continuar
indagando sobre el conocimiento de la argumentacién mate-
mdtica para asi entender mejor algunas de las problematicas
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mds acuciantes de la ensefianza y el aprendizaje de las mate-
mdticas. Nuestros datos muestran dificultades practicas y de
interpretacién en torno a la argumentaciéon matemdtica. En
general y de modo resumido, hemos encontrado las siguientes
carencias:

1. Confusién practica entre distintos tipos de razonamien-
to, concretamente entre argumentacion y explicacion.

2. Dificultad para plantear preguntas que requieran argu-
mentacidn.

3. Confusion tedrica entre distintos tipos de razonamiento,
concretamente entre explicacién, argumentacién y
demostracion.

Al empezar la actividad profesional, el maestro debe contar ya
con las suficientes herramientas conceptuales y précticas
sobre la argumentacién matemadtica, para poder trabajarlas
con los alumnos, decidiendo cudndo se argumenta, explica,
demuestra, enumera, conjetura, etc. El futuro maestro, ade-
mds, debe aprender a plantear preguntas que requieran argu-
mentaciones u otro tipo de discurso razonado en actividades
escritas o por medio de conversaciones en el aula que orien-
ten los procesos de razonamiento. Para ello, es necesario
aprender a distinguir los principales tipos de razonamiento
con los que se trabaja en matemadticas: explicaciones, argu-
mentaciones, proposiciones, hipdtesis y demostraciones,
entre otros. Identificar razonamientos bien estructurados y
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