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matematicas

I colectivo formado por el profesorado de matematicas es uno los que
mas se ha involucrado tradicionalmente en la utilizacion de las NNTT, y
probablemente s6lo se haya visto superado por los profesores de informati-
ca de reciente incorporacion, y también, por supuesto, por el del alumna-
do que en estos temas siempre anda por delante gracias a su disponibili-
dad de tiempo y la capacidad para la experimentacion que va asociada a
la curiosidad y a la ausencia de miedo al error.

Las investigaciones en educacion matematica han demostrado que ni las
calculadoras ni los ordenadores oxidan el cerebro de los estudiantes. Muy
al contrario, han puesto de relieve que ofrecen grandes posibilidades para
apoyar y mejorar el aprendizaje de las matematicas escolares, ya que con
estas herramientas podemos aumentar la diversidad de experiencias, ana-
lizar situaciones mas realistas y cercanas al estudiante y prestar mas aten-
cién a los conceptos involucrados y a las estrategias de resolucion de los
problemas.

Durante los altimos afios hemos asistido, a veces incluso como actores, a
diversos planes de introduccion de los ordenadores en la ensefianza basa-
dos en distintos sistemas operativos y con la incorporacion de nuevo soft-
ware matematico. En algunos casos suponian un apoyo ocasional y en
otros llegaban a cambiar completamente la fisonomia de las clases. Ahora
el cambio que se vislumbra va mas alla: parece que nos dirigimos a un
futuro en el que cada alumno trabajara en clase con su ordenador porta-
til, aunque no todas las CCAA se implican por igual en estos planes.

Si dejamos de lado la miopia educativa de algunos de nuestros dirigentes
politicos, ya disponemos de una buena coleccion de experiencias que, una
vez evaluadas producirdn gran cantidad de informacion que muestre el
camino a seguir. Para ello es necesario analizar diversas variables: resul-
tados obtenidos, grado de utilizacion, coste econémico del material, inver-
sion necesaria y esfuerzo personal que ha realizado el profesorado en su

©
‘=
(@)
=
i®)
L




formacion o los cambios que se han producido en el proceso de ensefianza-
aprendizaje.

En este sentido, hay que valorar positivamente el proyecto de la
Comunidad Europea Intergeo en el que participan varias universidades
europeas Yy en Espafa tiene sede en la Universidad de Cantabria. Uno de
sus principales objetivos consiste en evaluar, catalogar y difundir los recur-
sos existentes en el campo de la Geometria Dindmica para hacer mas acce-
sibles materiales de calidad que apoyen el trabajo del profesorado en las
clases de matematicas.

El andlisis de las variables que afectan a la introduccion de las NNTT en
el aula también debe incluir la valoracion del grado de competencia de
nuestro alumnado en la utilizacion de las tecnologias de la informacion y
la comunicacion tal como sefiala la Ley Organica de Educacion, sin espe-
rar a que un informe PISA nos muestre una radiografia poco favorecedo-
ra: pensemos que un estudio de ese tipo no sélo va a hacer un diagndstico
de los estudiantes y centros mas avanzados en estos temas, sino que tam-
bién recoge datos de aquellos que no disponen de medios o de los que, aun
teniéndolos, no se involucran suficientemente en los planes establecidos
para apoyar el uso de las NNTT en el aula.

Por ultimo, y refiriéndonos al campo del software matematico, queremos
dar la bienvenida a los Institutos de GeoGebra de Cantabria y Andalucia
y a la Asociacion Catalana de GeoGebra, organismos integrados en el
International GeoGebra Institute (1GI). Desde Suma queremos animar al
profesorado de estos organismos, en su mayoria pertenecientes a alguna de
las Sociedades de Matematicas Federadas, a exponer en estas paginas sus
investigaciones y experiencias. [
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SWG?, Las elecciones generales de 2008 y el juego

del parlamento

Febrero 2010, pp. 7-15

Palabras Clave: Teoria de juegos, juegos de mayoria ponderada, indices de poder, elecciones, aplicaciones a las Ciencias Sociales.

The general elections of 2008 and the game of parliament

Key words: Game Theory, weighted majority games, power indices, elections, applications in Social Sciences.

nntroduccién

El nueve de marzo de 2008 se celebraron las elecciones gene-
rales en las que hemos podido decidir los parlamentarios y
senadores que nos representaran los préximos cuatro afios.
Ellos a su vez fueron los encargados de elegir al gobierno que
legislara y gestionara la administracién publica hasta las elec-
ciones venideras.

Las mateméticas se emplean como herramienta en muchos
campos de conocimiento, incluyendo la politica. Durante la
campafia electoral, los candidatos a la presidencia de los dis-
tintos partidos han tratado de convencernos de lo bien que lo
hicieron hasta el momento y de lo mejor que lo haréan si llegan
a formar gobierno. Con este fin, bombardean a la poblacion
con todo tipo de datos estadisticos, muchos referidos a cifras
econdmicas. Cada candidato incluye en su discurso aquellos
datos que mas le interesan, lo cual por ejemplo hace que
mucha gente tenga dificultades en saber si el paro ha subido o
bajado. En este sentido, puede parecer que las matematicas se
usan como herramienta para manipular la realidad.

Por el contrario, las mateméticas son Utiles esencialmente
para entender la realidad y no para manipularla. Con el pro-
pésito de resolver problemas que plantean las diferentes acti-
vidades humanas, se han desarrollado nuevas disciplinas
matematicas. Gracias a una de esas disciplinas conocida
como Teoria de Juegos, existen diversas formas de calcular
los llamados indices de poder, que basicamente tratan de
cuantificar el peso o fuerza que tienen los diferentes partidos
politicos partiendo de la cantidad de parlamentarios conse-
guidos. Este seré el objetivo principal de nuestro trabajo.

La Teoria de Juegos es una rama de las Matematicas que se
dedica al estudio de los problemas de decisiéon en los que
interaccionan varios decisores. Muchos sittian el nacimiento
de esta disciplina en 1944 cuando John Von Neumann y
Oscar Morgestern publican Theory of games and economic
behaviour. En este trabajo se sientan las bases de lo que cono-
cemos por jugador racional, jugador que toma decisiones
consecuentes ante las alternativas que se le presentan. Dichas

Mikel Alvarez Mozos
José Maria Alonso Meijide
Universidad de Santiago de Compostela
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decisiones son consecuentes con respecto a la funcion de uti-
lidad, que nos determina el beneficio de cada jugador cono-
ciendo la estrategia que cada uno de los decisores adopta.
Otro gran avance de la teoria de juegos fue la tesis doctoral de
John Nash leida en 1951, en ella se introduce el equilibrio de
Nash y se prueba su existencia para juegos finitos. Podriamos
decir que ahora, el jugador racional asume la racionalidad de
los demaés jugadores hasta el punto de coordinar las estrate-
gias de cada uno para alcanzar el equilibrio, en el cual ninglin
jugador se beneficia al modificar su estrategia unilateralmente.

Hace pocos afios, el gran impacto que la Teoria de Juegos ha
tenido en el desarrollo de la Economia moderna qued6 ofi-
cialmente reconocido al ser concedidos tres Premios Nobel de
Economia a tedricos de juegos, el primero en 1994 a John
Nash, Reinhard Selten y John Harsany, el segundo en 2005 a
Robert Aumanny Thomas Schelling y el més reciente en 2007
a Leonid Hurwicz, Eric S. Maskin y Roger B. Myerson. Pero
no es la Economia el tnico &mbito en el que la teoria de Juegos
se ha aplicado con éxito, existen aplicaciones en campos tan
dispares como la biologia, la sociologia o la politica. En este
articulo podras comprobar la aplicacién a la politica a través
de un ejemplo interesante.

Los diferentes juegos se clasifican en dos grandes grupos, los
juegos cooperativos y los no cooperativos. En este articulo nos
centraremos en los primeros, juegos que cumplen la propie-
dad de que el beneficio obtenido por una coalicion no puede
empeorar si esta aumenta, lo cual quiere decir que la coope-
racion es beneficiosa o que como minimo no es perjudicial.
Entre los juegos cooperativos tenemos los juegos simples, que

se caracterizan por asignar a cada cooperacion posible de
jugadores un resultado de tipo victoria o derrota, o equiva-
lentemente, 1 0 0. A pesar de ser juegos simples, son muy Uti-
les, ya que existe una gran cantidad de situaciones que se pue-
den explicar basandose en ellos.

Un ejemplo de lo dicho es el Parlamento. Podemos ver la
situacion como un juego en el que el objetivo es el poder, o
dicho con otras palabras, la formacién de un gobierno con
apoyos suficientes para poder legislar. Una vez formado el
gobierno, el objetivo sigue siendo contar con los apoyos sufi-
cientes para poder aprobar las propuestas que interesen a
cada partido. Por lo tanto, en nuestro juego, los jugadores son
los partidos politicos con representacion parlamentaria, y la
regla que nos determina si una coalicion de jugadores es gana-
dora o no, es la regla de la mayoria simple. En consecuencia, y
de modo natural nos hacemos la pregunta: ;como medir la
fuerza que cada jugador tiene a la hora de cambiar el resulta-
do de una votacién? Para responder a esta pregunta recurri-
mos a los conocidos como indices de poder. Existen muchas
formas de cuantificar este poder pero en este trabajo nos
vamos a centrar en tres que nos parecen mas interesantes.
Una buena revision de las distintas herramientas que la Teoria
de Juegos aporta al analisis de los parlamentos la podemos
encontrar en Owen y Carreras (1995). Otros trabajos en los
gue se ha empleado la Teoria de Juegos para analizar situacio-
nes en las que las decisiones se toman por votacion son
Espinel (1999a, 1999b, 2000a, 200b,2002) y Rodriguez y
Espinel (2005).

En base a esto, hemos estructurado el resto del articulo en tres
apartados: el segundo, Preliminares, dedicado a introducir
todos los elementos necesarios para entender el tercer aparta-
do, relativo a los Resultados, en el que se presenta la situacién
del Parlamento y se calculan los indices de poder que hemos
considerado. En el Gltimo apartado, Conclusiones, introduci-
mos las extensiones que se podrian hacer al modelo propuesto.




Preliminares

Esta seccion la dedicaremos a introducir la notacién y los
resultados basicos que usaremos en nuestro anélisis de la
situacion en el parlamento.

Para empezar, definimos formalmente un juego cooperativo
con utilidad transferible (juego TU), que es un par G =(N,v)
donde N={1,2,...,n} es el conjunto de jugadores y v: P(N)>R
la funcion caracteristica que asigna a cada subconjunto S de N
un namero real v(S) con la condicion de que v(J)= 0 . Esta
funcion nos da la utilidad que los jugadores de la coalicion S
pueden obtener del juego si cooperan, independientemente
de lo que hagan el resto de los jugadores.

Decimos que un juego TU es un juego simple cuando,
s1) v(S)e{0,1},V Sc N
s2) v(N)=1
s3) (T)<v(S)V TS

En un juego simple, si v(S)=1 decimos que S es una coalicién
ganadora y si v(S)=0, que es perdedora. Una coalicién gana-
dora se dice que es minimal ganadora si toda subcoalicion
propia de S es perdedora, es decir, si todos los jugadores de S
son necesarios para que S sea ganadora. Denotaremos por W
al conjunto de coaliciones ganadoras y por W_ al conjunto de
coaliciones minimales ganadoras. Utilizando esta altima
notacion, un juego simple queda definido dando el par (N,W),
asi como (N, W ).

En estos juegos podemos considerar ciertos jugadores espe-
ciales. Asi, decimos que un jugador i es un dictador si la coa-
licion {i} es ganadora y N\{i} perdedora. Por otro lado, un
jugador i tiene veto, si dada una coalicion S a la que no perte-
nece i, S es una coaliciéon perdedora. Llamamos a i jugador
nulo, si no pertenece a ninguna coalicion minimal ganadora.
Dada una coalicion S, decimos que es un swing, si S es gana-
doray S\{i} perdedora. Esto implica que si en un juego simple
tenemos a un dictador, éste sera el Unico jugador swing de
cualquier coalicién. Por Gltimo decimos que dos jugadores i y
j son simétricos si para toda coalicion S que no contenga a i ni
a j se cumple que, S U {i}es ganadora si y solo si S U {j} lo es.

Una familia muy interesante de juegos simples son los juegos
de mayoria ponderada. Un juego de mayoria ponderada es un
juego simple en el que cada jugador i, tiene asignado un peso
w, = 0y en el que existe una cantidad g>0 denominada cuota,
de modo que una coalicién S es ganadora si su peso, que es la
suma de los pesos de los jugadores de S, es igual o superior a
la cuota fijada. En esta familia,

* Un jugador i es un dictador si w= q.
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* Un jugador i tendra veto si:

2 <4
JEN
J#I
» Un jugador i sera nulo si para toda coalicién no ganadora
S a la que no pertenece i tenemos que:

Wi+2wj <q

jeS
e Un jugador i es un swing para una coalicion ganadora S si;

Y w,<q
jes\i}

En un juego de mayoria ponderada una coalicion es minimal
ganadora si su peso es mayor o igual que gy su peso menos el
peso del jugador con menor peso (dentro de la coalicion) es
menor que g. No todos los juegos simples pueden reescribir-
se como juegos de mayoria ponderada.

Una vez introducidos los juegos de mayoria ponderada,
vamos a explicar con algo de detalle lo que se conoce por indi-
ces de poder. La mayoria de los indices de poder miden el
poder o la influencia a-priori del voto individual, estos indices
cuantifican el poder que tiene un jugador (partido politico)
basandose Unicamente en su peso (nimero de parlamenta-
rios) y en la regla de decisién del juego (mayoria simple) e
ignoran ciertos factores que pueden influir en la realidad,
como por ejemplo, la naturaleza de los asuntos sobre los que
se requiere opinar, los intereses o ideologia de los partidos, la
capacidad de persuasion, las afinidades e incompatibilidades,
etc. Tampoco podemos olvidar que en la forma en la que
hemos definido el juego, los jugadores solo tienen la posibili-
dad de votar si 0 no, mientras que normalmente suele haber
otras alternativas como la abstencion. Todas estas cuestiones
son extensiones del caso mas sencillo que estudiaremos aqui
en profundidad, y hablaremos de ellas en el apartado de con-
clusiones.

Definicion: Un indice de poder del jugador i, es una aplicacion
@ SG—R*, es decir, una funcion real no negativa definida
sobre el conjunto de juegos simples.

Felsenthal y Machover (1998) propusieron las siguientes con-
diciones, como conjunto de propiedades minimas que todo
indice de poder razonable debe cumplir.

i. Iso-invarianza (INV): Sean G=(N, v) y G'(N} V') dos jue-
gos isomorfos, es decir, juegos tales que existe una biyec-
cién h de N sobre N’ tal que para todo ScN, v(S)=1siy
solo si v'(h(§))=1. Entonces ¢,(G)=¢, ,(G).

ii. Ignorar jugadores nulos (IGN): Para todo juego simple
G= (N, V) y todo jugador nulo deN se tiene que
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0,(G)=0,(G_)) para todo ic N\{d}, donde G_, se obtiene
excluyendo del juego G el jugador d.

iii. Nulidad s6lo para jugadores nulos (NSN): Para todo
juego simple G= (N, V), ¢,(G)=0 si y solo si ic N es un
jugador nulo.

La propiedad de INV significa que cualquier reordenamiento
de los jugadores no modifica el indice de poder de ninguno de
ellos, es decir, que la influencia que un jugador puede tener en
el resultado de una votacion s6lo depende de su peso. Lo que
la propiedad IGN implica es que suprimir del juego cualquier
jugador cuyo voto no puede influir en el resultado de la vota-
cién no cambia el indice del resto de jugadores. Por Gltimo, ya
sabemos que el indice de poder de un jugador no puede tomar
valores negativos, por lo tanto NSN implica que este valor
alcanza su limite inferior 0 solo ante jugadores nulos.

Para terminar con este apartado, a continuacion introduci-
mos los tres indices que vamos a utilizar para estudiar la com-
posicion del parlamento al que dio lugar el resultado de las
elecciones generales del nueve de marzo del 2008, que son, el
indice de Shapley-Shubik, el de Banzhaf-Penrose y el de
Deegan-Packel.

El indice de Shapley-Shubik, propuesto por Lloyd S. Shapley y
Martin Shubik (1954) se basa en el Valor de Shapley que intro-
dujo Shapley un afio antes. En su trabajo, Shapley y Shubik
parten de la idea de aplicar el conocido Valor de Shapley a los
juegos simples, para lo que introducen la idea del jugador
swing que es un jugador decisivo para que cierta coalicion
resulte ganadora. El calculo del indice se basa en todas las
posibles permutaciones de los jugadores sobre las que se ana-
lizan las posiciones “decisivas” para un jugador i. La suma de
todas las posiciones en las que i es “decisivo” se divide por las
ordenaciones posibles sobre el conjunto de jugadores, lo que
resulta en la siguiente expresion;

0= 3 OIS -5 i)

ScN
ieS

donde s=|S].

Cada swing, se pondera por:

(s=Dl(n—s)!

n!

y el indice de i es la media ponderada de todos los swings.

Existen interesantes interpretaciones probabilisticas de ¢, . Si
denotamos por p, la probabilidad de que i vote a favor de una
propuesta dada, y suponemos que ésta sigue una distribucion
uniforme en [0,1]. Si ademés todos los jugadores tienen la

misma probabilidad de votar a favor de la propuesta, es decir,
si p, = p, para todo jugador i (asuncion de homogeneidad) la
probabilidad de que el voto del jugador i afecte el resultado de
la votacion es @,.

El indice de Shapley-Shubik cumple la propiedad de normali-
dad, lo que significa que sumando los indices de todos los
jugadores obtenemos 1. Esto hace que se pueda comparar
facilmente con otros indices.

La idea que subyace en el valor absoluto de Banzhaf-Penrose
fue presentada por L.S. Penrose en su trabajo en 1946
(Penrose, 1946), pero paso6 décadas inadvertido hasta que fue
redescubierto en los afios ochenta. Hoy en dia es mas conoci-
do como el indice absoluto de Banzhaf. Este resulta de sumar
todos los swings del jugador i y de dividirlo por 2"%;

> [ -vS\{iD]

ScN

B_ieS
;=

2n—1

El denominador representa el nimero de coaliciones (tanto
ganadoras como perdedoras) de las que i forma parte. Por
otro lado podemos ver B, como el nimero de coaliciones en
las que i es un swing dividido por la cantidad maxima que este
namero puede alcanzar.

Este indice también tiene una interesante interpretacion pro-
babilistica. Supongamos que p, (probabilidad de que i vaya a
votar a favor de una propuesta) sigue una distribucion unifor-
me en [0,1] y que la decisién de i no tiene nada que ver con lo
que pueda decidir cualquier otro jugador (asuncién de inde-
pendencia), entonces, la probabilidad de que el voto de i sea
decisivo sobre el resultado de la votacion es ..

En este Gltimo caso no se cumple la propiedad de normalidad
ya que la suma de los indices de todos los jugadores no suma
uno, esto se puede solucionar dividiendo la expresién por una
cantidad adecuada.

El altimo indice que vamos a considerar es el que propusieron
Deegan y Packel (1979) en su trabajo. Este indice recoge la
idea de que el poder de un jugador se basa exclusivamente en
su participacion en la formacién de coaliciones minimales
ganadoras, y que, a priori, todas estas coaliciones minimales
ganadoras son igualmente plausibles. Para definir este indice
de poder, se suponen las siguientes condiciones. La primera es
que sélo originan una “victoria” las coaliciones minimales
ganadoras. La segunda es que todas las coaliciones minimales
ganadoras son equiprobables. Y la Gltima es que los jugadores
que constituyen una coalicion “victoriosa” se dividen el
“botin” a partes iguales. Estas condiciones parecen razonables
en muchos casos. La primera condicién es aplicable en el sen-
tido de que los jugadores racionales quieren maximizar su



poder y, por lo tanto, s6lo se formaran coaliciones minimales
ganadoras. La segunda condicion dice que todas las coalicio-
nes minimales ganadoras juegan el mismo papel y, finalmen-
te, la dltima propiedad establece que todos los jugadores de
una coalicion minimal ganadora sean tratados por igual. Estas

propiedades dan lugar a la siguiente expresion:
b Ly L
l |Wm SeWm(i)lsl

donde W_(i)={Se W_: ie S}.

Resultados

Sobre los resultados de todas las elecciones existen interpre-
taciones y conclusiones para practicamente todos los gustos.
Cada partido hace uso de la cantidad de votos obtenidos, del
porcentaje de votos, de la cantidad de diputados o incluso del
indice de abstencion mostrando, la mayoria de los casos, la
interpretacion que arroja resultados mas favorables a sus inte-
reses. Nosotros en cambio, vamos a intentar medir la fuerza
de cada partido a la hora de influir en la toma de decisiones
del parlamento y comparar ésta con la que tenian hasta enton-
ces. Este fue el reparto de escafios resultante de las Ultimas
elecciones:

Partido politico Diputados
PSOE 169
PP B 154
Ciu ciu 10
EA - PNV S, 6
ERC il 3
v (i) 2
CC-PNC r 2
BNG # 2
UPyD n 1
Na - Bai - () 1

Diputades, Marzo 2008 smoe
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Tenemos 10 jugadores, que son, todos los partidos politicos
con representacion parlamentaria en un juego de mayoria
ponderada donde la cuota la fija la mayoria simple, que es en
este caso la mitad mas un parlamentario, es decir, 176.
Ninguno de los jugadores es capaz por su propio peso de
alcanzar esta cuota, lo que significa que en este juego no tene-
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mos ningun jugador dictador. Por otro lado, es facil compro-
bar que tampoco tenemos ningln jugador con veto, ya que
para que esto sucediera necesitariamos un partido con un
minimo de 175 parlamentarios. En cambio si la regla fuera de
2/3 en lugar de la mayoria simple, el PSOE y el PP serian juga-
dores con veto. En cuanto a jugadores simétricos, por ahora
podemos decir que U, BNG y CC-PNC por un lado y UPyD
y Na-Bai por otro son simétricos ya que tienen exactamente el
mismo peso en el juego de mayoria simple.

A continuacion se indican las coaliciones minimales ganado-
ras que se podrian formar, 29. Toda coalicion ganadora en la
que participe el PP y no el PSOE necesita también el apoyo de
CiU y de EAJ-PNV. En esta tabla resumimos todas las combi-
naciones que dan lugar a coaliciones minimales ganadoras:

PSOE; PP
PSOE; CiU PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; IU; BNG
PSOE: EAJ-PNV: ERC PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; IU; CC-
PNC
. . PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; BNG;
PSOE; EAJ-PNV; U CC-PNC
PSOE: EAJ-PNV: BNG PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; IU;
UPyD
PSOE: EAI-PNV: CC-PNC Ezl CiU; EAJ-PNV; ERC; IU; Na-
PSOE; EAI-PNV; UPYD PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; BNG;
UPyD
PSOE; EAJ-PNV: Na-Bai PP; CIUL EAFPNV: ERC BNG;
Na-Bai
. . PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; CC-
PSOE; ERC; IU; BNG PNC; UPyD
, A PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; CC-
PSOE; ERC; IU; CC-PNC PNC: Na-Bai
PSOE; ERC; BNG; CC-PNC | bt ST EAFPNVIILIBNG: CC-
PNC
, . . . |PP; CiU; EAJ-PNV; IU; BNG;
PSOE; ERC; IU; UPyD; Na-Bai UPYD; Na-Bai
. . . Na.pai | PP CiU; EA-PNV; 1U; CC-PNC;
PSOE; ERC; BNG; UPyD; Na-Bai UPyD; Na-Bai
PSOE; ERC; CC-PNC; UPyD; Na- | PP; CiU; EAJ-PNV; BNG; CC-
Bai PNC; UPyD; Na-Bai
PSOE; IU; BNG; CC-PNC; UPyD
PSOE; IU; BNG; CC-PNC; Na-Bai

A partir de esta tabla ya empezamos a obtener resultados
interesantes, pudiendo observar que el nimero de coaliciones
minimales ganadoras en las que participa el PP es 14 al igual
que CiU, ademas, en 13 de ellas estdn ambos y en la restante,
si sustituyéramos estos dos partidos la correspondiente coali-
cion seguiria siendo minimal ganadora. Esto indica que el PP
y CiU son jugadores simétricos en el juego de mayoria ponde-
rada que hemos considerado.
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Otro resultado inmediato a la vista de la tabla de coaliciones
minimales ganadoras, es el hecho de que todos los partidos,
por pequefio peso que tengan, estan en alguna coalicién mini-
mal ganadora, de aqui concluimos que no existe ningln juga-
dor nulo. Es decir, no tenemos ningun partido cuyo voto vaya
a ser siempre irrelevante para el resultado de cualquier vota-
cion. Los dos partidos que cuentan Unicamente con un parla-
mentario, UPyD y Na-Bali, estan presentes en nada menos que
11 coaliciones minimales ganadoras, lo que implica que son
swings de todas ellas.

Para hacernos una idea del poder de cada grupo parlamenta-
rio, antes de calcular los correspondientes indices de poder
vamos a presentar el nimero de swings de cada uno de los
partidos, es decir, el nUmero de coaliciones ganadoras en las
que el jugador en cuestion es decisivo.

Partido politico | Swings
PSOE 437
PP 75
Ciu 75
EAJ - PNV 73
ERC 35
U 21
BNG 21
CC-PNC 21
UPyD 11
Na - Bai 11

La tabla confirma lo observado hasta ahora. El PP y CiU son
jugadores simétricos por tener el mismo nimero de swings y
no tenemos ningun jugador nulo, ya que todos los partidos
son swings de alguna coaliciéon. Asimismo se observa que los
dos partidos mas pequefios son swings en 11 ocasiones, que
resultan de las 11 coaliciones minimales ganadoras listadas
anteriormente, esto sucede siempre que el peso de los parti-
dos sea una unidad.

A continuacion presentamos en una tabla los tres indices des-
critos anteriormente, calculados para cada partido:

Esta tabla, confirma la condicion de jugadores simétricos de
los grupos parlamentarios del PP y de CiU, ya que ambos
jugadores tienen los mismos indices de poder. Esto resulta
realmente sorprendente ya que entre ambos grupos hay una
diferencia de 144 diputados, que representan un 41% del total
de parlamentarios. Este hecho es un capricho de la regla de la
mayoria. Por otro lado, si nos fijamos en el indice de Deegan-
Packel, resulta que EAJ-PNV, con sélo 6 diputados, tiene mas
poder que CiU y por tanto también que el PP. Esto se explica,
si nos fijamos en la tabla de coaliciones minimales ganadoras

expuesta con anterioridad, con el hecho de que EAJ-PNV esté
en un nimero mayor de coaliciones minimales ganadoras que
CiU o PP. Concretamente EAJ-PNV forma parte de 19 y tanto
CiU como PP de 14.

indices de poder
Eggtidos Rl Shapley-Shubik Eeﬁrzs: HENES Deegan-Packel
PSOE 0,5377 0,8535 0,1638
PP 0,1179 0,1465 0,0895
Ciu 0,1179 0,1465 0,0895
EAJ-PNV 0,1040 0,1462 0,1412
ERC 0,0345 0,0684 0,1098
U 0,0214 0,0410 0,0880
BNG 0,0214 0,0410 0,0880
CC-PNC 0,0214 0,0410 0,0880
UPyD 0,0119 0,0215 0,0711
Na-Bai 0,0119 0,0215 0,0711

Para terminar vamos a comparar estos resultados con la situa-
cion del parlamento en la anterior legislatura. Antes de empe-
zar con la comparacion, nétese que en el juego que habia
hasta las Ultimas elecciones teniamos un jugador mas que
ahora, 11. Este era el reparto de escafios a los que dieron lugar
las elecciones de 2004:

Partido politico Diputados
PSOE E 164
PP ﬁl 148
CiU ciu 10
ERC il 8
EAJ - PNV SR\ 7
v LN E
CC-PNC F 3
BNG - 2
Chunta CHA 1
EA o 1
Na - Bai ) 1

Diputados, Marzo 2004 =
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A primera vista, se observa que tanto el PSOE como el PP han
aumentado su nimero de diputados en comparacion con las
anteriores elecciones, el PSOE en cinco y el PP en seis. En
consecuencia los partidos minoritarios han pasado de sumar
38 parlamentarios (un 10,86%) a 27 (7,71%). Esto en principio
podria resultar en que el poder se concentre mas en los dos
partidos mayoritarios que hasta ahora.

En la siguiente tabla, se presentan los resultados de calcular
los indices de poder a los que da lugar el reparto de parla-
mentarios.

indices de poder
Eg;'tidos it Shapley-Shubik B;:nzrzzfe- Deegan-Packel
PSOE 0,4849 0,8301 0,1636
PP 0,1357 0,1699 0,0681
Ciu 0,1052 0,1602 0,1101
ERC 0,0770 0,1289 0,1041
EAJ-PNV 0,0639 0,1074 0,0866
U 0,0460 0,0684 0,0717
CC-PNC 0,0341 0,0566 0,0964
BNG 0,0210 0,0352 0,0798
Chunta 0,0107 0,0176 0,0732
EA 0,0107 0,0176 0,0732
Na-BAi 0,0107 0,0176 0,0732

Si nos fijamos en los indices del PSOE y el PP, vemos que a
pesar de que como ya hemos comentado, ambos partidos han
aumentado su representacion, el PP disminuye sus indices de
poder de Shapley-Shubik y Banzhaf-Penrose mientras que el
PSOE incrementa los tres indices considerablemente. Esto
indica que el PSOE es ahora més decisivo de lo que venia sien-
do y que la influencia del voto del PP es menor de lo que era
hasta el nueve de Marzo.

Por otro lado, la situacion que habia antes de las Ultimas elec-
ciones es bastante similar al de ahora en el sentido de que
antes tampoco habia ningun jugador dictador ni con veto ni
tampoco nulo. En cambio la condicién de jugadores simétri-
cos que en la actualidad existe entre el PP y CiU ha sido un
cambio muy relevante ya que hasta ahora el poder que teniael
PPy el que tenia CiU eran muy diferentes.

En cuanto a los partidos minoritarios, se pueden extraer
muchas conclusiones méas. En general CiU y EAJ-PNV han
aumentado su poder, en el caso de EAJ-PNV considerable-
mente, en ambos casos a pesar de haber reducido el nimero
de votos. El aumento del poder de estos partidos nacionalistas
esta estrechamente relacionado con la disminucion de la
influencia de otros partidos minoritarios como ERC, IU o
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CC-PNC. En el caso de estos tres, la disminucién de sus indi-
ces ha ido acompafiada de una considerable pérdida del
ndmero de escafios. En cambio, si analizamos la influencia
que el BNG puede tener sobre el resultado de una votacion,
concluimos que a pesar de tener el mismo nimero de diputa-
dos en ambas legislaturas, en esta Gltima es un jugador mucho
mas decisivo de lo que era antes del nueve de marzo, ya que es
uno de los tres partidos que ha aumentado todos los indices
que estamos considerando. Una situacién similar le sucede a
la coalicién Na-Bai, la cual, a pesar de continuar con los mis-
mos escafios que hasta ahora, ha aumentado su poder de
influencia al ser swing de un mayor porcentaje de coaliciones
de lo que era antes.

Asi pues, como conclusién general, podemos decir para
empezar que hay algo mas de bipartidismo del que habia hasta
ahora, ya que la influencia de los partidos minoritarios, en
conjunto, ha disminuido. Para continuar, también se concluye
que el PSOE ha salido reforzado, ya que aumenta sus indices
de poder, sobre todo respecto al PP. Y por ultimo, entre los
partidos minoritarios se puede decir que ha habido un flujo
de poder hacia CiU y EAJ-PNV ya que ahora es muy probable
que el apoyo de alguno de estos grupos determine el resulta-
do de una votacién en la que PSOE y PP mantienen posturas
enfrentadas.

Conclusiones

Hoy en dia, las matematicas estan presentes en practicamen-
te todas las disciplinas del conocimiento humano. Este traba-
jo trata sobre las matematicas electorales o matematicas en la
vida politica, que abordan diversos aspectos relacionados con
las elecciones y la actividad politica desarrollada por un par-
lamento. En este ambito, podemos sefialar dos situaciones
particulares muy conocidas, en donde se aplican herramien-
tas matematicas. La primera de ellas trata sobre la relacion
existente entre el nimero de votos que recibe un partido y el
namero de representantes que dicho partido va a tener.
Algunos de los problemas estudiados son el de la distribucion
del nimero de escafios por circunscripcion y el del método
elegido para asignar estos escafios. La segunda situacion, en la
gue nos hemos centrado en este trabajo, esta relacionada con
la capacidad que tiene un partido para poder ganar las dife-
rentes votaciones que se plantean en el Parlamento. Se pre-
tende obtener una medida que proporcione una forma de
cuantificar la relacion existente entre el nimero de represen-
tantes de un partido y la capacidad que tiene dicho partido
para ser decisivo en una votacion.

En este trabajo hemos empleado la Teoria de Juegos, en parti-
cular, los juegos simples, para abordar algunos de los proble-
mas considerados anteriormente. Una de las principales apli-
caciones de los juegos simples es que sirven como modelo
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matematico para representar y analizar diferentes sistemas de
votacion. El interés de los juegos simples se centra en el estu-
dio del poder que tienen los diferentes agentes en el proceso
de toma de decisiones. Para medir este poder, se emplean los
denominados indices de poder, que proporcionan diferentes
medidas de la capacidad que tiene cada uno de los agentes
para convertir una coalicion ganadora en perdedora. De los
diferentes indices que existen en la literatura hemos presenta-
do las definiciones e interpretaciones de tres de ellos: el indi-
ce de Shapley-Shubik, el indice de Banzhaf-Penrose y el indi-
ce de Deegan-Packel.

En la segunda seccién del trabajo, hemos calculado estos tres
indices de poder para los diferentes partidos con representa-
cion parlamentaria tras las elecciones legislativas celebradas en
Espafia el nueve de marzo de 2008. Con este ejemplo se ha
puesto de manifiesto que el poder de los diferentes partidos no
es siempre proporcional al nimero de escafios. Ademas, hemos
comparado los resultados obtenidos con los correspondientes a
las anteriores elecciones, celebradas en marzo de 2004.

Resulta evidente que la realidad es mas compleja de lo que
hemos supuesto en este trabajo. No hemos considerado ni la
ideologia, ni la capacidad de persuasion de los distintos parti-
dos. Existen diferentes formas de incluir en el modelo mate-
matico informacién adicional a la proporcionada por el
namero de escafios, para que refleje de forma mas fidedigna
la situacion real. A su vez, se han definido modificaciones de
los diferentes indices, que tienen en cuenta estos condiciona-
mientos exdgenos para medir el poder de los jugadores.
Comentamos brevemente algunos de los modelos existentes
en la literatura.

Los juegos simples con uniones a priori, vienen dados por la
terna (N, v, P), en donde P es una particién del conjunto de
jugadores, que determina la estructura de cooperacioén a prio-
ri entre los jugadores implicados. En un juego, algunos agen-
tes tendran propuestas similares a las planteadas por otros,
por lo que parece l6gico suponer, que en estos casos la coope-
racion sera mas facil que con aquellos otros agentes con los

gue existan diferencias importantes. En el ejemplo concreto
gue hemos considerado, la particion de los jugadores podria
venir definida por las diferentes ideologias de los partidos.

Los juegos simples con grafo de afinidades (y/o de incompati-
bilidades) vienen dados por la terna (N, v, g) (o por la cuater-
na (N, v, g1, g2) si consideramos conjuntamente un grafo de
afinidades y un grafo de incompatibilidades). En este caso, el
grafo representa la afinidad (o incompatibilidad) entre los dis-
tintos pares de jugadores. De esta forma, si el grafo es de
comunicacion, determina caminos que unen a aquellos parti-
dos que, en principio, tienen mayor probabilidad de llegar a
acuerdos. Si el grafo es de incompatibilidad, cada arco del
grafo une jugadores para los que la cooperacion es préactica-
mente imposible. También podrian considerarse situaciones
mas complejas, representadas por (N, v, P, g) o, incluso, por
(N, v, P, g1, g2).

El estudio de estos modelos ha abierto en el campo de la
Teoria de Juegos una fructifera linea de investigacion, ya que
se hace necesario definir las modificaciones adecuadas de los
diferentes indices de poder asi como estudiar las diferentes
propiedades que verifican cada uno de ellos. Al igual que ocu-
rria para los indices originales, el calculo de estas modifica-
ciones origina un elevado nimero de operaciones matemati-
cas, por lo que también se trabaja en diferentes métodos para
facilitar el calculo de estos nuevos indices.

Los indices de poder pueden resultar muy Utiles para trabajar
con alumnos de secundaria o bachillerato. Los modelos mas
sencillos de juegos de mayoria ponderada son una buena
forma de ver aplicaciones de las matemaéticas a las Ciencias
Sociales. Un ejercicio interesante podria consistir en analizar
el consejo escolar del centro. Para ello en primer lugar necesi-
taremos conocer la composicion de este, es decir, necesitamos
saber la cantidad de representantes que cada grupo (profeso-
res, alumnos, PAS, etc.) posee en el citado 6rgano. Para poder
representar cada uno de los grupos por un jugador en el juego
tendremos que suponer que cada grupo votard por una
enmienda dada en bloque, es decir, supondremos una perfec-
ta disciplina de voto dentro de cada grupo. A continuacion se
podria aprovechar para ver las diferentes reglas basicas de
votacion existentes como son, la regla de la mayoria, la de la
popularidad o el criterio de Condorcet (ganara aquella alter-
nativa que sea preferida por una mayoria cuando se enfrenta
a cada una de las mociones restantes en votaciones dos a dos).
Trabajos interesantes en los que se estudian las diferentes
reglas de eleccién son Nortes (2001) y Espinel (2000b). Como
primera aproximacion del poder se puede calcular el porcen-
taje de votos que cada grupo posee. A continuacion se proce-
derd a calcular los diferentes indices de poder presentados.
Cabe resaltar los diferentes conceptos que se trabajan al cal-
cular los indices de Shapley-Shubik, Banzhaf-Penrose y
Deegan-Packel, seria interesante introducir en este sentido



nociones béasicas de combinatoria como son la cantidad de
subconjuntos de N\{i} conie N o el nimero de posibles orde-
naciones de estos subconjuntos. También seria interesante
dedicar cierto tiempo a explicar la idea de las coaliciones
minimales ganadoras, que constituyen la base del indice de
Deegan-Packel. Para finalizar se podrian comparar los indices
de poder con el nimero de representantes y obtener conclu-
siones interesantes. [ |
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S‘AMO/% Algunas demostraciones geométricas

Febrero 2010, pp. 17-20 de lairracionalidad de v2

El objetivo de este articulo es presentar varias pruebas visuales sobre la irracionalidad de V2, las cuales no son muy conocidas
comparadas con otras pruebas, como por ejemplo, las demostraciones del teorema de Pitdgoras. Ademads, esas demostraciones
pueden ser ttiles como una alternativa a la cldsica demostracion griega y de esta forma se intentard llamar la atencion de los
alumnos.

Palabras Clave: Innovacidn didactica, raiz cuadrada de 2, nimero irracional, demostracién geométrica, secundaria y bachillerato.

Some geometric proofs of the irrationality of vV 2

The aim of this article is to present several visual proofs about the irrationality of V2, which are not very well-known, on the con-
trary to other visual proofs, such as the proofs of Pythagoras’s theorem. What’s more, these proofs can be useful as an alternative

to the classical greek proof and in this way pupils interest will be captured.

Key words: Educational innovation, square root of 2, irrational number, geometric proof, secondary and high school.

nntroduccién

De todo lo que aprendi leyendo el magnifico libro La proporcion
aurea (Livio, M., 2006) destacaria al menos dos cosas:; la prime-
ra es que el lector no debe fiarse de lo que se escribe en la sobre-
cubierta de un libro, pues si alli dice “...se ha demostrado que (la
proporcién aurea) la utilizaron los creadores de las piramides y
del Partendn” en el interior el autor argumenta precisamente
todo lo contrario (“Como conclusién diremos que es altamente
improbable que los antiguos babilonios o los antiguos egipcios
descubrieran la Proporcion Aurea y sus propiedades” p. 72, “:Se
utilizé la Proporcion Aurea en el disefio del Partenén? Es dificil
afirmarlo con total seguridad... Sin embargo no hay ninguna
certeza de ello, como a algunos libros les gustaria hacernos creer,
y carece del apoyo de las dimensiones reales del Partenon’, p. 86).
Parece que el trabajo serio y documentado de Mario Livio resul-
ta menos atractivo para vender su libro que repetir ciertos mitos
no contrastados en torno al nimero aureo. La segunda cosa que
me llamo la atencion fue la demostracion geométrica (ya cono-
cida por los griegos) de la irracionalidad del nimero aureo:

1+ \/g
2
y que aparece en el Apéndice 2 del libro.

0=

LA PROPORCION AUREA

Se sabe que el descubrimiento de los nimeros irracionales
(inconmensurables) por Hipaso de Metaponto, miembro de la
escuela pitagdrica, causé una tremenda conmocién en esta
comunidad, pues contradecia la maxima pitagérica; “Todo es
namero”. La historia, posiblemente legendaria, afirma que
Hipaso murié ahogado al ser lanzado por la borda, como cas-
tigo por haber introducido un elemento de desorden en un
universo que los pitagoricos pretendian reducir a los nime-

Natalia Casas Ferrefio
IES Santisima Trinidad, Baeza.
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ros naturales y sus proporciones. Suele afirmarse que \/E, la
diagonal de un cuadrado de lado uno, fue el primer nimero
irracional descubierto por los pitagdricos. Sin embargo la
demostracion griega clasica de la irracionalidad de V2, reco-
gida en los Elementos de Euclides y que sigue siendo la mas
conociday ensefiada hoy en dia, es de caracter aritmético (por
cierto, clasificada en séptimo lugar entre los 24 teoremas mas
bellos segun los lectores de la revista The Mathematical
Intelligencer). Por ello los expertos consideran que realmente
fue ¢, la razon entre la diagonal y el lado del pentadgono regu-
lar, el primer ndmero irracional descubierto por Hipaso, ya
que la demostracion geométrica de este hecho resultaba méas
accesible y adecuada a la manera de razonar de los pitagoricos
(para una discusion mas detallada véase Von Fritz, 1945).

La discusion anterior nos lleva de forma natural a plantearnos
la siguiente cuestion: si existe una demostracién geométrica
de la irracionalidad del nimero aureo, ;existira también algu-
na demostracion geométrica de la irracionalidad de V2 mas
alla de la demostracion aritmética habitual? La respuesta sor-
prendente es que no solo existe una sino varias diferentes.
Como es natural, al igual que la irracionalidad de ¢ esta rela-
cionada con las propiedades del pentagono, la irracionalidad
de v/2 esté relacionada con las propiedades de triangulos y
cuadrados. El objetivo de este trabajo es presentar algunas de
estas demostraciones geométricas que parecen no ser dema-
siado conocidas, al contrario que otras demostraciones visua-
les, como por ejemplo, las del teorema de Pitagoras (véanse
Nelsen, 2001 y Alsina y Nelsen, 2006) y que pueden servir
como alternativa a la demostracion tradicional para captar el
interés de los alumnos.

Ademas resulta llamativo que estas demostraciones hayan
sido publicadas a lo largo de las Ultimas décadas y que una de
ellas sea de una fecha tan reciente como el afio 2000. Este
hecho nos sirve como un magnifico ejemplo para poner de
manifiesto a aquellos alumnos que piensan que las matemati-
cas ya estan acabadas desde hace siglos que, incluso en un
tema tan clasico como la irracionalidad de \/5, también es
posible hacer investigacion y encontrar nuevas demostracio-
nes hoy en dia.

V2 no es racional: tres demostraciones geométricas

La primera demostracion que vamos a discutir (Apostol,
2000) fue publicada por Tom Apostol, el autor del famoso
libro de texto Calculus usado como bibliografia basica en
cualquier curso universitario de Calculo.

Si 2= P fuese racional, entonces pP*=20?=q*+0>.

Por el Teorema de Pitagoras esta Ultima igualdad es equiva-
lente a la existencia de un triangulo rectangulo isésceles natu-
ral (es decir, un triangulo rectangulo con los dos catetos igua-
les y cuyos lados tienen como longitud un nimero natural. En
concreto, la hipotenusa mediria p y los catetos serian iguales
aq). Portantosi 2 es racional tiene que existir el triangulo
rectangulo isosceles natural con los lados més pequefios posi-
bles. La idea de la demostracion de Apostol consiste en cons-
truir dentro de ese triangulo rectangulo isdsceles natural
minimo (figura de la izquierda) otro tridngulo rectangulo
isésceles natural mas pequerio (figura de la derecha), llegando
asi a una contradiccién. De esta forma v2 no puede ser un
namero racional.

Veamos como se construye: partimos de un triangulo rectan-
gulo isésceles natural como el que aparece en la figura de la
izquierda. El tridngulo pequefio que aparece en la figura de la
derecha se construye trazando un arco circular, centrado en el
vértice superior y de radio igual a uno de los catetos, hasta
intersecar a la hipotenusa en un punto, desde el cual se traza
una perpendicular a la hipotenusa hasta la base del triangulo.
Todos los segmentos que aparecen en esta figura tienen de
longitud un ndmero natural y los segmentos dibujados en azul
tienen la misma longitud (dos de ellos son tangentes a un cir-
culo desde un mismo punto). Por tanto el tridngulo mas
pequefio también es un triangulo rectangulo isésceles natural.

Una demostracién esencialmente similar a la de Apostol, pero
gue puede ser de gran interés para motivar a los alumnos por-
gue se realiza plegando una hoja de papel, puede encontrarse
en la pagina 183 del libro (Conway y Guy, 1996). Precisamente
a John Conway se debe la popularizacion de una demostra-
cion de la irracionalidad de v2 (debida a Stanley Tennen-
baum) de gran belleza visual y que por su sencillez presenta-
mos como una demostracion sin palabras

p?=g?+g?




; .
= =

(29—p)*= (p—0)*+ (p—0)?

La tercera demostracion geométrica que vamos a discutir, y
gue estéa relacionada con la anterior, se debe a Barbara Turner
(Turner, 1977) y se basa en la siguiente propiedad de los cua-
drados naturales: si un cuadrado natural S contiene un cua-
drado natural mas pequefio cuya area es exactamente la mitad
de S, entonces dentro de S existe otro cuadrado natural con la
misma propiedad.

Si p?= 2¢2, entonces (24—p)>= 2(p—q)?

Por tanto repitiendo esta operacion podriamos construir una
secuencia infinita de cuadrados naturales cada vez mas
pequefios contenidos dentro de S, lo cual no puede suceder
porque un cuadrado natural solo puede contener en su inte-
rior un namero finito de cuadrados naturales. De todo ello
deducimos que no puede existir un cuadrado natural que con-
tenga a otro cuya area sea la mitad, lo que equivale a decir que
V2 1o es racional.

Comentarios finales

Las tres demostraciones geométricas anteriores comparten
varios elementos en comun: todas ellas son demostraciones
por reduccion al absurdo, emplean el método del descenso
infinito y esencialmente se reducen al siguiente hecho alge-
braico:

2 2
si 2= 2 entonces, (24-P) _5 con 0<2g—p< p y 0<p—q<q.

q (p-q)y

o
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De esta forma si suponemos que p y g son los nimeros natu-
rales mas pequefios con la propiedad de que el cuadrado de su
cociente es 2, llegariamos a una contradiccion pues (2g—p) y
(p—q) serian nimeros naturales mas pequefios con la misma
propiedad.

En este breve articulo no hemos pretendido ser exhaustivos.
Para conocer muchas otras demostraciones de la irracionali-
dad de ~/2 , tanto de caracter geomeétrico, como aritmético o
algebraico, recomendamos al lector interesado que consulte
los magnificos articulos (Gardner, 1997) y (Bogolmony, 2009).

Finalmente, y después de haber presentado tres demostracio-
nes geomeétricas de la irracionalidad de 2, terminamos este
trabajo con una “demostracion” visual de que V2 esen rea-
lidad... jun nimero natural! Por el Teorema de Pitagoras sabe-
mos que V2 esla longitud de la hipotenusa de un triangulo
rectangulo isdsceles cuyos catetos tienen longitud 1 (figura de
la izquierda).

Ahora bien, la linea quebrada que aparece en la figura central
tiene longitud igual a la suma de los catetos, o sea 2, y repi-
tiendo este proceso en cada uno de los tridangulos rectangulos
isésceles mas pequerios que se forman obtenemos una suce-
sion de lineas quebradas todas ellas de longitud 2 que conver-
gen a la hipotenusa (figura de la derecha). Entonces pasando
al limite se obtiene que la longitud de la hipotenusa es igual a
2, con lo cual V2 =2 ¢Puede el lector descubrir cual es la
falacia presente en la argumentacion anterior? (Como indica-
cion, recuerde que el proceso de intercambiar una funcién
con un limite no es valido en general si la funcién no es con-
tinua). [ |
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Sum

revista sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas

Soneto gastronémico-numérico

Me gustan los sonetos con bizc... 8
y los quintetos con chocolate unta...2
Las rosquillas me como en parea... 2
con epigramas y moscatel trasn... 8
Mientras el cinturon me desabr... 8
pienso que no iran mal acompafia... 2
Los serventesios con el cordero asa...2
y el arte menor, con calim... 8

Las odas con pescados de Nept... 1
Besugo al madrigal o al roman... 0
el vino blanco sera muy oport... 1

En mi cocina versos y nimeros ma...0
y pues comer y escribir estodo ... 1
en la mesa: cuchillo tenedor y lapi...0

Apartado de correos 498
46900-TORRENT (Espafia)

Fax: (+34)911 912 879

direccion@revistasuma.es
administracion@revistasuma.es

Soneto ingenioso numérico

Existiendo sonetos tan varia... 2
busqué entre las estrellas un luc... 0
una gota, sin par, de un agua... 0
unos versos con NUmMeros rim... 2
Con sus catorce versos ordena... 2
macerando el amor con el a... 0
ligados el segundo y el ter... 0
y el primero y el cuarto parea... 2
Estudié con rigor el roman... 0
a Lope y a Quevedo, a Unam... 1
a Cervantes siguié mi lapic... 0
Miré mil libros, sin dejar ning... 1
mas querido lector, a ser sin... 0

con ndmeros no hallé soneto alg... 1

El autor de estos sonetos, Antonio Box Finis, es médico, ilusionista y poeta en Burgos.
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Polilobulos y competencias basicas

Palabras Clave: Competencias basicas, geometria, actividades didacticas, polilébulos y arquitectura.

Polylobes and basic competences

Key words: Basic competences, geometry, didactic activities, polylobes and architecture.

Aprender es aprender a pensar
(J. Dewey)

nntroduccién

La Unidn Europea considera que el desarrollo de las compe-
tencias bésicas es un eje fundamental de la ensefianza y clave
para el aprendizaje permanente, por ello, la LOE las incorpo-
ra como integrantes del curriculo en la Educacion Obligatoria
(Anexo | del Real Decreto 1631/2006).

En este contexto se considera que una competencia es la
capacidad para aplicar conocimientos, habilidades y actitudes
en diferentes contextos. Las competencias basicas son apren-
dizajes imprescindibles desde un planteamiento integrador y
orientado a la aplicacién de los saberes adquiridos.

Las ocho competencias bésicas, que se fijan en la LOE y que
los alumnos deberan haber adquirido al finalizar la ensefian-
za bésica son:
» Competencia en comunicacion linglistica.
« Competencia matematica.
» Competencia en el conocimiento y la interaccién con el
mundo fisico.

« Tratamiento de la informacién y competencia digital.
« Competencia social y ciudadana

» Competencia cultural y artistica.

« Competencia para aprender a aprender.

» Autonomia e iniciativa personal.

Para conseguirlo, en los curriculos de todas las materias se
deben programar objetivos e introducir contenidos que
potencien la adquisicion de todas las competencias y entre
ellas la matematica, lo que constituye una importante inno-
vacion respecto a leyes educativas anteriores. En los proxi-
MOS Cursos sera muy interesante analizar estos cambios y sus
efectos educativos

Por otro lado, los curriculos de Matemaéticas de los cuatro
cursos de la ESO deben elaborarse de forma que los alumnos
desarrollen la totalidad de competencias y no sélo, como
parece evidente, la competencia matematica.

Inmaculada Fernandez Benito
IES Nuiez de Arce. Valladolid
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En mi opinion, a este dltimo imperativo de que el curriculo de
Matematicas contribuya a formar a los estudiantes y les per-
mita integrar los aprendizajes cuando les sean necesarios en
diferentes situaciones y contextos, se viene dando cumpli-
miento por buena parte de su profesorado, como prueba la
existencia de esta revista o los numerosos congresos, jornadas
y seminarios de educacibn matemdtica que organizan la
Federacion o las Sociedades de profesores de Matematicas.

El informe PISA 2006 menciona en varias ocasiones el térmi-
no competencia matemética definiéndolo de la siguiente
forma: “Competencia matematica es una capacidad del indi-
viduo para identificar y entender la funciéon que desempefian
las matemaéticas en el mundo, emitir juicios fundados y utili-
zar y relacionarse con las matematicas de forma que se pue-
dan satisfacer las necesidades de la vida de los individuos
como ciudadanos constructivos, comprometidos y reflexivos”

Propuesta didactica

Presentacion

La propuesta didactica que sigue, trata contenidos de geome-
tria plana que se pueden adecuar a practicamente todos los
niveles de la Secundaria Obligatoria. Se incluyen actividades
didacticas cuyas pautas metodoldgicas se corresponden res-
pectivamente con estas competencias bésicas.

Competencia matematica:
« Aplicar estrategias de resolucion de problemas.
« Aplicar procesos matematicos a situaciones cotidianas.
« Comprender elementos matematicos.
e Comunicarse en lenguaje matematico.
« Justificar resultados.
* Razonar matematicamente.

Competencia en comunicacion linguistica:
¢ Redactar procesos matematicos y soluciones a proble-
mas.

Competencia digital y del tratamiento de la informacion:
« Utilizar las tecnologias de la informacién y la comunica-
cion (TIC) para el aprendizaje y la comunicacién.

Competencia cultural y artistica:
« Analizar expresiones artisticas visuales desde el punto de
vista matematico.
e Conocer otras culturas, especialmente en un contexto
matematico.

Competencia para aprender a aprender:
« Ejercitar técnicas de estudio, de trabajo intelectual, ...
 Estar motivado para emprender nuevos aprendizajes.
 Hacerse preguntas que generen nuevos aprendizajes.
« Ser conscientes de como se aprende.

Competencia en autonomia e iniciativa personal.
« Buscar soluciones con creatividad.
« Detectar necesidades y aplicarlas en la resolucion de pro-
blemas.

Polilébulos

Definimos polilébulo como un conjunto de varios arcos de
circunferencia que delimitan una region cerrada. En esta oca-
sion trabajaremos con polilébulos formados por arcos de cir-
cunferencia del mismo radio y dispuestos concéntricamente
alrededor de un punto.

Segun el nimero de arcos o lébulos que lo forman, se deno-
minaran: trilébulos (3 Iébulos), cuadrilébulos (4 I6bulos),
etc... En la figura 1 se muestra un octalébulo en la parte cen-
tral del roseton rodeado de ocho cuadrilébulos.

Figura 1. Rosetén formado por polilébulos.

Para estudiar geométricamente estas formaciones, vamos a
proponer algunos modelos de trazado a partir de poligonos
regulares.

Trilobulos a partir de un triangulo equilatero.
En las figuras 2y 3 se aprecian distintos ejemplos de trilébulos.

Figura 2. Santa Maria de Piasca (Cantabria).




Figura 3. Catedral de Burgos.

Podemos construir estos trilébulos segin los modelos
siguientes, todos ellos disefiados a partir de un triangulo equi-
latero (Figura 4).

a. Los centros de los tres arcos de circunferencia son los
puntos medios de los lados del tridngulo base y el radio de
cada uno de ellos es la mitad del lado de dicho triangulo.

b. Los centros son los vértices del triangulo equilatero y los
radios la mitad del lado, como en el modelo anterior.

c. Los centros son los vértices del tridngulo inicial y los
radios son el lado del hexagono regular que tiene por
vértices los del tridngulo inical y los de su girado 60° alre-
dedor del centro.

Figura 4. Modelos geométricos de trilébulos: a, by c.

Cuadrilobulos a partir de un cuadrado.

Los cuadrilébulos que se muestran en las figuras 5 y 6 pueden
considerarse formados por cuatro arcos de circunferencia traza-
dos a partir de un cuadrado seguin se especifica a continuacion:

4] <

3

Figura 5. Catedral de Burgos.
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a. Los centros de las circunferencias son los puntos medios
de los lados del cuadrado y sus radios la mitad del lado
de éste.

b. Los centros son los vértices del cuadrado y los radios la
mitad de su lado.

c. Los centros son los vértices del cuadrado y los radios la
mitad de la diagonal de dicho cuadrado.

d. Los centros son los vértices del cuadrado inicial y los
radios el lado del octégono cuyos ocho vértices coinci-
den con los del cuadrado de partida y su girado 45°.

Figura 7. Ejemplos de trazados de cuadrilébulos a, b ¢, y d.

Curvas epicicloides.

Algunas curvas epicicloides presentan formas lobuladas de
apariencia similar a la de los polilébulos formados por arcos
de circunferencia. En general la epicicloide es la curva descri-
ta por un punto P de una circunferencia, de radio r, cuando
rueda sin deslizarse por el exterior de otra circunferencia fija
de radio R.

Su ecuacion paramétrica es:

R
X(t)=(R+r)cost —rcos LARAR)
r
yt)=(R+r)sent—r sen(ﬂt)
r
donde la variable t es el angulo que forma la recta que une los
centros de ambas circunferencias con la parte positiva del eje

de abscisas.

En los casos particulares en que R = 3ry R = 4r las curvas
epicicloides adoptan las formas que aparecen en la figura 8.

Figura 8. Epicicloides de tres y cuatro hojas.
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En la figura 9 se presenta una vidriera disefiada por el artista
aleman Alberto Durero, entusiasta gedmetra y conocedor de
las curvas y sus aplicaciones, quien pudo utilizar la epicicloi-
de de tres hojas como base para este trabajo.

Figura 9. Alberto Durero, Autorretrato y grabado en vidirera

Actividades para el aula

Actividad 1

Enunciado: Obtén férmulas generales para calcular el area de
un sector circular de radio R que abarca un angulo a y la lon-
gitud del segmento circular correspondiente.

Solucién: Estableciendo las relaciones de proporcionalidad
entre las areas de las regiones circulares o sus longitudes de
arco y las correspondientes amplitudes en grados sexagesima-
les, se obtienen las expresiones siguientes:

1 R? 2nR R

=—-0 L:—OLZ—O(
A 360 7 =7 360 “ T 180

Actividad 2.

Enunciado: Calcula el area encerrada por los trilébulos de la
figura 4, asi como su longitud, segun las propuestas de traza-
dos indicadas en los apartados a, b y c del epigrafe Trilobulos.
Toma el lado del tridangulo de partida de dos unidades de lon-
gitud

Figura 10. Tilébulo a

Solucién: Utilizando el teorema de Pitagoras se obtiene que
la altura del triangulo base es:

h=§-2=\/§

El trilébulo del apartado a. (ver figura 10) tiene por area la
suma del area del tridngulo:

23
- -3
2
y la de tres semicirculos de radio 1u:
1’ .
= —_— u2
A 2 2

Por tanto se obtiene:
A= (\/5 + 3; ) u?

Teniendo en cuenta que el contorno del trildbulo lo forman
tres semicircunferencias cuyo radio mide una unidad, se tiene
que su longitud es:

2nl
L=3 —=3ru
2

En el caso del trilébulo disefiado en el apartado b. se procede
de forma similar al del caso anterior, con la Unica diferencia de
que, en éste, los sectores y segmentos circulares abarcan
angulos de 300° (Figura 11). Utilizando las formulas de la acti-
vidad 1, se tendra:

Figura 11. Tilébulo b

12 57
A=A +3-A =/3+3—300=| /3 +— |U?
A A \/— 360 (\/— 2 J y

m-l
L=3 —300=5nu
180

La ultima propuesta corresponde al trildbulo del apartado c.
En primer lugar se debe calcular el lado y la apotema del hexa-
gono determinado por los dos triangulos equilateros, para
ello, basta observar en la figura 12 que el centro del hexagono



es el baricentro del triangulo equilatero inicial y por lo tanto,
el radio del hexdgono medira 2/3 de la alturay a la vez media-
na del tridngulo, es decir: L=2v3/3. La apotema del hexagono
regular mide una unidad, este resultado se puede obtener, o
bien, observando en la figura 12 que la longitud de la misma
es la mitad que la del lado del triangulo (que mide dos unida-
des), o bien, utilizando el teorema de Pitagoras de la forma
habitual cuando se conoce el lado y el radio de un poligono
regular.

Figura 12. Trilébulo ¢

El 4rea encerrada por el trilébulo sera la suma de las &reas del
hexagono regular y el de tres sectores circulares que abarcan
angulos de 240°, por tanto se tiene:

23 4
6-— 1 mo— .
A=A, +3-A = 23 +3 363 240=(2J§+?Ju2

La longitud del trildbulo c serd la suma de las longitudes de
tres segmentos circulares que abarcan angulos de 240°, es
decir:

u

38\/575 8\/§n
9 3

Actividad 3.

Enunciado: Calcula el area y la longitud de los tres primeros
cuadrilobulos de la fgura 7, correspondientes a los trazados
propuestos en los apartados a, b y c del epigrafe Cuadrild-
bulos. Toma el lado del cuadrado de partida de medida dos
unidades.

Solucién: En el disefio del apartado a, el area del cuadril6bu-
lo es la suma de las areas del cuadrado de dos unidades de
lado y de cuatro semicirculos cuyo radio mide una unidad. Por
lo tanto se tiene:

2

nl
A:AC+4-AS:22+4T:(4+21t)u2

La longitud de este cuadrilobulo es la de cuatro semicircunfe-
rencias de radio uno obteniéndose el siguiente valor:
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2wl
L=4—=4rnu
2

El cuadrilébulo del apartado b tendra por area la del cuadra-
do base mas la de cuatro sectores circulares de amplitud 270°,
(Fig. 13) es decir:

Figura 13. Cuadrilébulo b

n1’
A=A +4 A =2"+4—270=(4+3m)u’
A A 360 ( )

y la longitud sera la de cuatro segmentos circulares de la
misma amplitud:

nl
L=4—270=6nu
180

Figura 14. Cuadrilébulo ¢

La region determinada por el cuadrilébulo del apartado c se
puede descomponer, como aparece en la figura 14, en un cua-
drado de lado 2x, y en cuatro semicirculos de radio x. Para cal-
cular el valor de x se aplica el teorema de Pitagoras, se obtiene:

2X2=02 = X?=2 = X=V2

Una vez calculada la medida del lado del nuevo cuadrado,
2v2, y la del radio de los circulos, V2, se puede determinar el
area del cuadrilobulo:
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n(+2)?
A=A +4-A =(2\/§)2+4¥=(8+4n) u?
La longitud total es la de cuatro semicircunferencias de radio
V2, resultando por tanto:

27:\/_
L=4 =42mu

Nétese que para la siguiente actividad los alumnos precisan
conocimientos de Trigonometria, siendo por ello mas apro-
piada para los que cursan Matematicas | de 1° de Bachillerato.

Actividad 4.

Enunciado: Calcula el area y la longitud del cuadrilébulo
situado a la derecha de la figura 7, cuyo trazado esta propues-
to en el apartado d del epigrafe Cuadrilébulos. Toma el lado
del cuadrado de partida con medida una unidad.

Figura 15. Cuadril6bulo d

Solucién: En la figura 15 se observa que el area del cuadril6-
bulo es la suma del area del octdgono generado de lado x, y de
la de cuatro sectores circulares de radio también x.

Para calcular el valor de x aplicamos el teorema del Coseno al
triangulo isdsceles de lados x, x, 1, teniendo en cuenta que el

angulo interior de un octégono regular o mide 135°.
Resultando asi:

12 = x% + x? —2xXxC05135°=2x? — 2 X* (—g]=x2(2+\/§)

de donde,

Al mismo resultado se llega a partir del valor del cos22"5°
(angulo mitad de 45°) en el triangulo rectangulo que resulta al
trazar la altura en el triangulo is6sceles anteriormente consi-
derado.

Si tenemos en cuenta que el angulo central del octégono regu-
lar es 45°, se calcula la apotema de éste, aplicando que:

X
tg 22,5%%

Utilizando la formula de la tangente del &ngulo mitad y susti-
tuyendo en la expresion anterior resulta:

T

2+\/§
2tg225° \/2 22

\/ﬁ

Finalmente el area encerrada por el cuadrilobulo sera:

V2 2
A=A\)+4'AS= +4 225 =

2 360
52-+/2)
—T

4

|2+

La longitud del cuadrilébulo es la de cuatro segmentos circu-
lares de &ngulo 225°y radio

2-2
X=
V2
Por tanto:
2-\2
T 5./2-2
L=4 V2 225 = T |u
N
Actividad 5.

En el trazado del trilébulo a, propuesto en el epigrafe
Trildbulos, se produce una division del triangulo equilatero de
partida en cuatro tridngulos semejantes a €l y de lado la mitad
de su lado. En el centro de la figura se ha determinado un
triangulo curvo (ver Figura 16), conocido como triangulo de
Reuleaux. En el contexto del estudio de polilébulos podemos
considerar que el triangulo de Reuleaux es un trilébulo, al
estar formado por tres arcos de circunferencia. En la figura 17
se puede apreciar el espléndido triangulo de Reuleaux del has-
tial norte de la Catedral de Ledn.



Figura 16. Triangulo de Reuleaux.

Figura 17. Catedral de Ledn.

Enunciado: Calcula el area y la longitud del triangulo de
Reuleaux suponiendo, como en la Actividad 2, que el trian-
gulo equilatero de partida mide dos unidades de lado.

Solucién: La superficie del plano delimitada por el triangulo
de Reuleaux central (Figura 16), esta formada por un triangu-
lo equilatero de lado 1y de altura v3/2, y por tres regiones
como la sombreada en oscuro. El area de esta region A, se cal-
cula restando el area triangulo equilatero anterior a la de un
sector circular de radio 1 y de angulo 60°. Por tanto, final-
mente, resulta:

A=A +3A =A;+3(A-A)=3A-2A =
n1260_21\/%: -3 y
360 2 2

La longitud del triangulo de Reuleaux es la de tres segmentos
circulares de radio 1y de angulo 60°, siendo su valor:

nl
L=3—60=mu
180
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Investigaciones

En este apartado se proponen enunciados mas abiertos y cre-
ativos que los de las actividades anteriores cuya resolucion
requiere el empleo de programas informaticos de geometria
dinamica. Estas actividades, que podrian considerarse peque-
fas investigaciones y realizarse en grupos de dos o tres alum-
nos, son las mas adecuadas para el desarrollo de las compe-
tencias basicas porque, para llevarlas a cabo, los alumnos
deben incorporar todos los conocimientos aprendidos, a la
vez que detectan la necesidad de adquirir otros nuevos,
fomentando un aprendizaje donde se consoliden al mismo
tiempo actitudes positivas y se profundize en el vinculo exis-
tente entre los conocimientos tedricos y sus aplicaciones
précticas.

Propuesta 1. Los cuadrilébulos estudiados anteriormente
estan trazados a partir de un cuadrado y cuatro circunferen-
cias centradas en los vértices o puntos medios de los lados de
dicho cuadado. En los modelos de la figura 7, los radios de las
circunferencias estan determinados en funcién del lado o de
la diagonal del cuadrado.

a. Con un programa de geometria dinamica (CABRI 0 GEO-
GEBRA) construye un cuadrado de lado L y diagonal D y
cuatro circunferencias centradas en sus vértices, investiga
las diferentes construcciones que se generan al ir variando
el radio R de las circunferencias. Prueba, por ejemplo, con:

R=L R<£, R=£, R=2, R=L,..
4 2 2 2

Construayelo de forma que al ir desplazando el punto P sobre
el lado del cuadrado (ver Figura 18) se obtengan los cuatro
modelos. Busca algunos elementos geométricos que se gene-
ran en estos trazados y realiza calculos a partir de ellos.

/S
238>

Figura 18. Modelos de circulos con centros en los vértices de un
cuadrado.

: A
<01 ) A
S

Figura 19. Modelos de circulos con centros en los puntos medios
de los lados de un cuadrado.
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b. Investiga los posibles trazados que resultan al tomar, como
centros de las circunferencias, los puntos medios de los
lados del cuadrado y radios variables. Realiza la construc-
cion dinamica de la misma forma que en el apartado ante-
rior. Observa la figura 19 y calcula el radio de las circunfe-
rencias en los tres casos mostrados y determina otros posi-
bles elementos geométricos que aparecen.

Figura 20. Disefio de pavimento.

c. Busca disefios cotidianos y artisticos que puedan ajustarse a
los modelos descritos anteriormente, como el de la figura 20.

Propuesta 2. En lafigura 1 aparece un rosetén con polil6bu-
los de varios tipos (cuatro u ocho l6bulos). A partir de poligo-
nos regulares de diferente nimero de lados, traza polilébulos
con los criterios expuestos en la propuesta 1.

En al figura 21 se muestran disefios para el pentagono y hexa-
gono regulares.

Figura 21. Pentalébulos y hexalébulos.

Para terminar

Dada la importancia que el nuevo sistema educativo reserva a
las competencias basicas, entendiéndolas no como simples
constructos tedricos, sino como aprendizajes que capacitan
para adaptar dinamicamente lo que se sabe al contexto en que
el alumno estudia y vive, se han presentado en estas paginas
algunas lineas de trabajo concreto desde el campo de la geo-
metria, con elementos que pueden insertarse tanto en el
curriculo de Matematicas de ESO como en el de Bachillerato.
Si en realidad el aprendizaje es, como decia Dewey, “aprender
a pensar” bien se puede concluir que en el lento proceso de la
construccion del pensamiento, en el que las matematicas
siempre han desempefiado un relevante papel, el estudio de la
geometria aplicada a las cosas de la vida real constituye una
aportacion interesante a lo que hoy entendemos por desarro-
llo de las competencias basicas en la educacion secundaria.

Este articulo fue recibido en SUMA en Noviembre de 2008 y aceptado en Julio de 2009
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a la educacioén secundaria

La Constitucion de Cddiz (1812) inicia el origen de la enserianza secundaria en Esparia. Dichos estudios corren parejos con el
desarrollo de la burguesia como clase diferenciada, y como tal se identifican los nuevos estudios con la nueva clase social.
Paralelamente al nacimiento de la secundaria, los contenidos en Matemdticas de los programas, se van abriendo paso y qui-

tando horas a los tradicionales de humanidades.

El recorrido historico termina con la trascendental Ley Moyano en 1857.

Palabras Clave: Ensefianza secundaria, burguesia, planes de estudio, aritmética, algebra, geometria y trigonometria, Ley Moyano.

Accompanying evolution of mathematics in secondary education

The constitution of Cadiz (1812) is the starting point of the secondary education in Spain. These studies run with the development
of the middle class as a new and differentiated social group, and the new studies are identified with this new social class.
In parallel with this birth of the secondary studies, the mathematics contents in the programs grow and consequently, the tradi-

tional humanities contents are reduced.

This historic stage ends with the far-reaching Moyano’s Law in 1857.

Key words: Secondary education, middle class, study plans, arithmetic, algebra, geometry and trigopnometry, Moyano's Law.

Eurante siglos, la Iglesia utilizé tanto las imagenes como
las esculturas para transmitir su mensaje, pero con la llegada
de la imprenta, el libro se convertiria en su mejor aliado gra-
cias a la lectura de la Biblia. Se suele citar' como origen de la
ensefianza obligatoria y gratuita la Carta de Lutero “a la
nobleza cristiana de la nacion alemana para la mejora del
espiritu cristiano” (1520), en la que se hace un “llamamiento
a los consejeros municipales de todas las ciudades del pueblo
aleman para establecer escuelas cristianas” La educacion
como un instrumento para conseguir la transmision de valo-
res se deja en manos de los curas, y progresivamente, y no sin
grandes conflictos que llegan hasta la actualidad, ira pasando
paulatinamente a manos de los maestros. Aparte de la cues-
tion ideoldgica, también estaba la econémica, pues la manu-
tencion del cura, que ademas de servir eclesiasticamente
debia tener formacion adecuada para desempefiar eficazmen-
te la docencia, corria a cargo de la Iglesia, mientras que al
maestro habia que pagarle o bien directamente a través de las
familias o bien por medio del municipio, con lo que lo normal
era acudir al cura.

Pero para el tema que nos interesa aqui, el nacimiento y desa-
rrollo de la educacion secundaria en Espafia, habra que espe-
rar al final del siglo xvin para que se inicien unas ensefianzas

especificas asociadas a una nueva clase politica, la burguesia.

Como en otras ocasiones Espafia era diferente, asi, mientras
Francis Bacon proponia que la Ciencia deberia ser aplicable a
la industria, al comercio, y a la tecnologia, en Espafia los ilus-
trados asociaban el desarrollo econémico con el sector agri-
cola. Se critica a la clase inatil (clero, nobleza) y sus saberes
indtiles (metafisica, teologia), y se potencia la clase util (bur-
guesia) y sus saberes Utiles (medicina, agricultura).

Hasta que no termina la guerra de la independencia (1808), y
dado el nivel de desarrollo del pais, no se podian esperar
muchos logros en lo referente a la Educacion, pero si hay que
agradecer que la Constitucion de Cadiz (1812) le dedicara un
titulo especifico, el 1x: “De la Instruccion publica™. En las
Cortes de Cédiz, se crea una “Comision de Instruccion
Pablica” que, entre otros, estard formada por figuras como
G.M. de Jovellanos®, Manuel Quintana o el catedratico de
matematicas José Rebollo. Dicha comision elabora por una

Fernando Tébar Cuesta
Inspector de Educion de Madrid
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parte, un documento conocido como Informe Quintana’, y
por otra el “Dictamen y proyecto de decreto sobre el arreglo
general de la ensefianza publica’, leido en las Cortes en abril
de 1814, en los que se asientan las bases del futuro sistema

educativo:

a. Diferenciacion de la ensefianza publica (la costeada por
el estado) de la ensefianza en los centros privados.

b. Gratuidad de la ensefianza publica.

c. Continuidad de la educacion después de la “segunda
ensefianza’; de manera que se puede seguir estudiando
por el camino tradicional de las Universidades Mayores
(Teologia, Jurisprudencia) o por la nueva via de los cole-
gios o escuelas para estudiar profesiones de la vida civil
(medicina, agricultura, comercio).

d. Creacién la Direccién General de Estudios para admi-
nistrar el sistema educativo.

Introducida la “segunda ensefianza” como diferente o0 nove-
dosa respecto a la situacién previa, es preciso determinar
algunos aspectos de su regulacion:

a. Concepto y objetivos: preparacion para estudios supe-
riores y que sean estudios que “constituyan la civilizacion
general de una nacion’, en otras palabras, cultura general.

b. Se impartira en las “Universidades de provincia’, (que
luego serén los |.E. Media).

c. Se establece un plan de ensefianza secundaria estructu-
rado en torno a las &reas:

i. Ciencias matematicas y fisica; matematicas (arit-
meética, algebra, geometria y trigonometria), por su
valor doble, util y formativo-racional, junto con
fisica general, mecénica aplicada, historia natural,
boténica y quimica.

ii. Literatura y artes; gramatica espafiola, lengua lati-
na, literatura, geografia, historia, I6gica y dibujo.

iii. Ciencias morales y politicas.

De 1814 a 1821 con la publicacion del Decreto de 29 de junio
de 1821 con el titulo de Reglamento general de Instruccion
publica, existe una gran laguna en la reglamentacién de la
ensefanza. El Plan de estudios de 1821° se estructuraba en
torno a tres areas: A) Materias humanistico-literarias, B)
Materias cientifico-naturales, y C) Materias ideolégico-filoso-
ficas, sorprendiendo que entre las cientifico naturales se estu-
diase Fisica, Quimica, Mineralogia, Botanica y Agricultura y
Zoologia, pero no Matematicas.

Aparte de concretar las materias a estudiar, por primera vez se
habla de la distribucion de la financiacién de la ensefianza, la
cual, con ligeras modificaciones, todavia tenemos en la actua-
lidad. Asi, para sostener econémicamente al nivel educativo
primario se dispone que sean los Ayuntamientos los que se
hagan cargo de su financiacién, a los Institutos se les asocia

con las Diputaciones provinciales y para las Universidades
sera la Administracion Central la encargada. Posteriormente
en 1887 la segunda ensefianza, junto con la Inspeccién de
Ensefianza Primaria, pasaran a depender de la Administra-
cion central, y en 1902 pasara el pago de los maestros de la
ensefianza primaria a depender también de la Administracion
Central por problemas financieros y de independencia politi-
ca de los maestros respecto de los alcaldes. En todo caso, en
los tres niveles todo lo referente a normas, contenidos y orga-
nizacion, dependeria del Estado.

Como otras tantas paradojas, el Arreglo provisional de estu-
dios que debia regir sélo para el curso 1836-1837, se convirtid
no en provisional, sino que tendria vigencia hasta el Plan de
1845, lo cual dados los cambios politicos de la época fue todo
un triunfo. Con todo eso, el plan de estudios se habia queda-
do otra vez desfasado, y si bien no se pretendia cambiar el sis-
tema, si habia que reformar los contenidos, especialmente los
referentes al area cientifico natural, donde se preveia estudiar
en el primer afio Elementos de Matematicas (con una carga
horaria de 6 horas semanales, leccién diaria), Geometria apli-
cada al dibujo lineal (con carga horaria de 3 horas); en el
segundo, Elementos de matematicas (con una carga horaria de
6 horas semanales), fisica experimental, quimica y Geografia
matematica y fisica con tres lecciones semanales, y en el ter-
cer afio filosofia, religion, historia y literatura®.

Pedro José Pidal




Destaca en este periodo de creacion de la segunda ensefianza’,
la consideracion de no tener finalidad en si misma, sino que
ésta seria la de preparar a los alumnos para la Universidad.
Posteriormente se ird autoalimentando para dar la base nece-
saria para acceder a la vida profesional o proporcionarles una
cultura general.

Desde el Arreglo hasta el Plan Pidal, se van creando institutos
en las ciudades méas importantes, no sélo en las capitales de
provincia, y con las Ordenes de creacién de los mismos, se
establece un plan de estudios minimo, con lo que no se dispo-
ne de un sistema coherente, organizado y normalizado, y sera
con Gil de Zarate® al frente de la Instruccion Publica cuando
se presente al ministro Pedro José Pidal el Real Decreto de 17
de septiembre de 1845, desarrollado posteriormente por un
Reglamento. (Es interesante acudir al PreAmbulo del Plan para
observar que algunas cuestiones que parecen de rabiosa
actualidad, llevan mas de cien afios sin resolverse: “La ense-
flanza de la juventud no es una mercancia que puede entre-
garse a la codicia de los especuladores, ni debe equipararse a
las industrias en que domina solo el interés privado. Hay en la
educacion un interés social...”).

Gil de Zarate

Tras la publicacién del Plan se suceden toda una profusion de
publicaciones referentes a horarios, cétedras, oposiciones,
etc, y por otra parte, enseguida se empieza a modificar el Plan
en 1847°, en 1850, 1852, 1854,... no alcanzandose un docu-
mento estable hasta 1857 con Claudio Moyano como Minis-
tro de Fomento (Ministerio donde habian ido a parar las com-
petencias sobre instruccién publica en 1854), y donde, la nor-
mativa en materia de instruccién publica, para evitar las con-
tinuas reformas educativas que los sucesivos gobiernos intro-
ducen, se fijaria por el Legislativo.

Respecto a la evolucion de la consideracion de las matemati-
cas en los diversos planes de estudio, hay que tener en cuenta™:
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a. El plan del Duque de Rivas se limitaba a enumerar las
materias sin asignarles carga horaria, asi se estudiaria
Aritmética y Geometriaen 1°y 4°,

b. El Plan Pidal divide la ensefianza secundaria en dos par-
tes, la elemental (que serad la secundaria propiamente
dicha, especialmente a partir de la Ley de Instruccién
Publica de 1857) y la de ampliacion (que dard lugar a la
ensefianza universitaria a través de la secundaria). Las
Matemaéticas se estudian en 1° con cuatro clases semana-
les de hora y media, y en 4°, con seis clases también de
hora y media.

En el Plan de 1847 se estudian Matematicas en los cursos

3° (con 3 horas semanales), 4° (con 6 horas semanales) y
5° (con 5 horas semanales).

Espaiia ,32¢

Claudio Moyano

Sello conmemorativo de Claudio Moyano

c. En la Reforma de 1849 las Matematicas se estudian en
los cursos 3°y 4° ambas con la misma carga horaria de 6
horas semanales.

d. El Plan de 1850 copia el de 1849 en lo referente a
Matematicas.

e.También el Plan de 1852 repite otra vez casi el de 1849 en
lo referente a Matematicas. (Sin embargo, al pasar las
matematicas al 2° periodo de tres afios, se dificulta su
estudio, ya que para pasar de un periodo a otro, es preci-
so superar un examen de Latin y Humanidades, con lo
que la dedicacion de alumnos y profesores no se centra
en las matematicas en si, sino en la prueba que hay que
superar).

f. El Plan de 1857 ya presenta una variacion significativa,
pues de los seis cursos que consta la secundaria, se estu-
dia Aritmética y Algebra en 4° curso con 6 lecciones
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semanales, y Geometria en 5° con las mismas lecciones

semanales.
Curso en el que se imparte
Plan Materia 10] 2030 [ a0 50 [ g0
Arreglo de Elementos de 6 9
1836 Matematicas
Aritmética X X
Plan de 1845
Geometria X X
Plan de 1847 Matematicas 3 |6 5
Reforma de "
Matematicas 6 6
1849
Plan de 1850 Matematicas 6 | 6
Plan de 1852 Matematicas 6 | 6
Aritmética y Algebra 6
Plan de 1857
Geometria 6

Denominacién de la materia y distribucién horaria en los planes
de estudio.

Se puede observar el escaso protagonismo de las matematicas
en los afios de nacimiento de la ensefianza secundaria, donde,
al igual que ocurria en Europa, los planes de estudio estaban
basados en las humanidades clésicas, que tenian mayoritario
predominio en el bachillerato™ por tradicion secular. Dicha
situacion, bien por inercia, bien por tradicion frente a lo nove-
doso, o bien por cuestiones tan practicas como no disponer
de profesorado competente (al estar marginados los estudios
cientificos, era logica la escasez de profesores para atender la
docencia de las materias de ciencias), se prolongaré casi hasta
nuestros dias en las sucesivas reformas y leyes educativas.

En esta primera fase de desarrollo de la ensefianza secundaria,
se puede afirmar que las matematicas se establecen segun las
cuatro areas de Aritmética, Algebra, Geometria y Trigonome-
tria*?con los contenidos®:

Aritmética:
- Operaciones con numeros naturales
- Propiedades de los nimeros naturales: poten-
ciacion, divisibilidad, nimeros primos, mcd y
mcm.
- Operaciones con quebrados
- Raices cuadrada y clUbica de nimeros
- Teoria de las proporciones y sus aplicaciones
Algebra:
- Operaciones con expresiones algebraicas
- Ecuaciones y problemas de primer grado
- Potencias y raices de las cantidades algebraicas

- Ecuaciones de segundo grado
- Logaritmos y progresiones
Geometria:
- Geometria plana
- Geometria del espacio
Trigonometria:
- Teoria de las lineas trigonométricas
- Resolucion de problemas de triangulos.

Monumento a Claudio Moyano y Samaniego en la Cuesta
Moyano de Madrid

El 17 de julio de 1857 el Legislativo aprobaria una de las leyes
mas importantes en la historia de la educacién en nuestro
pais, su antecedente es la denominada Ley de Bases presenta-
da por el ministro Claudio Moyano en la que se autorizaba al
Gobierno a promulgar un texto articulado, (que no tardaria en
aparecer: el 9 de septiembre), que culminé con la Ley de
Instruccion Publica con arreglo a dichas bases. La Ley consta
de 307 articulos, y ha pasado a la historia de la educacién con
el nombre de Ley Moyano. Dada la trascendencia que la ley ha
tenido, nos detendremos a sefialar los aspectos mas impor-
tantes:

e Con ella se consolida la segunda ensefianza como etapa
educativa independiente.



e La segunda ensefianza comprenderia dos ramas:

— Estudios generales, (a los que se accedia con nueve
afios) divididos en dos periodos de dos y cuatro afios
al final de los cuales se obtenia el titulo de bachiller
en artes (hasta 1870 no quedaria como “bachiller™), el
cual permitia el acceso a las Facultades donde los
estudios se dividian en tres ciclos progresivos en los
gue se titulaba como Bachiller, Licenciado o Doctor.

— Estudios de aplicacion a las profesiones industriales,
al final de los cuales se obtenia el titulo de perito.

e Los Institutos de segunda ensefianza impartirian los
dos tipos de estudios.

La Ley Moyano, fue posible gracias al consenso existente
entre todos los partidos politicos, lo que contribuyé a que

Este articulo fue recibido en SUMA en Febrero de 2009 y aceptado en
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fuera una de las mas longevas de nuestro sistema educativo,
pues con modificaciones para adaptarla a las distintas realida-
des temporales, perduraria hasta 1970 en que se aprobaria la
Ley general de educacion. Pero esa Ley fue especial, no solo
por su repercusion posterior, sino porque vino a acompafiar al
desarrollo de la sociedad, que habia avanzado enormemente
en cuanto a lo social, cultural y econdémico, se necesitaba pues
una ley que facilitara que el bachillerato dejara de ser un nivel
exclusivo de las clases pudientes, y se convirtiera en unos
estudios al alcance de toda la poblacién, elevando su nivel cul-
tural y abandonando las consideraciones elitistas y distintivas
de épocas anteriores. [ |

Noviembre de 2009

1 vifiao Frago, A. (1982). “Politica y educacidn en los origenes de la Espaiia
contempordnea”

2 “Articulo 366: En todos los pueblos de la Monarquia se establecerdn escue-

las de primeras letras, en las que se ensefiard a los nifios a leer, escribir y
contar, y el catecismo de la religion catdlica, que comprenderd también
una breve exposicion de las obligaciones civiles”

3 Jovellanos en su “Plan para la educacion de la nobleza y las clases pudien-
tes espariolas” (1915), es partidario de la pronta introduccién de las
Matematicas, sefialando las materias a) Aritmética, como forma de expre-
sion de la cantidad, b) Geometria, como lenguaje de la forma, y c)
Trigonometria rectilinea para resolver todo tipo de triangulos.

4 Manuel José Quintana es una figura clave en la introduccion de las
Matematicas en la segunda ensefianza, asi en el Informe contempla las
partes que debe incluir un curso de matematicas: aritmética, algebra, geo-
metria y trigonometria.

5 Articulo 22. La segunda ensefianza se proporcionard en establecimientos
a los que se dard el nombre de Universidades de provincia.

Articulo 24. “En todas las Universidades de provincia destinadas a la
segunda ensefianza, se establecerdn las cdtedras siguientes: dos de mate-
mdticas puras, ...

6 La evolucién de los curriculos se describe con detalle en Sanz Diaz, F.
(1985), “La segunda enseiianza oficial en el siglo XIX” Madrid, MEC.

7 se suele fijar su nacimiento en el Plan de 4 de Agosto de 1836.
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Errores correctos en la simplificacion de
fracciones: reflexion sobre algunas practicas
docentes en matematicas

Palabras Clave: Error, simplificacién, fraccién, practica docente, software libre.

Correct mistakes in fractions simplification: a reflection about some teaching practice in Mathematics

Key words: Mistake, simplification, fraction, teaching practice, free software.

I problemay sus causas

Una sesién de mateméticas en un aula de ESO es siempre una
buena ocasion para la sorpresa. Alguna que otra vez, traba-
jando con fracciones, los alumnos me han sorprendido
haciendo una simplificacién de fracciones que podriamos
calificar, como minimo, de poco ortodoxa. Ocurre cuando se
trata de simplificar fracciones con numerador y denominador
comprendidos entre 10 y 99 y alguna cifra repetida en nume-
rador y denominador y consiste en tachar la misma cifra en
ambos nimeros. Asi se obtienen resultados como:

~J|u

25 _
27

Hay un hecho que observo con estupor. En contra de lo que
podria esperarse, atribuyendo este error a la bisofiez mate-
matica, éstos suelen producirse en los Gltimos cursos de ESO.
Durante este curso escolar 2008/2009 ya se me ha presentado
este error en una ocasion en un grupo de Educacion

Secundaria Obligatoria para Personas Adultas, con un alum-
no de 19 afios.

Creo que son tres las causas de esta forma incorrecta de sim-
plificacion y que las tres derivan de unas inapropiadas préacti-
cas docentes algebraicas:

e La no utilizacion de ningln operador multiplicativo
explicito cuando se trata de multiplicar nimeros con
letras o letras con letras. Solemos escribir, quizas dema-
siado pronto y a la ligera, 3a y ab en lugar de 3-ay ab.
Posiblemente, seria una buena reflexién pensar en alar-
gar mas el transito entre la notacion multiplicativa
exclusivamente numérica al que el alumno estd acos-
tumbrado en la etapa de primaria, a la hora de introdu-
cir el &lgebra como aritmética generalizada.

e La poca insistencia en el desarrollo polindmico de un
namero, en nuestro caso, en base decimal. Cuando en

Jesus Beato Sirvent
IES Bahia de Cadiz. Cadiz
Facultad de Ciencias de la Universidad de Cadiz. Puerto Real.
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primaria se introducen las dos principales caracteristicas
de nuestro sistema de representacion numérica decimal
posicional, a saber, que el valor de una cifra depende del
lugar donde esta escrita y que 10 unidades de un orden
constituyen una unidad de un orden superior, ain no se
han trabajado las potencias y en secundaria solo se tra-
baja la expresion polinébmica como eso, simplemente
como una expresion y el tipo de ejercicios suele ser
directo, es decir, dado un nimero natural, expresarlo en
forma de polinomio de base 10, donde los coeficientes de
las sucesivas potencias de 10 sean las cifras del nimero.
La siguiente ocasion en que se trabaja esta representa-
cion decimal de un nimero natural es en el bloque de
algebra, cuando se intenta que el alumno solucione algun
problema* de enunciado donde la clave esta en los valo-
res de las cifras. Los que llevamos bastantes afios en la
docencia de las matematicas sabemos que este tipo de
problemas es inalcanzable, en primera instancia y por si
solos, para la gran mayoria de nuestros alumnos.

e La utilizacion de lo que denomino “operador tacha /*
para la simplificacién algebraica, fundamentalmente en
sumas y cocientes. Esta imprecision que asocia a un
mismo simbolo dos valores distintos, impropia del len-
guaje matematico, es, en si misma, fuente de algunos
problemas. Con idea de tener una muestra de las capaci-
dades de simplificacion de fracciones algebraicas de
alumnos de distintas edades, pasé a alumnos de 4° de
ESO, 1° de Bachillerato (de rama cientifica y tecnoldgica
y de Ciencias Sociales) y 1° de una Licenciatura en
Quimica este cuestionario de simplificacion de fraccio-
nes algebraicas sencillas.

Este cuestionario constaba de 18 fracciones algebraicas. Se les
hacia hincapié en que debian especificar, si se daba el caso,
aquellas fracciones que no eran simplificables, haciéndolo
notar en el cuestionario. Diez de ellas, {1, 2, 4, 5, 7, 10, 11, 12,
15, 16}, eran de simplificacion directa, es decir, solo habia que
dividir factores comunes en el numerador y en el denomina-
dor. Cuatro mas, {8, 9, 13, 14} eran de simplificacion directa si
previamente sacaban factor comin. Y las cuatro restantes no
se podian simplificar, aunque la 3 y la 18 se podian descom-
poner en suma de fracciones, y simplificar una de ellas.

Desde luego, no se pretendia extraer conclusiones generales
de caracter universal del analisis de este cuestionario, pues la
muestra utilizada no era lo suficientemente representativa,
pero si podriamos observar, al menos, el estado de la cuestion
en nuestro centro, que no es poco. De hecho, surgi6 un deba-
te, a pequefia escala en el Departamento, sobre la necesidad o
no de revisar el trato que estdbamos dando a la simplificacion
algebraica. Pues bien, del analisis de las respuestas se observa:

e Obviamente el curso mejor es el universitario, con un
92,59% de alumnos que superan la prueba.

 El curso peor es 4° ESO, opcion Matematicas A con un
7,69% de aprobados.

« Las fracciones mas faciles de tratar han sido la 12 con un
89,8% de respuestas correctas y la 1, con un 83,67% de
respuestas correctas. Ambas son de simplificacion directa.

« Las fracciones mas dificiles han sido la 8, con un 20,41%
de aciertos y la 9, con un 21,43%. Ambas requerian sacar
factor comdn o hacer alguna operacion previa.

e A pesar de la insistencia, la mayoria de los alumnos no
especifican las que no se pueden simplificar, limitandose
a dejarlas en blanco, con la duda interpretativa que este
proceder genera.

SIMPLIFICANDO FRACCIONES
Lo que inviertas un poco de to tempo en simplf car bs siguentes
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Cuestionario

« Los errores cometidos se pueden clasificar en ocho tipos:
—Simplificar nimeros, pero no letras.

6x

3x°




— Multiplicar el numerador por el denominador, posible-
mente herencia de la operacion “multiplicar numera-
dor y denominador por la expresion conjugada del
denominador” o bien del proceso de racionalizacion
cuando en el denominador hay una raiz cuadrada.

31_3 _‘?rt i '!I -"r:-ll
A
= '3 LW r gL /
(I 1} —ax=F(n-10"
K = | - 2=

—No ver el factor coman, y por tanto, la posibilidad de
simplificacion.
— Separa mal las fracciones en sumandos.

N

X X ?{ S ‘f___
£ 1

}

x+7 Xy

— Simplificar elementos del numerador con elementos
del denominador, aunque no se trate de factores, sino
de sumandos. Este ha sido, con diferencia, el error mas
cometido.

x? *
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— iNo puede quedar nada en el denominador!

P
i . O a— - "Jf
Ta a’+17

— Chulerias algebraicas.
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En definitiva, no parece que el uso de este operador ayude
mucho a la comprensién de los procedimientos de simplifica-
cion algebraica y a la toma de conciencia de las operaciones
reales que sustentan dichos procesos. Alguien podria advertir
que siempre se ha tachado y no parece que el dafio ocasiona-
do sea, ni siquiera considerable. ;Por qué ahora habria de
prestarse un especial cuidado? A esta objecidn cabe oponerle
una doble argumentacion. Por un lado, el hecho de que una
utilizacion incorrecta de un simbolo no cause demasiado per-
juicio no es aval para su uso, y menos en una disciplina que
tiene como uno de sus objetivos la concision, la precision y en
definitiva la claridad. Hay tradiciones no del todo positivas.
Por otro lado, se ha ido produciendo una diferencia, desde
luego no sutil, entre la docencia de las matematicas a estas
edades. El peso de la manipulacion algebraica, el estudio de
los polinomios y muy especialmente las fracciones algebraicas
ha ido perdiendo protagonismo hasta practicamente desapa-
recer del curriculo de Secundaria, al menos con el espacio y el
tiempo que creo seria oportuno dedicarle y desde luego, es
muy inferior al que se le dedicaba en anteriores etapas educa-
tivas. Es por eso, que esta practica, antafio comin tanto en
profesores como en alumnos, ahora crea una inseguridad tan
grande en el alumno, que le lleva, unida a la ansiedad por la
simplificacion, a resultados catastréficos®.

Errores correctos
No obstante lo anterior, a veces se obtienen resultados correc-
tos, que podriamos, en principio, atribuir a una suerte de
casualidad numérica:

18 _1
B4 4

ii resultado correcto !!




SUMA 63
Febrero 2010

En esta seccién vamos a analizar en qué casos, esta forma,
desde luego barbara de simplificar, que a partir de ahora lla-
maremos simplificacion adulterada, produce resultados
correctos.

Convencido de que la mejor forma de eliminar un error es lle-
gar a la esencia de la causa que lo produce, y aprovechando
gue tengo docencia en un instituto de Secundaria —con alum-
nos de Secundaria Obligatoria para Adultos- y en la
Universidad —con alumnos de primero de la Facultad de
Ciencias-, propuse en ambos niveles profundizar un poco
mas en este problema, pero mirandolo desde distintos puntos
de vista. Lo que relato a continuacion es el fruto de la investi-
gacion que llevaron a cabo tanto unos como otros, en la que
jugué un papel de director de orquesta.

Nota: a partir de ahora, no emplearemos el operador tacha
(/) en las simplificaciones, sin que con ello se pierda el sen-
tido de lo expuesto.

En el Instituto

Mi idea era, desde el principio, aprovechar ademas esta cues-
tién para mostrar a los alumnos, en miniatura, cémo se des-
arrolla una posible investigacion en matematicas. Empecé por
mostrarles que en la inmensa mayoria de las ocasiones, este
tipo de simplificacién produce resultados incorrectos. Para
ello basté con que comprobaran que:

12 * 1 ya que 12:5 # 251,

25 5

A continuacién, les ensefié un ejemplo de simplificacién adul-
terada que produce un resultado correcto. Era el que encabe-
za esta seccion, a saber:

16 1

64 4
Lo siguiente fue pedirles que juguetearan un poco para poder
encontrar otras fracciones en las que el numerador y el deno-
minador fuesen nameros enteros de dos cifras y en las que la
simplificacién adulterada les proporcionase un resultado
correcto. Para esto, los distribui en grupos de cuatro y les di
un cuarto de hora. Transcurrido este tiempo, s6lo habia dos
respuestas que destacar:

16 1

64 4
Un grupo habia encontrado otro ejemplo esencialmente dis-
tinto, que era y en otro grupo, concretamente un alumno que
no era muy brillante en mi dmbito, habia propuesto como
ejemplo, el formado por las fracciones inversas de las que yo
habia mostrado, a saber:

64 4

16 1
Rapidamente les hice que pensaran en si lo que ocurria en este
ejemplo era generalizable y llegamos a nuestro primer resul-
tado: Si una fraccion produce una simplificacion adulterada
correcta, la inversa también produce una simplificacion adul-
terada correcta. Decidimos ahora empezar por descartar
“casos triviales™:

Caso I: Si tanto numerador como denominador son multiplos
de 10, entonces la simplificacion adulterada produce siempre
resultados correctos:

Caso II: Si el numerador y el denominador son iguales, la sim-
plificacion adulterada produce siempre resultados correctos:

2,

23
Aqui se produjo un parén en nuestra investigacion. Para ata-
jarlo, les propuse hacer un estudio un poco mas sistematico,
distinguiendo en principio los cuatro casos posibles, aunque
después nos dimos cuenta que algunos de ellos nos conduci-
an a los casos triviales descritos anteriormente. Ademas, en
este momento, tuve que hacer un inciso importante para
practicar la expresion polinémica de un nimero, de manera
que se acostumbrasen a identificar la expresion de un nime-
ro de dos cifras, con su valor. A lo largo de toda esta seccion,
seran guarismos.

e La cifra de las unidades de numerador es igual a la cifra
de las unidades del numerador.

a—gzg < (10a+b)c=(10c+b)a =
cb ¢
< 10ac+bec =10ac + ba < bc=ba
Distinguimos ahora:
—Caso b #0 = ¢ =a. Nos conduce al caso trivial Caso 1.

—Caso b = 0. Se trata del Caso I.

Caso Ill. La cifra de las unidades del numerador es igual a la
cifra de las decenas del denominador.

Z—b=3@(10a+b)c=(10b+c)a4:>

c ¢

< 10ac+bc=10ab+ac < c= 10ab
9a+b

Habiamos llegado a un punto interesante. Esta formula nos
daria las fracciones que anddbamos buscando. El problema
estaba en calcular para qué valores de a y b, se obtiene como
valor de ¢ un guarismo. Observamos que:



_10a°
~ 10a
Y esto nos conduciria de nuevo al caso trivial Caso Il. Por
tanto, a partir de ahora supusimos que a # b. Con estas res-
tricciones, les propuse elaborar una tabla de valores para ¢, a
partir de los posibles valores de ay b.

a=bh=c

a b © a b c a b
1 1 1,00 2 1 1,05 3 1
1 2 1,82 2 2 2,00 3 2
1 3 2,50 2 3 2,86 3 3
1 4 3,08 2 4 3,64 3 4
1 5 3,57 2 5 4,35 3 5
1 6 4,00 2 6 5,00 3 6
1 7 4,38 2 7 5,60 3 7
1 8 471 2 8 6,15 3 8
1 9 5,00 2 9 6,67 3 9
a b © a b © a b ©
4 1 1,08 |5 1 1,09 6 1 1,09
4 2 211 |5 2 2,13 6 2 2,14
4 3 3,08 |5 3 3,13 6 3 3,16
4 4 400 |5 4 4,08 6 4 4,14
4 5 488 |5 5 5,00 6 5 5,08
4 6 571 |5 6 5,88 6 6 6,00
4 7 6,51 |5 7 6,73 6 7 6,89
4 8 727 |5 8 7,55 6 8 7,74
4 9 8,00 |5 9 8,33 6 9 8,57
a b © a b © a b ©
7 1 1,09 8 1 1,10 9 1 1,10
7 2 2,15 8 2 2,16 9 2 2,17
7 3 3,18 8 3 3,20 9 3 3,21
7 4 418 8 4 421 9 4 4,24
7 5 5,15 8 5 5,19 9 5 5,23
7 6 6,09 8 6 6,15 9 6 6,21
7 7 7,00 8 7 7,09 9 7 7,16
7 8 7,89 8 8 8,00 9 8 8,09
7 9 8,75 8 9 8,89 9 9 9,00

En esta tabla, las celdas sombreadas en color azul, represen-
tan los casos triviales. Las celdas sombreadas en color magen-
ta, nos proporcionan casos significativos. De este caso obtu-
vimos, pues, cuatro casos no triviales:
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64'95'65 98
« Lacifra de las decenas del numerador es igual a la cifra de
las unidades del denominador. En este caso, obtenemos
las inversas de las fracciones obtenidas en el caso ante-
rior, que también serian validas, segin la primera pro-
piedad que observamos en este tipo de simplificacion
adulterada.

{16 19 26 49}

En efecto:
ca_¢

ab b (ab)' (bY'
—_— e—s | — =| — = — —
ca ¢ ca c ab b

e Lacifra de las decenas del numerador es igual a la cifra de
las decenas del denominador. Por el miso motivo expues-
to en el caso anterior, ahora obtendriamos las inversas de
las fracciones correspondientes a los Casos | y 11

En resumen, en el instituto llegamos al siguiente resultado:

Salvo inversién y casos triviales, sélo hay cuatro fracciones,
con las condiciones impuestas al inicio, que produzcan una
simplificacién adulterada correcta, a saber:

{&9@9}
64'95'65'98

En la Facultad

Aprovechando gque habiamos terminado el tema inicial de fun-
ciones reales de varias variables reales en el que se estudian las
curvas de nivel y las graficas de funciones para dos variables
reales, les propuse realizar en casa el siguiente ejercicio, que en
principio, era uno mas. A propésito, aunque alguno me pre-
gunto el porqué de esta propuesta, dejé las explicaciones para
cuando estuvieran los ejercicios entregados.

Ejercicio: Dada la funcién:

_ 10xy

f(X'Y)_Qx+y

Se consideran las curvas de nivel f(x, y)=c, para los valores c=
0,1,2,3,4,56,7,8y9 yse pide:

¢ ;En cudl/es de estas curvas de nivel hay puntos en los que
las dos coordenadas sean nimeros naturales comprendi-

dos entre 0 y 9 —guarismos— (ambos inclusive)?

« ;Cudles son los puntos del apartado anterior?
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e ;Situacion grafica?

Como es obvio, con este ejercicio pretendia abordar el pro-
blema que nos trae entre manos, pero desde una perspectiva
totalmente distinta, ya que los puntos que les pedia se corres-
ponderian, obviamente, a las fracciones que producen una
simplificacion adulterada correcta. Con la pregunta abierta
sobre la situacion gréafica, mi intencion era que hiciesen algu-
na representacion gréafica que respondiese a la situacién plan-
teada, o bien, la representacion gréafica de la superficie en
cuestion con los planos que producen las correspondientes
curvas de nivel y en ellas los puntos que encontrasen, o bien
una representacion plana de las curvas de nivel seleccionadas
y en ellas los puntos encontrados. Con ello, tendrian un moti-
vo para usar el paquete de dibujo en 3 y 2 dimensiones del
programa Maxima que estdbamos estudiando en las clases de
practicas de informatica.

El nimero de ejercicios presentados fue satisfactorio. De los
30 alumnos que asisten por término medio a mis clases, 21
presentaron una respuesta al ejercicio, observandose las
siguientes apreciaciones:

e El 28,57% de los alumnos que realizaron el ejercicio
encontraron soélo los puntos triviales, es decir, en todas
las curvas de nivel encontraron puntos que satisfacian las
condiciones impuestas, pero solo dieron con los puntos
(i,i) en la curva de nivel f(x,y)=i, para i=1,2,3,4,5,6,7,8,9.
Corresponden a los que hemos denominado anterior-
mente casos triviales.

e El 19,04% de los alumnos encontraron, ademas de los
puntos triviales anteriormente citados, “casi” todos los
puntos pedidos. No deja de ser curioso que todos deja-
ran de encontrar el mismo punto, a saber, (1,6) en la
curva de nivel f(x,y)=4.

« El resto de los alumnos (52,39%), encontré todos los pun-
tos pedidos.

e Un alumno busco soluciones naturales, aunque no cum-
pliesen las restricciones del enunciado. Asi obtuvo por
ejemplo puntos como (1,21) para f(x,y)=7 o (1,36) y
(2,12) para f(x,y)=8. Estos puntos no llevan a ninguna
generalizacién en nuestro problema de simplificacion.

e En cuanto a la situacion gréafica, destacar que ningln
alumno hizo una representacion tridimensional de la gréa-
fica de la funcion, sino que los que aportaron algun ele-
mento grafico (61,90%), lo hicieron sobre 2 dimensiones.
— 4 de estos alumnos hicieron una representacion inde-

pendiente de cada uno de las curvas de nivel, indican-
do en ellas los puntos sefialados (figura 1).

— 2 alumnos mas hicieron una representacion en forma
de nube de puntos con los valores encontrados, que
luego unieron de una forma aleatoria, obteniendo un
gréfico sin sentido alguno (figura 2).

Figura 1

Siluacion grafica
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Figura 2

¢ En cuanto a la forma de encontrar los puntos, el método
utilizado fue, en todos los casos salvo 1, el de ensayo y
error, lo cual equivale, obviamente a la realizacion de una
tabla como la utilizada en el caso del instituto. Un alum-
no hizo una tabla similar, también en formato Excel, pero
no se percatd de todos los puntos que habia que encon-
trar sino que solo observé los puntos triviales.

Tengo que destacar con satisfaccion que a los alumnos uni-
versitarios, parecid interesarles mucho el hecho de que un
problema aparentemente numeérico, pudiera tratarse también
desde el punto de vista de las funciones de varias variables.

Las TICs pueden ayudar a resolver estos problemas

El uso de las Tecnologias de la Informacion y la Comunicacién
(TICs) para nuestra labor docente requiere un planteamiento
serio, riguroso y de cierta continuidad. En general, en la ense-
flanza hay que huir de las improvisaciones, pero mas alin con
las TICs. En caso contrario, la clase se convierte bien en una
pérdida de tiempo, pues no controlamos las interacciones de
los alumnos con el ordenador o bien en una clase excepcional,
y por tanto, con un componente de distraccion afiadido, desde
luego, no deseable. Ademas, el uso de las TICs debe incluir la
toma de decisiones sobre qué software utilizar, qué paginas
webs visitar y sobre todo, qué actividades concretas van a per-
mitir a los alumnos llenar de contenido el trabajo con las TICs.



En el tema que nos ocupa, yo propongo, como no podia ser de
otra forma, la utilizacién de un programa de calculo simbolico
de software libre. Permite instalarlo en tantos ordenadores
como sea conveniente y que el profesor comparta con sus
alumnos, con toda legalidad, las herramientas utilizadas.
Ademas, la ventaja fundamental es que el profesor cuenta con
la garantia de que el programa podra ser instalado por los
alumnos en su propio domicilio. El programa cuyo uso pro-
pongo es Maxima. Se puede descargar desde la pagina
http://maxima.sourceforge.net/. Se trata de un programa cuyos
origenes hay que buscar en 1967 en el MIT Al Lab (Laboratorio
de Inteligencia Artificial del Instituto Tecnoldgico de
Massachussets) como una parte del proyecto MAC (Machina
Arded Cognition) y que en sus comienzos se llamé Maxima
(MAC’s SYmbolic MAnipulator). Maxima es un potente motor
de célculo que, aunque en su origen no destacaba por tener una
interfaz grafica con los usuarios mas alla de una simple panta-
lla de texto, con el tiempo ha ido cambiando y se han desarro-
llado distintos entornos de ejecuciéon que intentan facilitar la
interaccion con los usuarios. Entre ellos, el que corresponde a
la figura es el entorno wxMaxima, disponible en:
http://wxmaxima.sourceforge.net (Rodriguez, 2007).

Volviendo al problema en torno al cual estamos reflexionando,
las posibilidades que ofrece el uso de las TICs son enormes:

« Es un entorno mucho mas atractivo que el l1apiz y papel.

* Propuesta respuesta a nuestras acciones.

< Permite mayor cantidad de préactica con tareas rutinarias.

« Potencia la experimentacion y el analisis de resultados.

« Proporciona una continua autoevaluacién, basada en la
confianza operativa que nos asegura su empleo.

« Altera los tiempos docentes. Si la excusa para no practi-
car la simplificacion algebraica era el tiempo, ya no existe
esta excusa.
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Aprender a aprender

El Real Decreto 1631/2006 de 29 de Diciembre marcé un
nuevo cambio en la concepcion de los procesos de ensefianza
y aprendizaje en la etapa Secundaria Obligatoria, al desplazar
el punto de vista de la misma hacia los resultados, en el senti-
do mas amplio de la palabra, y valorar éstos en forma de com-
petencias. Entre estas habilidades esta la de aprender a apren-
der. Me gustaria acabar este trabajo con una aportacion a la
contribucién de las matematicas a esta competencia. En las
paginas anteriores se hecho una reflexién critica a partir de
un error cometido en clase por los alumnos. Y esta reflexion
se ha llevado hasta sus Gltimas consecuencias. Es, sin duda,
pienso yo, una buena forma de trabajar. jQué mejor aprender
a aprender, que aprender de nuestros errores! [ |

Rodriguez Galvan, J. R. (2007) Maxima con wxMaxima: software
libre en el aula de matematicas. Oficina de Software Libre de la
Universidad de Cadiz.

NOTAS

1 Hallar un nimero de tres cifras, sabiendo que suman 9; que si del
ndmero dado se resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras,
la diferencia es 198; y que ademas, la cifra de las decenas es media
aritmética entre las otras dos.

2 Viendo el lado positivo, estos desastres algebraicos producen una
buena cantidad de situaciones, cuando menos chistosas, que se
difunden por la red. Esta es una de ellas. Puede parecer esperpénti-
co, pero visto lo visto en los cuestionarios...
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Este articulo fue recibido en SUMA en Julio de 2009 y aceptado en Enero de 2010
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A win-win division: a case of fair division

Key words: Educational innovation, arithmetic, problem solving, fair division.

ste articulo esta basado en un taller presentado en un
Encuentro Nacional para Profesores de Infantil y Primaria.
En este encuentro se pretenden promover momentos de
encuentro y reflexion entre docentes del Primer Ciclo de
Ensefianza Basica,! Educadores de Infancia, estudiantes y
otros profesionales vinculados a estos niveles de ensefianza y
promover el intercambio de conocimientos y experiencias
relacionadas con la ensefianza y aprendizaje de las
Matematicas durante los primeros afios de escolaridad. En
este texto, a pesar de estar basado en las actividades trabaja-
das en el taller presentado en ese encuentro, se efecta un
enfoque un poco méas amplio, en el sentido de considerar las
situaciones mas generales, pero siempre basado en las tareas
propuestas y en las actividades desarrolladas.

Desde que nacemos, todos nosotros sabemos realizar, aunque
sea de manera informal, las operaciones aritméticas mas basi-
cas. Una de las operaciones aritméticas que tradicionalmente
trae mayores complicaciones a nuestros alumnos es la divi-
sion, al igual que la substraccion. Sin embargo, este hecho no
deberia ocurrir pues es una de las primeras que interioriza-
mos (de modo no formal). Aprendemos muy pronto a dividir
cosas (mucho antes incluso muchos de los que no somos hijos
Unicos); ya de bebés, las atenciones de los padres y abuelos;

cuando somos un poco mayores, los juguetes, las golosinas, el
carifio y las atenciones. A medida que nos hacemos mayores,
aprendemos a dividir otras cosas tales como deberes, respon-
sabilidades, culpa...

A nivel escolar, y a pesar de que la operacion de la division
forma parte del Programa de tercer curso de Primaria (DEB,
2001) —particularmente el algoritmo— el contacto con el con-
cepto de division deberia acontecer lo antes posible, incluso
ya en Infantil (DEB,1997), de modo que los alumnos vayan
progresando a su ritmo en el aprendizaje y en la interioriza-
cién de estos conceptos en cuestion, aungue no sea necesa-
riamente de forma explicita.

La divisién, tal como es entendida en el &mbito escolar, puede
ser considerada como particién, agrupamiento o medida,
operacion inversa de la multiplicacion o como razon. Las
actividades que introducen el concepto de division (para que

C. Miguel Ribeiro

Centro de Investigagdo sobre Espacos e Organizacdes (CIEO)
Escola Superior de Educagdo e Comunicacao da Universidade
do Algarve (Portugal)
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los alumnos construyan por si solos los aprendizajes matema-
ticos significativos) estan relacionadas con las actividades que
consideran la division como particion en partes iguales.

Un problema tipico de division es el de la division de lapiz (o
de cualquier otro conjunto de objetos familiares para los estu-
diantes) por un determinado conjunto de alumnos. Si preten-
demos dividir, por ejemplo, veinticuatro lapices entre cuatro
alumnos, éstos afirman, con mayor o menor facilidad, que
cada uno se queda con seis. Es necesario sefialar, sin embargo,
gue esta respuesta no es la Unica correcta, ya que, a pesar de
considerarlo obvio, y de que los alumnos lo sobrentiendan la
mayoria de las veces, no se dijo que la particion tenia que ser
equitativa, por lo que cualquier descomposicion de 24 en cua-
tro conjuntos distintos es una respuesta admisible.

Consideremos ahora una situacién en la que tengamos que
dividir, no lépices iguales, sino veinticuatro caramelos entre
cuatro alumnos: Ana, Pepe, Cinta y Luis. Si consideramos que
los caramelos son sustancialmente diferentes (marcas, tama-
fos, colores, sabores, textura,...) y tenemos en cuenta los gus-
tos propios de cada alumno, en este caso, ¢la respuesta segui-
ria siendo seis caramelos para cada uno, quedando todos
satisfechos?

Para solucionar este tipo de problema, que tiene que ver con
las caracteristicas de lo que se pretende dividir, y con las pre-
ferencias y gustos de las personas entre las que se va a dividir,
tendremos que efectuar una divisién para que todos queden
satisfechos, no siendo ésta, por tanto, necesariamente equita-
tiva en cantidad, sino en valor, pues sera el modelo considera-
do por todos.

En este caso particular, dependiendo del tipo de caramelos,
podréa haber alumnos que prefieran quedarse con una canti-
dad inferior, siempre que garantice que se queda con los que
le gustan (los que no le gustan no tendrian, para él, ningin
valor, por lo que le darian igual). Obsérvese que, si sustitui-
mos los caramelos por: diamantes, obras de arte, terrenos,
casas, coches,... tal vez pasemos a considerar que la divisién
con estas caracteristicas, de este modo, no es tan sencilla
como parece a primera vista.

Este tipo de problemas se enmarca dentro de lo que se entien-
de por divisién justa.

Un poco de historia

Este tipo de problemas, de divisién justa, es antiquisimo, y
una de sus representaciones mas conocidas es la historia del
Rey Salomon y de las dos mujeres que reclamaban como su
hijo un bebé recién nacido. Adoptando una aparente postura
de aplicacién de la division como reparto en partes iguales, el

rey Salomén propuso, como solucién, que se cortase al nifio a
la mitad y que cada mujer recibiese una de las dos partes, una
division totalmente inaceptable para la verdadera madre, que
preferia que el nifio se quedase con la otra mujer, a que lo
matasen. De esta forma el rey Salomo6n no tuvo ninguna duda
en entregar el nifio a su verdadera madre.

Esta situacion ilustra la gran diferencia entre considerar la
division como particién equitativa (en nimero) o justa (equi-
tativa en valor).

Matematicamente, los problemas de division justa se pueden
explicar de una forma relativamente sencilla:
¢Coémo puede dividirse algo (un bien o conjunto de bienes)

entre un conjunto de partes de tal forma que cada una de
ellas reciba una parte justa?

Independientemente de lo que estemos dividiendo (de mane-
ra justa), caramelos, obras de arte, coches, terrenos..., todos
los problemas comparten los mismos elementos esenciales, a
saber: (a) Un conjunto de bienes que dividir, y que para facili-
tar denominamos S y (b) Un conjunto de n “jugadores” entre
los que se dividiran las partes de S, jugadores que denomina-
remos P1, P2..., Pn

Hay que destacar que cuando estamos realizando una division
justa debemos considerar que ninguno de los jugadores tiene
conocimiento de las preferencias de los restantes, pues, si €so
sucediera, estaria en una situacion de ventaja. Asi, para que
todos los n jugadores consideren que se realizd una division
justa es necesario que cada uno de ellos reciba una parte que
considere valer, para él mismo, por lo menos, 1/n del total del
valor del bien que se pretende dividir (S). En divisiones de este
tipo —justas— solo interesa el valor que cada jugador atribuye
a la parte que le corresponde, siendo asi irrelevante lo que los
otros piensan.

Cuando pretendemos dividir un determinado conjunto de
bienes, éste puede ser de varios tipos: continuo, discreto o
mixto. Un conjunto de bienes es de tipo continuo cuando es
divisible en un namero infinito de modos (pasteles, pizzas,
helados, terrenos,...), por lo que las partes pueden aumentar
o disminuir; es de tipo discreto, cuando esta compuesto por
objetos indivisibles —por lo menos en el sentido de mantener
su valor— (caramelos, bombones, cuadros, casas, coches,
joyas...); es de tipo mixto, cuando estd compuesto por objetos
de los dos tipos anteriores.

En este texto se presentan procesos para efectuar una division
justa de tipo continuo o discreto. Estos procesos de resolucion
son necesariamente distintos, ya que tendremos que tener en
cuenta no solo las preferencias de los jugadores sino también
la posibilidad, o no, de divisién de cada uno de los elementos
del conjunto.



Veamos cada situacion por separado, comenzando por la divi-
sion de tipo continuo, en la cual presentamos dos situaciones
(division entre dos jugadores o entre tres) y division de tipo
discreto (division entre jugadores). En cuanto a la situacion de
la divisién de tipo continuo veremos dos procesos distintos.

En el caso de una division justa de tipo continuo vamos a con-
siderar que pretendemos dividir una tarta entre dos o tres
jugadores, y en la division de tipo discreto veremos cémo
podemos dividir los 24 caramelos, atendiendo a sus caracte-
risticas, entre cuatro alumnos, considerando asimismo las
preferencias de estos Ultimos.

Para ilustrar el primer proceso imaginemos la siguiente situa-
cion:
Para un concurso se prepar6 una tarta con dos sabores dis-
tintos: fresa y chocolate, distribuidos, cada uno de ellos
entre cada una de las mitades de la tarta solamente. ;Cémo

podemos dividir la tarta entre Pepe y Cinta de modo que
ambos queden satisfechos con la parte que les corresponde?

Este problema aparece con frecuencia cuando se pretenden
abordar los racionales, pues a cada uno le tocara, obviamente,
la mitad de la tarta. Sin embargo, en este contexto, lo impor-
tante es, ademas de eso, determinar qué mitad recibe cada
uno, puesto que, mas que la cantidad, lo importante, en este
caso, es el valor que cada uno atribuye a la parte que le corres-
ponde. Para realizar una division de este tipo (justa y conti-
nuo), y una vez que el bien, en este caso la tarta, se va a divi-
dir en n partes (dos), alguien tendra que dividirlo, por lo que,
en primer lugar, es necesario decidir quién lo hard. Esa
opcion, puesto que es una situacion de desventaja, debera rea-
lizarse de manera aleatoria, por ejemplo, con el lanzamiento
al aire de una moneda.

Después de elegir quién divide la tarta —el divisor— es el
momento de efectuar la division. Para facilitar la operacién
consideremos que el divisor es Pepe y la que escoge, Cinta. De
este modo, Pepe (divisor) divide la tarta en dos partes, que
valen, para él, la mitad del valor que él da a la tarta. Cinta —el
elector— escoge la parte que quiere, dejando la restante para
Pepe.
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Este proceso, normalmente conocido por “ta divides y yo
elijo”, cuando se hace honestamente (sin que el jugador conoz-
ca las preferencias del otro) garantiza que cada jugador se
gueda con una parte que considera valer, por lo menos, el 50%
del valor total, y puede utilizarse siempre que exista un caso
de division de tipo continuo. En esta situacion, dependiendo
de los gustos del divisor, y por tanto, de la division efectuada,
el que elige puede escoger una parte que represente, para él,
mas de la mitad del valor total.

Un ejemplo, en la situacién antes mencionada, en que el elec-
tor se queda con una parte que considera que vale mas de la
mitad del bien, es que a Cinta sélo le guste la fresa y que Pepe
divida la tarta de modo que cada parte se quede s6lo con un
sabor. En este caso, Cinta se quedaria con una parte que
representa, para ella, la totalidad de la tarta, pues dejaria a
Pepe la parte de chocolate que no tiene, para ella, ningin
valor.

Veamos cdmo podemos dividir la tarta de la situacion ante-
rior no sélo entre Pepe y Cinta, sino también entre otro amigo
(Luis), de modo que todos queden satisfechos con su parte, 0
sea, que les toque una parte que consideren que vale, por lo
menos, 1/3 del valor de la tarta.

A semejanza de la situacion en que s6lo estaban los dos ami-
gos, podemos utilizar el proceso de un divisor, y necesaria-
mente dos electores (divisor solitario) o bien dos divisores y
un elector (elector solitario).

Se constata facilmente que los métodos y las situaciones pre-
sentadas se pueden generalizar, sin gran dificultad, en situa-
ciones donde aparecen mas de tres jugadores, por lo que pre-
sentaremos cada uno de los métodos solamente para la situa-
cién en que haya tres jugadores.

Véase como realizar una division justa de tipo continuo apli-
cando los dos métodos.

Meétodo del divisor solitario (un Gnico divisor)

Como indica el nombre, en este método existe un tnico divi-
sor que, tal y como ya se ha explicado anteriormente, debe
elegirse al azar. Consideremos a Pepe el divisor y a Cinta y
Luis los electores. Para realizar una division justa utilizando el
método del divisor solitario tendremos que seguir tres pasos:
dividir, escoger y, finalmente, distribuir.

En el primer paso el divisor (Pepe) divide el conjunto en tres
partes, S1, S2'y S3.
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Clocolate (C)
51 52 53

Fresa (F)

El divisor tendra mucho interés en dividir el conjunto S de
modo que cada una de las tres partes tenga el mismo valor
(por lo menos para él, pues para los otros dos jugadores pue-
den tener valores diferentes), ya que va a recibir una de esas
partes.

En el segundo caso cada elector lleva a cabo su eleccion. Esta
deberd efectuarse de forma secreta e independiente, pues en
esta situacion, vista en una perspectiva de juego, ambos quie-
ren ganar, o sea, recibir la parte que tiene, para cada uno,
mayor valor. Varias situaciones pueden ocurrir: los electores
pueden escoger una Unica parte —significando que ésa es la
Unica que tiene para él valor (1/3 del total)—; pueden escoger
dos de las partes —atribuyendo por tanto el mismo valor a
ambas, y les dara igual cuél de las dos escogidas le tocard—; o
escoger inclusivamente las tres partes, siendo asi indiferente
cual de ellas le corresponde, y valiendo para cada uno, por
tanto, cada una de ellas exactamente 1/3 del valor total (equi-
valente a la division equitativa en nimero).

Después de escogida(s) la(s) parte(s), en el tercer paso tendre-
mos que realizar entonces su distribucion entre los jugadores
de manera que la parte que corresponde a cada uno de ellos
depende, obviamente, de sus elecciones. Recordemos que s6lo
los electores han podido escoger, pero pueden haber escogido
una, dos o incluso las tres partes, por lo que puede haber par-
tes que no hayan sido escogidas, y que para el divisor cual-
quiera de ellas tenga el mismo valor.

Por una cuestion de simplificacion vamos a separar las partes
en dos grupos: las elegidas y las no elegidas. Las primeras son
las partes que constan de las elecciones de uno o de ambos
electores, y las no elegidas son las partes que no se eligieron.

Si en el conjunto de las partes elegidas estan dos o incluso las
tres partes, es inmediatamente posible dar a cada elector una
parte que haya seleccionado como que valga 1/3 del total
pues, si ambos han escogido las tres partes, entonces significa
que les da igual las partes que les corresponden y, mediante
acuerdo, pueden decidir qué parte otorgar al divisor (éste se
gueda entonces con la parte que no quieren los otros, a pesar
de que cada parte tiene el mismo valor para el divisor; este
paso ilustra bien la fragil posicion que posee); si en el conjun-
to de las partes escogidas existen s6lo dos de las partes, signi-

fica que cada uno de los electores ha escogido una, quedan-
dose asi cada uno de ellos con la parte correspondiente a la
eleccion que realizé. De este modo, todos los jugadores reci-
ben una parte que consideran justa.

Si, por otro lado, en el conjunto de las partes escogidas existe
s6lo una de ellas en que se ha dividido la tarta (conjunto S),
entonces significa que los dos electores han escogido la
misma parte (por ejemplo S1). Asi, Pepe se quedaré con con
S2 0 S3. La cuestién ahora es saber cudl de las partes no esco-
gidas estan dispuestos a conceder los dos electores, ya que la
parte con la que se queden tendrd que entrar en la divisién
entre ellos. La mejor manera de solucionar este problema sera
por medio del didlogo entre ambos, para decidir cuél de las
partes pretenden dar al divisor (si no llegasen a un acuerdo
podria tomarse la decision lanzando una moneda al aire, pues
serfa indiferente qué parte dan).

Una vez atribuida una de las partes al divisor, digamos S3,

queda entonces S1 y S2 para repartir entre los dos electores
(razonamiento anélogo para S2).

ocolste (C)

Fresa (F)

Entonces, ;cual es la mejor manera de dividir las dos partes
entre los dos? Como estamos realizando una division justa de
tipo continuo, y tenemos dos conjuntos que queremos dividir
de manera justa entre dos personas, el mejor proceso es jun-
tar ambos y formar un conjunto solamente que se dividira
aplicando el método dividir/escoger.

Obsérvese que, de este modo, el divisor recibe una parte que
vale para él, por lo menos, un tercio del total —pues ha sido él
el que ha dividido la tarta (conjunto S), en partes, para él, de
valor equitativo—y los dos electores van a recibir, tras las apli-
caciones del método divide/escoge, una parte que valdra, para
cada uno de ellos, mas de un tercio del valor del conjunto ini-
cial, esta valorizacion se une al hecho de que cada uno de ellos
ha otorgado al divisor una parte (S1) que no tenia ningin
valor para ellos, por lo que la parte con la que se va a quedar
cada uno de ellos valdra, por lo menos, la mitad del valor total.
En esta situacion especifica, donde dividimos una tarta entre
tres amigos, todos se quedan con una parte que consideran
justa y dos de ellos se quedan con una parte que consideran
que vale, por lo menos, la mitad.



Método del elector solitario (un Unico elector)

Si optamos por el método del elector solitario, partiendo de
una situacion con tres jugadores, tendremos un elector y dos
divisores. Consideremos que en esta situacion Pepe es el elec-
tor y Cinta y Luis los divisores.

Tendremos entonces, también en este caso, tres pasos que
seguir: primera divisién, segunda division y finalmente la
seleccion.

En el primer paso los dos divisores (elegidos al azar), Cinta y
Luis, dividen la tarta (conjunto S) en dos partes que conside-
ran justas —utilizando el método divide/escoge— y asumiendo,
por tanto, en esta fase, uno de ellos el papel de divisor y otro
el de elector, pero es s6lo un paso intermedio. Denominemos
cada una de esas partes también S1y S2.

En el segundo paso cada uno de los divisores divide la parte
que le corresponde (después de la primera eleccion) por ejem-
plo, S1 para Cintay S2 para Luis, en tres partes que considere
que tienen igual valor (S11, S12, S13y S21, S22 y S23)

El tercer paso, que tiene que ver con la seleccion, es realizado
por el elector (Pepe) que va a escoger una de las tres partes de
S1 (S11, S12 0 S13) y una de las tres partes de S2 (S21, S22 o
$23) obteniendo, de esta forma, un conjunto que vale, para él,
2/6 del valor total. Los otros dos amigos (electores) se quedan
con las dos partes restantes. La divisién asi realizada se consi-
dera justa por todos los implicados, pues para Cinta la parte
S1 valia, por lo menos, la mitad de la tarta, y se ha quedado
con 2/3 de esa mitad (2/6 del total), lo que representa, en su
opinion, una parte justa. Del mismo modo, Luis, el otro divi-
sor, se ha quedado con la parte que considera valer, por lo
menos, 1/3 del total de la tarta.
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Division justa de tipo discreta

Volvamos al punto de partida de nuestra motivacion en que se
pretendia dividir 24 caramelos entre cuatro nifios. Esta divi-
sién cuenta con rasgos muy caracteristicos ya que incluye
bienes discretos. Para realizar esta division necesitamos cons-
truir tres tiras de papel para cada alumno donde escribiran su
nombre y a las cuales daremos un nombre de marcas. (En el
caso de que pretendamos dividir una determinada cantidad
de bienes discretos entre un conjunto n de jugadores, y ya que
tenemos que dividir el conjunto en n partes, tendremos que
suministrar (n-1) marcas.)

Para efectuar la division justa de este tipo colocamos los cara-
melos en linea recta, aleatoriamente, y pedimos a los alumnos
que dividan el conjunto en cuatro partes, aisladamente y sin
decirselo a los compafieros, de manera que cada una de ellas
sea con la que ellos se quedarian satisfechos, o sea, que todas
posean, para si mimos, igual valor. Hecho esto, cada alumno
(jugador), deberé colocar sus marcas en las posiciones escogi-
das para que se pueda dar inicio entonces al proceso de divi-
sion.

Como forma de ilustrar el proceso de divisién presentamos
una posible disposicion de los caramelos y de la colocacion de
las marcas por los cuatro alumnos (Ana, Pepe, Cinta y
Miguel).
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Después de realizar las elecciones, cada alumno ha dividido
los veinticuatro caramelos en cuatro partes que tienen, para
cada uno, igual valor, a pesar de que poseen cantidades dis-
tintas.

En cada paso que efectuamos (cada distribucion que se haga),
retiramos las restantes marcas del alumno. De este modo
podemos distribuir los tres primeros caramelos de la izquier-
da para Anay retirar todas sus marcas (da igual comenzar por
la izquierda o por la derecha).
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En este segundo paso podemos actuar de dos formas: dar a
Pepe los cuatro caramelos de la derecha o dar a Miguel los
caramelos que se encuentran entre sus marcas primera y
segunda (Ultima marca del primer conjunto). Dependiendo de
la eleccion que hagamos, los alumnos pueden recibir diferen-
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tes caramelos, pero que valen, para cada uno, exactamente lo
mismo, un cuarto del valor total (en esta situacién da igual
hasta la forma como hagamos la distribucién). Atribuyendo a
Pepe los cuatro caramelos de la derecha, y retirando sus res-
tantes marcas obtenemos:

i }Uu #?fv ;::ﬁélj‘lk :1!

Sélo nos queda distribuir los caramelos entre dos de los alum-
nos (Miguel y Cinta). Asi, a Miguel le tocaran los caramelos
colocados entre sus marcas 1y 2 y a Cinta los caramelos entre
sus marcas 2 y 3. Hay que destacar que no podemos dar a
Miguel los caramelos entre sus marcas 2 y 3, pues de ese
modo no seria posible atribuir a Cinta un conjunto que ella
considerase que vale una cuarta parte del valor de los cara-
melos, ya que estariamos quitdndole uno de los caramelos —
el situado entre M2 y J2.

Con esta distribucion cada uno de los cuatro alumnos se
quedo con una parte que considera valer, por lo menos, un
cuarto del valor de los caramelos:

Ana 2 ?
h?' “/E.l
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Pepe A %1 : E
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Miguel

NOTAS

Pero como resultado de esta division justa existen todavia
caramelos que no se han distribuidos

s -
l%}‘ 4 "g‘:

y la mejor forma de hacerlo —ya que todos poseen una parte

que consideran justa-, es realizar la distribuciéon por mutuo

acuerdo. Con este tipo de division cada alumno recibe una
parte que considera justa e incluso un caramelo extra.

Con este ejemplo podemos concluir que, realizando divisio-
nes justas, no necesariamente equitativas, todos los partici-
pantes ganan. Sera pertinente comprobar qué tipos de divi-
siones debemos aplicar en cada una de las situaciones, pues
dividir un determinado conjunto entre una serie de jugadores
no significa necesariamente que todos reciban una parte igual
-en lo que se refiere a tamafio o cantidad- sino una parte de
igual valor, ya que por lo menos este Gltimo es atribuido por
cada uno de ellos.

Este tipo de actividades permite que los alumnos entren en
contacto con otra forma de dividir, en que obviamente es
imposible aplicar ningun algoritmo de papel y lapiz, lo que les
permitira también conscienciarse de sus gustos y de la impor-
tancia de sus tomas de decisién en el producto final. [ |

* En Portugal el Primer Ciclo incluye los primero cuatro afios de escolari-
dad (alumnos con edades comprendidas entre los 6 y los 9 afios, en con-
diciones normales) y donde existe, hasta el momento, un Gnico profesor
para todas las areas curriculares.
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n el mundo de los juegos ocurre a veces que la persona que

los inventa se hace realmente famosa; un ejemplo puede ser el
del hiingaro Ernd Rubik, quien a partir de la creacion de su
cubo se hizo mundialmente conocido y creé de su apellido una
franquicia, pues los restantes juegos basta que lleven afiadido
su apellido para tener asegurada la publicidad y la atencién de
la audiencia. En otras ocasiones un puzzle o un juego se hace
muy conocido pero nadie sabe quién es su autor; un caso
podria ser el juego del 15, del que existen muchas versiones,
incluso en publicidad, pero que solo los que han investigado un
poco saben que lo inventd el norteamericano Sam Loyd, uno
de los mayores creadores de juegos de la historia y a quien en
algiin momento tendremos que dedicar esta seccion.

El personaje del que nos vamos a ocupar pertenece a este
segundo grupo; una persona que se dedicé a las matematicas
recreativas, patent6 puzzles muy atractivos e interesantes,
publicé varios libros y sin embargo es poco conocido. Nos
referimos en concreto al matematico britanico MacMahon
(1854—1929). En esta seccion ya nos hemos referido a él en la
revista SUMA n° 41, pero queremos dedicar este articulo a
estudiar los puzzles que descubrid y patento, asi como posi-
bles versiones que surgen de ellos.

MacMahon, ese hombre

Percy Alexander MacMahon o McMahon, naci6 el 26 de sep-
tiembre de 1854 en Aliena, Malta. Hijo de militar, fue educa-
do en una escuela de Cheltentham para seguir los pasos de su
padre en el ejército britanico.

MacMahony las matematicas en colores

Estuvo destinado en la India durante cinco afios, hasta que
una enfermedad desconocida le devolvio a Inglaterra, libran-
dose de la guerra con los afganos y por lances del destino paso
de soldado a ser elevado al rango de capitan y nombrado ins-
tructor de Matematicas en la Real Academia Militar. En 1891
fue nombrado Instructor Militar en Electricidad en la Real
Academia Militar en Woolwich. Se retiré de la carrera militar
en 1898.

Grupo Alquergue de Sevilla

Constituido por:

Juan Antonio Hans Martin. CC Santa Maria de los Reyes.
José Mufioz Santonja. IES Macarena.

Antonio Ferndndez-Aliseda Redondo. IES Camas.
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Fue elegido miembro de la Royal Society en 1890, que le conce-
di6 la Medalla Real en 1900. Recibié la Medalla Silvester en 1919
y la London Mathematical Society, de la que fue presidente entre
1894y 1896, le concedi6 la Medalla Morgan en 1923.

Como matematico estudi6 sobre todo las funciones simétri-
cas y las particiones y recubrimientos del plano. También fue
un apasionado de la combinatoria. Publicé dos libros sobre
matematicas recreativas:

— Combinatory Analysis (1915-1916) (Analisis combinato-
rio). Este libro en dos volimenes es considerado el primer
libro importante sobre combinatoria numérica.

— New Mathematical Pastimes (1921) (Nuevos pasatiempos
matematicos). En este segundo libro retine todos sus tra-
bajos en matematicas recreativas. En él pone de manifies-
to una de las investigaciones que mas le intrigd: la cons-
truccién de patrones que se puedan repetir y que llenen el
plano.

Ademas patentd en 1892 un par de puzzles, junto con el
Mayor J. R. Jocelyn, basados en la combinatoria sobre los que
va a versar nuestra entrega de hoy.

Primer puzzle: cuadrado dividido en cuatro partes

En esta seccion ya hemos trabajado anteriormente el tema de
las variaciones coloristas para estudiar patrones y puzzles.
Aparte del articulo ya nombrado, en el n° 53 de SUMA publi-
camos el trabajo “Combinatoria de colores” En ese articulo
comenzdbamos proponiendo la division de un cuadrado en
cuatro piezas iguales, tomando dos de esas divisiones para
presentar puzzles.

En una de esas divisiones, como
vemos en la figura, se baso
MacMahon para el primer puzz-
le que presentamos.

Su planteamiento fue estudiar
cuantas piezas distintas se pue-
den formar utilizando tres colo-
res que puedan repetirse las veces que sean necesarlias.

Asi surgid el que conocemos como puzzle de 24 cuadrados y
3 colores. En la imagen 1 podemos observar todas las piezas
que salen con esa condicion.

Con esas 24 piezas MacMahon plante¢ el siguiente problema:
construir un rectangulo de seis por cuatro que cumpla:
1. Los lados de las piezas en contacto deben ser del mismo
color.
2. Todo el perimetro del rectangulo debe ser del mismo
color.

Imagen 1

En la figura siguiente podemos ver una solucion a este pro-
blema.

Imagen 2

Siempre que trabajamos un material nuevo y mientras conse-
guimos encontrar la solucion (lo que a veces se nos resiste,
hasta que llega el “fiera” que nos la “destripa” en un momen-
to) nos gusta rentabilizar ese material, que la mayoria de las
veces hemos tenido que construir, buscando qué otros retos
podemos plantear. Por eso, trabajando en el taller con nues-
tros alumnos han surgido las siguientes actividades en las que
se utilizan todas o algunas piezas, manteniendo la Unica res-
triccién de que dos piezas que se toquen deben de hacerlo
uniendo el mismo color.

1. Coger las nueve piezas que tienen tres colores y construir
un cuadrado de lado 3.

2. Coger las doce piezas que tienen sélo dos colores y cons-
truir un rectangulo de 3x4.

3. Coger las doce piezas complementarias de las anteriores,
es decir las que tienen uno o tres colores, y construir un
rectangulo de 3x4.

4. Coger las 15 piezas que tienen uno o dos colores y formar
un rectangulo de 3x5.

5. Coger las 15 piezas que tienen uno o dos colores y otra
pieza (la que quieras) de las que tienen tres colores, y con
ellas construir un cuadrado de 4x4.

6. Dividiendo las piezas en dos grupos de 12 piezas cada
uno construir dos rectangulos de 3x4 (imagen 3).




Imagen 3

7. Con todas las piezas, construir rectangulos de 2x12, 3x8
y 6x4.

8. Con todas las piezas construir rectangulos huecos de
3x11, 4x10, 5x9, 6x8 'y 7x7.

A continuacién podemaos ver ejemplos de rectangulos de 6x4
y 3x8. En ellos no se impone la condicion de que el perimetro
exterior sea del mismo color. Es mas, creemos que sélo es
posible mantener la segunda restriccién de MacMahon en los
rectangulos de orden 6x4. Siguen dos imagenes de rectangu-
los huecos.

Imagen 4

Imagen 5

Imagen 6
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Imagen 7

Este puzzle puede encontrarse comercializado entre los mate-
riales de una empresa granadina de nombre Materiales
Didacticos Bemal S.L., dentro de sus puzzles 2D. Se puede
encontrar mas informacién en www.bemal.es.

MacMahon fue una persona
que se dedicé a las matematicas
recreativas, patentd puzzles
muy atractivos e interesantes,
publico varios libros y sin
embargo es poco conocido.

El salto del plano al espacio. Como resolver un
reto.

Para mostrar que no somos los Unicos que aprovechamos un
juego para sacar variantes de él, vamos a presentar el puzzle
gue conocemos como de los 4 cubos y 3 colores.

Este puzzle fue creado por Scout Nelson y segun reza la publi-
cidad de la casa que lo comercializa, después de 50 afios y
muchos intentos, un nifio de 9 afios consiguié resolverlo,
colocando los 24 cuadrados de MacMahon en las 24 caras de
cuatro cubos de manera que en los bordes de las caras coinci-
da el color, es decir, las aristas de cada cubo unen dos trian-
gulos del mismo color.
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La distribucion de colores en los cubos es la que podemos ver
en el siguiente desarrollo.

Con los cuatro cubos resultantes se tiene un puzzle realmen-
te llamativo y nada facil.

El reto consiste en apilar los cuatro
cubos de manera que las caras que
quedan visibles a cada lado se unan
por colores iguales.

Como es un puzzle altamente dificil,
de entrada comenzamos apilando
primero dos y después tres, antes de
pasar al problema completo del que
podemos ver una solucién en la ima-
gen adjunta. S6lo decir que no es tri-
vial conseguir apilar los cubos inclu-
so viendo la solucion.

Como hemos comentado en el puzzle anterior, una vez que
hemos resuelto el problema planteado llega el momento de
sacarle mas rendimiento y por ello invitamos a conseguir figu-
ras con los cuatros cubos, manteniendo siempre la restriccion
de que las caras se unan por colores iguales.

Afiadimos algunas de las soluciones encontradas por nuestros
alumnos.

Segundo puzzle de MacMahon: triangulos dividi-
dos en 3 partes.

La misma idea que vertié en su puzzle de los 24 cuadrados
con tres colores lo hizo MacMahon en su segundo puzzle,
pero en este caso partiendo de un tridngulo. En la misma
patente se describe que el puzzle esta formado por piezas que
son tridngulos equilateros divididos en tres partes que llevan
ndmeros o color de modo analogo al dominé.

Es decir, en este puzzle se basan también los dominds trian-
gulares que pueden encontrarse formado por piezas triangu-
lares y con las que puede jugarse a una version del dominé
clésico.

Para que no sea muy simple, ahora se utilizan cuatro colores y
el puzzle esta formado por todas las piezas distintas formadas
por triangulos divididos en tres partes iguales y que puedan
colorearse con cuatro colores diferentes, pudiéndose repetir

los colores obviamente. Las piezas posibles aparecen en la
siguiente imagen.

AAAAI N
AALAAA
ALAANAA
AAAAAA




En su libro Nuevos pasatiempos matematicos, aparte de des-
cribir el juego plantea un nuevo reto, como hizo con los cua-
drados: construir un hexagono de lado doble que los de los
triangulos, con las siguientes condiciones:

1. Los lados que se toquen deben ser del mismo color.
2. El perimetro del hex&gono debe ser de un solo color.

En las fotografias siguientes tenemos algunas soluciones en
donde el borde es de cada uno de los colores posibles.

Una vez resuelto el problema de MacMahon vamos a poner-
nos retos. Por ejemplo, construir un rombo de lado 2 con el
borde de un color, con las piezas restantes montar otro rombo
con el borde de otro color y, si me quedan fuerzas, conseguir
con las restantes otro rombo de las mismas caracteristicas.
Para que no se nos llame mentirosos mostramos en la siguien-
te fotografia una solucidn a esta propuesta.

>

Otro rompecabezas es conseguir cuatro hexagonos de lado
igual al triangulo, pero cada uno con un borde de cada uno los
cuatro colores que se han usado en el puzzle. También se
muestra una solucién.
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Jugando con todas las piezas, aparte del hexagono propuesto
por MacMahon, es posible conseguir otras figuras que guar-
dan una cierta simetria o forman poligonos reconocibles. A
continuacion os planteamos como reto algunas composiciones
que han conseguido nuestros alumnos en el taller de juegos.

AN
@

En la siguiente pagina web podemos jugar online con los
triangulos de MacMahon y otros puzzles similares:

AVAVAV/
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http://www.gamepuzzles.com/pparlor/hexmojr.ntml

Existe un juego holandés con el nombre Spectrangle, comercia-
lizado en nuestro pais por Borras, que se basa en este puzzle.

Este juego sin embargo es de estrategia, trabaja con cinco
colores en lugar de cuatro y como las piezas son macizasy se
pueden usar por delante y por detras, el nimero de posibili-
dades se repiten.

En concreto, las piezas formadas por tres colores diferentes se
reducen a la mitad, por eso s6lo tenemos 20 piezas utilizando
cuatro colores diferentes.

Actualmente la Sociedad Andaluza Thales tiene comerciali-
zados una serie de materiales y juegos entre los que se
encuentra el puzzle concreto de MacMahon con el nombre
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“24 triangulos de colores”, si alguien esta interesado en infor-
marse sobre el tema puede consultar la direccion:

http://thales.cica.es/?q=node/268.

El puzzle espacial de MacMahon.

También en 1892, MacMahon presenté la patente de un con-
junto de 30 cubos con sus caras pintadas con seis colores dife-
rentes, que es conocido como el puzzle de los 30 cubos y los
6 colores.

Consiste en todos los cubos posibles que se pueden formar
pintando cada cara de un color diferente. El estudio combina-
torio de todas las posibilidades ya es un buen proyecto parael
taller de matemaéticas. La primera dificultad esta en elegir una
buena notacién para que no se nos pase ninguna posibilidad.
En la imagen adjunta tenemos los 30 cubos posibles: como
puede verse, hemos colocado todos los desarrollos a partir de
una cara fija, la roja, y combinando todos los demaés colores.

Nosotros no hemos conseguido encontrar este puzzle comer-
cializado, y para construirlo hemos decidido ir al reciclaje
para optimizar los recursos y las fuerzas. Lo mejor es conse-
guir cubos de madera o de pléastico proveniente de juegos
infantiles ya desechados, aunque es dificil conseguir 30 del
mismo tamarfio (siempre podemos echar mano de los merca-
dillos de segunda mano). Por Ultimo, usando papel adhesivo
del que se utiliza para forrar los estantes de las cocinas o para
trabajos manuales, basta recortar cuadrados mas pequefios
que la cara del cubo y ja pegaaaar!
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Con los cubos construidos 0s proponemos unos cuantos de-
safios de distinto grado de dificultad, en la mayoria de ellos
hay que seleccionar los cubos que necesitaremos para resol-
verlos:

1. Coger un cubo cualquiera y buscar su simétrico.

2. Coger 6 cubos y formar con ellos una columna de manera
gue cada uno de los lados contenga los seis colores distintos.

3. Coger 8 cubos y formar un cubo de 2x2x2 que tenga en las
caras derecha e izquierda un color, delante y detrés otro
color y un tercer color arriba y abajo.

4. Construir un cubo de 2x2x2 con un color en dos caras
opuestas y colores diferentes en las otras caras.

5. Construir un cubo de 2x2x2 con un color diferente en
cada una de sus caras.

Reto 1 Reto 5

6. Construir un cubo de 2x2x2 de forma que las caras delan-
teray trasera sean de un solo color y el mismo, en las caras
laterales también se obtenga el mismo color, diferente del
anterior y en la parte de arriba y de abajo aparezcan los
otros cuatro colores sin repetir en cada cara.

7. Construir un cubo de 2x2x2 con cuatro colores diferentes
en una cara, y gue esos mismos cuatro colores se repitan
en todas las caras.

8. Construir un cubo de 3x3x3 de manera que cada cara sea
de un color diferente.

Para mostrar que podemos engarzar una actividad con los
resultados de otra proponemos la siguiente en la que en cada
estado, al tener menos cubos, se complica el reto.

Coger un cubo cualquiera. De entre los 29 restantes tomar 8
cubos que formen un cubo de 2x2x2 y que sus colores tengan
la misma disposicion que el elegido.




Este juego puede tener dos niveles de dificultad:

a. Que las caras en contacto tengan distinto color.
b. Que las caras en contacto tengan el mismo color.

De entre los 21 cubos que quedan se puede coger un nuevo
cubo y de entre los 20 restantes coger 8 y formar un cubo de
2x2x2 con los colores de este Gltimo cubo.

De entre los 12 que quedan se puede coger un nuevo cubo y
de entre los 11 restantes coger 8 y formar un cubo de 2x2x2
con los colores de este tltimo cubo.

Reto 8

Como convertir un puzzle en un juego de estrate-
gia: torre de colores

En su libro Nuevos pasatiempos matematicos, Martin
Gardner incluye un articulo de titulo “Los 24 cuadrados y los
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30 cubos de colores” donde habla de estos puzzles y nos pro-
pone un juego para dos jugadores, con las siguientes reglas:

— Se colocan los 30 cubos en una caja o bolsa donde no pue-
dan verse sus colores.

— Cada jugador saca 7 cubos ocultandolos a su oponente.

— Para comenzar turno cada jugador dice tres colores, se tira
uno de los cubos del juego cualquiera y el que hubiese ele-
gido el color de la cara superior comienza el juego.

— El primer jugador coloca uno de sus cubos en el centro de la
mesa. El segundo jugador coloca al lado un cubo de los
suyos de manera que las caras que queden en contacto sean
del mismo color. Por turno los jugadores van colocando sus
cubos formando una torre de base cuadrada de 2x2 cubos.
Una vez conseguida se continla construyendo sobre ella
otro piso de 2x2 cubos.

— Para comenzar un piso nuevo debe estar terminado el pre-
cedente.

— Se puede colocar un cubo en cualquier hueco de un piso
manteniendo siempre la obligacion de que las caras que se
toquen deben ser del mismo color.

— Si un jugador no puede colocar ninguno de sus cubos, debe
robar de la bolsa de cubos. Si el cubo extraido se puede
colocar, puede jugarlo si quiere. Si no puede o0 no quiere
pasa su turno.

— Si algun jugador por estrategia desea pasar turno, puede
hacerlo, pero debe robar un cubo de la bolsa.

— Gana el jugador que coloca todos sus cubos en la torre. Sien
algin momento el juego llegara a bloquearse y no se pudie-
ra continuar, ganaria el que tenga menos cubos en su poder.

JUEGOS 1

Gardner, M. (1991): Nuevos pasatiempos matematicos. Coleccion El
libro de bolsillo, n°® 391. Madrid: Alianza Editorial.

Grupo Alquerque (2002): El puzzle de los cubos de colores, Suma,
(41), pp. 121-123.

Grupo Alquerque (2006): Combinatoria de colores, Suma, (53), pp.
61-64.
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MUchos son los liquidos (aceite, vinagre, leche, vino,
licor...) y otros productos (sal, especies, arroz...) que son des-
critos en las recetas de cocina en relacién al volumen. A veces
se expresan dichos volumenes en unidades precisas (litros,
centilitros, mililitros...) pero en muchas ocasiones se presu-
ponen las capacidades de determinados contenedores (cu-
charas, tazas, vasos...) para “aclarar” los volumenes implica-
dos. Cuando le recomiendan “ponga dos tazas de arroz por
persona’; si usted no es del club de los iniciados, su estupor
puede ser mayusculo pues al abrir el armario de la cocina
encontrara tazas de lo mas diverso dispuestas a ser “la taza”
recomendada.

En otras recetas de cocina podra ver que a veces en lugar de
volimenes se expresan contenidos en peso. Se presupone que
es mas normal que usted disponga de balanzas que no de
medidores de volumen. Esta costumbre depende de los &mbi-
tos culturales, mientras que en Europa la harina se expresa en
peso en Estados Unidos la harina de las recetas se expresa
siempre en volumen. La moda americana de hacer pasteles
caseros ha llevado a que en sus cocinas sean frecuentes los
medidores volumétricos.

La vieja tradicion de los recipientes medidores

Antes del sistema métrico decimal siempre fue costumbre
expresar los volimenes en relacion a recipientes de medidas
conocidas, es decir, cada recipiente fijo daba lugar a una posi-
ble unidad. En nuestros museos se conservan muchos de
estos histdricos recipientes de madera o metalicos con los que
se median la harina, los granos, las legumbres, la leche, etc.

Al margen de los brillantes resultados en el estudio PISA, en
los mercados actuales de Finlandia podra observar que hay
muchos productos como patatas, cerezas, fresones, etc. que

se venden por “capacidad“y no por peso. Usan unos recipien-
tes metalicos o de maderay el precio se expresa en relacion a
"lo que cabe” en cada uno, conservando asi una tradicion
medieval.

Claudi Alsina
Universitat Politécnica de Catalunya
elclip@revistasuma.es
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Una visita a las cucharas y las tazas.

El gran cocinero Santi Santamaria en sus populares recetas de
La Vanguardia siempre usa tres simbolos para aclarar temas
de volimenes:

c/c = cucharadita café

¢/p = cucharada postre

c¢/s = cucharada sopera

Estudios sobre cucharas han mostrado que en general la
cucharadita de café o té oscila entre 4,2 ml y 4,6 ml, no supe-
rando nunca los 5 ml. Estudios estadisticos rigurosos han
publicado que:

Las cucharaditas de té tienen una capacidad media de 4,93
ml+0,24 ml

dato que puede satisfacer a los mas exigentes de nuestra pro-
fesion.

En el sistema anglosajén de medidas para cocina esta acredi-
tada la cuchara de té (t, ts, tsp: “teaspoon”) que se correspon-
dea5ml:

ltsp=5ml, ¥%tsp=3,75ml,%tsp=25ml Yitsp=1,25ml.

Hay también la cuchara de postre (“dessertspoon”) de 10 ml en
Inglaterra.

La cuchara de mesa (tbsp: table spoon) corresponde a 15 ml o
sea 3 cucharas de té (pero en Australia 20 ml). Por tanto resulta:
1 taza = 16 cucharas de mesa = 48 cucharas de té = 240 ml.

Cucharillas medidoras

El medidor de tazas

Si se esta culminando una paella y debe poner 8 tazas de arroz
el resultado serd muy diferente si usa una taza de moka, una
taza de café, una taza de café con leche, una taza de té, etc.
Pero si alguien se apiada de usted y le precisa que deben ser
tazas de café, el problema alin no estara resuelto: ¢ las tazas de
café italiano?, ¢las tazas de la vitrina de la abuela?

El problema ha sido resuelto por los americanos con el disefio
de un aparato cuya capacidad es de media taza e incorpora a
la vez escalas de mililitros, onzas y fracciones de taza. Un
marcador movible del instrumento permite mover al separa-
dor que esta en el interior de “la media taza” El contenido total
del recipiente es media taza, pero la movida de la pieza un
cierto &ngulo permite pasar a %, %, %,...de taza. Las fraccio-
nes también estan indicadas en el soporte y se da una escala
de equivalencias entre tazas y cucharadas. En este modelo
media taza equivale a 8 cucharadas y a 130 mililitros. Pero en
Australia y Canada la taza contiene 250 ml, en Inglaterra 285
mly en algunos lugares americanos 236,59 ml.

El medidor de Curver

Un interesante recipiente de 1 litro producido por Curver
consiste en una vasija de plastico donde estdn marcadas las
diferentes alturas para agua, harina, arroz y azlcar. La clave de
todo son las equivalencias de capacidades:

1 1 agua = 700 gramos de harina
0,8 I agua = 700 gramos de arroz ~ 900 gramos de azUcar

Un interesante dato a tener en cuenta.

Los vasos de Starbucks Coffee

Si entra en un Starbucks Coffee (lo dificil es no entrar pues
estan en todos los sitios) y elige entre las 86.000 ofertas (deben
tener un empleado amante de la combinatoria), si opta por el
tamafio pequefio recibira exactamente 236 ml, cantidad cier-
tamente curiosa. En esta popular cadena los contenidos cané-
nicos de sus vasos son:

Pequefio....... 8 FL OZ....236 ml
Alto........... 12 FL OZ....354 ml
Grande......16 FL OZ....473 ml
“Venti’....... 20 FL OZ.....591 ml.

Como los nimeros no engafian, queda claro que el origen de
las medidas es anglosajon y por ello aparecen cantidades en
mililitros tan pintorescas.




Y una consideracion docente

En la ensefianza de la medida vale la pena trabajar volimenes
y capacidades con vistas a tener ciertas intuiciones sobre las
medidas reales de las cosas, desde las compras de liquidos,
pasando por el uso de las recetas de cocina y prestando espe-
cial atencién a los medicamentos y sus dosis.

Mi buen amigo Antén Aubanell dice con acierto que la unidad
de volumen que hoy tiene la juventud como referente es la lata
de Coca-Colay por ello propone a sus estudiantes el ilustrati-
vo experimento de llenar un cubo transparente sin tapa de 1
decimetro de lado (1 litro) con el contenido de 3 latas de
refresco. Las férmulas para calcular medidas estan muy bien
pero conviene también usar recipientes, experimentar, desa-
rrollar un cierto dominio de las medidas reales de las cosas.
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Como dice un viejo aforismo:

Si no quieres caldo, dos tazas

Para saber mas

Adams M2, A. (y otros) (2000): Instrumentos y unidades de medida
tradicionales en Extremadura, Badajoz: Publicaciones de la
FESPM.

http://www.starbrucks.es
http://www.recetasdecocina.es
http://www.xtec.cat/~aaubanel/Guions/G13.pdf
http://www.xtec.cat/~aaubanel/Guions/G19.pdf

ELCLIP H

Mercado en Finlandia
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CUENTOS DEL CERO

Luis Balbuena Castellano

NIVOLA libros y ediciones, S. L., Tres Cantos
Coleccion Violeta n° 10. A partir de 11 afios
Primera Edicion: 2006

ISBN: 978-84-96566-18-7

I libro al que vamos a dedicar este nimero tiene dos
peculiaridades que lo diferencian de los anteriores. En primer
lugar es una obra de relatos en forma de cuentos matematicos,
cuya variada temadtica va desde el origen de los digitos del sis-
tema de numeracion, hasta la geometria de la esfera, pasando
por las relaciones amorosas de la Derivada y el Arco Tangente
y otras narraciones emparentadas con la mitologia clasica. En
segundo lugar su autor es una persona imprescindible en el
panorama de la educacion matematica de las Gltimas décadas
en Espafia, como hemos mencionado en la dedicatoria. Este
afio pasado ha recibido muy merecidamente el premio
Gonzalo Sanchez Vazquez, Gltimo galardon de una serie de
reconocimientos que ha ido recibiendo a lo largo de su tra-
yectoria profesional. Sirva también este articulo como home-
naje a su innegable labor.

Dedicado a Luis Balbuena.

Sin Luis todo hubiera sido distinto: la Federacién,
las Sociedades de Educacion Matematica, las
JAEM, la Innovacion y, en general,

la Educacion Matematica espafiola

de los ultimas décadas.

Literatura

\Y)

Constantino de la Fuente Martinez
IES Cardenal Lépez de Mendoza, Burgos
literatura@revistasuma.es

>

atematicas
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Presentacion

En la contraportada de la obra podemos leer:

El profesor canario Luis Balbuena ha escrito estos cuentos
gue, de forma amena, nos invitan a conocer mas sobre el
mundo de las matematicas.

En Yo soy el cero recrea la historiay la importancia de nues-
tro sistema de numeracion. Para introducirnos en los razo-
namientos légicos nos sorprende llevandonos de la mano
de dioses mitolégicos en El rescate; 0 de un hidalgo que
sabe ensefiar, en De lo que acontecié a Don Quijote...
Franqueamos las puertas de la geometria con rectas, trian-
gulos y esferas; la paridad y la teoria de niUmeros dan paso
a un romance eterno.

La anterior presentacién, nos parece que hace muy poco honor
a la valia personal y profesional del autor, por ello le vamos a
afadir algunas de nuestras opiniones, basadas en el conoci-
miento personal y profesional a lo largo de varias décadas.

Resulta dificil decir algo nuevo de nuestro flamante premio
Gonzalo Sanchez Vazquez 2009 a los valores humanos, que ha
conseguido dejar su impronta en el ambito de la innovacion y
la educacion matematica espafiola. Y lo ha hecho desde su
campo permanente de actuacion: la practica del aula; lo que
constituye un caso realmente meritorio y una valiosa hazafia
de un préctico reflexivo. Realmente Luis constituye un ejem-
plo a seguir para todos nosotros, los profesores y profesoras
de matematicas. ;Quién no se ha inspirado escuchandole en
alguna conferencia o leyendo algunas de sus ideas?

Otro aspecto que no se puede
aprender leyendo libros
especializados o con una formacion
inicial ni siquiera brillante, es la
ilusién que cada uno imprima a su
trabajo y que es capaz de transmitir
en el acto de ensefiar.

Aprovechamos la oportunidad que nos brinda este privilegia-
do espacio para resaltar algunas de sus ideas sobre la ense-
flanza, el aprendizaje y la profesion de profesor o profesora. A
tal fin hemos escogido un parrafo de su articulo (Balbuena,
1998), en el que nos brinda su vision de la ilusién en el traba-
jo de profesor:

Otro aspecto que no se puede aprender leyendo libros
especializados o con una formacion inicial ni siquiera bri-
llante, es la ilusion que cada uno imprima a su trabajo y que
es capaz de transmitir en el acto de ensefiar. Da igual lla-
marle ilusion, que entusiasmo o ganas. Se trata, en defini-
tiva, de que el alumno capte —y lo capta con mucha rapidez
y facilidad- que a su profesor o profesora le gusta lo que

esta haciendo, que intenta hacerlo lo mejor posible, que
prepara rigurosamente sus clases y deja poco espacio —es
bueno dejar alguno— para la improvisacion, que innovay le
hace participe de las experiencias que desarrolla...

iQué méas podemos decir! Todo lo que afiadiéramos sobre el
tema seria para estropearlo...

Comentario personal

Siguiendo la ténica de la presentacion de la obra, en la que lo
profesional est4 intimamente ligado a lo humano, vamos a
dejarnos llevar por los sentimientos y relataremos lo que me
ocurrio al leer por primera vez el libro, en julio de 2007.

Comencé a leer el primero de los cuentos, Yo soy el Cero, y fue
al llegar exactamente a la segunda linea, “puedo, al fin, expre-
sarme como humano y contarles asi parte de mi apasionante
historia’, cuando identifiqué en mi cabeza el sonido exacto de
la voz de Luis Balbuena, que me decia, justo, lo que yo lefa.
¢QuE es esto?, pensé, ino es posible...! Pero era posible: Luis
me lefa mentalmente el cuento, con su timbre de voz, su acen-
to canario, sus expresiones personales, su forma Unica de
hablar y de dirigirse al otro, sus eses, su entonacion... No sélo
era posible sino que era tan real como mi propia lectura...

Habia decidido aprovechar aquella mafiana de julio para pase-
ar, hacer un alto en el Parque de la Isla y comenzar la lectura
del libro de Luis, Cuentos del cero, que habia adquirido recien-
temente. La luz matinal conservaba atn el frescor en las som-
bras, y la espesura del parque tamizaba los rayos de sol. Todo
ello proporcionaba un ambiente ideal para disfrutar de la paz
y el sosiego que nos proporciona la lectura.

Aquello, que quiso ser un buen comienzo, después de alrede-
dor de una hora y media se habia transformado en la lectura
completa e inesperada de todos los cuentos. Y si la magia
habia aparecido en el primero de ellos, también vi recompen-
sada mi natural atraccién hacia la mitologia griega en los
siguientes: la hidra, Zeus, Orfeo, Euridice, Aquiles, Cerbero...,
y hasta la conversacion entre Pitagoras y Sineta, en la que el
primero reivindica que podemos llegar al conocimiento, a la
sabiduria, ja través de la razon! jQué bella proclama, en medio
de este mundo, con tanta sinrazon!

La voz de Luis volvié de nuevo en los cuentos El triangulo soy
yoy Hola, soy la esfera, haciendo que las formulas adquirieran
humanidad y convencimiento, que la geometria del globo
terraqueo nos transmitiera vida y se mostrase al alcance de
nuestra mano. jQué poder de evocacion el de los cuentos! En
ese momento descubria que, desde la nifiez, en la que disfru-
té de ellos a través de la voz pausada y profunda del sefior
Fidel, el abuelo de un amigo, los cuentos estan indisoluble-
mente unidos a una voz.



Pero lo mejor llegd con el Romance de la derivada y el arco
tangente, porque al igual que los nimeros primos son el esque-
leto de los nimeros naturales, las raices de un polinomio son
su sostén bésico, o las raices cuadradas de los nimeros son los
gue sostienen, alimentan y generan a sus radicandos, asi
mismo si hubiera que imaginar una historia de amor para
emparejar a la derivada, ésta seria con el arco tangente; sin
olvidar que para los que gustan de los triangulos amorosos, el
tercer personaje seria la recta tangente, pues de todos es sabi-
do que tieng, en el punto de tangencia, un contacto de orden
dos con la funcion, muy intimo como puede comprenderse.

El final se redondea con el relato de D. Quijote, en el que adi-
vinamos las buenas relaciones entre Luis y el famoso hidalgo,
fruto de las muchas horas dedicadas por el primero de ellos a
estudiar matematicamente al segundo, y porgque el manchego
universal escoge muy bien a quien mostrar sus interioridades.

Cuando volvi a la realidad, después de comprobar que el tiem-
po vuela, me encaminé por el paseo paralelo al rio Arlanzén,
viniendo a mi mente una foto de este precioso paraje, realiza-
da por Luis en una de sus visitas a Burgos, y que nos envié
posteriormente, junto con otras, todas ellas con motivos
matematicos. En esos momentos, las dos hileras de arboles,
que flanqueaban el paseo, parecian las lineas de las que habla
en el cuento Dos puntos y ¢un destino? ;Seria posible...?

Esta mafiana de julio no me estaba resultando normal. La acu-
mulacién de sensaciones iba en aumento a medida que me
acercaba a la Catedral a través del Arco de Santa Maria, aba-
rrotados ambos de turistas. La armonia se paseaba por la
Plaza de Rey San Fernando, desde la que el monumento mos-
traba todo su esplendor matematico: octégonos, cuadrados,

Claustro Bajo de la Catedral de Burgos
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rectangulos, triangulos, poligonos estrellados, nimeros irra-
cionales, simetrias, vesica piscis, etc; todos ellos forman parte
de los innumerables atractivos matematicos del monumento
patrimonio de la humanidad.

Cuando entré en el Claustro Bajo, en mi mente bullian multi-
ples emociones, acrecentadas por algunas obras de arte de la
exposicion que albergaba. Una de ellas, El arbol ferroso, de la
que acompafio una imagen, me transport6, como por encan-
tamiento, al bosque de las funciones, donde bien podia haber-
se desarrollado el cuento de la derivada y el arco tangente. Alli
estaba produciéndose el acontecimiento nupcial entre los
protagonistas del relato, justo en el punto en el que las curvas
convergian. Eran casi las doce del mediodia, domingo, y las
campanas comenzaron a repicar y repicar frenéticamente,
alocadamente; comunicéandonos su alborozo por el aconteci-
miento. El brocal del antiguo pozo seguia apuntado al cielo,
donde, en ese mismo instante, un avion rasgaba el azul
inmenso con su estela blanca. Quizas sea el de la pagina 71 del
libro, que sali6 del aeropuerto Tenerife-Norte...

Mi retorno a la plaza, acompafiando a mis pasos el ensorde-
cedor volteo de las campanas, y con la mirada fija en el cim-
borrio y la Puerta del Sarmental, supuso el final de esta singu-
lar mafiana de julio, llena de sentimientos y humanidad, ras-
gos que Luis Balbuena va derrochando y contagiando por
donde pasa.

Asi fue mi primer acercamiento a este libro, con la inmejorable
presenciay guia de su autor y la certeza personal de que, al igual
que Sineta, la hija secreta de Atenea, yo también habia hecho
solo lo que los dioses nos tienen reservado como destino. M
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Una propuesta de trabajo en el aula
ﬁ

Igual que ocurre con el libro, que contiene cuentos para dife-
rentes niveles educativos, el guion de trabajo que presentamos
no se circunscribe a un curso sino que va dirigido a toda la
Secundaria: ESO y Bachillerato. La tematica de cada cuento
nos proporcionard, de manera natural, el tipo de alumnado al
que lo podemos dirigir. El profesor o la profesora, con su buen
criterio, elegira a quiénes, cémo y cuando propone algunas de
las actividades que se plantean en la propuesta y que pasamos
a presentar sin mas dilacion.

Actividad 1: El origen del cero

Naci en la India hace muchos siglos. No recuerdo la fecha
exacta y tampoco en aquella época se registraba este tipo
de cosas (pag. 11).

1.1. Explica, mediante una descripcién breve (media pagina)
el origen de los simbolos con los que representamos las cifras
de los nimeros o digitos.

En el cuento Yo soy el cero, el propio nimero nos narra su his-
toria, situando su origen en la India.

1.2. Explica el origen de este nimero y como pasoé de signifi-
car vacio a significar nada o cantidad nula o nimero cero.

El [el Maestro] habia llegado a la conclusion de que todos
los dedos formaban una unidad de orden superior a la for-
mada por un solo dedo. (pag. 12).

1.3. Analiza el significado de esta frase y su relacién con el
cero. Estudia el significado de la decena y de la centena.

1.4. ;Qué es el valor relativo de los digitos? ;Por qué el cero
afecta a los valores de las otras cifras? ;Como lo hace?
Explicalo con ejemplos.

1.5. El nimero cero paso de la India a la cultura arabe. ;Como
pudo ocurrir esto?

Actividad 2: El nimero cero y Europa

Por aquellos sitios por donde yo transitaba llegé un merca-
der italiano que tenia un hijo llamado Leonardo de Pisa
(que es una ciudad italiana de donde parece ser que era este
personaje). Lo recuerdo bien porque, como les he dicho, él
significd mucho en mi futuro a partir de aquel instante”
(pag. 17).

Leonardo de Pisa tuvo un papel importante en el conocimien-
to y difusion del cero en la cultura occidental.

2.1.;Qué sistema de numeracion se utilizaba en Europa con
anterioridad al conocimiento de la cifras indoarabigas?

2.2. Explica el funcionamiento del abaco para hacer operacio-
nes con nimeros. Pon ejemplos con nimeros pequerios.

2.3. ;Por qué calcular, que es una palabra derivada de calculo,
significaba manejar piedras?

2.4, ;Qué son las cuatro reglas?

2.5. Leonardo de Pisa también era conocido por otro nombre.
¢Qué nombre era éste? ;Qué significaba? Explica el origen de
la sucesion que lleva su nombre y expdn alguna de sus pro-
piedades, en particular alguna relacionada con el nimero de
oro ¢.

2.6. Si tuvieras que ordenar, por el criterio dificultad en su
manejo, los siguientes nimeros: %, -2, , 105, @, m, %, 8,
¢cémo lo harias?

2.7. Y si los tuvieras que ordenar por orden cronoldgico; es
decir, del mas antiguo al mas moderno, ;como los ordenarias?

Como has visto, Leonardo de Pisa contribuyé al uso y difusién
del sistema indoarabigo de numeracion. Muchos conocimien-
tos matematicos y de otros tipos, de la cultura arabe, llegaron
a Europa por primera vez a través de otro pais europeo.

2.8. (De qué pais estamos hablando? ;Como se produjo esta
llegada? Pon ejemplos.




Euclides

Pitagoras

Actividad 3: Los sistemas de numeracion

Escribian los nimeros a base de unos palos, equis y otras
letras. Un medio rollo. Lo grave de aquel sistema, que a
pesar de todo pervive, es que los nimeros no tienen valor
relativo y para escribirlos tienes que saber sumar porque
los valores se van acumulando como si fuera una coleccion.

(pag. 18).

3.1.;De qué sistema de numeracion estd hablando el cero?
¢QUuE letras usaban? ;Cémo funcionaba? Pon ejemplos.

También ha habido otros sistemas de numeracion a lo largo
de la historia: el griego, el egipcio, el maya, el chino, ..., y otros
muchos.

3.2. Escoge uno de ellos y analiza sus simbolos, su funciona-
miento y como llevaban a cabo las operaciones elementales.

Actividad 4: Lo que pudo haber sido y no fue...

¢Os imaginais qué habria pasado si nos hubiesen conocido
personajes como Pitagoras o Euclides? (Pag. 21).

4.1.;Es posible que ni Pitagoras ni Euclides conocieran el
namero cero? Explica razonadamente la causa.

Aungue mas adelante hablaremos de Pitagoras, vamos a ini-
ciar aqui el acercamiento a su figura.

4.2. Enuncia el resultado mas famoso que se le atribuye a
Pitagoras y demuéstralo de alguna forma. ;Cuél es el signifi-
cado geométrico del teorema?

4.3. En la pagina 56 hay un mal enunciado del Teorema de
Pitdgoras. Explica el error y la diferencia con el enunciado
correcto.

En el significado geométrico del Teorema de Pitagoras inter-
vienen los cuadrados como figuras construidas sobre los cate-
tos y la hipotenusa del triangulo rectangulo. ;Qué pasaria si,
en vez de cuadrados, construyéramos triangulos equilateros?

4.4. Demuestra que si sobre los catetos y la hipotenusa cons-
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Fibonacci

truimos triangulos equilateros, también se cumple que la suma
de las areas de los triangulos construidos sobre los catetos es
igual al area del triangulo construido sobre la hipotenusa.

4.5. Demuestra que el resultado anterior también se verifica para
cualquier figura geométrica que se construya, de forma semejan-
te, en los catetos y la hipotenusa del triangulo rectangulo.

Euclides ha pasado a la historia por haber escrito una obra de
matematicas que, después de la Biblia, es la obra que mas edi-
ciones ha tenido en el mundo.

4.6. ;De qué obra estamos hablando? ;De qué trata?

4.7. Uno de los resultados contenido en uno de los libros que
componen esa obra se refiere a los nimeros primos y dice que
existen infinitos nimeros primos. Demuestra este resultado
como lo hizo Euclides.

Actividad 5: El cero absoluto

Soy el punto de partida de todas las escalas, de todas las redes
de comunicacion, de los dias; incluso en la fisica me dan un
nombre que se aplicd a los reyes: el absoluto. (Pag. 21).

5.1.;Qué es el cero absoluto? ; Qué mide? Compara su valor en
otras escalas de medida de la misma magnitud fisica.

Actividad 6: ;Los cinco nimeros mas famosos?
e™+1=0 (pag.21)

La igualdad numérica es, para muchos, la relacion que englo-
ba a los nUmeros mas famosos e importantes de las matema-
ticas: e, i, w, 1 y 0. Del tltimo de ellos ya hemos hablado bas-
tante en alguna de las actividades anteriores, pero de los
demas no; es mas, quizas no conocias alguno de ellos hasta la
lectura del libro.

6.1.Explica el origen de cada uno de los nimeros distintos de
cero de la formula anterior. Pon ejemplos de situaciones mas
0 menos reales en las que puede aparecer alguno de ellos.
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6.2. Si te pidieran que los ordenases de menor a mayor, ;qué
podrias hacer? Para hacer esta tarea ten mucho cuidado con
el nmero i.

Actividad 7: Una adivinanza divina

Cuatro paredes, sin puertas

con seis filos las haras

y ten ademas en cuenta

que el mas sencillo de cinco es. (Pag. 27).

7.1. Explica el significado de cada una de las frases de la adivi-
nanza que la cabeza pensante de la hidra le propuso a Sineta.
Describe cuantas paredes y filos tiene cada uno de los otros
cuatro.

7.2. Las cinco figuras, a las que se alude en la adivinanza, tam-
bién se denominan los soélidos platonicos. ;Por qué?

7.3. Calcula razonadamente el area lateral, el area total y el
volumen de tres de ellos.

Actividad 8: El problema de las rimas

Nueve copas dejaré

cinco boca arriba estan;

las restantes al reves.

Dos cada vez cogeras

y la vuelta les daras.

Tu mente quiero retar

pues el juego acabaras

si consiguieras pensar

coémo cuatro boca arriba
terminaras por dejar. (Pag. 28).

La poesia anterior contiene la prueba que Sineta le propuso a
la hidra. Como facilmente habras supuesto, la hidra nunca
podra conseguir llevar a cabo la tarea encomendada...

8.1. Explica razonadamente la causa por la que el objetivo a
conseguir es imposible.

8.2. Inventa dos situaciones parecidas, de manera que en una
si se pueda conseguir el objetivo y en la otra no.

Actividad 9: ¢EI nimero lo es todo?

El nimero es todo. (Pag. 31).

Este era el lema de Pitagoras y de la Escuela Pitagérica, en la
que él era El Maestro.

9.1. Explica su significado.

9.2. En la Escuela Pitagérica habia acusméticos y matemati-
cos. ¢ Qué significan estas palabras y a quiénes englobaban?

Aunque Pitagoras no conocio el niUmero cero, es seguro que
conocia otros nimeros cuya existencia mantenia en secreto.

9.2. ;De qué numeros estamos hablando? Pon algunos ejem-
plos de ellos.

Lee las explicaciones de Pitagoras a Sineta (pag. 33 a 35 del
libro) y contesta a las siguientes cuestiones:

9.3. ;Qué relacion hay entre el nimero 120 y los escogidos ini-
cialmente, el 8 y el 30? ;Como se denomina a 120 respecto de
8y 30?

9.4. Explica el procedimiento que conoces para hallar el méas
pequefio nimero que los contiene un nimero exacto de
veces; es decir, el menor de los multiplos comunes a los dos
ndmeros.

9.5. ;Cémo se llama al mayor de los divisores comunes de dos
0 mas nuimeros? ;Como se calcula?

Actividad 10: ;Medir la diagonal con el lado? Imposible

Considera un cuadrado.

Ahora fijate en su lado y en su diagonal.

Evidentemente, son dos magnitudes.

Hasta aqui todo va normal. El problema surge cuando
ahora quieres hacer con estas magnitudes lo mismo que
hice antes con el 8 y con el 30.

iEs imposible!”. (Pag. 34).

10.1. Calcula el valor de la diagonal del cuadrado en funcion
del lado y dividelo entre éste Gltimo; asi veras cudntas veces es
mayor la diagonal que el lado. En la tablilla Yale BC7289, data-
daen el 1600 a. C., se tiene ese resultado de forma aproxima-
da. Investigalo.

Tablilla Yale BC7289




10.2. Haz lo mismo entre el lado de un triangulo equilatero y
su altura. ;Qué resulta?

10.3. Hablando de triangulos equilateros y aprovechando los
célculos anteriores: ;pueden ser el lado y el area de un trian-
gulo equilatero nimeros naturales simultaneamente? Razona
la respuesta.

Actividad 11: Las manzanas y los sombreros pueden ser un
problema, aqui y en el Paraiso...

— Necesito tres manzanas de oro y dos de plata. (P4g. 48).

11.1. Lee el problema légico de las manzanas de oro y plata y
haz un resumen de la solucion, exponiendo con tus palabras
el razonamiento de Euridice.

11.2. Analiza la solucién del siguiente problema, similar al de
las manzanas:

El profesor Légicus quiere dar una mencién honorifica
al mejor de sus estudiantes en la asignatura de Logica.
Al finalizar el curso habia tres de ellos empatados a tal
fin, Induzquio, Deduzquio y Razonio; por lo que les
propuso una prueba para deshacer el empate.

Los estudiantes cerraron los ojos y el profesor les fue
poniendo, en la cabeza de cada uno, sendos sombreros
gue podian ser rojos 0 negros. Cuando los tres tenian
sombrero puesto, el profesor les dijo que podian abrir
los ojos y ver el color de los sombreros que tenian los
demas (no podian ver el suyo). Nosotros, espectadores
de la escena, vemos que Légicus habia puesto los tres
sombreros de color rojo.

Entonces el profesor les dijo:

-Si veis algun sombrero rojo, levantad la mano.
Inmediatamente los tres levantaron la mano.

-El primero que consiga averiguar el color de su som-
brero sera el ganador de la mencién honorifica.

Después de un rato, Induzquio, uno de los estudiantes,
levanté la mano y dijo:
-iEl color de mi sombrero es rojo!

¢Como pudo averiguarlo? Intenta resolverlo sin seguir leyendo.

El profesor Légicus certifico el acierto del estudiante, a
la vez que le solicité que expusiera sus razonamientos.
Induzquio le contesto:

-Si mi sombrero hubiera sido negro, entonces Deduzquio
se habria dado cuenta de que su sombrero deberia ser
rojo, porque si no Razonio no podia haber levantado la
mano (por haber visto algan sombrero rojo).
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Todos seguian expectantes a Induzquio, que continud:
-También Razonio podia razonar de la misma manera
y saber que su sombreo era rojo. Pero si ninguno de los
dos han dicho nada del color de su sombrero es que el
mio no puede ser negro. Por tanto es rojo.

El rapido desenlace dejé a los otros dos estudiantes
asombrados y sin poder captar todos los matices del
razonamiento de Induzquio. Este, sabedor de las com-
plicaciones que surgen en el entendimiento de la perso-
nas, les repitio otra vez sus argumentos.

11.3. Revisa el razonamiento del estudiante y comparalo con
lo que tu habias previsto (si es que habias pensado en algin
resultado).

11.4. ;Te atreves a resolver la misma cuestién para el caso de
cuatro personas, cada uno con un sombrero rojo en su cabeza?

Actividad 12: jAtentos, que llega el triangulo!

iHola! Cuando te diga quién soy, sé que vas a decir que me
conoces de casi toda la vida, que me has tratado en muchas
ocasiones. Pero yo no estoy tan seguro de que realmente
sepas mucho sobre mi aunque te pueda dar esa impresion”.

(pag. 53).

En esta actividad vamos a rellenar algunas lagunas que pudie-
ras tener en tus conocimientos sobre el triangulo, como él
mismo dice en el libro.

12.1. ;Conoces el papiro del Rhind? En el libro se dice que esta
en el Museo Britanico. Averigua de qué se trata, su contenido
y la relacion con los triangulos y las matematicas.

12.2. Ademas de los triangulos equilateros, seguro que cono-
ces otros tipos. Clasifica los triangulos segun diferentes crite-
rios relacionados con los lados o los angulos.

Papiro del Rhind
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Actividad 13: Pero, ;hay baldosas triangulares?

También debes saber que soy de los pocos poligonos regu-
lares que teselamos el suelo, es decir, ...

13.1. Dando por hecho que el tridngulo equilatero rellena el
plano formando un mosaico regular, ;sabrias decir, de mane-
ra razonada, qué otros poligonos regulares pueden rellenar el
plano? O dicho de otra manera, ;cudles son los mosaicos regu-
lares? Haz algun dibujo ilustrativo.

13.2. Investiga el significado del término mosaico semirregu-
lar y averigua cuéantos mosaicos semirregulares hay?

Actividad 14; Herdn y su famosa formula

Todo empezé cuando en la antigua Grecia un hombre, que
recuerdo bien y al que nunca podré agradecer suficiente su
descubrimiento, obtuvo una férmula que permite conocer
el valor de mi &rea sabiendo cuanto miden mis lados. La for-
mula lleva el nombre de este ilustre griego: Heron. (Pag. 57).

14.1. Recoge los datos necesarios y elabora una biografia basi-
ca de Herdén, que recoja sus principales aportaciones al cono-
cimiento matematico.

14.2. ;Eres capaz de demostrar la férmula de Herén? Puedes
consultar la referencia bibliografica Dunham (1993). Analiza
la demostracion, desmentzala y desarrollala para este trabajo.

14.3. Recopila todas las férmulas que conozcas para hallar el
area de un triangulo, compéralas y enumera las ventajas e
inconvenientes de cada una. ;Cual te parece mas sencilla de
manejar?

Actividad 15: Un paseo para justificar formulas

Claro que tal vez tu conozcas otra formula para calcular mi
area: aquella de base por altura partido por dos”. (Pag. 58).

15.1. Repasa las justificaciones de la formula anterior en las
paginas 58 y 59 del libro y exponlas aqui.

2

15.2. Cambiemaos ahora de figura; consideremos un rombo. La
férmula para hallar el area del rombo es:

_bd
2

siendo D su diagonal mayor y d la menor. ;Sabrias explicar
por qué es valida esa formula?

S

15.3. Para hallar el area de un poligono regular se suele usar la
férmula:

P2
2

siendo P el perimetro del poligono y a,su apotema. ;Sabrias
demostrar la validez de esta formula.

Actividad 16: Una esfera puede tener mucha... jgeometrial

Auln no he llegado a entender bien por qué Euclides, tan
sabio como fue, dedico tanto esfuerzo a que la gente cono-
ciera la geometria plana y abandonara a mi familia, las
esferas. (pag. 61).

Vamos a estudiar algunas propiedades de la geometria de la
esfera. Para ello te propondremos algunas actividades para
pensar un poco.

16.1. Define lo que es un segmento esférico y una recta esférica.
16.2. Define circunferencia maxima en una esfera. En la esfe-
ra terrestre, ;qué relacion hay entre algunas circunferencias

méximas y los meridianos?

16.3. Si en vez de una esfera tuviéramos un cilindro, ;cémo cal-
cular la distancia entre dos puntos de la superficie cilindrica?




Actividad 17: El famoso v Postulado

En la geometria euclidea existe un famoso postulado (el v)
que dice, en esencia, que por un punto exterior a una recta
r pasa unay solo una paralela a r. (pag. 64).

17.1. ;Qué es la geometria euclidea?

17.2. En la geometria euclidea hay axiomas, postulados, defi-
niciones, teoremas... Explica el significado de cada uno de
esos términos y pon un ejemplo de cada uno.

17.3. Enuncia el v Postulado de la geometria euclidea, tal y
como lo present6 Euclides. Escribe algo de su historia hasta la
aparicion de las geometrias no euclideas en el siglo xix.

17.4. Averigua cuantos postulados tiene la geometria euclidea
y exponlos aqui.

17.5. Explica por qué en la geometria de la esfera no se cum-
ple el v Postulado de Euclides.

Actividad 18: Las rectas también tienen sus cortes

Dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas
entre si. (pag. 65).

18.1. La frase anterior es cierta en la geometria de Euclides.
¢Se cumple en la geometria de la esfera? Explicalo razonada-
mente.

18.2. Volviendo al plano de la geometria de Euclides, si tene-
mos tres rectas, ¢cuales pueden ser las posiciones relativas de
unas respecto de las otras? Describe lo que pasa en cada caso.
¢Cuéntos puntos pueden tener en comdn como maximo? ,En
qué caso ocurre esto ultimo?

18.3. Analiza la cuestion anterior en la geometria de la esfera.

18.4. Averigua el nimero méximo de puntos de corte de cua-
tro rectas en el plano euclideo. Haz lo mismo para el caso de
n rectas en el plano.

Actividad 19: ;Un poligono de dos lados? jImposible!

No es posible dibujar una figura cerrada que sélo tenga dos
lados; cualquier trozo del plano limitado por segmentos ha
de tener como minimo tres lados. (Pag. 67).

19.1. Explica qué es un biangulo en la superficie esférica.
Calcula los valores posibles para la suma de los angulos de un
biangulo.

SUMA 63
Febrero 2010

Actividad 20: Por dos puntos, ;pueden pasar infinitas rectas?

Si sobre mi superficie considero dos puntos diametralmen-
te opuestos, comprobaras facilmente que por esos dos pun-
tos pasan jinfinitas circunferencias maximas!. (Pag. 70).

Como puedes ver, después de leer y entender lo anterior, en
la geometria de la esfera, por dos puntos distintos pueden
pasar infinitas rectas esféricas.

20.1. Dados dos puntos cualesquiera de la superficie esférica,
isiempre pasan infinitas rectas esféricas por ellos? Analiza
los casos posibles.

Actividad 21: Triangulo birrectangulo... ;pero qué demo-
nios es esto?

La suma de los angulos de un triangulo plano es igual a
180°. Es una bella demostracion visual imposible de reba-
tir. (Pag. 68).

//?'\.\'\

SN s
, ’ A+BeC=18r

21.1. Explica la validez de la demostracién anterior.

21.2. En un tridngulo esférico birrectangulo, como el de la pag.
69 del libro, ;cuanto pueden sumar sus tres &ngulos?
Justificalo razonadamente.

Actividad 22: Algunos problemas sobre desplazamientos
en la superficie esférica

El segmento AB es la distancia més corta entre los puntos
A'y B del plano. (Pag. 62).

B
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Queremos calcular la distancia entre dos puntos de una
superficie esférica. Sabemos que es la longitud del arco de cir-
cunferencia maxima que pasa por A y por B. Cortamos la
esfera con un plano que contiene a la circunferencia maxima
que pasa por Ay B, ver la figura del margen.

Sabiendo que el radio de la esfera es R y que el angulo central
correspondiente al arco AB mide a grados sexagesimales. Con
estos datos:

22.1. Calcular la longitud del arco AB.

22.2. Calcular la longitud del segmento rectilineo AB (la lon-
gitud de la cuerda AB del dibujo).

22.3. Imagina que para ir de A a B hacemos un tanel en la esfe-
ra. ;Cual es su longitud? ;Cuanta distancia nos ahorramos al
ir de A hasta B por el tanel, en vez de hacerlo por la superfi-
cie de la esfera?

22.4. Supongamos que deseamos saber el volumen de la parte
de la esfera situada por debajo de la circunferencia que pasa
por Ay B, denominada casquete esférico. ;COmo podemos
hacerlo?

Aprovechando la circunstancia de estar viviendo en una
superficie esférica, el planeta Tierra, vamos a resolver un inte-
resante problema sobre lo que se alcanza a ver desde un deter-
minado punto.

22.5. Imagina que estas en un punto de la Tierra situado al
nivel del mar. Mediante un globo aerostatico no elevamos ver-
ticalmente a 100 metros del suelo. ;Qué superficie de nuestro
planeta divisamos desde esa altura? ;Y desde una altura h
cualquiera?

22.6. Resuelve los dos problemas propuestos en la pagina 71
del libro.

Actividad 23: La Derivada también enamora

Cuando llegé a la edad adecuada y se convirtié en una
moza de espléndida presencia, sucedio lo que tenia que
suceder. Un buen dia conoci6 a un muchacho que, aunque
algo mas viejo que ella, habia adquirido hacia poco una
magnifica representacion grafica que le daba una belleza
tal, que atrajo la mirada curiosa de la Derivada. Tan buena
moza tampoco le pasé desapercibida al Arco Tangente, que
asi se llamaba el galan. (Pag. 74).

23.1. Haz la representacion gréfica de la funcién y=arc tg x,
explicando sus principales caracteristicas. ; Te parece tan bella
como le parecio a la Derivada?

En el Romance de la derivada con el arco tangente se narra la
historia amorosa de estos dos entes matematicos, dandose
varias pruebas de este amor.

23.2. Como se cuenta en el libro, cuando se citaron en el
punto (xg, Yo) de la curva y=f(x) comprobaron su sintonia. ;De
qué sintonia se trata? Explicala con tus palabras y exprésala
también mediante ecuaciones algebraicas.

23.3. También se cumple que los dos (la Derivada y el Arco
Tangente) se anulan en unos puntos particulares de la fun-
cion. (En qué puntos acurre eso? Justificalo.

Actividad 24: Mas pruebas de amor...

...cuando Derivada crecia al pasar de algunos puntos a
otros, entonces Arco Tangente experimentaba asi mismo
un evidente crecimiento. (Pag. 75).

24.1. Explica razonadamente la cita anterior. ;Siempre se
cumple? Pon ejemplos y haz algin dibujo ilustrandolo.

En los paseos asint6ticos, nos cuenta el autor que “mientras la
Derivada sufria un exagerado crecimiento, Arco Tangente lo
hacia acercandose a 90°” (Pag. 76).

Centro de Eventos de Feria Valencia




24.2. Explica por qué ocurria eso cuando daban un paseo
asintotico acercandose a una asintota vertical.

24.3 Si la asintota fuera horizontal u oblicua, ;qué ocurriria?
Analiza los posibles casos.

Actividad 25: ElI amor puede hacer perder... iméas que el
equilibrio!

... al llegar a cierto punto xg, perdieron el equilibrio y que-
daron totalmente desorientados. Se llevaron un susto de
muerte pues, s6lo fue en un punto, a ellos, enamorados
como estaban, les pareci6 una eternidad. (Pag. 77).

25.1. Explica, con el ejemplo siguiente, lo que ocurre en un
punto de una funcién en el que es continua pero no derivable.
Ayudate de su grafica.

Fx) x> +1 six<?2
X)=
X2 +95si x>2

Actividad 26: Fiestas con funciones altaneras ...

...la altanera familia de las Racionales, que mas de un susto
proporciond a nuestros enamorados” (Pag. 78).

26.1. ;Qué son las funciones racionales? Pon ejemplos de fun-
ciones racionales junto con sus graficas.

26.2. ;A qué crees que pueden deberse los sustos que daban a
nuestra pareja de enamorados?

26.3. Haz un estudio y averigua cuando una funcion racional
tiene asintotas verticales, horizontales u oblicuas.

26.4. A partir de la grafica siguiente, averigua la expresion
algebraica de la funcién que esta representada, asi como las
ecuaciones de sus asintotas:

-
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Actividad 27: Y llegaron los preparativos de la boda...

No pusieron lista de bodas pero las distintas familias les
ofrecieron originales regalos. Asi, la funcién y=senx,
pariente del novio, se ofreci6 a llevarles hasta el lugar ele-
gido a través de un recorrido lleno de suaves ondulaciones.
También lo ofrecieron sus hermanas y=sen(x/2) e
y=sen(x/3). Con ellas las ondulaciones serian ain mas sua-
ves. (Pag. 79-80).

27.1. Explica por qué las ondulaciones de y=sen(x/2) e
y=sen(x/3) son mas suaves que las de y=senx. ;Qué conse-
cuencias tiene el sustituir, en y=senx, la x por x/c, siendo ¢ un
ndmero entero distinto de cero?.

27.2. Estudia el efecto que tiene, en la grafica de y =senx, sus-
tituir la x por: a) x+c; b) c¢x, siendo ¢ un nimero entero no
nulo.

27.3. Analiza qué ocurre en la grafica de y=senx cuando la
cambiamos por:

a) y=senx + c;

b) y =c'senx, siendo ¢ un namero real.

Actividad 28: jLa boda del siglo!

Los Ejes Cartesianos actuaron en esta historia como orga-
nizadores del evento. Enviaron sendas tarjetas de boda a
los padres de la novia, Gottfried Wilhelm Leibinz e Isaac
Newton. No podian faltar. Los hermanos no pudieron evi-
tar la tentacion de invitar también a René Descartes, su
padre; al fin y al cabo, gracias a él fue como se conocié la
pareja. (Pag. 80).

28.1. ;Como es eso de que la Derivada tiene dos padres?
Explica el asunto acudiendo a la historia de las matematicas.
Elabora unas biografias basicas de cada uno de ellos.

28.2. ;Qué relacion hay entre Descartes y los ejes de coorde-
nadas?

Actividad 29: jPonte en el papel de creador!

iPss! jHola! ;Como te llamas?. (P4g. 81).

La cita anterior es el comienzo del cuento Dos puntos y jun
destino? Demuestra que en matematicas hay mucho que con-
tar y no son nimeros solamente.

29.1. Elige una idea matematica de cualquier tipo (concepto,
teorema, personaje, propiedad, etc.) y demuestra tus dotes
literarias escribiendo un pequefio relato, de no mas de dos
paginas, sobre algin aspecto de la misma.

Actividad 30: jNos faltaba Don Quijote!

Un caballero andante como yo, puesto por Dios en el
mundo para evitar las injusticias, bendice el reparto hecho
por este joven e insta a los dos hermanos a que asi lo reco-
nozcan. (Pag. 93).
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30.1. Vuelve a leer el reparto propuesto por D. Quijote y ana-
liza la validez de los criterios utilizados para llevarlo a cabo.

En la obra de El Quijote aparecen muchos nameros, y alguno
de ellos es citado en numerosas ocasiones. En Carlavilla
(2005) puedes obtener las respuestas.

30.2. ;Cual es el nimero mas nombrado en El Quijote?
¢Cuéantas veces? ;Y el nimero mas grande? Haciendo opera-
ciones con estos dos nimeros, ;cual es el mayor nUmero que
puedes formar? ;Cuantas cifras tiene? ;Cuanto espacio ocu-
parias al escribirlo con todas sus cifras?

30.3. En el capitulo 26 de la primera parte, Cervantes nos
narra el retiro espiritual de Don Quijote, en el que dice que
rez6 un millén de avemarias. Si esto hubiera sido verdad,
jcuanto tiempo habria tardado en hacerlo?
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xiste una gran cantidad de paginas web que nos ofrecen
herramientas concretas para poder utilizarlas directamente
en el aula de matematicas, pero también podemos localizar
webs que ofrecen un auténtico arsenal de recursos que nos
pueden ser Utiles para los distintos niveles educativos. De
entre esas Ultimas, vamos a destacar en este nimero de
SUMA la web cuya direccién es
www.ematematicas.net

En la imagen 1 podemos observar la web.

Como vemos, encontramos gran cantidad de recursos, ejerci-
cios y actividades que podemos utilizar en nuestra clase.
Estan pensados para secundaria, como el que podemos obser-
var en la imagen 2 para la parabola.

Segun se aprecia en la pagina, los ejercicios estan clasificados
atendiendo a los distintos cursos de la ESO y bachillerato. La
web nos presenta maltiples actividades interactivas clasifica-
das, pero aqui no radica el mayor potencial de esta web que
esta pensada para la utilizacion directa en el aula. Como
podemos contemplar en la parte superior izquierda de la pagi-
na, se permite que los visitantes se puedan dar de alta en el
portal como usuario o como profesor.

Si un usuario se da de alta como profesor, se le ofrece la posi-
bilidad, una vez que entra, de dar de alta en el portal a sus

alumnos. Asi, podra asignarles ejercicios de los que se
encuentran recogidos en la web para que los vayan realizan-
do, permitiendo hacer un seguimiento individualizado de
cada uno de los alumnos.

El portal disefiado por el profesor Miguel Pino ofrece una
gran cantidad de posibilidades y recursos que podemos utili-
zar en los distintos cursos de secundaria.

Calculo simbadlico I11: Ejemplos con Wxmaxima

El contenido de esta seccién en los dos nimeros anteriores de
SUMA ha girado alrededor del funcionamiento de Maximay
de la aplicacion complementaria WWxmaxima. Ahora nos plan-
teamos mostrar algin ejemplo en el que podamos observar la
utilizacion de esta potente herramienta. Para ello hemos
seleccionado dos ejercicios, uno del bloque de algebra y otro
del bloque de andlisis que vamos a resolver paso a paso con
Wxmaxima.

Mariano Real Pérez
CEP de Sevilla
matemastic@revistasuma.es
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Imagen 1: el portal de Ematematicas

EEmPLO 1

El primer ejemplo que hemos seleccionado es la aplicacion del
Teorema de Rouche-Frobenius para investigar sobre las solu-
ciones de un sistema de ecuaciones dependiente de un para-
metro. En nuestro ejemplo, el sistema seleccionado es:

z+y+ax=1
Z+ay+x=a

az+y+x=a’

o Terricion de Matemdtions

Imagen 2: ejercicio sobre la parabola

Para comenzar deberiamos tener la matriz de los coeficientes
y la matriz ampliada de dicho sistema.

Lo primero que vamos a hacer en Wxmaxima es introducir la
matriz de coeficientes que vamos a denominar M(a) ya que
depende del parametro “a” La matriz de los coeficientes la
vamos a poder introducir de dos formas distintas:

1. La primera forma va a ser utilizando un comando de
Maxima. Para ello, sobre la linea de comandos de
Wxmaxima escribiriamos:

M(a):= matrix([a,1,1], [1,a,1], [1,1,a])

Posteriormente pulsamos Enter. Asi obtendriamos la
matriz que contemplamos en la imagen 3.
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Imagen 3: introduccién de una matriz en Wxmaxima




2. La segunda forma seria utilizando el entorno gréafico de
Wxmaxima. Para ello escribimos sobre la linea de coman-
dos de Wxmaxima

M(a):=

Posteriormente pulsamos sobre la opcion “Introducir
matriz” del menu “Algebra” Si realizamos esta accion se
abre una ventanita en la que debemos indicarle a la aplica-
cién el namero de filas y de columnas que tiene la matriz.
Esta ventanita la observamos en la imagen 3. Una vez
introducidos estos datos, pulsamos el boton “Aceptar” y
Nos aparece una nueva ventanita como muestra la imagen
3, en la que observamos claramente las posiciones en las
que introducir los distintos elementos que componen
nuestra matriz. Cuando hayamos escrito todos los coefi-
cientes de la misma debemos pulsar “Aceptar” y ya habri-
amos introducido nuestra matriz.

Esta ser4 la salida (%01) de nuestra sesion en Wxmaxima.

Ahora debemos introducir la matriz ampliada de nuestro siste-
ma de ecuaciones. En este caso la vamos a denominar MB(a).
Para introducirla podemos hacerla de tres formas distintas:

1. Introducimos la matriz de los coeficientes utilizando direc-
tamente el comando de Maxima. En este caso seria

MB(a):= matrix( [1,-1,0,a], [1,0,a"2,2*a+1], [1,-1,a*(a-1),2*a])

2. Introducimos la matriz de los coeficientes utilizando
Wxmaxima tal y como hemos indicado en el punto segun-
do al introducir la matriz de los coeficientes.

3. Podemos aprovechar que ya hemos introducido la matriz
de los coeficientes, M(a), para introducir la matriz amplia-
da con un comando de Maxima que lo que hace es afadir
una columna mas a una matriz previamente introducida.
Este comando seria:

addcol(M(a), [1,a,a"2])

Cualquiera que sea el método que utilicemos, obtendremos la
matriz ampliada MB(a). En nuestro caso la matriz obtenida
serd la salida (%02).

Ahora calculamos el determinante de la matriz de los coefi-
cientes, para ello podemos utilizar dos formas distintas.

1. Laprimera de ellas seria hacerlo utilizando directamente el
comando que calcula el determinante de una matriz. En
este caso, como la matriz seria M(a), el comando que utili-
zarfamos seria

determinat(M(a))
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2. Otra forma seria utilizar directamente el entorno grafico
Wxmaxima. Para ello volvemos a escribir la matriz de la
gue deseamos calcular el determinante. En nuestro caso no
necesitamos escribir todos los coeficientes, basta con
escribir el nombre que le habiamos asignado anteriormen-
te, es decir M(a) y pulsamos “Enter”. Una vez que aparece
la matriz, pulsamos la opcién “determinante” del menu
“Algebra” de Wxmaxima.

En la imagen 4 podemos observar la pantalla que deberiamos
tener si lo hemos realizado utilizando el segundo método.

Imagen 4: célculo del determinante con Wxmaxima

Utilicemos el método que utilicemos, obtendremos el deter-
minante de la matriz que es el que observamos en la imagen 4:

a(az—l)—2a+2

Este determinante serd la salida (%03) si lo hacemos por el
método 1y sera (%04) si lo hacemos por el método 2, de la
sesion de Wxmaxima. Para continuar con nuestro desarrollo
vamos a suponer que lo hemos realizado con el método 2.

Ahora vamos a calcular los valores del parametro a que anu-
lan el determinante que hemos calculado. Para ello, puesto
que el determinante es la salida (%04), podemos hacerlo nue-
vamente por dos métodos, uno con el comando directo de
Maxima y otro utilizando Wxmaxima. A partir de aqui vamos
a utilizar solamente Wxmaxima siempre que sea posible.

Para calcular los valores del pardmetro a pulsamos en la
opcion “Resolver” del menl( “Ecuaciones” Realizando esta
accion, aparece un pequefia ventana en la que se nos pediré la
ecuacion y la variable. En nuestro caso, la ecuacién es

%04=0
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y la variable es a. Si realizamos esta operacion nos dara como
resultado

[a=—2, a=1]
Estas soluciones las observamos en la imagen 5. Con estas

acciones que hemos efectuado identificamos tres casos posi-
bles:

En este caso sabemos que el determinante de la matriz de los
coeficientes es cero. Debemos calcular el rango de la matriz
de los coeficientes y el rango de la matriz ampliada para estu-
diar este caso.

Lo primero que hacemos es calcular el rango de la matriz de
los coeficientes. En este caso debemos hacerlo utilizando un
comando de Maxima. Debemos tener en cuenta que el valor
del parametro a es ahora -2, para ello teclearemos en la linea
de comandos

rank(M(-2))

y obtendremos que el rango es 2 seglin observamos en la ima-
gen 5.

Ahora calculamos el rango de la matriz ampliada. Procede-
mos de la misma forma que con la matriz de los coeficientes,
escribiendo el comando de la siguiente forma

rank(MB(-2))
En la imagen 5 observamos que el rango de la matriz amplia-

da es 3, por lo que podemos deducir en este caso que el siste-
ma es incompatible.

Procedemos como en el caso anterior, calculando los rangos
de las matrices M(1) y MB(1). En este caso, el rango de ambas
matrices nos resulta que es 1 segin observamos en la imagen
6, por lo que el sistema, para a=1, es compatible indetermina-
do, debiendo calcular el valor de una de las variables en fun-
cién de las otras dos.

En nuestro caso planteamos un nuevo sistema a resolver en el
que asignamos a la variable x el valor “p”, a la variable y el valor
“g”y la dltima ecuacion seria cualquiera de las del sistema que
estamos resolviendo con a=1. En nuestro caso el sistema nos
quedaria de la forma

X=p
y=q
z+y+x=1

Para resolverlo con Wxmaxima pulsamos sobre la opcién
“Resolver sistema lineal” del mend “Ecuaciones” tal y como
observamos en la imagen 6. Al pulsar sobre esta opcion apa-
rece una pequefia ventana que observamos en la imagen 6, en
la que nos piden que indiquemos el nimero de ecuaciones
que tiene el sistema. En nuestro caso 3. Tras escribir este dato,
nos aparece otra nueva ventana, que también observamos en
la imagen 6, en la que nos solicitan que escribamos las ecua-
ciones y las variables separadas por comas.

Al pulsar sobre el botén “Aceptar’; Wxmaxima resolvera el sis-
tema como podemos observar en la imagen 6.

En este caso la solucion del sistema es

[x=p, y=0, z=—p—0g+1]

Imagen 5: célculo del rango de una matriz

Frednlver s
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Imagen 6: resolucién del sistema incompatible indeterminado




Caso 3: el parametro aes distintode —2ydel
En este caso el determinante de la matriz de los coeficientes
no se anula y por lo tanto el rango de la matriz de los coefi-
cientes es 3, igual que el de la matriz ampliada, de lo que se
deduce que el sistema es compatible determinado y tiene una
Unica solucién.

Procedemos a calcular ahora esa Unica solucién que tiene el
sistema. Este calculo lo podemos hacer de varias formas. De
entre ellas nosotros indicamos dos:

1. La primera forma seria mediante la opcion “Resolver sis-
tema lineal” del menu “Ecuaciones” En este caso el proce-
dimiento a seguir seria el mismo que el utilizado en el caso
2 cuando el pardmetro a valia 1, pero utilizando las ecua-
ciones del sistema original que estamos estudiando.

2. Lasegunda forma seria siguiendo los siguientes pasos:

2.1. Introducimos la matriz 3x1 del término independien-
te del sistema. Esta matriz la introducimos, al igual que
hicimos con la matriz de los coeficientes y la ampliada,
pulsando sobre la opcion “Introducir Matriz” del menu
“Algebra”, Esto nos produce la salida (%016)

2.2. Volvemos a escribir en la linea de comandos M(a)
para que volvamos a tener en la pantalla la matriz de
los coeficientes. Esto nos produce la salida (%017)

2.3. Pulsamos ahora sobre la opcion “invertir matriz” del
ment “Algebra” Al realizar esa accion, Wxmaxima cal-
cula la matriz inversa de la anterior M(a), es decir, de
la de coeficientes. Con esto obtenemos la salida (%018)

2.4, Calculamos ahora el producto de las dos matrices
anteriores en el orden correspondiente, es decir
(%018) multiplicada por (%016). En este caso, el pro-
ducto de matrices se realiza mediante un punto, colo-
cando un espacio antes y después del punto. En nues-
tro caso seria

%018 . %017

Esto nos produce la salida (%019) que no esta simplifi-
cada como observamos en la imagen 7.

2.5. Nos queda ahora simplificar la solucion anterior. Para
ello pulsamos sobre la opcién “Simplificar expresiéon”
del menu simplificar, obteniendo la salida (%020) que
observamos en la imagen 7.
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Imagen 7: resolucién del sistema compatible determinado

Realizando estos pasos hemos realizado el estudio completo
del sistema inicial que depende del pardmetro a, calculado en
cada uno de los posibles casos la solucidn correspondiente.

EJEMPLO 2

En este segundo ejemplo nos planteamos realizar un estudio
de una funcion que deseamos representar. Dominio, continui-
dad, corte con los ejes, maximos y minimos, crecimiento y
decrecimiento y representacion, son los puntos que nos plan-
teamos abordar de forma que contemplemos la utilizacién de
algunas partes de Wxmaxima.

En este caso la funcion que nos plateamos estudiar es la
siguiente

x% —18x2% —81x + 420
2x2 —6x—20

f(x):= 3

Vamos a realizar un estudio de la funcién anterior siguiendo
cada uno de los puntos anteriormente recogidos. Lo primero
gque vamos a hacer es introducir la funcion en Wxmaxima
definiéndola como f(x), para ello escribimos en la linea de
comandos la siguiente expresion:

f(x):=(3*x"3-(18)*x"2-81*x+420)/(2*x"2-6*Xx-20)
Al pulsar “Enter” observaremos que en la pantalla aparece

nuestra funcion. Recordemos que para definirla debiamos
introducir “;=" Asi tenemos nuestra funcion en la salida (%o01).
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