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matematicas

l colectivo formado por el profesorado de matemadticas es uno los que
mads se ha involucrado tradicionalmente en la utilizacion de las NNTT, y
probablemente solo se haya visto superado por los profesores de informdti-
ca de reciente incorporacion, y también, por supuesto, por el del alumna-
do que en estos temas siempre anda por delante gracias a su disponibili-
dad de tiempo y la capacidad para la experimentacion que va asociada a
la curiosidad y a la ausencia de miedo al error.

Las investigaciones en educacion matemdtica han demostrado que ni las
calculadoras ni los ordenadores oxidan el cerebro de los estudiantes. Muy
al contrario, han puesto de relieve que ofrecen grandes posibilidades para
apoyar y mejorar el aprendizaje de las matemdticas escolares, ya que con
estas herramientas podemos aumentar la diversidad de experiencias, ana-
lizar situaciones mds realistas y cercanas al estudiante y prestar mds aten-
cion a los conceptos involucrados y a las estrategias de resolucion de los
problemas.

Durante los ultimos arios hemos asistido, a veces incluso como actores, a
diversos planes de introduccion de los ordenadores en la enserianza basa-
dos en distintos sistemas operativos y con la incorporacion de nuevo soft-
ware matemdtico. En algunos casos suponian un apoyo ocasional y en
otros llegaban a cambiar completamente la fisonomia de las clases. Ahora
el cambio que se vislumbra va mads alld: parece que nos dirigimos a un
futuro en el que cada alumno trabajard en clase con su ordenador portd-
til, aunque no todas las CCAA se implican por igual en estos planes.

Si dejamos de lado la miopia educativa de algunos de nuestros dirigentes
politicos, ya disponemos de una buena coleccion de experiencias que, una
vez evaluadas producirdn gran cantidad de informacion que muestre el
camino a seguir. Para ello es necesario analizar diversas variables: resul-
tados obtenidos, grado de utilizacion, coste econémico del material, inver-
sion necesaria y esfuerzo personal que ha realizado el profesorado en su
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formacion o los cambios que se han producido en el proceso de ensefianza-
aprendizaje.

En este sentido, hay que valorar positivamente el proyecto de la
Comunidad Europea Intergeo en el que participan varias universidades
europeas y en Esparia tiene sede en la Universidad de Cantabria. Uno de
sus principales objetivos consiste en evaluar, catalogar y difundir los recur-
sos existentes en el campo de la Geometria Dindmica para hacer mds acce-
sibles materiales de calidad que apoyen el trabajo del profesorado en las
clases de matemdticas.

El andlisis de las variables que afectan a la introduccion de las NNTT en
el aula también debe incluir la valoracion del grado de competencia de
nuestro alumnado en la utilizacion de las tecnologias de la informacion y
la comunicacion tal como seriala la Ley Orgdnica de Educacion, sin espe-
rar a que un informe PISA nos muestre una radiografia poco favorecedo-
ra: pensemos que un estudio de ese tipo no sélo va a hacer un diagndstico
de los estudiantes y centros mds avanzados en estos temas, sino que tam-
bién recoge datos de aquellos que no disponen de medios o de los que, aiin
teniéndolos, no se involucran suficientemente en los planes establecidos
para apoyar el uso de las NNTT en el aula.

Por ultimo, y refiriéndonos al campo del software matemadtico, queremos
dar la bienvenida a los Institutos de GeoGebra de Cantabria y Andalucia
y a la Asociacion Catalana de GeoGebra, organismos integrados en el
International GeoGebra Institute (IGI). Desde Suma queremos animar al
profesorado de estos organismos, en su mayoria pertenecientes a alguna de
las Sociedades de Matemdticas Federadas, a exponer en estas pdginas sus
investigaciones y experiencias. [
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Las elecciones generales de 2008 y el juego
del parlamento

Palabras Clave: Teorfa de juegos, juegos de mayoria ponderada, indices de poder, elecciones, aplicaciones a las Ciencias Sociales.

The general elections of 2008 and the game of parliament

Key words: Game Theory, weighted majority games, power indices, elections, applications in Social Sciences.

ntroducci()n

El nueve de marzo de 2008 se celebraron las elecciones gene-
rales en las que hemos podido decidir los parlamentarios y
senadores que nos representardn los préximos cuatro anos.
Ellos a su vez fueron los encargados de elegir al gobierno que
legislard y gestionard la administracién publica hasta las elec-
ciones venideras.

Las matemdticas se emplean como herramienta en muchos
campos de conocimiento, incluyendo la politica. Durante la
campana electoral, los candidatos a la presidencia de los dis-
tintos partidos han tratado de convencernos de lo bien que lo
hicieron hasta el momento y de lo mejor que lo harén si llegan
a formar gobierno. Con este fin, bombardean a la poblacién
con todo tipo de datos estadisticos, muchos referidos a cifras
econdmicas. Cada candidato incluye en su discurso aquellos
datos que mads le interesan, lo cual por ejemplo hace que
mucha gente tenga dificultades en saber si el paro ha subido o
bajado. En este sentido, puede parecer que las matematicas se
usan como herramienta para manipular la realidad.

Por el contrario, las matematicas son utiles esencialmente
para entender la realidad y no para manipularla. Con el pro-
posito de resolver problemas que plantean las diferentes acti-
vidades humanas, se han desarrollado nuevas disciplinas
matemadticas. Gracias a una de esas disciplinas conocida
como Teoria de Juegos, existen diversas formas de calcular
los llamados indices de poder, que basicamente tratan de
cuantificar el peso o fuerza que tienen los diferentes partidos
politicos partiendo de la cantidad de parlamentarios conse-
guidos. Este serd el objetivo principal de nuestro trabajo.

La Teoria de Juegos es una rama de las Matemadticas que se
dedica al estudio de los problemas de decisién en los que
interaccionan varios decisores. Muchos sitian el nacimiento
de esta disciplina en 1944 cuando John Von Neumann y
Oscar Morgestern publican Theory of games and economic
behaviour. En este trabajo se sientan las bases de lo que cono-
cemos por jugador racional, jugador que toma decisiones
consecuentes ante las alternativas que se le presentan. Dichas

Mikel Alvarez Mozos
José Maria Alonso Meijide
Universidad de Santiago de Compostela
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decisiones son consecuentes con respecto a la funcion de uti-
lidad, que nos determina el beneficio de cada jugador cono-
ciendo la estrategia que cada uno de los decisores adopta.
Otro gran avance de la teoria de juegos fue la tesis doctoral de
John Nash leida en 1951, en ella se introduce el equilibrio de
Nash y se prueba su existencia para juegos finitos. Podriamos
decir que ahora, el jugador racional asume la racionalidad de
los demas jugadores hasta el punto de coordinar las estrate-
gias de cada uno para alcanzar el equilibrio, en el cual ningtin
jugador se beneficia al modificar su estrategia unilateralmente.

Hace pocos anos, el gran impacto que la Teoria de Juegos ha
tenido en el desarrollo de la Economia moderna quedé ofi-
cialmente reconocido al ser concedidos tres Premios Nobel de
Economia a teéricos de juegos, el primero en 1994 a John
Nash, Reinhard Selten y John Harsany, el segundo en 2005 a
Robert Aumann y Thomas Schelling y el mds reciente en 2007
a Leonid Hurwicz, Eric S. Maskin y Roger B. Myerson. Pero
no es la Economia el dnico dmbito en el que la teoria de Juegos
se ha aplicado con éxito, existen aplicaciones en campos tan
dispares como la biologia, la sociologia o la politica. En este
articulo podras comprobar la aplicacion a la politica a través
de un ejemplo interesante.

Los diferentes juegos se clasifican en dos grandes grupos, los
juegos cooperativos y los no cooperativos. En este articulo nos
centraremos en los primeros, juegos que cumplen la propie-
dad de que el beneficio obtenido por una coalicién no puede
empeorar si esta aumenta, lo cual quiere decir que la coope-
racion es beneficiosa o que como minimo no es perjudicial.
Entre los juegos cooperativos tenemos los juegos simples, que

se caracterizan por asignar a cada cooperacién posible de
jugadores un resultado de tipo victoria o derrota, o equiva-
lentemente, 1 0 0. A pesar de ser juegos simples, son muy uti-
les, ya que existe una gran cantidad de situaciones que se pue-
den explicar basdndose en ellos.

Un ejemplo de lo dicho es el Parlamento. Podemos ver la
situacion como un juego en el que el objetivo es el poder, o
dicho con otras palabras, la formacién de un gobierno con
apoyos suficientes para poder legislar. Una vez formado el
gobierno, el objetivo sigue siendo contar con los apoyos sufi-
cientes para poder aprobar las propuestas que interesen a
cada partido. Por lo tanto, en nuestro juego, los jugadores son
los partidos politicos con representacién parlamentaria, y la
regla que nos determina si una coalicion de jugadores es gana-
dora o no, es la regla de la mayoria simple. En consecuencia, y
de modo natural nos hacemos la pregunta: ;cémo medir la
fuerza que cada jugador tiene a la hora de cambiar el resulta-
do de una votacién? Para responder a esta pregunta recurri-
mos a los conocidos como indices de poder. Existen muchas
formas de cuantificar este poder pero en este trabajo nos
vamos a centrar en tres que nos parecen mas interesantes.
Una buena revision de las distintas herramientas que la Teoria
de Juegos aporta al andlisis de los parlamentos la podemos
encontrar en Owen y Carreras (1995). Otros trabajos en los
que se ha empleado la Teoria de Juegos para analizar situacio-
nes en las que las decisiones se toman por votacién son
Espinel (1999a, 1999b, 2000a, 200b,2002) y Rodriguez y
Espinel (2005).

En base a esto, hemos estructurado el resto del articulo en tres
apartados: el segundo, Preliminares, dedicado a introducir
todos los elementos necesarios para entender el tercer aparta-
do, relativo a los Resultados, en el que se presenta la situacién
del Parlamento y se calculan los indices de poder que hemos
considerado. En el ultimo apartado, Conclusiones, introduci-
mos las extensiones que se podrian hacer al modelo propuesto.




Preliminares

Esta secciéon la dedicaremos a introducir la notacién y los
resultados bdsicos que usaremos en nuestro andlisis de la
situacién en el parlamento.

Para empezar, definimos formalmente un juego cooperativo
con utilidad transferible (juego TU), que es un par G =(N,v)
donde N={1,2,...,n} es el conjunto de jugadores y v: P(N)—>R
la funcién caracteristica que asigna a cada subconjunto S de N
un numero real v(S) con la condicién de que v(J)= 0 . Esta
funcién nos da la utilidad que los jugadores de la coalicién S
pueden obtener del juego si cooperan, independientemente
de lo que hagan el resto de los jugadores.

Decimos que un juego TU es un juego simple cuando,
sl) v(S)e{0,1},V Sc N
s2) v(N)=1
s3) T)<v(S)VY TcS

En un juego simple, si v(S)=1 decimos que S es una coalicién
ganadora y si ¥(S)=0, que es perdedora. Una coalicién gana-
dora se dice que es minimal ganadora si toda subcoalicién
propia de S es perdedora, es decir, si todos los jugadores de S
son necesarios para que S sea ganadora. Denotaremos por W
al conjunto de coaliciones ganadoras y por W, al conjunto de
coaliciones minimales ganadoras. Utilizando esta tltima
notacion, un juego simple queda definido dando el par (N, W),
asf como (N, W' ).

En estos juegos podemos considerar ciertos jugadores espe-
ciales. Asi, decimos que un jugador i es un dictador si la coa-
licién {i} es ganadora y N\{i} perdedora. Por otro lado, un
jugador i tiene veto, si dada una coalicién S a la que no perte-
nece i, S es una coalicién perdedora. Llamamos a i jugador
nulo, si no pertenece a ninguna coalicién minimal ganadora.
Dada una coalicién S, decimos que es un swing, si S es gana-
dora y S\{i} perdedora. Esto implica que si en un juego simple
tenemos a un dictador, éste serd el unico jugador swing de
cualquier coalicién. Por ultimo decimos que dos jugadores iy
j son simétricos si para toda coalicién S que no contenga a i ni
aj se cumple que, S U {i}es ganadora si y solo si S U {j} lo es.

Una familia muy interesante de juegos simples son los juegos
de mayoria ponderada. Un juego de mayoria ponderada es un
juego simple en el que cada jugador i, tiene asignado un peso
w,> 0y en el que existe una cantidad >0 denominada cuota,
de modo que una coalicién S es ganadora si su peso, que es la
suma de los pesos de los jugadores de S, es igual o superior a
la cuota fijada. En esta familia,

+ Un jugador i es un dictador si w2 gq.
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+ Un jugador i tendra veto si:

w. <
2 <4
JEN
i
«+ Un jugador i serd nulo si para toda coalicién no ganadora
S ala que no pertenece i tenemos que:

Wi+2wj <q

Jjes

«+ Un jugador i es un swing para una coalicién ganadora S si:

Y w,<q
jes\i}

En un juego de mayoria ponderada una coalicién es minimal
ganadora si su peso es mayor o igual que g y su peso menos el
peso del jugador con menor peso (dentro de la coalicién) es
menor que g. No todos los juegos simples pueden reescribir-
se como juegos de mayoria ponderada.

Una vez introducidos los juegos de mayoria ponderada,
vamos a explicar con algo de detalle lo que se conoce por indi-
ces de poder. La mayoria de los indices de poder miden el
poder o la influencia a-priori del voto individual, estos indices
cuantifican el poder que tiene un jugador (partido politico)
basidndose unicamente en su peso (nimero de parlamenta-
rios) y en la regla de decisién del juego (mayoria simple) e
ignoran ciertos factores que pueden influir en la realidad,
como por ejemplo, la naturaleza de los asuntos sobre los que
se requiere opinar, los intereses o ideologia de los partidos, la
capacidad de persuasion, las afinidades e incompatibilidades,
etc. Tampoco podemos olvidar que en la forma en la que
hemos definido el juego, los jugadores solo tienen la posibili-
dad de votar si 0 no, mientras que normalmente suele haber
otras alternativas como la abstencion. Todas estas cuestiones
son extensiones del caso mas sencillo que estudiaremos aqui
en profundidad, y hablaremos de ellas en el apartado de con-
clusiones.

Definiciéon: Un indice de poder del jugador i, es una aplicacién
¢;: SG—>R", es decir, una funcién real no negativa definida
sobre el conjunto de juegos simples.

Felsenthal y Machover (1998) propusieron las siguientes con-
diciones, como conjunto de propiedades minimas que todo
indice de poder razonable debe cumplir.

i. Iso-invarianza (INV): Sean G=(N, v) y G(N; v’) dos jue-
gos isomorfos, es decir, juegos tales que existe una biyec-
cién /1 de N sobre N’ tal que para todo SCN, v(S)=1siy
sélo si v'(h(S))=1. Entonces ¢>,.(G):¢hm(G’).

ii. Ignorar jugadores nulos (IGN): Para todo juego simple
G= (N, V) y todo jugador nulo de N se tiene que
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¢(G)=¢,(G ) para todo ie N\{d}, dénde G ,se obtiene
excluyendo del juego G el jugador d.

iii. Nulidad so6lo para jugadores nulos (NSN): Para todo
juego simple G= (N, V), ¢(G)=0 si y sblo si ic N es un
jugador nulo.

La propiedad de INV significa que cualquier reordenamiento
de los jugadores no modifica el indice de poder de ninguno de
ellos, es decir, que la influencia que un jugador puede tener en
el resultado de una votacion sélo depende de su peso. Lo que
la propiedad IGN implica es que suprimir del juego cualquier
jugador cuyo voto no puede influir en el resultado de la vota-
cién no cambia el indice del resto de jugadores. Por ultimo, ya
sabemos que el indice de poder de un jugador no puede tomar
valores negativos, por lo tanto NSN implica que este valor
alcanza su limite inferior 0 solo ante jugadores nulos.

Para terminar con este apartado, a continuacién introduci-
mos los tres indices que vamos a utilizar para estudiar la com-
posicién del parlamento al que dio lugar el resultado de las
elecciones generales del nueve de marzo del 2008, que son, el
indice de Shapley-Shubik, el de Banzhaf-Penrose y el de
Deegan-Packel.

El indice de Shapley-Shubik, propuesto por Lloyd S. Shapley y
Martin Shubik (1954) se basa en el Valor de Shapley que intro-
dujo Shapley un ano antes. En su trabajo, Shapley y Shubik
parten de la idea de aplicar el conocido Valor de Shapley a los
juegos simples, para lo que introducen la idea del jugador
swing que es un jugador decisivo para que cierta coalicion
resulte ganadora. El calculo del indice se basa en todas las
posibles permutaciones de los jugadores sobre las que se ana-
lizan las posiciones “decisivas” para un jugador i. La suma de
todas las posiciones en las que i es “decisivo” se divide por las
ordenaciones posibles sobre el conjunto de jugadores, lo que
resulta en la siguiente expresion;

0= 3 OIS -5 i)

ScN
ieS

donde s=|§]|.

Cada swing, se pondera por:

(s=Dl(n—s)!

n!

y el indice de i es la media ponderada de todos los swings.

Existen interesantes interpretaciones probabilisticas de ¢, . Si
denotamos por p, la probabilidad de que i vote a favor de una
propuesta dada, y suponemos que ésta sigue una distribucién
uniforme en [0,1]. Si ademds todos los jugadores tienen la

misma probabilidad de votar a favor de la propuesta, es decir,
si p, = p, para todo jugador i (asuncién de homogeneidad) la
probabilidad de que el voto del jugador i afecte el resultado de
la votacién es ¢,

El indice de Shapley-Shubik cumple la propiedad de normali-
dad, lo que significa que sumando los indices de todos los
jugadores obtenemos 1. Esto hace que se pueda comparar
facilmente con otros indices.

La idea que subyace en el valor absoluto de Banzhaf-Penrose
fue presentada por L.S. Penrose en su trabajo en 1946
(Penrose, 1946), pero pas6 décadas inadvertido hasta que fue
redescubierto en los afos ochenta. Hoy en dia es mas conoci-
do como el indice absoluto de Banzhaf. Este resulta de sumar
todos los swings del jugador i y de dividirlo por 2°%;

> [ -vS\{iD]

ScN

B_ieS
;=

2n—1

El denominador representa el nimero de coaliciones (tanto
ganadoras como perdedoras) de las que i forma parte. Por
otro lado podemos ver 8, como el nimero de coaliciones en
las que i es un swing dividido por la cantidad maxima que este
numero puede alcanzar.

Este indice también tiene una interesante interpretacién pro-
babilistica. Supongamos que p, (probabilidad de que i vaya a
votar a favor de una propuesta) sigue una distribucién unifor-
me en [0,1] y que la decision de i no tiene nada que ver con lo
que pueda decidir cualquier otro jugador (asuncién de inde-
pendencia), entonces, la probabilidad de que el voto de i sea
decisivo sobre el resultado de la votacién es 5.

En este ultimo caso no se cumple la propiedad de normalidad
ya que la suma de los indices de todos los jugadores no suma
uno, esto se puede solucionar dividiendo la expresién por una
cantidad adecuada.

El ultimo indice que vamos a considerar es el que propusieron
Deegan y Packel (1979) en su trabajo. Este indice recoge la
idea de que el poder de un jugador se basa exclusivamente en
su participacién en la formacién de coaliciones minimales
ganadoras, y que, a priori, todas estas coaliciones minimales
ganadoras son igualmente plausibles. Para definir este indice
de poder, se suponen las siguientes condiciones. La primera es
que sélo originan una “victoria” las coaliciones minimales
ganadoras. La segunda es que todas las coaliciones minimales
ganadoras son equiprobables. Y la ultima es que los jugadores
que constituyen una coalicién “victoriosa” se dividen el
“botin” a partes iguales. Estas condiciones parecen razonables
en muchos casos. La primera condicidn es aplicable en el sen-
tido de que los jugadores racionales quieren maximizar su



poder y, por lo tanto, sélo se formaran coaliciones minimales
ganadoras. La segunda condicién dice que todas las coalicio-
nes minimales ganadoras juegan el mismo papel y, finalmen-
te, la ultima propiedad establece que todos los jugadores de
una coalicién minimal ganadora sean tratados por igual. Estas

propiedades dan lugar a la siguiente expresion:
NEREE
l |Wm SeWm(i)lsl

donde W (i)={Se W :ic S}.

Resultados

Sobre los resultados de todas las elecciones existen interpre-
taciones y conclusiones para practicamente todos los gustos.
Cada partido hace uso de la cantidad de votos obtenidos, del
porcentaje de votos, de la cantidad de diputados o incluso del
indice de abstencién mostrando, la mayoria de los casos, la
interpretacién que arroja resultados mas favorables a sus inte-
reses. Nosotros en cambio, vamos a intentar medir la fuerza
de cada partido a la hora de influir en la toma de decisiones
del parlamento y comparar ésta con la que tenian hasta enton-
ces. Este fue el reparto de escaios resultante de las dltimas
elecciones:

Partido politico Diputados
PSOE 169
PP E 154
Ciu ciu 10
EA - JPNV SR, 6
ERC . 3
U LN
CC - PNC r 2
BNG w4 2
UPyD ! 1
Na - Bai ) 1
Dipartados, Marzo 2008 ::ﬂr
: Il:.:-l"ll‘;
nE
o
BLL-PHE
e

Tenemos 10 jugadores, que son, todos los partidos politicos
con representacién parlamentaria en un juego de mayoria
ponderada donde la cuota la fija la mayoria simple, que es en
este caso la mitad mds un parlamentario, es decir, 176.
Ninguno de los jugadores es capaz por su propio peso de
alcanzar esta cuota, lo que significa que en este juego no tene-
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mos ningtn jugador dictador. Por otro lado, es facil compro-
bar que tampoco tenemos ningdn jugador con veto, ya que
para que esto sucediera necesitariamos un partido con un
minimo de 175 parlamentarios. En cambio si la regla fuera de
2/3 en lugar de la mayoria simple, el PSOE y el PP serian juga-
dores con veto. En cuanto a jugadores simétricos, por ahora
podemos decir que IU, BNG y CC-PNC por un lado y UPyD
y Na-Bai por otro son simétricos ya que tienen exactamente el
mismo peso en el juego de mayoria simple.

A continuacion se indican las coaliciones minimales ganado-
ras que se podrian formar, 29. Toda coalicién ganadora en la
que participe el PP y no el PSOE necesita también el apoyo de
CiU y de EAJ-PNV. En esta tabla resumimos todas las combi-
naciones que dan lugar a coaliciones minimales ganadoras:

PSOE; PP
PSOE; CiU PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; IU; BNG
PSOE; EAJ-PNV; ERC PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; IU; CC-
PNC
. . PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; BNG;
PSOE; EAJ-PNV; IU CC-PNC
PSOE; EAJ-PNV; BNG PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; IU;
UPyD
PSOE; EAJ-PNV; CC-PNC gl; CIU; EAJ-PNY; ERG; IU; Na-
. . PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; BNG;
PSOE; EAJ-PNV; UPyD UPyD
PSOE; EAJ-PNV; Na-Bal PP; CiU; EA]-PNV; ERC; BNG;
Na-Bai
R PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; CC-
PSOE; ERC; IU; BNG PNC; UPyD
N PP; CiU; EAJ-PNV; ERC; CC-
PSOE; ERC; IU; CC-PNC PNC; Na_Bai
PSOE; ERC; BNG; CC-PNC | o0 CIUs EAJPNV; 1U; BNG; CC-
PNC
I . . |PP; CiU; EAJ-PNV; 1U; BNG;
PSOE; ERC; IU; UPyD; Na-Bai UPyD; Na-Bai
. ! . 5 . | PP; CiU; EAJ-PNV; IU; CC-PNGC;
PSOE; ERC; BNG; UPyD; Na-Bai UPyD; Na-Bai
PSOE; ERC; CC-PNC; UPyD; Na- | PP; CiU; EAJ-PNV; BNG; CC-
Bai PNC; UPyD; Na-Bai
PSOE; IU; BNG; CC-PNC; UPyD
PSOE; IU; BNG; CC-PNC; Na-Bai

A partir de esta tabla ya empezamos a obtener resultados
interesantes, pudiendo observar que el numero de coaliciones
minimales ganadoras en las que participa el PP es 14 al igual
que CiU, ademads, en 13 de ellas estdn ambos y en la restante,
si sustituyéramos estos dos partidos la correspondiente coali-
cién seguirfa siendo minimal ganadora. Esto indica que el PP
y CiU son jugadores simétricos en el juego de mayoria ponde-
rada que hemos considerado.
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Otro resultado inmediato a la vista de la tabla de coaliciones
minimales ganadoras, es el hecho de que todos los partidos,
por pequeno peso que tengan, estan en alguna coalicién mini-
mal ganadora, de aqui concluimos que no existe ningin juga-
dor nulo. Es decir, no tenemos ningtn partido cuyo voto vaya
a ser siempre irrelevante para el resultado de cualquier vota-
cién. Los dos partidos que cuentan Gnicamente con un parla-
mentario, UPyD y Na-Bai, estdn presentes en nada menos que
11 coaliciones minimales ganadoras, lo que implica que son
swings de todas ellas.

Para hacernos una idea del poder de cada grupo parlamenta-
rio, antes de calcular los correspondientes indices de poder
vamos a presentar el nimero de swings de cada uno de los
partidos, es decir, el nimero de coaliciones ganadoras en las
que el jugador en cuestidn es decisivo.

Partido politico | Swings
PSOE 437
PP 75
Ciu 75
EAJ - PNV 73
ERC 35
U 21
BNG 21
CC-PNC 21
UPyD 11
Na - Bai 11

La tabla confirma lo observado hasta ahora. EI PP y CiU son
jugadores simétricos por tener el mismo ntimero de swings y
no tenemos ningun jugador nulo, ya que todos los partidos
son swings de alguna coalicién. Asimismo se observa que los
dos partidos mds pequenos son swings en 11 ocasiones, que
resultan de las 11 coaliciones minimales ganadoras listadas
anteriormente, esto sucede siempre que el peso de los parti-
dos sea una unidad.

A continuacién presentamos en una tabla los tres indices des-
critos anteriormente, calculados para cada partido:

Esta tabla, confirma la condicién de jugadores simétricos de
los grupos parlamentarios del PP y de CiU, ya que ambos
jugadores tienen los mismos indices de poder. Esto resulta
realmente sorprendente ya que entre ambos grupos hay una
diferencia de 144 diputados, que representan un 41% del total
de parlamentarios. Este hecho es un capricho de la regla de la
mayoria. Por otro lado, si nos fijamos en el indice de Deegan-
Packel, resulta que EAJ-PNV, con sélo 6 diputados, tiene mds
poder que CiU y por tanto también que el PP. Esto se explica,
si nos fijamos en la tabla de coaliciones minimales ganadoras

expuesta con anterioridad, con el hecho de que EAJ-PNV esta
en un nimero mayor de coaliciones minimales ganadoras que
CiU o PP. Concretamente EAJ-PNV forma parte de 19 y tanto
CiU como PP de 14.

Indices de poder

Partidos politi- Shapley-Shubik Banzhatf- Deegan-Packel
cos Penrose

PSOE 0,5377 0,8535 0,1638
PP 0,1179 0,1465 0,0895
Ciu 0,1179 0,1465 0,0895
EAJ-PNV 0,1040 0,1462 0,1412
ERC 0,0345 0,0684 0,1098
U 0,0214 0,0410 0,0880
BNG 0,0214 0,0410 0,0880
CC-PNC 0,0214 0,0410 0,0880
UPyD 0,0119 0,0215 0,0711
Na-Bai 0,0119 0,0215 0,0711

Para terminar vamos a comparar estos resultados con la situa-
cién del parlamento en la anterior legislatura. Antes de empe-
zar con la comparacién, nétese que en el juego que habia
hasta las dltimas elecciones teniamos un jugador més que
ahora, 11. Este era el reparto de escafios a los que dieron lugar
las elecciones de 2004:

Partido politico Diputados
PSOE El 164
PP ﬁ] 148
CiU ciu 10
ERC g 8
EAJ - PNV SR 7
U A s
CC - PNC 7 3
BNG - 2
Chunta CHA 1
EA o 1
Na - Bai ) 1

Diputados, Marzo 2004 =

mau
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A primera vista, se observa que tanto el PSOE como el PP han
aumentado su nimero de diputados en comparacién con las
anteriores elecciones, el PSOE en cinco y el PP en seis. En
consecuencia los partidos minoritarios han pasado de sumar
38 parlamentarios (un 10,86%) a 27 (7,71%). Esto en principio
podria resultar en que el poder se concentre mas en los dos
partidos mayoritarios que hasta ahora.

En la siguiente tabla, se presentan los resultados de calcular
los indices de poder a los que da lugar el reparto de parla-
mentarios.

Indices de poder
Ezgtidos politi- Shapley-Shubik B;:jizi- Deegan-Packel
PSOE 0,4849 0,8301 0,1636
PP 0,1357 0,1699 0,0681
CiU 0,1052 0,1602 0,1101
ERC 0,0770 0,1289 0,1041
EAJ-PNV 0,0639 0,1074 0,0866
U 0,0460 0,0684 0,0717
CC-PNC 0,0341 0,0566 0,0964
BNG 0,0210 0,0352 0,0798
Chunta 0,0107 0,0176 0,0732
EA 0,0107 0,0176 0,0732
Na-BAi 0,0107 0,0176 0,0732

Si nos fijamos en los indices del PSOE y el PP, vemos que a
pesar de que como ya hemos comentado, ambos partidos han
aumentado su representacion, el PP disminuye sus indices de
poder de Shapley-Shubik y Banzhaf-Penrose mientras que el
PSOE incrementa los tres indices considerablemente. Esto
indica que el PSOE es ahora més decisivo de lo que venia sien-
do y que la influencia del voto del PP es menor de lo que era
hasta el nueve de Marzo.

Por otro lado, la situacién que habia antes de las tltimas elec-
ciones es bastante similar al de ahora en el sentido de que
antes tampoco habia ningun jugador dictador ni con veto ni
tampoco nulo. En cambio la condicién de jugadores simétri-
cos que en la actualidad existe entre el PP y CiU ha sido un
cambio muy relevante ya que hasta ahora el poder que tenia el
PP y el que tenia CiU eran muy diferentes.

En cuanto a los partidos minoritarios, se pueden extraer
muchas conclusiones mas. En general CiU y EAJ-PNV han
aumentado su poder, en el caso de EAJ-PNV considerable-
mente, en ambos casos a pesar de haber reducido el nimero
de votos. El aumento del poder de estos partidos nacionalistas
estd estrechamente relacionado con la disminucién de la
influencia de otros partidos minoritarios como ERC, IU o
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CC-PNC. En el caso de estos tres, la disminucién de sus indi-
ces ha ido acompainada de una considerable pérdida del
numero de escafios. En cambio, si analizamos la influencia
que el BNG puede tener sobre el resultado de una votacion,
concluimos que a pesar de tener el mismo nimero de diputa-
dos en ambas legislaturas, en esta tltima es un jugador mucho
mds decisivo de lo que era antes del nueve de marzo, ya que es
uno de los tres partidos que ha aumentado todos los indices
que estamos considerando. Una situacién similar le sucede a
la coalicién Na-Bai, la cual, a pesar de continuar con los mis-
mos escainos que hasta ahora, ha aumentado su poder de
influencia al ser swing de un mayor porcentaje de coaliciones
de lo que era antes.

Asi pues, como conclusién general, podemos decir para
empezar que hay algo mas de bipartidismo del que habia hasta
ahora, ya que la influencia de los partidos minoritarios, en
conjunto, ha disminuido. Para continuar, también se concluye
que el PSOE ha salido reforzado, ya que aumenta sus indices
de poder, sobre todo respecto al PP. Y por dltimo, entre los
partidos minoritarios se puede decir que ha habido un flujo
de poder hacia CiU y EAJ-PNV ya que ahora es muy probable
que el apoyo de alguno de estos grupos determine el resulta-
do de una votacién en la que PSOE y PP mantienen posturas
enfrentadas.

Conclusiones

Hoy en dia, las matematicas estan presentes en practicamen-
te todas las disciplinas del conocimiento humano. Este traba-
jo trata sobre las matematicas electorales o matematicas en la
vida politica, que abordan diversos aspectos relacionados con
las elecciones y la actividad politica desarrollada por un par-
lamento. En este dmbito, podemos senalar dos situaciones
particulares muy conocidas, en donde se aplican herramien-
tas matemadticas. La primera de ellas trata sobre la relacién
existente entre el nimero de votos que recibe un partido y el
numero de representantes que dicho partido va a tener.
Algunos de los problemas estudiados son el de la distribucién
del numero de escaios por circunscripcion y el del método
elegido para asignar estos escafios. La segunda situacién, en la
que nos hemos centrado en este trabajo, estd relacionada con
la capacidad que tiene un partido para poder ganar las dife-
rentes votaciones que se plantean en el Parlamento. Se pre-
tende obtener una medida que proporcione una forma de
cuantificar la relacion existente entre el nimero de represen-
tantes de un partido y la capacidad que tiene dicho partido
para ser decisivo en una votacion.

En este trabajo hemos empleado la Teoria de Juegos, en parti-
cular, los juegos simples, para abordar algunos de los proble-
mas considerados anteriormente. Una de las principales apli-
caciones de los juegos simples es que sirven como modelo
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matemadtico para representar y analizar diferentes sistemas de
votacidn. El interés de los juegos simples se centra en el estu-
dio del poder que tienen los diferentes agentes en el proceso
de toma de decisiones. Para medir este poder, se emplean los
denominados indices de poder, que proporcionan diferentes
medidas de la capacidad que tiene cada uno de los agentes
para convertir una coalicién ganadora en perdedora. De los
diferentes indices que existen en la literatura hemos presenta-
do las definiciones e interpretaciones de tres de ellos: el indi-
ce de Shapley-Shubik, el indice de Banzhaf-Penrose y el indi-
ce de Deegan-Packel.

En la segunda seccién del trabajo, hemos calculado estos tres
indices de poder para los diferentes partidos con representa-
cién parlamentaria tras las elecciones legislativas celebradas en
Espana el nueve de marzo de 2008. Con este ejemplo se ha
puesto de manifiesto que el poder de los diferentes partidos no
es siempre proporcional al nimero de escaiios. Ademds, hemos
comparado los resultados obtenidos con los correspondientes a
las anteriores elecciones, celebradas en marzo de 2004.

Resulta evidente que la realidad es mds compleja de lo que
hemos supuesto en este trabajo. No hemos considerado ni la
ideologia, ni la capacidad de persuasion de los distintos parti-
dos. Existen diferentes formas de incluir en el modelo mate-
madtico informacién adicional a la proporcionada por el
numero de escafios, para que refleje de forma mds fidedigna
la situacidn real. A su vez, se han definido modificaciones de
los diferentes indices, que tienen en cuenta estos condiciona-
mientos exégenos para medir el poder de los jugadores.
Comentamos brevemente algunos de los modelos existentes
en la literatura.

Los juegos simples con uniones a priori, vienen dados por la
terna (N, v, P), en donde P es una particién del conjunto de
jugadores, que determina la estructura de cooperacidn a prio-
ri entre los jugadores implicados. En un juego, algunos agen-
tes tendran propuestas similares a las planteadas por otros,
por lo que parece légico suponer, que en estos casos la coope-
racion sera mas facil que con aquellos otros agentes con los

que existan diferencias importantes. En el ejemplo concreto
que hemos considerado, la particién de los jugadores podria
venir definida por las diferentes ideologias de los partidos.

Los juegos simples con grafo de afinidades (y/o de incompati-
bilidades) vienen dados por la terna (N, v, g) (o por la cuater-
na (N, v, g1, g2) si consideramos conjuntamente un grafo de
afinidades y un grafo de incompatibilidades). En este caso, el
grafo representa la afinidad (o incompatibilidad) entre los dis-
tintos pares de jugadores. De esta forma, si el grafo es de
comunicacion, determina caminos que unen a aquellos parti-
dos que, en principio, tienen mayor probabilidad de llegar a
acuerdos. Si el grafo es de incompatibilidad, cada arco del
grafo une jugadores para los que la cooperacion es practica-
mente imposible. También podrian considerarse situaciones
mds complejas, representadas por (N, v, P, g) o, incluso, por
(N, v, P, g1, 22).

El estudio de estos modelos ha abierto en el campo de la
Teoria de Juegos una fructifera linea de investigacion, ya que
se hace necesario definir las modificaciones adecuadas de los
diferentes indices de poder asi como estudiar las diferentes
propiedades que verifican cada uno de ellos. Al igual que ocu-
rria para los indices originales, el cédlculo de estas modifica-
ciones origina un elevado nimero de operaciones matemati-
cas, por lo que también se trabaja en diferentes métodos para
facilitar el calculo de estos nuevos indices.

Los indices de poder pueden resultar muy utiles para trabajar
con alumnos de secundaria o bachillerato. Los modelos mas
sencillos de juegos de mayoria ponderada son una buena
forma de ver aplicaciones de las matemdticas a las Ciencias
Sociales. Un ejercicio interesante podria consistir en analizar
el consejo escolar del centro. Para ello en primer lugar necesi-
taremos conocer la composicién de este, es decir, necesitamos
saber la cantidad de representantes que cada grupo (profeso-
res, alumnos, PAS, etc.) posee en el citado 6rgano. Para poder
representar cada uno de los grupos por un jugador en el juego
tendremos que suponer que cada grupo votard por una
enmienda dada en bloque, es decir, supondremos una perfec-
ta disciplina de voto dentro de cada grupo. A continuacion se
podria aprovechar para ver las diferentes reglas basicas de
votacion existentes como son, la regla de la mayoria, la de la
popularidad o el criterio de Condorcet (ganara aquella alter-
nativa que sea preferida por una mayoria cuando se enfrenta
a cada una de las mociones restantes en votaciones dos a dos).
Trabajos interesantes en los que se estudian las diferentes
reglas de eleccion son Nortes (2001) y Espinel (2000b). Como
primera aproximacion del poder se puede calcular el porcen-
taje de votos que cada grupo posee. A continuacion se proce-
derd a calcular los diferentes indices de poder presentados.
Cabe resaltar los diferentes conceptos que se trabajan al cal-
cular los indices de Shapley-Shubik, Banzhaf-Penrose y
Deegan-Packel, seria interesante introducir en este sentido



nociones bésicas de combinatoria como son la cantidad de
subconjuntos de N\{i} con i€ N o el nimero de posibles orde-
naciones de estos subconjuntos. También seria interesante
dedicar cierto tiempo a explicar la idea de las coaliciones
minimales ganadoras, que constituyen la base del indice de
Deegan-Packel. Para finalizar se podrian comparar los indices
de poder con el nimero de representantes y obtener conclu-
siones interesantes. u
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ntroducci()n

De todo lo que aprendi leyendo el magnifico libro La proporcién
durea (Livio, M., 2006) destacaria al menos dos cosas: la prime-
ra es que el lector no debe fiarse de lo que se escribe en la sobre-
cubierta de un libro, pues si alli dice “...se ha demostrado que (la
proporcion durea) la utilizaron los creadores de las pirdmides y
del Partenén” en el interior el autor argumenta precisamente
todo lo contrario (“Como conclusién diremos que es altamente
improbable que los antiguos babilonios o los antiguos egipcios
descubrieran la Proporcién Aurea y sus propiedades” p. 72, “;Se
utilizé la Proporcién Aurea en el diseio del Partenén? Es dificil
afirmarlo con total seguridad... Sin embargo no hay ninguna
certeza de ello, como a algunos libros les gustaria hacernos creer,
y carece del apoyo de las dimensiones reales del Partenén’, p. 86).
Parece que el trabajo serio y documentado de Mario Livio resul-
ta menos atractivo para vender su libro que repetir ciertos mitos
no contrastados en torno al nimero dureo. La segunda cosa que
me llam¢ la atencién fue la demostracion geométrica (ya cono-
cida por los griegos) de la irracionalidad del niimero aureo:

_1++5
2

y que aparece en el Apéndice 2 del libro.

¢

LA PROPORCION AUREA

Se sabe que el descubrimiento de los niimeros irracionales
(inconmensurables) por Hipaso de Metaponto, miembro de la
escuela pitagdrica, causé una tremenda conmocion en esta
comunidad, pues contradecia la méxima pitagérica: “Todo es
numero”. La historia, posiblemente legendaria, afirma que
Hipaso muri6 ahogado al ser lanzado por la borda, como cas-
tigo por haber introducido un elemento de desorden en un
universo que los pitagdricos pretendian reducir a los nime-

Natalia Casas Ferreiio
IES Santisima Trinidad, Baeza.
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ros naturales y sus proporciones. Suele afirmarse que V2, 1a
diagonal de un cuadrado de lado uno, fue el primer nimero
irracional descubierto por los pitagéricos. Sin embargo la
demostracion griega clésica de la irracionalidad de V2, reco-
gida en los Elementos de Euclides y que sigue siendo la mas
conocida y enseiiada hoy en dia, es de caracter aritmético (por
cierto, clasificada en séptimo lugar entre los 24 teoremas mas
bellos segtn los lectores de la revista The Mathematical
Intelligencer). Por ello los expertos consideran que realmente
fue ¢, la razén entre la diagonal y el lado del pentdgono regu-
lar, el primer ndmero irracional descubierto por Hipaso, ya
que la demostracion geométrica de este hecho resultaba mas
accesible y adecuada a la manera de razonar de los pitagdricos
(para una discusién mds detallada véase Von Fritz, 1945).

La discusién anterior nos lleva de forma natural a plantearnos
la siguiente cuestion: si existe una demostraciéon geométrica
de la irracionalidad del nimero dureo, existird también algu-
na demostracion geométrica de la irracionalidad de V2 mas
alla de la demostracién aritmética habitual? La respuesta sor-
prendente es que no solo existe una sino varias diferentes.
Como es natural, al igual que la irracionalidad de ¢ estd rela-
cionada con las propiedades del pentdgono, la irracionalidad
de /2 est4 relacionada con las propiedades de triangulos y
cuadrados. El objetivo de este trabajo es presentar algunas de
estas demostraciones geométricas que parecen no ser dema-
siado conocidas, al contrario que otras demostraciones visua-
les, como por ejemplo, las del teorema de Pitdgoras (véanse
Nelsen, 2001 y Alsina y Nelsen, 2006) y que pueden servir
como alternativa a la demostracién tradicional para captar el
interés de los alumnos.

Ademas resulta llamativo que estas demostraciones hayan
sido publicadas a lo largo de las ultimas décadas y que una de
ellas sea de una fecha tan reciente como el afio 2000. Este
hecho nos sirve como un magnifico ejemplo para poner de
manifiesto a aquellos alumnos que piensan que las matemati-
cas ya estan acabadas desde hace siglos que, incluso en un
tema tan clésico como la irracionalidad de v2, también es
posible hacer investigacién y encontrar nuevas demostracio-
nes hoy en dia.

V2 no es racional: tres demostraciones geométricas

La primera demostracién que vamos a discutir (Apostol,
2000) fue publicada por Tom Apostol, el autor del famoso
libro de texto Calculus usado como bibliografia basica en
cualquier curso universitario de Calculo.

Si /2 =2 fuese racional, entonces p*=2¢*=g*+¢".
q

Por el Teorema de Pitdgoras esta ultima igualdad es equiva-
lente a la existencia de un tridngulo rectangulo isdsceles natu-
ral (es decir, un tridngulo rectangulo con los dos catetos igua-
les y cuyos lados tienen como longitud un nimero natural. En
concreto, la hipotenusa mediria p y los catetos serian iguales
a q). Por tanto si V2 es racional tiene que existir el tridngulo
rectangulo isdsceles natural con los lados mas pequefios posi-
bles. La idea de la demostracion de Apostol consiste en cons-
truir dentro de ese tridngulo rectangulo isésceles natural
minimo (figura de la izquierda) otro tridngulo rectdngulo
isosceles natural mas pequeiio (figura de la derecha), llegando
as{ a una contradiccion. De esta forma V2 no puede ser un
numero racional.

(]

|

Veamos como se construye: partimos de un tridngulo rectan-
gulo isdsceles natural como el que aparece en la figura de la
izquierda. El tridngulo pequeno que aparece en la figura de la
derecha se construye trazando un arco circular, centrado en el
vértice superior y de radio igual a uno de los catetos, hasta
intersecar a la hipotenusa en un punto, desde el cual se traza
una perpendicular a la hipotenusa hasta la base del tridngulo.
Todos los segmentos que aparecen en esta figura tienen de
longitud un ntimero natural y los segmentos dibujados en azul
tienen la misma longitud (dos de ellos son tangentes a un cir-
culo desde un mismo punto). Por tanto el tridngulo mads
pequeio también es un tridngulo rectangulo isdsceles natural.

Una demostracion esencialmente similar a la de Apostol, pero
que puede ser de gran interés para motivar a los alumnos por-
que se realiza plegando una hoja de papel, puede encontrarse
en la pagina 183 del libro (Conway y Guy, 1996). Precisamente
a John Conway se debe la popularizacién de una demostra-
cién de la irracionalidad de v2 (debida a Stanley Tennen-
baum) de gran belleza visual y que por su sencillez presenta-
mos como una demostracion sin palabras

P=q+q




=.|-

(2q-p)*= (p-9)* + (p—q)

La tercera demostracién geométrica que vamos a discutir, y
que esta relacionada con la anterior, se debe a Barbara Turner
(Turner, 1977) y se basa en la siguiente propiedad de los cua-
drados naturales: si un cuadrado natural S contiene un cua-
drado natural mds pequeio cuya drea es exactamente la mitad
de S, entonces dentro de S existe otro cuadrado natural con la
misma propiedad.

Si p? = 242, entonces (2g—p)*= 2(p—q)*

Por tanto repitiendo esta operacién podriamos construir una
secuencia infinita de cuadrados naturales cada vez mds
pequenos contenidos dentro de S, lo cual no puede suceder
porque un cuadrado natural solo puede contener en su inte-
rior un numero finito de cuadrados naturales. De todo ello
deducimos que no puede existir un cuadrado natural que con-
tenga a otro cuya drea sea la mitad, lo que equivale a decir que
V2 no es racional.

Comentarios finales

Las tres demostraciones geométricas anteriores comparten
varios elementos en comun: todas ellas son demostraciones
por reduccién al absurdo, emplean el método del descenso
infinito y esencialmente se reducen al siguiente hecho alge-
braico:

2 2
si p_2 =2 entonces, M =2 con 0<2g—p< py O<p—g<q.
q (p-9)
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De esta forma si suponemos que p y g son los nimeros natu-
rales mds pequenos con la propiedad de que el cuadrado de su
cociente es 2, llegarfamos a una contradiccion pues (2g—p)y
(p—q) serian nimeros naturales més pequeiios con la misma
propiedad.

En este breve articulo no hemos pretendido ser exhaustivos.
Para conocer muchas otras demostraciones de la irracionali-
dad de V2 , tanto de carécter geométrico, como aritmético o
algebraico, recomendamos al lector interesado que consulte
los magnificos articulos (Gardner, 1997) y (Bogolmony, 2009).

Finalmente, y después de haber presentado tres demostracio-
nes geométricas de la irracionalidad de V2, terminamos este
trabajo con una “demostracién” visual de que V2 es en rea-
lidad... jun ndimero natural! Por el Teorema de Pitagoras sabe-
mos que V2 esla longitud de la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo isdsceles cuyos catetos tienen longitud 1 (figura de
la izquierda).

Ahora bien, la linea quebrada que aparece en la figura central
tiene longitud igual a la suma de los catetos, o sea 2, y repi-
tiendo este proceso en cada uno de los tridngulos rectangulos
is6sceles mas pequeiios que se forman obtenemos una suce-
sion de lineas quebradas todas ellas de longitud 2 que conver-
gen a la hipotenusa (figura de la derecha). Entonces pasando
al limite se obtiene que la longitud de la hipotenusa es igual a
2, con lo cual V2 =2. ;Puede el lector descubrir cudl es la
falacia presente en la argumentacién anterior? (Como indica-
cion, recuerde que el proceso de intercambiar una funcién
con un limite no es valido en general si la funcién no es con-
tinua). |
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revista sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas

Soneto gastronémico-numérico

Me gustan los sonetos con bizc...

y los quintetos con chocolate unta...
Las rosquillas me como en parea...
con epigramas y moscatel trasn...

NN

Mientras el cinturén me desabr...
pienso que no irdn mal acompania...
Los serventesios con el cordero asa..
y el arte menor, con calim...

—_

Las odas con pescados de Nept...
Besugo al madrigal o al roman... 0
el vino blanco sera muy oport...

—_

En mi cocina versos y niumeros ma...0
y pues comer y escribir es todo ... 1
en la mesa: cuchillo tenedor y lapi...0

Apartado de correos 498
46900-TORRENT (Espaiia)

Fax: (+34)911 912 879

direccion@revistasuma.es
administracion@revistasuma.es

Soneto ingenioso numérico

Existiendo sonetos tan varia... 2
busqué entre las estrellas un luc... 0
una gota, sin par, de un agua... 0
unos versos con nimeros rim... 2
Con sus catorce versos ordena... 2
macerando el amor con el a... 0
ligados el segundo y el ter... 0
y el primero y el cuarto parea... 2
Estudié con rigor el roman... 0
a Lope y a Quevedo, a Unam... 1
a Cervantes siguié mi lapic... 0
Miré mil libros, sin dejar ning... 1
mas querido lector, a ser sin... 0

con numeros no hallé soneto alg... 1

El autor de estos sonetos, Antonio Box Finis, es médico, ilusionista y poeta en Burgos.
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Polilébulos y competencias basicas

Palabras Clave: Competencias basicas, geometria, actividades diddcticas, polilébulos y arquitectura.

Polylobes and basic competences

Key words: Basic competences, geometry, didactic activities, polylobes and architecture.

Aprender es aprender a pensar
(J. Dewey)

ntroducci()n

La Unién Europea considera que el desarrollo de las compe-
tencias basicas es un eje fundamental de la ensefianza y clave
para el aprendizaje permanente, por ello, la LOE las incorpo-
ra como integrantes del curriculo en la Educacién Obligatoria
(Anexo I del Real Decreto 1631/2006).

En este contexto se considera que una competencia es la
capacidad para aplicar conocimientos, habilidades y actitudes
en diferentes contextos. Las competencias basicas son apren-
dizajes imprescindibles desde un planteamiento integrador y
orientado a la aplicacion de los saberes adquiridos.

Las ocho competencias bésicas, que se fijan en la LOE y que
los alumnos deberdn haber adquirido al finalizar la ensenan-
za bésica son:
+ Competencia en comunicacion lingiistica.
» Competencia matematica.
+ Competencia en el conocimiento y la interaccién con el
mundo fisico.

« Tratamiento de la informacién y competencia digital.
» Competencia social y ciudadana

« Competencia cultural y artistica.

» Competencia para aprender a aprender.

« Autonomia e iniciativa personal.

Para conseguirlo, en los curriculos de todas las materias se
deben programar objetivos e introducir contenidos que
potencien la adquisicién de todas las competencias y entre
ellas la matematica, lo que constituye una importante inno-
vacion respecto a leyes educativas anteriores. En los proxi-
mos cursos serd muy interesante analizar estos cambios y sus
efectos educativos

Por otro lado, los curriculos de Matematicas de los cuatro
cursos de la ESO deben elaborarse de forma que los alumnos
desarrollen la totalidad de competencias y no sélo, como
parece evidente, la competencia matematica.

Inmaculada Fernandez Benito
IES Niiviez de Arce. Valladolid
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En mi opinidn, a este ultimo imperativo de que el curriculo de
Matematicas contribuya a formar a los estudiantes y les per-
mita integrar los aprendizajes cuando les sean necesarios en
diferentes situaciones y contextos, se viene dando cumpli-
miento por buena parte de su profesorado, como prueba la
existencia de esta revista o los numerosos congresos, jornadas
y seminarios de educacién matemdtica que organizan la
Federacion o las Sociedades de profesores de Matematicas.

El informe PISA 2006 menciona en varias ocasiones el térmi-
no competencia matematica definiéndolo de la siguiente
forma: “Competencia matemdtica es una capacidad del indi-
viduo para identificar y entender la funcién que desempenan
las matematicas en el mundo, emitir juicios fundados y utili-
zar y relacionarse con las matematicas de forma que se pue-
dan satisfacer las necesidades de la vida de los individuos
como ciudadanos constructivos, comprometidos y reflexivos”.

Propuesta didactica

Presentacion

La propuesta didactica que sigue, trata contenidos de geome-
tria plana que se pueden adecuar a pricticamente todos los
niveles de la Secundaria Obligatoria. Se incluyen actividades
didacticas cuyas pautas metodoldgicas se corresponden res-
pectivamente con estas competencias bésicas.

Competencia matematica:
« Aplicar estrategias de resolucién de problemas.
« Aplicar procesos matematicos a situaciones cotidianas.
« Comprender elementos matematicos.
» Comunicarse en lenguaje matematico.
« Justificar resultados.
» Razonar matematicamente.

Competencia en comunicacion lingiiistica:
+ Redactar procesos matemadticos y soluciones a proble-
mas.

Competencia digital y del tratamiento de la informacion:
« Utilizar las tecnologias de la informacién y la comunica-
cién (TIC) para el aprendizaje y la comunicacion.

Competencia cultural y artistica:
+ Analizar expresiones artisticas visuales desde el punto de
vista matematico.
« Conocer otras culturas, especialmente en un contexto
matematico.

Competencia para aprender a aprender:
« Ejercitar técnicas de estudio, de trabajo intelectual, ...
+ Estar motivado para emprender nuevos aprendizajes.
+ Hacerse preguntas que generen nuevos aprendizajes.
« Ser conscientes de como se aprende.

Competencia en autonomia e iniciativa personal.
+ Buscar soluciones con creatividad.
« Detectar necesidades y aplicarlas en la resolucién de pro-
blemas.

Polil6bulos

Definimos polilébulo como un conjunto de varios arcos de
circunferencia que delimitan una region cerrada. En esta oca-
sion trabajaremos con polilébulos formados por arcos de cir-
cunferencia del mismo radio y dispuestos concéntricamente
alrededor de un punto.

Segun el niumero de arcos o l6bulos que lo forman, se deno-
minardn: trilébulos (3 l6bulos), cuadrilébulos (4 lébulos),
etc... En la figura 1 se muestra un octalébulo en la parte cen-
tral del roseton rodeado de ocho cuadrilébulos.

Figura 1. Rosetén formado por polilébulos.

Para estudiar geométricamente estas formaciones, vamos a
proponer algunos modelos de trazado a partir de poligonos
regulares.

Trilébulos a partir de un tridangulo equilatero.
En las figuras 2 y 3 se aprecian distintos ejemplos de trilébulos.

Figura 2. Santa Maria de Piasca (Cantabria).




Figura 3. Catedral de Burgos.

Podemos construir estos trilébulos segiin los modelos
siguientes, todos ellos disefiados a partir de un tridangulo equi-
latero (Figura 4).

a. Los centros de los tres arcos de circunferencia son los
puntos medios de los lados del tridngulo base y el radio de
cada uno de ellos es la mitad del lado de dicho tridngulo.

b. Los centros son los vértices del tridngulo equilatero y los
radios la mitad del lado, como en el modelo anterior.

c. Los centros son los vértices del triangulo inicial y los
radios son el lado del hexdgono regular que tiene por
vértices los del tridngulo inical y los de su girado 60° alre-
dedor del centro.

Figura 4. Modelos geométricos de trilébulos: a, by c.

Cuadrilébulos a partir de un cuadrado.

Los cuadrilébulos que se muestran en las figuras 5 y 6 pueden
considerarse formados por cuatro arcos de circunferencia traza-
dos a partir de un cuadrado segin se especifica a continuacion:

Figura 5. Catedral de Burgos.

Figura 6. Estella (Navarra) y Brujas (Bélgica).
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a. Los centros de las circunferencias son los puntos medios
de los lados del cuadrado y sus radios la mitad del lado
de éste.

b. Los centros son los vértices del cuadrado y los radios la
mitad de su lado.

c. Los centros son los vértices del cuadrado y los radios la
mitad de la diagonal de dicho cuadrado.

d. Los centros son los vértices del cuadrado inicial y los
radios el lado del octégono cuyos ocho vértices coinci-
den con los del cuadrado de partida y su girado 45°.

Figura 7. Ejemplos de trazados de cuadrilébulos a, b ¢, y d.

Curvas epicicloides.

Algunas curvas epicicloides presentan formas lobuladas de
apariencia similar a la de los polilébulos formados por arcos
de circunferencia. En general la epicicloide es la curva descri-
ta por un punto P de una circunferencia, de radio », cuando
rueda sin deslizarse por el exterior de otra circunferencia fija
de radio R.

Su ecuacion paramétrica es:

x(t)=(R+r)cost —rcos rt

y(t)=(R+r) sent—rsen(R+rt)
r

donde la variable ¢ es el dngulo que forma la recta que une los
centros de ambas circunferencias con la parte positiva del eje
de abscisas.

En los casos particulares en que R = 3ry R = 4r las curvas
epicicloides adoptan las formas que aparecen en la figura 8.

Figura 8. Epicicloides de tres y cuatro hojas.
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En la figura 9 se presenta una vidriera disenada por el artista
alemdn Alberto Durero, entusiasta gedmetra y conocedor de
las curvas y sus aplicaciones, quien pudo utilizar la epicicloi-
de de tres hojas como base para este trabajo.

Figura 9. Alberto Durero, Autorretrato y grabado en vidirera

Actividades para el aula

Actividad 1

Enunciado: Obtén férmulas generales para calcular el drea de
un sector circular de radio R que abarca un dngulo « y la lon-
gitud del segmento circular correspondiente.

Solucidn: Estableciendo las relaciones de proporcionalidad
entre las dreas de las regiones circulares o sus longitudes de
arco y las correspondientes amplitudes en grados sexagesima-
les, se obtienen las expresiones siguientes:

n R? 2R TR

A:—(X L:—OLZ—O(
57360 V5T 360 180

Actividad 2.

Enunciado: Calcula el drea encerrada por los trilébulos de la
figura 4, asi como su longitud, segtn las propuestas de traza-
dos indicadas en los apartados a, b y ¢ del epigrafe Trilébulos.
Toma el lado del tridngulo de partida de dos unidades de lon-
gitud

Figura 10. Tilébulo a

Solucién: Utilizando el teorema de Pitdgoras se obtiene que
la altura del tridangulo base es:

b= é.z =3
2
El trilébulo del apartado a. (ver figura 10) tiene por érea la
suma del area del triangulo:

23
AT = =34
y la de tres semicirculos de radio 1u:
n1
Ag=—-= Ty
2 2

Por tanto se obtiene:
A= (\/5 + %t ) u’

Teniendo en cuenta que el contorno del trilébulo lo forman
tres semicircunferencias cuyo radio mide una unidad, se tiene
que su longitud es:

2wl
L=3 —=3nu
2

En el caso del trildbulo diseniado en el apartado b. se procede
de forma similar al del caso anterior, con la Gnica diferencia de
que, en éste, los sectores y segmentos circulares abarcan
angulos de 300° (Figura 11). Utilizando las férmulas de la acti-
vidad 1, se tendra:

Figura 11. Tilébulo b

-1 51
A=A, +3-A,=\3+3—300=(3+— |u?
360 2 ,

-1
L=3 —300=5nu
180

La ultima propuesta corresponde al trilébulo del apartado c.
En primer lugar se debe calcular el lado y la apotema del hexa-
gono determinado por los dos tridngulos equildteros, para
ello, basta observar en la figura 12 que el centro del hexdgono



es el baricentro del tridngulo equildtero inicial y por lo tanto,
el radio del hexdgono medira 2/3 de la altura y a la vez media-
na del triangulo, es decir: L=2V3/3. La apotema del hexdgono
regular mide una unidad, este resultado se puede obtener, o
bien, observando en la figura 12 que la longitud de la misma
es la mitad que la del lado del tridngulo (que mide dos unida-
des), o bien, utilizando el teorema de Pitagoras de la forma
habitual cuando se conoce el lado y el radio de un poligono
regular.

Figura 12. Trilébulo ¢

El drea encerrada por el trilébulo sera la suma de las dreas del
hexagono regular y el de tres sectores circulares que abarcan
angulos de 240°, por tanto se tiene:
23 4
6-—1 T|-—
A=A, +3 A, =—3 133
2 360

240:(2\/§+8?“Ju2

La longitud del trilébulo c serd la suma de las longitudes de
tres segmentos circulares que abarcan dngulos de 240°, es
decir:

8\/§n

3

u

Actividad 3.

Enunciado: Calcula el drea y la longitud de los tres primeros
cuadrilébulos de la fgura 7, correspondientes a los trazados
propuestos en los apartados a, b y ¢ del epigrafe Cuadrilo-
bulos. Toma el lado del cuadrado de partida de medida dos
unidades.

Solucidn: En el diseno del apartado a, el drea del cuadrilébu-
lo es la suma de las dreas del cuadrado de dos unidades de
lado y de cuatro semicirculos cuyo radio mide una unidad. Por
lo tanto se tiene:

2

nl
A=A, +4~As:22+472(4+21t)u2

La longitud de este cuadrilébulo es la de cuatro semicircunfe-
rencias de radio uno obteniéndose el siguiente valor:
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21l
L=4—=41u
2

El cuadrilébulo del apartado b tendrd por édrea la del cuadra-
do base mas la de cuatro sectores circulares de amplitud 270°,
(Fig. 13) es decir:

Figura 13. Cuadrilébulo b

2

1
A=A.+4-A =2"+4—270=(4+3mn|u’
A $ 360 ( )

y la longitud sera la de cuatro segmentos circulares de la
misma amplitud:

nl
L=4—7270=6Tu
180

Figura 14. Cuadrilébulo ¢

La regién determinada por el cuadrilébulo del apartado c se
puede descomponer, como aparece en la figura 14, en un cua-
drado de lado 2x, y en cuatro semicirculos de radio x. Para cal-
cular el valor de x se aplica el teorema de Pitagoras, se obtiene:

2x2=02 = x2=2 = x=\2

Una vez calculada la medida del lado del nuevo cuadrado,
242, y la del radio de los circulos, V2, se puede determinar el
area del cuadrilobulo:
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n(2)?
A=A +4-A =(2\/§)2+4¥=(8+4n) w
La longitud total es la de cuatro semicircunferencias de radio
V2, resultando por tanto:

2nf
L=4 —4x/§nu

Notese que para la siguiente actividad los alumnos precisan
conocimientos de Trigonometria, siendo por ello mas apro-
piada para los que cursan Matemadticas I de 1° de Bachillerato.

Actividad 4.

Enunciado: Calcula el drea y la longitud del cuadrilébulo
situado a la derecha de la figura 7, cuyo trazado estd propues-
to en el apartado d del epigrafe Cuadrilébulos. Toma el lado
del cuadrado de partida con medida una unidad.

Figura 15. Cuadrilébulo d

Solucioén: En la figura 15 se observa que el area del cuadril6-
bulo es la suma del drea del octégono generado de lado x, y de
la de cuatro sectores circulares de radio también x.

Para calcular el valor de x aplicamos el teorema del Coseno al
triangulo isdsceles de lados x, x, 1, teniendo en cuenta que el

angulo interior de un octégono regular o mide 135°.
Resultando asi:

1 =x*+x* —2xxcos135°=2x% —2x* (—%]= X (2+\/§)

de donde,

Al mismo resultado se llega a partir del valor del cos22°5°
(dngulo mitad de 45°) en el tridngulo rectingulo que resulta al
trazar la altura en el tridngulo is6sceles anteriormente consi-
derado.

Si tenemos en cuenta que el dngulo central del octégono regu-
lar es 45°, se calcula la apotema de éste, aplicando que:

1g22,5°= ﬁ

a

Utilizando la férmula de la tangente del dngulo mitad y susti-
tuyendo en la expresion anterior resulta:

» e 2+\/5

 21g22,5° \/2 242

o

Finalmente el drea encerrada por el cuadrilébulo serd:

. R-V2 242 -

V2 22 T

A=A, +4-A; = +4

52-+v2
= \/§+(—\/—)n u’

4

N
w
(o))
(]

La longitud del cuadrilébulo es la de cuatro segmentos circu-
lares de angulo 225°y radio

Por tanto:

2—f
L 52\/5

L=4 225=

180 V2

Actividad 5.

En el trazado del trildbulo a, propuesto en el epigrafe
Trilébulos, se produce una division del tridngulo equildtero de
partida en cuatro tridngulos semejantes a él y de lado la mitad
de su lado. En el centro de la figura se ha determinado un
tridngulo curvo (ver Figura 16), conocido como tridngulo de
Reuleaux. En el contexto del estudio de polilébulos podemos
considerar que el tridngulo de Reuleaux es un trilébulo, al
estar formado por tres arcos de circunferencia. En la figura 17
se puede apreciar el espléndido tridngulo de Reuleaux del has-
tial norte de la Catedral de Ledn.



Figura 16. Tridngulo de Reuleaux.

Figura 17. Catedral de Leén.

Enunciado: Calcula el drea y la longitud del triangulo de
Reuleaux suponiendo, como en la Actividad 2, que el tridn-
gulo equilatero de partida mide dos unidades de lado.

Solucién: La superficie del plano delimitada por el tridngulo
de Reuleaux central (Figura 16), estd formada por un tridngu-
lo equilatero de lado 1y de altura V3/2, y por tres regiones
como la sombreada en oscuro. El drea de esta regién A, se cal-
cula restando el area tridngulo equildtero anterior a la de un
sector circular de radio 1 y de angulo 60°. Por tanto, final-
mente, resulta:

A=A, +3 A=A, +3(A;—A,)=34A,-2A, =

71260 ) 1\/5/2 -3

360 2 2

u

La longitud del tridngulo de Reuleaux es la de tres segmentos
circulares de radio 1y de dngulo 60°, siendo su valor:

nl
L=3—60=Ttu
180
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Investigaciones

En este apartado se proponen enunciados mds abiertos y cre-
ativos que los de las actividades anteriores cuya resolucion
requiere el empleo de programas informaticos de geometria
dindmica. Estas actividades, que podrian considerarse peque-
nas investigaciones y realizarse en grupos de dos o tres alum-
nos, son las mds adecuadas para el desarrollo de las compe-
tencias bdsicas porque, para llevarlas a cabo, los alumnos
deben incorporar todos los conocimientos aprendidos, a la
vez que detectan la necesidad de adquirir otros nuevos,
fomentando un aprendizaje donde se consoliden al mismo
tiempo actitudes positivas y se profundize en el vinculo exis-
tente entre los conocimientos tedricos y sus aplicaciones
practicas.

Propuesta 1. Los cuadrilébulos estudiados anteriormente
estan trazados a partir de un cuadrado y cuatro circunferen-
cias centradas en los vértices o puntos medios de los lados de
dicho cuadado. En los modelos de la figura 7, los radios de las
circunferencias estdn determinados en funcién del lado o de
la diagonal del cuadrado.

a. Con un programa de geometria dindmica (CABRI o GEO-
GEBRA) construye un cuadrado de lado L y diagonal D y
cuatro circunferencias centradas en sus vértices, investiga
las diferentes construcciones que se generan al ir variando
el radio R de las circunferencias. Prueba, por ejemplo, con:

R=£ R<£, R=£, R=2, R=1L,..
4 2 2 2

Construyelo de forma que al ir desplazando el punto P sobre
el lado del cuadrado (ver Figura 18) se obtengan los cuatro
modelos. Busca algunos elementos geométricos que se gene-
ran en estos trazados y realiza calculos a partir de ellos.

.
23ERBED

Figura 18. Modelos de circulos con centros en los vértices de un
cuadrado.

., £
01 AN oK)

Figura 19. Modelos de circulos con centros en los puntos medios
de los lados de un cuadrado.
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b. Investiga los posibles trazados que resultan al tomar, como
centros de las circunferencias, los puntos medios de los
lados del cuadrado y radios variables. Realiza la construc-
cion dindmica de la misma forma que en el apartado ante-
rior. Observa la figura 19 y calcula el radio de las circunfe-
rencias en los tres casos mostrados y determina otros posi-
bles elementos geométricos que aparecen.

Figura 20. Disefio de pavimento.

c. Busca disefos cotidianos y artisticos que puedan ajustarse a
los modelos descritos anteriormente, como el de la figura 20.

Propuesta 2. En la figura 1 aparece un rosetén con polilébu-
los de varios tipos (cuatro u ocho lébulos). A partir de poligo-
nos regulares de diferente nimero de lados, traza polilébulos
con los criterios expuestos en la propuesta 1.

En al figura 21 se muestran disefos para el pentdgono y hexa-
gono regulares.

Figura 21. Pentalébulos y hexalébulos.

Para terminar

Dada la importancia que el nuevo sistema educativo reserva a
las competencias basicas, entendiéndolas no como simples
constructos tedricos, sino como aprendizajes que capacitan
para adaptar dindmicamente lo que se sabe al contexto en que
el alumno estudia y vive, se han presentado en estas paginas
algunas lineas de trabajo concreto desde el campo de la geo-
metria, con elementos que pueden insertarse tanto en el
curriculo de Matematicas de ESO como en el de Bachillerato.
Si en realidad el aprendizaje es, como decia Dewey, “aprender
a pensar” bien se puede concluir que en el lento proceso de la
construcciéon del pensamiento, en el que las matemadticas
siempre han desempefado un relevante papel, el estudio de la
geometria aplicada a las cosas de la vida real constituye una
aportacién interesante a lo que hoy entendemos por desarro-
llo de las competencias bésicas en la educacién secundaria.l

Este articulo fue recibido en SUMA en Noviembre de 2008 y aceptado en Julio de 2009
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murante siglos, la Iglesia utilizé tanto las imagenes como
las esculturas para transmitir su mensaje, pero con la llegada
de la imprenta, el libro se convertiria en su mejor aliado gra-
cias a la lectura de la Biblia. Se suele citar' como origen de la
enseflanza obligatoria y gratuita la Carta de Lutero “a la
nobleza cristiana de la nacién alemana para la mejora del
espiritu cristiano” (1520), en la que se hace un “llamamiento
a los consejeros municipales de todas las ciudades del pueblo
alemédn para establecer escuelas cristianas” La educacién
como un instrumento para conseguir la transmisién de valo-
res se deja en manos de los curas, y progresivamente, y no sin
grandes conflictos que llegan hasta la actualidad, ira pasando
paulatinamente a manos de los maestros. Aparte de la cues-
tién ideoldgica, también estaba la econémica, pues la manu-
tencion del cura, que ademds de servir eclesidsticamente
debia tener formacién adecuada para desemperiar eficazmen-
te la docencia, corria a cargo de la Iglesia, mientras que al
maestro habia que pagarle o bien directamente a través de las
familias o bien por medio del municipio, con lo que lo normal
era acudir al cura.

Pero para el tema que nos interesa aqui, el nacimiento y desa-
rrollo de la educacién secundaria en Espana, habrd que espe-
rar al final del siglo xviiI para que se inicien unas ensefianzas

especificas asociadas a una nueva clase politica, la burguesia.

Como en otras ocasiones Espana era diferente, asi, mientras
Francis Bacon proponia que la Ciencia deberia ser aplicable a
la industria, al comercio, y a la tecnologia, en Espafia los ilus-
trados asociaban el desarrollo econémico con el sector agri-
cola. Se critica a la clase inutil (clero, nobleza) y sus saberes
indtiles (metafisica, teologia), y se potencia la clase tutil (bur-
guesia) y sus saberes utiles (medicina, agricultura).

Hasta que no termina la guerra de la independencia (1808), y
dado el nivel de desarrollo del pais, no se podian esperar
muchos logros en lo referente a la Educacién, pero si hay que
agradecer que la Constitucion de Cadiz (1812) le dedicara un
titulo especifico, el 1x: “De la Instrucciéon puablica™. En las
Cortes de Cadiz, se crea una “Comisién de Instruccién
Publica” que, entre otros, estard formada por figuras como
G.M. de Jovellanos®’, Manuel Quintana o el catedritico de

matemadticas José Rebollo. Dicha comisién elabora por una

Fernando Tébar Cuesta
Inspector de Educién de Madrid
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parte, un documento conocido como Informe Quintana®, y
por otra el “Dictamen y proyecto de decreto sobre el arreglo
general de la ensenanza publica’, leido en las Cortes en abril
de 1814, en los que se asientan las bases del futuro sistema
educativo:

a. Diferenciacion de la ensefanza publica (la costeada por
el estado) de la ensenanza en los centros privados.

b. Gratuidad de la ensefianza publica.

c. Continuidad de la educacién después de la “segunda
ensenanza’, de manera que se puede seguir estudiando
por el camino tradicional de las Universidades Mayores
(Teologia, Jurisprudencia) o por la nueva via de los cole-
gios o escuelas para estudiar profesiones de la vida civil
(medicina, agricultura, comercio).

d. Creacidn la Direccion General de Estudios para admi-
nistrar el sistema educativo.

Introducida la “segunda ensefianza” como diferente o nove-
dosa respecto a la situacién previa, es preciso determinar
algunos aspectos de su regulacion:

a. Concepto y objetivos: preparacion para estudios supe-
riores y que sean estudios que “constituyan la civilizacién
general de una nacién’, en otras palabras, cultura general.

b. Se impartird en las “Universidades de provincia’, (que
luego seran los L.E. Media).

c. Se establece un plan de ensefanza secundaria estructu-
rado en torno a las dreas:

i. Ciencias matemadticas y fisica; matematicas (arit-
mética, dlgebra, geometria y trigonometria), por su
valor doble, util y formativo-racional, junto con
fisica general, mecanica aplicada, historia natural,
botdnica y quimica.

ii. Literatura y artes; gramatica espaiola, lengua lati-
na, literatura, geografia, historia, 1égica y dibujo.

iii. Ciencias morales y politicas.

De 1814 a 1821 con la publicacion del Decreto de 29 de junio
de 1821 con el titulo de Reglamento general de Instruccion
publica, existe una gran laguna en la reglamentacién de la
ensenanza. El Plan de estudios de 1821° se estructuraba en
torno a tres édreas: A) Materias humanistico-literarias, B)
Materias cientifico-naturales, y C) Materias ideoldgico-filosé-
ficas, sorprendiendo que entre las cientifico naturales se estu-
diase Fisica, Quimica, Mineralogia, Botdnica y Agricultura y
Zoologia, pero no Matematicas.

Aparte de concretar las materias a estudiar, por primera vez se
habla de la distribucién de la financiacién de la ensefianza, la
cual, con ligeras modificaciones, todavia tenemos en la actua-
lidad. Asi, para sostener econémicamente al nivel educativo
primario se dispone que sean los Ayuntamientos los que se
hagan cargo de su financiacién, a los Institutos se les asocia

con las Diputaciones provinciales y para las Universidades
serd la Administracién Central la encargada. Posteriormente
en 1887 la segunda ensenanza, junto con la Inspeccion de
Ensenianza Primaria, pasaran a depender de la Administra-
cién central, y en 1902 pasard el pago de los maestros de la
ensefianza primaria a depender también de la Administracién
Central por problemas financieros y de independencia politi-
ca de los maestros respecto de los alcaldes. En todo caso, en
los tres niveles todo lo referente a normas, contenidos y orga-
nizacion, dependeria del Estado.

Como otras tantas paradojas, el Arreglo provisional de estu-
dios que debia regir sélo para el curso 1836-1837, se convirtié
no en provisional, sino que tendria vigencia hasta el Plan de
1845, lo cual dados los cambios politicos de la época fue todo
un triunfo. Con todo eso, el plan de estudios se habia queda-
do otra vez desfasado, y si bien no se pretendia cambiar el sis-
tema, si habia que reformar los contenidos, especialmente los
referentes al drea cientifico natural, donde se preveia estudiar
en el primer ano Elementos de Matemadticas (con una carga
horaria de 6 horas semanales, leccién diaria), Geometria apli-
cada al dibujo lineal (con carga horaria de 3 horas); en el
segundo, Elementos de matemdticas (con una carga horaria de
6 horas semanales), fisica experimental, quimica y Geografia
matemdtica y fisica con tres lecciones semanales, y en el ter-
cer afio filosof1a, religion, historia y literatura®.

Pedro José Pidal




Destaca en este periodo de creacién de la segunda ensenanza’,
la consideracién de no tener finalidad en si misma, sino que
ésta seria la de preparar a los alumnos para la Universidad.
Posteriormente se ird autoalimentando para dar la base nece-
saria para acceder a la vida profesional o proporcionarles una
cultura general.

Desde el Arreglo hasta el Plan Pidal, se van creando institutos
en las ciudades mas importantes, no sélo en las capitales de
provincia, y con las Ordenes de creacién de los mismos, se
establece un plan de estudios minimo, con lo que no se dispo-
ne de un sistema coherente, organizado y normalizado, y sera
con Gil de Zarate® al frente de la Instruccién Publica cuando
se presente al ministro Pedro José Pidal el Real Decreto de 17
de septiembre de 1845, desarrollado posteriormente por un
Reglamento. (Es interesante acudir al Preambulo del Plan para
observar que algunas cuestiones que parecen de rabiosa
actualidad, llevan mds de cien afios sin resolverse: “La ense-
nanza de la juventud no es una mercancia que puede entre-
garse a la codicia de los especuladores, ni debe equipararse a
las industrias en que domina sélo el interés privado. Hay en la
educacién un interés social...”).

P et =
PR

Gil de Zarate

Tras la publicacién del Plan se suceden toda una profusion de
publicaciones referentes a horarios, catedras, oposiciones,
etc, y por otra parte, enseguida se empieza a modificar el Plan
en 1847°, en 1850, 1852, 1854,... no alcanzandose un docu-
mento estable hasta 1857 con Claudio Moyano como Minis-
tro de Fomento (Ministerio donde habian ido a parar las com-
petencias sobre instruccion publica en 1854), y donde, la nor-
mativa en materia de instruccion publica, para evitar las con-
tinuas reformas educativas que los sucesivos gobiernos intro-
ducen, se fijaria por el Legislativo.

Respecto a la evolucion de la consideraciéon de las matemati-
cas en los diversos planes de estudio, hay que tener en cuenta™:
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a. El plan del Duque de Rivas se limitaba a enumerar las
materias sin asignarles carga horaria, asi se estudiaria
Aritmética y Geometria en 1°y 4°.

b. El Plan Pidal divide la ensefianza secundaria en dos par-
tes, la elemental (que serd la secundaria propiamente
dicha, especialmente a partir de la Ley de Instruccién
Publica de 1857) y la de ampliacién (que dara lugar a la
ensefanza universitaria a través de la secundaria). Las
Matematicas se estudian en 1° con cuatro clases semana-
les de hora y media, y en 4°, con seis clases también de
hora y media.

En el Plan de 1847 se estudian Matemadticas en los cursos

3° (con 3 horas semanales), 4° (con 6 horas semanales) y
5° (con 5 horas semanales).

Espaiia ,32¢

Ilfm."-.r,

Claudio Moyano

Sello conmemorativo de Claudio Moyano

c. En la Reforma de 1849 las Matematicas se estudian en
los cursos 3° y 4°, ambas con la misma carga horaria de 6
horas semanales.

d. El Plan de 1850 copia el de 1849 en lo referente a
Matematicas.

e.También el Plan de 1852 repite otra vez casi el de 1849 en
lo referente a Matemadticas. (Sin embargo, al pasar las
matemadticas al 2° periodo de tres afos, se dificulta su
estudio, ya que para pasar de un periodo a otro, es preci-
so superar un examen de Latin y Humanidades, con lo
que la dedicacién de alumnos y profesores no se centra
en las matematicas en si, sino en la prueba que hay que
superar).

f. El Plan de 1857 ya presenta una variacion significativa,
pues de los seis cursos que consta la secundaria, se estu-
dia Aritmética y Algebra en 4° curso con 6 lecciones
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semanales, y Geometria en 5°, con las mismas lecciones

semanales.
Curso en el que se imparte
Pl Materi
an ateria 1o |20 [ 30 | a0 | 5 | &
Arreglo de Elementos de p 9
1836 Matematicas
Aritmética X X
Plan de 1845
Geometria X X
Plan de 1847 Matemadticas 3 16 5
Reforma de
Matematicas 6 6
1849
Plan de 1850 Matematicas 6 | 6
Plan de 1852 Matemadticas 6 6
Aritmética y Algebra 6
Plan de 1857
Geometria 6

Denominacidén de la materia y distribucién horaria en los planes
de estudio.

Se puede observar el escaso protagonismo de las matematicas
en los anos de nacimiento de la ensefianza secundaria, donde,
al igual que ocurria en Europa, los planes de estudio estaban
basados en las humanidades cldsicas, que tenian mayoritario
predominio en el bachillerato" por tradicién secular. Dicha
situacion, bien por inercia, bien por tradicién frente a lo nove-
doso, o bien por cuestiones tan pricticas como no disponer
de profesorado competente (al estar marginados los estudios
cientificos, era ldgica la escasez de profesores para atender la
docencia de las materias de ciencias), se prolongara casi hasta
nuestros dias en las sucesivas reformas y leyes educativas.

En esta primera fase de desarrollo de la ensefianza secundaria,
se puede afirmar que las matematicas se establecen segun las
cuatro reas de Aritmética, Algebra, Geometrfa y Trigonome-
tria”con los contenidos™:

Aritmética:
- Operaciones con niumeros naturales
- Propiedades de los ndmeros naturales: poten-
ciacion, divisibilidad, nimeros primos, med y
mcm.
- Operaciones con quebrados
- Raices cuadrada y ctibica de ndmeros
- Teoria de las proporciones y sus aplicaciones
Algebra:
- Operaciones con expresiones algebraicas
- Ecuaciones y problemas de primer grado
- Potencias y raices de las cantidades algebraicas

- Ecuaciones de segundo grado
- Logaritmos y progresiones
Geometria:
- Geometria plana
- Geometria del espacio
Trigonometria:
- Teoria de las lineas trigonométricas
- Resolucién de problemas de triangulos.

Monumento a Claudio Moyano y Samaniego en la Cuesta
Moyano de Madrid

El 17 de julio de 1857 el Legislativo aprobaria una de las leyes
mds importantes en la historia de la educacién en nuestro
pais, su antecedente es la denominada Ley de Bases presenta-
da por el ministro Claudio Moyano en la que se autorizaba al
Gobierno a promulgar un texto articulado, (que no tardaria en
aparecer: el 9 de septiembre), que culminé con la Ley de
Instruccion Publica con arreglo a dichas bases. La Ley consta
de 307 articulos, y ha pasado a la historia de la educacién con
el nombre de Ley Moyano. Dada la trascendencia que la ley ha
tenido, nos detendremos a sefalar los aspectos mas impor-
tantes:

e Con ella se consolida la segunda ensefianza como etapa
educativa independiente.



¢ La segunda ensenanza comprenderia dos ramas:

— Estudios generales, (a los que se accedia con nueve
anos) divididos en dos periodos de dos y cuatro anos
al final de los cuales se obtenia el titulo de bachiller
en artes (hasta 1870 no quedaria como “bachiller”), el
cual permitia el acceso a las Facultades donde los
estudios se dividian en tres ciclos progresivos en los
que se titulaba como Bachiller, Licenciado o Doctor.

— Estudios de aplicacidn a las profesiones industriales,
al final de los cuales se obtenia el titulo de perito.

e Los Institutos de segunda ensefianza impartirian los
dos tipos de estudios.

La Ley Moyano, fue posible gracias al consenso existente
entre todos los partidos politicos, lo que contribuyé a que
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fuera una de las mds longevas de nuestro sistema educativo,
pues con modificaciones para adaptarla a las distintas realida-
des temporales, perduraria hasta 1970 en que se aprobaria la
Ley general de educacion. Pero esa Ley fue especial, no sélo
por su repercusion posterior, sino porque vino a acompaiiar al
desarrollo de la sociedad, que habia avanzado enormemente
en cuanto a lo social, cultural y econémico, se necesitaba pues
una ley que facilitara que el bachillerato dejara de ser un nivel
exclusivo de las clases pudientes, y se convirtiera en unos
estudios al alcance de toda la poblacién, elevando su nivel cul-
tural y abandonando las consideraciones elitistas y distintivas
de épocas anteriores. |

Este articulo fue recibido en SUMA en Febrero de 2009 y aceptado en Noviembre de 2009

NOTAS

1 Vifiao Frago, A. (1982). “Politica y educacion en los origenes de la Espaiia
contempordnea”

2 “Articulo 366: En todos los pueblos de la Monarquia se establecerdn escue-
las de primeras letras, en las que se ensefiard a los nifios a leer, escribir y
contar, y el catecismo de la religion catdlica, que comprenderd también
una breve exposicion de las obligaciones civiles”

3 Jovellanos en su “Plan para la educacion de la nobleza y las clases pudien-
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mdticas puras, ...

6 La evolucién de los curriculos se describe con detalle en Sanz Diaz, F.
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Errores correctos en la simplificacion de
fracciones: reflexion sobre algunas practicas
docentes en matematicas

Palabras Clave: Error, simplificacién, fraccion, practica docente, software libre.

Correct mistakes in fractions simplification: a reflection about some teaching practice in Mathematics

Key words: Mistake, simplification, fraction, teaching practice, free software.

l problema y sus causas

Una sesion de matemadticas en un aula de ESO es siempre una
buena ocasion para la sorpresa. Alguna que otra vez, traba-
jando con fracciones, los alumnos me han sorprendido
haciendo una simplificacién de fracciones que podriamos
calificar, como minimo, de poco ortodoxa. Ocurre cuando se
trata de simplificar fracciones con numerador y denominador
comprendidos entre 10 y 99 y alguna cifra repetida en nume-
rador y denominador y consiste en tachar la misma cifra en
ambos niimeros. Asi se obtienen resultados como:

25_5
27 7

—_
©
—_
™=
OV
W
W
™~
w2

Hay un hecho que observo con estupor. En contra de lo que
podria esperarse, atribuyendo este error a la bisofiez mate-
matica, éstos suelen producirse en los ultimos cursos de ESO.
Durante este curso escolar 2008/2009 ya se me ha presentado
este error en una ocasiéon en un grupo de Educacién

Secundaria Obligatoria para Personas Adultas, con un alum-
no de 19 afios.

Creo que son tres las causas de esta forma incorrecta de sim-
plificacién y que las tres derivan de unas inapropiadas practi-
cas docentes algebraicas:

+ La no utilizacién de ningun operador multiplicativo
explicito cuando se trata de multiplicar nimeros con
letras o letras con letras. Solemos escribir, quizds dema-
siado pronto y a la ligera, 3a y ab en lugar de 3-a y a-b.
Posiblemente, seria una buena reflexién pensar en alar-
gar mas el trdnsito entre la notacién multiplicativa
exclusivamente numérica al que el alumno estd acos-
tumbrado en la etapa de primaria, a la hora de introdu-
cir el dlgebra como aritmética generalizada.

» La poca insistencia en el desarrollo polinémico de un
ndmero, en nuestro caso, en base decimal. Cuando en

Jestis Beato Sirvent
1ES Bahia de Cddiz. Cddiz
Facultad de Ciencias de la Universidad de Cddiz. Puerto Real.
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primaria se introducen las dos principales caracteristicas
de nuestro sistema de representaciéon numérica decimal
posicional, a saber, que el valor de una cifra depende del
lugar donde esta escrita y que 10 unidades de un orden
constituyen una unidad de un orden superior, ain no se
han trabajado las potencias y en secundaria sélo se tra-
baja la expresion polinémica como eso, simplemente
como una expresion y el tipo de ejercicios suele ser
directo, es decir, dado un nimero natural, expresarlo en
forma de polinomio de base 10, donde los coeficientes de
las sucesivas potencias de 10 sean las cifras del nimero.
La siguiente ocasién en que se trabaja esta representa-
cion decimal de un numero natural es en el bloque de
algebra, cuando se intenta que el alumno solucione algiin
problema’' de enunciado donde la clave estd en los valo-
res de las cifras. Los que llevamos bastantes afos en la
docencia de las matemadticas sabemos que este tipo de
problemas es inalcanzable, en primera instancia y por si
solos, para la gran mayoria de nuestros alumnos.

« La utilizacién de lo que denomino “operador tacha /“
para la simplificacion algebraica, fundamentalmente en
sumas y cocientes. Esta imprecision que asocia a un
mismo simbolo dos valores distintos, impropia del len-
guaje matematico, es, en si misma, fuente de algunos
problemas. Con idea de tener una muestra de las capaci-
dades de simplificaciéon de fracciones algebraicas de
alumnos de distintas edades, pasé a alumnos de 4° de
ESO, 1° de Bachillerato (de rama cientifica y tecnolégica
y de Ciencias Sociales) y 1° de una Licenciatura en
Quimica este cuestionario de simplificacion de fraccio-
nes algebraicas sencillas.

Este cuestionario constaba de 18 fracciones algebraicas. Se les
hacia hincapié en que debian especificar, si se daba el caso,
aquellas fracciones que no eran simplificables, haciéndolo
notar en el cuestionario. Diez de ellas, {1, 2, 4, 5, 7, 10, 11, 12,
15, 16}, eran de simplificacidn directa, es decir, s6lo habia que
dividir factores comunes en el numerador y en el denomina-
dor. Cuatro maés, {8, 9, 13, 14} eran de simplificacién directa si
previamente sacaban factor comdn. Y las cuatro restantes no
se podian simplificar, aunque la 3 y la 18 se podian descom-
poner en suma de fracciones, y simplificar una de ellas.

Desde luego, no se pretendia extraer conclusiones generales
de caracter universal del andlisis de este cuestionario, pues la
muestra utilizada no era lo suficientemente representativa,
pero si podriamos observar, al menos, el estado de la cuestion
en nuestro centro, que no es poco. De hecho, surgi6é un deba-
te, a pequenia escala en el Departamento, sobre la necesidad o
no de revisar el trato que estdbamos dando a la simplificacion
algebraica. Pues bien, del andlisis de las respuestas se observa:

+ Obviamente el curso mejor es el universitario, con un
92,59% de alumnos que superan la prueba.

« El curso peor es 4° ESO, opciéon Matemadticas A con un
7,69% de aprobados.

« Las fracciones mads féciles de tratar han sido la 12 con un
89,8% de respuestas correctas y la 1, con un 83,67% de
respuestas correctas. Ambas son de simplificacion directa.

« Las fracciones mds dificiles han sido la 8, con un 20,41%
de aciertos y la 9, con un 21,43%. Ambas requerian sacar
factor comun o hacer alguna operacién previa.

+ A pesar de la insistencia, la mayoria de los alumnos no
especifican las que no se pueden simplificar, limitdndose
a dejarlas en blanco, con la duda interpretativa que este
proceder genera.

SIMPLIFICANDO FRACCIONES
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Cuestionario

« Los errores cometidos se pueden clasificar en ocho tipos:
—Simplificar nimeros, pero no letras.

3
3x°




— Multiplicar el numerador por el denominador, posible-
mente herencia de la operacién “multiplicar numera-
dor y denominador por la expresién conjugada del
denominador” o bien del proceso de racionalizacion
cuando en el denominador hay una raiz cuadrada.

(x—1)°

—rdi =
] i 1

.

(e 4)°

14T
3¢, o143

"

—No ver el factor comun, y por tanto, la posibilidad de

simplificacién.

— Separa mal las fracciones en sumandos.

2
X X
x+7 Xy

— Simplificar elementos del numerador con elementos
del denominador, aunque no se trate de factores, sino
de sumandos. Este ha sido, con diferencia, el error mas

cometido.

4

e+ 7

ps . =R .
x“+5x _ {L 'rf:-_i,f‘_:_ 2
r s U & % X
x* 2
x+7 P
48 = &
52 e
— Cuando todo se va, queda el vacio...
2 2
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— iNo puede quedar nada en el denominador!

2
i = B —a - "Jf
Ta a®+17

— Chulerias algebraicas.

Rasx X htox o ZH g
i

-

En definitiva, no parece que el uso de este operador ayude
mucho a la comprension de los procedimientos de simplifica-
cién algebraica y a la toma de conciencia de las operaciones
reales que sustentan dichos procesos. Alguien podria advertir
que siempre se ha tachado y no parece que el dafio ocasiona-
do sea, ni siquiera considerable. ;Por qué ahora habria de
prestarse un especial cuidado? A esta objecién cabe oponerle
una doble argumentacién. Por un lado, el hecho de que una
utilizacién incorrecta de un simbolo no cause demasiado per-
juicio no es aval para su uso, y menos en una disciplina que
tiene como uno de sus objetivos la concision, la precisiéon y en
definitiva la claridad. Hay tradiciones no del todo positivas.
Por otro lado, se ha ido produciendo una diferencia, desde
luego no sutil, entre la docencia de las matematicas a estas
edades. El peso de la manipulacion algebraica, el estudio de
los polinomios y muy especialmente las fracciones algebraicas
ha ido perdiendo protagonismo hasta priacticamente desapa-
recer del curriculo de Secundaria, al menos con el espacio y el
tiempo que creo serfa oportuno dedicarle y desde luego, es
muy inferior al que se le dedicaba en anteriores etapas educa-
tivas. Es por eso, que esta practica, antaiio comun tanto en
profesores como en alumnos, ahora crea una inseguridad tan
grande en el alumno, que le lleva, unida a la ansiedad por la
simplificacidn, a resultados catastroéficos’.

Errores correctos
No obstante lo anterior, a veces se obtienen resultados correc-
tos, que podriamos, en principio, atribuir a una suerte de
casualidad numérica:

18 _1
B4 4

ii resultado correcto !!
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En esta seccién vamos a analizar en qué casos, esta forma,
desde luego barbara de simplificar, que a partir de ahora lla-
maremos simplificacion adulterada, produce resultados
correctos.

Convencido de que la mejor forma de eliminar un error es lle-
gar a la esencia de la causa que lo produce, y aprovechando
que tengo docencia en un instituto de Secundaria —con alum-
nos de Secundaria Obligatoria para Adultos- y en la
Universidad —con alumnos de primero de la Facultad de
Ciencias-, propuse en ambos niveles profundizar un poco
mads en este problema, pero mirdndolo desde distintos puntos
de vista. Lo que relato a continuacién es el fruto de la investi-
gacién que llevaron a cabo tanto unos como otros, en la que
jugué un papel de director de orquesta.

Nota: a partir de ahora, no emplearemos el operador tacha
(/) en las simplificaciones, sin que con ello se pierda el sen-
tido de lo expuesto.

En el Instituto

Mi idea era, desde el principio, aprovechar ademads esta cues-
tidén para mostrar a los alumnos, en miniatura, cémo se des-
arrolla una posible investigacion en matematicas. Empecé por
mostrarles que en la inmensa mayoria de las ocasiones, este
tipo de simplificacién produce resultados incorrectos. Para
ello basté con que comprobaran que:
12 # 1 ya que 12-5 = 25.1.
25 5

A continuacion, les ensefié un ejemplo de simplificacién adul-
terada que produce un resultado correcto. Era el que encabe-
za esta seccidn, a saber:

16 1

64 4
Lo siguiente fue pedirles que juguetearan un poco para poder
encontrar otras fracciones en las que el numerador y el deno-
minador fuesen numeros enteros de dos cifras y en las que la
simplificacion adulterada les proporcionase un resultado
correcto. Para esto, los distribui en grupos de cuatro y les di
un cuarto de hora. Transcurrido este tiempo, sélo habia dos
respuestas que destacar:

16 1
64 4
Un grupo habia encontrado otro ejemplo esencialmente dis-
tinto, que era y en otro grupo, concretamente un alumno que
no era muy brillante en mi dmbito, habia propuesto como
ejemplo, el formado por las fracciones inversas de las que yo
habia mostrado, a saber:

64 4

16 1
Répidamente les hice que pensaran en si lo que ocurria en este
ejemplo era generalizable y llegamos a nuestro primer resul-
tado: Si una fraccion produce una simplificacion adulterada
correcta, la inversa también produce una simplificacion adul-
terada correcta. Decidimos ahora empezar por descartar
“casos triviales”

Caso I: Si tanto numerador como denominador son multiplos
de 10, entonces la simplificacion adulterada produce siempre
resultados correctos:

Caso II: Si el numerador y el denominador son iguales, la sim-
plificacion adulterada produce siempre resultados correctos:

B,
23

Aqui se produjo un pardn en nuestra investigacién. Para ata-
jarlo, les propuse hacer un estudio un poco mads sistematico,
distinguiendo en principio los cuatro casos posibles, aunque
después nos dimos cuenta que algunos de ellos nos conduci-
an a los casos triviales descritos anteriormente. Ademads, en
este momento, tuve que hacer un inciso importante para
practicar la expresién polinémica de un nimero, de manera
que se acostumbrasen a identificar la expresién de un nume-
ro de dos cifras, con su valor. A lo largo de toda esta seccidn,
serdn guarismos.

« La cifra de las unidades de numerador es igual a la cifra
de las unidades del numerador.

b _ 4 s 10a+b)c = (10¢ + bla &
ch ¢
& 10ac+ be =10ac + ba < bc = ba
Distinguimos ahora:
—Caso b 2 0 = ¢ = a. Nos conduce al caso trivial Caso II.

—Caso b = 0. Se trata del Caso L.

Caso IIL La cifra de las unidades del numerador es igual a la
cifra de las decenas del denominador.

ﬂ—b=£@(10a+b)c=(10b+0)a@

bc ¢

< 10ac+bc=10ab+ac < c= 10ab
9a+b

Habiamos llegado a un punto interesante. Esta féormula nos
daria las fracciones que andabamos buscando. El problema
estaba en calcular para qué valores de a y b, se obtiene como
valor de ¢ un guarismo. Observamos que:



10a”
10a
Y esto nos conduciria de nuevo al caso trivial Caso II. Por
tanto, a partir de ahora supusimos que a # b. Con estas res-
tricciones, les propuse elaborar una tabla de valores para ¢, a
partir de los posibles valores de a y b.

a=b=c=

a b c a b c a b
1 1 1,00 2 1 1,05 3 1
1 2 1,82 2 2 2,00 3 2
1 3 2,50 2 3 2,86 3 3
1 4 3,08 2 4 3,64 3 4
1 5 3,57 2 5 4,35 3 5
1 6 4,00 2 6 5,00 3 6
1 7 4,38 2 7 5,60 3 7
1 8 4,71 2 8 6,15 3 8
1 9 5,00 2 9 6,67 3 9
a b c a b c a b c
4 1 1,08 |5 1 1,09 6 1 1,09
4 2 2,11 |5 2 2,13 6 2 2,14
4 3 3,08 |5 3 3,13 6 3 3,16
4 4 4,00 |5 4 4,08 6 4 4,14
4 5 4,88 |5 5 5,00 6 5 5,08
4 6 571 |5 6 5,88 6 6 6,00
4 7 6,51 |5 7 6,73 6 7 6,89
4 8 7,27 |5 8 7,55 6 8 7,74
4 9 8,00 |5 9 8,33 6 9 8,57
a b c a b c a b c
7 1 1,09 8 1 1,10 9 1 1,10
7 2 2,15 8 2 2,16 9 2 2,17
7 3 3,18 8 3 3,20 9 3 3,21
7 4 4,18 8 4 4,21 9 4 4,24
7 5 5,15 8 5 519 9 5 5,23
7 6 6,09 8 6 6,15 9 6 6,21
7 7 7,00 8 7 7,09 9 7 7,16
7 8 7,89 8 8 8,00 9 8 8,09
7 9 8,75 8 9 8,89 9 9 9,00

En esta tabla, las celdas sombreadas en color azul, represen-
tan los casos triviales. Las celdas sombreadas en color magen-
ta, nos proporcionan casos significativos. De este caso obtu-
vimos, pues, cuatro casos no triviales:
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{16 19 26 49}

649565 98

« La cifra de las decenas del numerador es igual a la cifra de
las unidades del denominador. En este caso, obtenemos
las inversas de las fracciones obtenidas en el caso ante-
rior, que también serian validas, segin la primera pro-
piedad que observamos en este tipo de simplificacion
adulterada.

En efecto:

ab b (ab]l (b]l
ca C ca C

« La cifra de las decenas del numerador es igual a la cifra de
las decenas del denominador. Por el miso motivo expues-
to en el caso anterior, ahora obtendriamos las inversas de
las fracciones correspondientes a los Casos Iy II.

ca_c

ab b

En resumen, en el instituto llegamos al siguiente resultado:

Salvo inversion y casos triviales, sélo hay cuatro fracciones,
con las condiciones impuestas al inicio, que produzcan una
simplificacién adulterada correcta, a saber:

16 19 26 49
64°95° 65 98

En la Facultad

Aprovechando que habiamos terminado el tema inicial de fun-
ciones reales de varias variables reales en el que se estudian las
curvas de nivel y las graficas de funciones para dos variables
reales, les propuse realizar en casa el siguiente ejercicio, que en
principio, era uno mas. A proposito, aunque alguno me pre-
gunto6 el porqué de esta propuesta, dejé las explicaciones para
cuando estuvieran los ejercicios entregados.

Ejercicio: Dada la funcién:

_ 10xy
9x+y

f(x,)

Se consideran las curvas de nivel f(x, y)=c, para los valores c=
0) 1) 2) 3; 4; 5; 6; 7, 8y9 ysepide:

« sEn cudl/es de estas curvas de nivel hay puntos en los que
las dos coordenadas sean niimeros naturales comprendi-

dos entre 0 y 9 —guarismos— (ambos inclusive)?

o ;Cudles son los puntos del apartado anterior?
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* ¢Situacion grdfica?

Como es obvio, con este ejercicio pretendia abordar el pro-
blema que nos trae entre manos, pero desde una perspectiva
totalmente distinta, ya que los puntos que les pedia se corres-
ponderian, obviamente, a las fracciones que producen una
simplificaciéon adulterada correcta. Con la pregunta abierta
sobre la situacién grafica, mi intencién era que hiciesen algu-
na representacion grafica que respondiese a la situacion plan-
teada, o bien, la representacion gréfica de la superficie en
cuestion con los planos que producen las correspondientes
curvas de nivel y en ellas los puntos que encontrasen, o bien
una representacion plana de las curvas de nivel seleccionadas
y en ellas los puntos encontrados. Con ello, tendrian un moti-
vo para usar el paquete de dibujo en 3 y 2 dimensiones del
programa Maxima que estabamos estudiando en las clases de
practicas de informatica.

El nimero de ejercicios presentados fue satisfactorio. De los
30 alumnos que asisten por término medio a mis clases, 21
presentaron una respuesta al ejercicio, observdndose las
siguientes apreciaciones:

+ El 28,57% de los alumnos que realizaron el ejercicio
encontraron sélo los puntos triviales, es decir, en todas
las curvas de nivel encontraron puntos que satisfacian las
condiciones impuestas, pero so6lo dieron con los puntos
(4,{) en la curva de nivel flx,y)=i, para i=1,2,3,4,5,6,7,8,9.
Corresponden a los que hemos denominado anterior-
mente casos triviales.

+ El 19,04% de los alumnos encontraron, ademas de los
puntos triviales anteriormente citados, “casi” todos los
puntos pedidos. No deja de ser curioso que todos deja-
ran de encontrar el mismo punto, a saber, (1,6) en la
curva de nivel flx,y)=4.

« El resto de los alumnos (52,39%), encontré todos los pun-
tos pedidos.

« Un alumno busco soluciones naturales, aunque no cum-
pliesen las restricciones del enunciado. Asi obtuvo por
ejemplo puntos como (1,21) para flx,y)=7 o (1,36) y
(2,12) para flx,y)=8. Estos puntos no llevan a ninguna
generalizacién en nuestro problema de simplificacion.

+ En cuanto a la situacién grafica, destacar que ningin
alumno hizo una representacién tridimensional de la gra-
fica de la funcién, sino que los que aportaron algin ele-
mento grafico (61,90%), lo hicieron sobre 2 dimensiones.
— 4 de estos alumnos hicieron una representacion inde-

pendiente de cada uno de las curvas de nivel, indican-
do en ellas los puntos sefalados (figura 1).

— 2 alumnos més hicieron una representacion en forma
de nube de puntos con los valores encontrados, que
luego unieron de una forma aleatoria, obteniendo un
grafico sin sentido alguno (figura 2).
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« En cuanto a la forma de encontrar los puntos, el método
utilizado fue, en todos los casos salvo 1, el de ensayo y
error, lo cual equivale, obviamente a la realizacion de una
tabla como la utilizada en el caso del instituto. Un alum-
no hizo una tabla similar, también en formato Excel, pero
no se percat6 de todos los puntos que habia que encon-
trar sino que solo observé los puntos triviales.

Tengo que destacar con satisfacciéon que a los alumnos uni-
versitarios, parecié interesarles mucho el hecho de que un
problema aparentemente numérico, pudiera tratarse también
desde el punto de vista de las funciones de varias variables.

Las TICs pueden ayudar a resolver estos problemas

El uso de las Tecnologias de la Informacién y la Comunicacién
(TICs) para nuestra labor docente requiere un planteamiento
serio, riguroso y de cierta continuidad. En general, en la ense-
nanza hay que huir de las improvisaciones, pero mas aun con
las TICs. En caso contrario, la clase se convierte bien en una
pérdida de tiempo, pues no controlamos las interacciones de
los alumnos con el ordenador o bien en una clase excepcional,
y por tanto, con un componente de distraccion afiadido, desde
luego, no deseable. Ademas, el uso de las TICs debe incluir la
toma de decisiones sobre qué software utilizar, qué paginas
webs visitar y sobre todo, qué actividades concretas van a per-
mitir a los alumnos llenar de contenido el trabajo con las TICs.



En el tema que nos ocupa, yo propongo, como no podia ser de
otra forma, la utilizacién de un programa de calculo simbdlico
de software libre. Permite instalarlo en tantos ordenadores
como sea conveniente y que el profesor comparta con sus
alumnos, con toda legalidad, las herramientas utilizadas.
Ademds, la ventaja fundamental es que el profesor cuenta con
la garantia de que el programa podrd ser instalado por los
alumnos en su propio domicilio. El programa cuyo uso pro-
pongo es Maxima. Se puede descargar desde la pagina
http://maxima.sourceforge.net/. Se trata de un programa cuyos
origenes hay que buscar en 1967 en el MIT Al Lab (Laboratorio
de Inteligencia Artificial del Instituto Tecnolégico de
Massachussets) como una parte del proyecto MAC (Machina
Arded Cognition) y que en sus comienzos se llamé Méxima
(MAC's SYmbolic MAnipulator). Maxima es un potente motor
de célculo que, aunque en su origen no destacaba por tener una
interfaz grafica con los usuarios mas alla de una simple panta-
lla de texto, con el tiempo ha ido cambiando y se han desarro-
llado distintos entornos de ejecucién que intentan facilitar la
interaccién con los usuarios. Entre ellos, el que corresponde a
la figura es el entorno wxMaxima, disponible en:
http://wxmaxima.sourceforge.net (Rodriguez, 2007).

Volviendo al problema en torno al cual estamos reflexionando,
las posibilidades que ofrece el uso de las TICs son enormes:

+ Es un entorno mucho mads atractivo que el lapiz y papel.
» Propuesta respuesta a nuestras acciones.

« Permite mayor cantidad de practica con tareas rutinarias.
« Potencia la experimentacion y el andlisis de resultados.
« Proporciona una continua autoevaluacién, basada en la
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Aprender a aprender

El Real Decreto 1631/2006 de 29 de Diciembre marcé un
nuevo cambio en la concepcidn de los procesos de ensefianza
y aprendizaje en la etapa Secundaria Obligatoria, al desplazar
el punto de vista de la misma hacia los resultados, en el senti-
do mds amplio de la palabra, y valorar éstos en forma de com-
petencias. Entre estas habilidades estd la de aprender a apren-
der. Me gustaria acabar este trabajo con una aportacion a la
contribucién de las matemadticas a esta competencia. En las
péginas anteriores se hecho una reflexion critica a partir de
un error cometido en clase por los alumnos. Y esta reflexién
se ha llevado hasta sus ultimas consecuencias. Es, sin duda,
pienso yo, una buena forma de trabajar. {Qué mejor aprender

confianza operativa que nos asegura su empleo. a aprender, que aprender de nuestros errores! |
« Altera los tiempos docentes. Si la excusa para no practi-
car la simplificacién algebraica era el tiempo, ya no existe
esta excusa.
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
Rodriguez Galvén, J. R. (2007) Maxima con wxMaxima: software
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NOTAS
1 Hallar un nimero de tres cifras, sabiendo que suman 9; que si del i ¢
Lsinxy ="

numero dado se resta el que resulta de invertir el orden de sus cifras,
la diferencia es 198; y que ademds, la cifra de las decenas es media
aritmética entre las otras dos.

2 Viendo el lado positivo, estos desastres algebraicos producen una
buena cantidad de situaciones, cuando menos chistosas, que se
difunden por la red. Esta es una de ellas. Puede parecer esperpénti-
co, pero visto lo visto en los cuestionarios...

it =

six=06

Este articulo fue recibido en SUMA en Julio de 2009 y aceptado en Enero de 2010
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A win-win division: a case of fair division
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ste articulo estd basado en un taller presentado en un
Encuentro Nacional para Profesores de Infantil y Primaria.
En este encuentro se pretenden promover momentos de
encuentro y reflexién entre docentes del Primer Ciclo de
Ensefianza Bdsica,! Educadores de Infancia, estudiantes y
otros profesionales vinculados a estos niveles de ensefianza y
promover el intercambio de conocimientos y experiencias
relacionadas con la enseflanza y aprendizaje de las
Matematicas durante los primeros afios de escolaridad. En
este texto, a pesar de estar basado en las actividades trabaja-
das en el taller presentado en ese encuentro, se efectda un
enfoque un poco mds amplio, en el sentido de considerar las
situaciones mds generales, pero siempre basado en las tareas
propuestas y en las actividades desarrolladas.

Desde que nacemos, todos nosotros sabemos realizar, aunque
sea de manera informal, las operaciones aritméticas mds bdsi-
cas. Una de las operaciones aritméticas que tradicionalmente
trae mayores complicaciones a nuestros alumnos es la divi-
sion, al igual que la substraccién. Sin embargo, este hecho no
deberia ocurrir pues es una de las primeras que interioriza-
mos (de modo no formal). Aprendemos muy pronto a dividir
cosas (mucho antes incluso muchos de los que no somos hijos
unicos); ya de bebés, las atenciones de los padres y abuelos;

cuando somos un poco mayores, los juguetes, las golosinas, el
carino y las atenciones. A medida que nos hacemos mayores,
aprendemos a dividir otras cosas tales como deberes, respon-
sabilidades, culpa...

A nivel escolar, y a pesar de que la operacién de la division
forma parte del Programa de tercer curso de Primdria (DEB,
2001) —particularmente el algoritmo— el contacto con el con-
cepto de divisién deberia acontecer lo antes posible, incluso
ya en Infantil (DEB,1997), de modo que los alumnos vayan
progresando a su ritmo en el aprendizaje y en la interioriza-
ci6én de estos conceptos en cuestién, aunque no sea necesa-
riamente de forma explicita.

La divisién, tal como es entendida en el &mbito escolar, puede
ser considerada como particién, agrupamiento o medida,
operacion inversa de la multiplicacién o como razén. Las
actividades que introducen el concepto de division (para que

C. Miguel Ribeiro

Centro de Investigagdo sobre Espagos e Organizagoes (CIEO)
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los alumnos construyan por si solos los aprendizajes matema-
ticos significativos) estan relacionadas con las actividades que
consideran la division como particién en partes iguales.

Un problema tipico de division es el de la division de lapiz (o
de cualquier otro conjunto de objetos familiares para los estu-
diantes) por un determinado conjunto de alumnos. Si preten-
demos dividir, por ejemplo, veinticuatro lapices entre cuatro
alumnos, éstos afirman, con mayor o menor facilidad, que
cada uno se queda con seis. Es necesario sefalar, sin embargo,
que esta respuesta no es la Gnica correcta, ya que, a pesar de
considerarlo obvio, y de que los alumnos lo sobrentiendan la
mayoria de las veces, no se dijo que la particion tenia que ser
equitativa, por lo que cualquier descomposicién de 24 en cua-
tro conjuntos distintos es una respuesta admisible.

Consideremos ahora una situacién en la que tengamos que
dividir, no lapices iguales, sino veinticuatro caramelos entre
cuatro alumnos: Ana, Pepe, Cinta y Luis. Si consideramos que
los caramelos son sustancialmente diferentes (marcas, tama-
nos, colores, sabores, textura,...) y tenemos en cuenta los gus-
tos propios de cada alumno, en este caso, ;la respuesta segui-
ria siendo seis caramelos para cada uno, quedando todos
satisfechos?

Para solucionar este tipo de problema, que tiene que ver con
las caracteristicas de lo que se pretende dividir, y con las pre-
ferencias y gustos de las personas entre las que se va a dividir,
tendremos que efectuar una divisién para que todos queden
satisfechos, no siendo ésta, por tanto, necesariamente equita-
tiva en cantidad, sino en valor, pues serd el modelo considera-
do por todos.

En este caso particular, dependiendo del tipo de caramelos,
podré haber alumnos que prefieran quedarse con una canti-
dad inferior, siempre que garantice que se queda con los que
le gustan (los que no le gustan no tendrian, para él, ningiin
valor, por lo que le darian igual). Obsérvese que, si sustitui-
mos los caramelos por: diamantes, obras de arte, terrenos,
casas, coches,... tal vez pasemos a considerar que la division
con estas caracteristicas, de este modo, no es tan sencilla
como parece a primera vista.

Este tipo de problemas se enmarca dentro de lo que se entien-
de por divisién justa.

Un poco de historia

Este tipo de problemas, de divisidn justa, es antiquisimo, y
una de sus representaciones mas conocidas es la historia del
Rey Salomén y de las dos mujeres que reclamaban como su
hijo un bebé recién nacido. Adoptando una aparente postura
de aplicacién de la divisiéon como reparto en partes iguales, el

rey Salomén propuso, como solucidn, que se cortase al nifio a
la mitad y que cada mujer recibiese una de las dos partes, una
divisién totalmente inaceptable para la verdadera madre, que
preferia que el nifo se quedase con la otra mujer, a que lo
matasen. De esta forma el rey Salomén no tuvo ninguna duda
en entregar el nifio a su verdadera madre.

Esta situacién ilustra la gran diferencia entre considerar la
divisiéon como particidn equitativa (en nimero) o justa (equi-
tativa en valor).

Matematicamente, los problemas de division justa se pueden
explicar de una forma relativamente sencilla:
¢Cémo puede dividirse algo (un bien o conjunto de bienes)

entre un conjunto de partes de tal forma que cada una de
ellas reciba una parte justa?

Independientemente de lo que estemos dividiendo (de mane-
ra justa), caramelos, obras de arte, coches, terrenos..., todos
los problemas comparten los mismos elementos esenciales, a
saber: (a) Un conjunto de bienes que dividir, y que para facili-
tar denominamos Sy (b) Un conjunto de n “jugadores” entre
los que se dividirdn las partes de S, jugadores que denomina-
remos P1, P2..., Pn

Hay que destacar que cuando estamos realizando una division
justa debemos considerar que ninguno de los jugadores tiene
conocimiento de las preferencias de los restantes, pues, si eso
sucediera, estarfa en una situacién de ventaja. Asi, para que
todos los # jugadores consideren que se realizé una divisién
justa es necesario que cada uno de ellos reciba una parte que
considere valer, para él mismo, por lo menos, 1/7 del total del
valor del bien que se pretende dividir (S). En divisiones de este
tipo —justas— sélo interesa el valor que cada jugador atribuye
a la parte que le corresponde, siendo asi irrelevante lo que los
otros piensan.

Cuando pretendemos dividir un determinado conjunto de
bienes, éste puede ser de varios tipos: continuo, discreto o
mixto. Un conjunto de bienes es de tipo continuo cuando es
divisible en un ntmero infinito de modos (pasteles, pizzas,
helados, terrenos,...), por lo que las partes pueden aumentar
o disminuir; es de tipo discreto, cuando estd compuesto por
objetos indivisibles —por lo menos en el sentido de mantener
su valor— (caramelos, bombones, cuadros, casas, coches,
joyas...); es de tipo mixto, cuando estd compuesto por objetos
de los dos tipos anteriores.

En este texto se presentan procesos para efectuar una divisién
justa de tipo continuo o discreto. Estos procesos de resolucién
son necesariamente distintos, ya que tendremos que tener en
cuenta no soélo las preferencias de los jugadores sino también
la posibilidad, o no, de divisién de cada uno de los elementos
del conjunto.



Veamos cada situacién por separado, comenzando por la divi-
sion de tipo continuo, en la cual presentamos dos situaciones
(division entre dos jugadores o entre tres) y divisién de tipo
discreto (division entre jugadores). En cuanto a la situacién de
la divisién de tipo continuo veremos dos procesos distintos.

En el caso de una division justa de tipo continuo vamos a con-
siderar que pretendemos dividir una tarta entre dos o tres
jugadores, y en la divisién de tipo discreto veremos cémo
podemos dividir los 24 caramelos, atendiendo a sus caracte-
risticas, entre cuatro alumnos, considerando asimismo las
preferencias de estos tltimos.

Para ilustrar el primer proceso imaginemos la siguiente situa-
cién:
Para un concurso se preparé una tarta con dos sabores dis-
tintos: fresa y chocolate, distribuidos, cada uno de ellos
entre cada una de las mitades de la tarta solamente. ;Cémo

podemos dividir la tarta entre Pepe y Cinta de modo que
ambos queden satisfechos con la parte que les corresponde?

Este problema aparece con frecuencia cuando se pretenden
abordar los racionales, pues a cada uno le tocard, obviamente,
la mitad de la tarta. Sin embargo, en este contexto, lo impor-
tante es, ademds de eso, determinar qué mitad recibe cada
uno, puesto que, mds que la cantidad, lo importante, en este
caso, es el valor que cada uno atribuye a la parte que le corres-
ponde. Para realizar una division de este tipo (justa y conti-
nuo), y una vez que el bien, en este caso la tarta, se va a divi-
dir en #n partes (dos), alguien tendra que dividirlo, por lo que,
en primer lugar, es necesario decidir quién lo hara. Esa
opcidn, puesto que es una situacion de desventaja, deberd rea-
lizarse de manera aleatoria, por ejemplo, con el lanzamiento
al aire de una moneda.

Después de elegir quién divide la tarta —el divisor— es el
momento de efectuar la divisién. Para facilitar la operacion
consideremos que el divisor es Pepe y la que escoge, Cinta. De
este modo, Pepe (divisor) divide la tarta en dos partes, que
valen, para él, la mitad del valor que él da a la tarta. Cinta —el
elector— escoge la parte que quiere, dejando la restante para
Pepe.
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Este proceso, normalmente conocido por “ta divides y yo
elijo’, cuando se hace honestamente (sin que el jugador conoz-
ca las preferencias del otro) garantiza que cada jugador se
queda con una parte que considera valer, por lo menos, el 50%
del valor total, y puede utilizarse siempre que exista un caso
de divisién de tipo continuo. En esta situacién, dependiendo
de los gustos del divisor, y por tanto, de la division efectuada,
el que elige puede escoger una parte que represente, para él,
mds de la mitad del valor total.

Un ejemplo, en la situaciéon antes mencionada, en que el elec-
tor se queda con una parte que considera que vale mds de la
mitad del bien, es que a Cinta sdlo le guste la fresa y que Pepe
divida la tarta de modo que cada parte se quede s6lo con un
sabor. En este caso, Cinta se quedaria con una parte que
representa, para ella, la totalidad de la tarta, pues dejaria a
Pepe la parte de chocolate que no tiene, para ella, ningan
valor.

Veamos cdmo podemos dividir la tarta de la situacién ante-
rior no s6lo entre Pepe y Cinta, sino también entre otro amigo
(Luis), de modo que todos queden satisfechos con su parte, o
sea, que les toque una parte que consideren que vale, por lo
menos, 1/3 del valor de la tarta.

A semejanza de la situacién en que sélo estaban los dos ami-
gos, podemos utilizar el proceso de un divisor, y necesaria-
mente dos electores (divisor solitario) o bien dos divisores y
un elector (elector solitario).

Se constata facilmente que los métodos y las situaciones pre-
sentadas se pueden generalizar, sin gran dificultad, en situa-
ciones donde aparecen mas de tres jugadores, por lo que pre-
sentaremos cada uno de los métodos solamente para la situa-
cién en que haya tres jugadores.

Véase como realizar una divisién justa de tipo continuo apli-
cando los dos métodos.

Método del divisor solitario (un tnico divisor)

Como indica el nombre, en este método existe un inico divi-
sor que, tal y como ya se ha explicado anteriormente, debe
elegirse al azar. Consideremos a Pepe el divisor y a Cinta y
Luis los electores. Para realizar una division justa utilizando el
método del divisor solitario tendremos que seguir tres pasos:
dividir, escoger y, finalmente, distribuir.

En el primer paso el divisor (Pepe) divide el conjunto en tres
partes, S1, S2'y S3.
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Chocolate (C)
51 521 53

Fresa (F)

El divisor tendrd mucho interés en dividir el conjunto S de
modo que cada una de las tres partes tenga el mismo valor
(por lo menos para él, pues para los otros dos jugadores pue-
den tener valores diferentes), ya que va a recibir una de esas
partes.

En el segundo caso cada elector lleva a cabo su eleccién. Esta
deberd efectuarse de forma secreta e independiente, pues en
esta situacidn, vista en una perspectiva de juego, ambos quie-
ren ganar, o sea, recibir la parte que tiene, para cada uno,
mayor valor. Varias situaciones pueden ocurrir: los electores
pueden escoger una tnica parte —significando que ésa es la
unica que tiene para €l valor (1/3 del total)—; pueden escoger
dos de las partes —atribuyendo por tanto el mismo valor a
ambas, y les dard igual cudl de las dos escogidas le tocara—; o
escoger inclusivamente las tres partes, siendo asi indiferente
cudl de ellas le corresponde, y valiendo para cada uno, por
tanto, cada una de ellas exactamente 1/3 del valor total (equi-
valente a la division equitativa en nimero).

Después de escogida(s) la(s) parte(s), en el tercer paso tendre-
mos que realizar entonces su distribucién entre los jugadores
de manera que la parte que corresponde a cada uno de ellos
depende, obviamente, de sus elecciones. Recordemos que s6lo
los electores han podido escoger, pero pueden haber escogido
una, dos o incluso las tres partes, por lo que puede haber par-
tes que no hayan sido escogidas, y que para el divisor cual-
quiera de ellas tenga el mismo valor.

Por una cuestion de simplificacién vamos a separar las partes
en dos grupos: las elegidas y las no elegidas. Las primeras son
las partes que constan de las elecciones de uno o de ambos
electores, y las no elegidas son las partes que no se eligieron.
Si en el conjunto de las partes elegidas estan dos o incluso las
tres partes, es inmediatamente posible dar a cada elector una
parte que haya seleccionado como que valga 1/3 del total
pues, si ambos han escogido las tres partes, entonces significa
que les da igual las partes que les corresponden y, mediante
acuerdo, pueden decidir qué parte otorgar al divisor (éste se
queda entonces con la parte que no quieren los otros, a pesar
de que cada parte tiene el mismo valor para el divisor; este
paso ilustra bien la fragil posicién que posee); si en el conjun-
to de las partes escogidas existen s6lo dos de las partes, signi-

fica que cada uno de los electores ha escogido una, queddn-
dose asi cada uno de ellos con la parte correspondiente a la
eleccién que realizé. De este modo, todos los jugadores reci-
ben una parte que consideran justa.

Si, por otro lado, en el conjunto de las partes escogidas existe
s6lo una de ellas en que se ha dividido la tarta (conjunto S),
entonces significa que los dos electores han escogido la
misma parte (por ejemplo S1). Asi, Pepe se quedara con con
82 0 83. La cuestién ahora es saber cudl de las partes no esco-
gidas estdn dispuestos a conceder los dos electores, ya que la
parte con la que se queden tendrd que entrar en la divisién
entre ellos. La mejor manera de solucionar este problema sera
por medio del didlogo entre ambos, para decidir cudl de las
partes pretenden dar al divisor (si no llegasen a un acuerdo
podria tomarse la decisién lanzando una moneda al aire, pues
seria indiferente qué parte dan).

Una vez atribuida una de las partes al divisor, digamos S3,

queda entonces SI y S2 para repartir entre los dos electores
(razonamiento andlogo para S2).

.-""FF-___--

ocolste (C)

Fresa (F)

Entonces, scudl es la mejor manera de dividir las dos partes
entre los dos? Como estamos realizando una divisién justa de
tipo continuo, y tenemos dos conjuntos que queremos dividir
de manera justa entre dos personas, el mejor proceso es jun-
tar ambos y formar un conjunto solamente que se dividira
aplicando el método dividir/escoger.

Obsérvese que, de este modo, el divisor recibe una parte que
vale para él, por lo menos, un tercio del total —pues ha sido él
el que ha dividido la tarta (conjunto S), en partes, para él, de
valor equitativo— y los dos electores van a recibir, tras las apli-
caciones del método divide/escoge, una parte que valdrd, para
cada uno de ellos, més de un tercio del valor del conjunto ini-
cial, esta valorizacion se une al hecho de que cada uno de ellos
ha otorgado al divisor una parte (SI) que no tenia ningin
valor para ellos, por lo que la parte con la que se va a quedar
cada uno de ellos valdrd, por lo menos, la mitad del valor total.
En esta situacion especifica, donde dividimos una tarta entre
tres amigos, todos se quedan con una parte que consideran
justa y dos de ellos se quedan con una parte que consideran
que vale, por lo menos, la mitad.



Meétodo del elector solitario (un tnico elector)

Si optamos por el método del elector solitario, partiendo de
una situacion con tres jugadores, tendremos un elector y dos
divisores. Consideremos que en esta situacion Pepe es el elec-
tor y Cinta y Luis los divisores.

Tendremos entonces, también en este caso, tres pasos que
seguir: primera divisién, segunda divisiéon y finalmente la
seleccion.

En el primer paso los dos divisores (elegidos al azar), Cinta y
Luis, dividen la tarta (conjunto S) en dos partes que conside-
ran justas —utilizando el método divide/escoge— y asumiendo,
por tanto, en esta fase, uno de ellos el papel de divisor y otro
el de elector, pero es s6lo un paso intermedio. Denominemos
cada una de esas partes también S1 y S2.

En el segundo paso cada uno de los divisores divide la parte
que le corresponde (después de la primera eleccién) por ejem-
plo, S1 para Cinta y S2 para Luis, en tres partes que considere
que tienen igual valor (S11, S12, S13 y S21, S22 y S23)

El tercer paso, que tiene que ver con la seleccion, es realizado
por el elector (Pepe) que va a escoger una de las tres partes de
S1 (S11, S12 o S13) y una de las tres partes de S2 (S21, S22 o
S23) obteniendo, de esta forma, un conjunto que vale, para él,
2/6 del valor total. Los otros dos amigos (electores) se quedan
con las dos partes restantes. La divisién asi realizada se consi-
dera justa por todos los implicados, pues para Cinta la parte
S1 valia, por lo menos, la mitad de la tarta, y se ha quedado
con 2/3 de esa mitad (2/6 del total), lo que representa, en su
opinidn, una parte justa. Del mismo modo, Luis, el otro divi-
sor, se ha quedado con la parte que considera valer, por lo
menos, 1/3 del total de la tarta.
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Division justa de tipo discreta

Volvamos al punto de partida de nuestra motivacién en que se
pretendia dividir 24 caramelos entre cuatro nifios. Esta divi-
sién cuenta con rasgos muy caracteristicos ya que incluye
bienes discretos. Para realizar esta division necesitamos cons-
truir tres tiras de papel para cada alumno donde escribirdn su
nombre y a las cuales daremos un nombre de marcas. (En el
caso de que pretendamos dividir una determinada cantidad
de bienes discretos entre un conjunto # de jugadores, y ya que
tenemos que dividir el conjunto en # partes, tendremos que
suministrar (z-1) marcas.)

Para efectuar la divisidn justa de este tipo colocamos los cara-
melos en linea recta, aleatoriamente, y pedimos a los alumnos
que dividan el conjunto en cuatro partes, aisladamente y sin
decirselo a los compaiieros, de manera que cada una de ellas
sea con la que ellos se quedarian satisfechos, o sea, que todas
posean, para si mimos, igual valor. Hecho esto, cada alumno
(jugador), debera colocar sus marcas en las posiciones escogi-
das para que se pueda dar inicio entonces al proceso de divi-
sion.

Como forma de ilustrar el proceso de divisién presentamos
una posible disposicién de los caramelos y de la colocacién de
las marcas por los cuatro alumnos (Ana, Pepe, Cinta y
Miguel).

(VBT [HE E?e HIEH
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Después de realizar las elecciones, cada alumno ha dividido
los veinticuatro caramelos en cuatro partes que tienen, para
cada uno, igual valor, a pesar de que poseen cantidades dis-
tintas.

En cada paso que efectuamos (cada distribucion que se haga),
retiramos las restantes marcas del alumno. De este modo
podemos distribuir los tres primeros caramelos de la izquier-
da para Ana y retirar todas sus marcas (da igual comenzar por
la izquierda o por la derecha).

YBIW] :T]%um {ILERE

En este segundo paso podemos actuar de dos formas: dar a
Pepe los cuatro caramelos de la derecha o dar a Miguel los
caramelos que se encuentran entre sus marcas primera y
segunda (ultima marca del primer conjunto). Dependiendo de
la eleccién que hagamos, los alumnos pueden recibir diferen-
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tes caramelos, pero que valen, para cada uno, exactamente lo
mismo, un cuarto del valor total (en esta situacién da igual
hasta la forma como hagamos la distribucion). Atribuyendo a
Pepe los cuatro caramelos de la derecha, y retirando sus res-
tantes marcas obtenemos:

‘ ?: j o (YRR NI

Sélo nos queda distribuir los caramelos entre dos de los alum-
nos (Miguel y Cinta). Asi, a Miguel le tocardn los caramelos
colocados entre sus marcas 1y 2 y a Cinta los caramelos entre
sus marcas 2 y 3. Hay que destacar que no podemos dar a
Miguel los caramelos entre sus marcas 2 y 3, pues de ese
modo no serfa posible atribuir a Cinta un conjunto que ella
considerase que vale una cuarta parte del valor de los cara-
melos, ya que estariamos quitindole uno de los caramelos —
el situado entre M2 y J2.

Con esta distribucién cada uno de los cuatro alumnos se
quedo con una parte que considera valer, por lo menos, un
cuarto del valor de los caramelos:

Ana gi (%
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NOTAS

Pero como resultado de esta division justa existen todavia
caramelos que no se han distribuidos

.'r
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y la mejor forma de hacerlo —ya que todos poseen una parte
que consideran justa-, es realizar la distribucién por mutuo

acuerdo. Con este tipo de divisién cada alumno recibe una
parte que considera justa e incluso un caramelo extra.

Con este ejemplo podemos concluir que, realizando divisio-
nes justas, no necesariamente equitativas, todos los partici-
pantes ganan. Serd pertinente comprobar qué tipos de divi-
siones debemos aplicar en cada una de las situaciones, pues
dividir un determinado conjunto entre una serie de jugadores
no significa necesariamente que todos reciban una parte igual
-en lo que se refiere a tamano o cantidad- sino una parte de
igual valor, ya que por lo menos este ultimo es atribuido por
cada uno de ellos.

Este tipo de actividades permite que los alumnos entren en
contacto con otra forma de dividir, en que obviamente es
imposible aplicar ningun algoritmo de papel y lapiz, lo que les
permitird también conscienciarse de sus gustos y de la impor-
tancia de sus tomas de decisién en el producto final. |

! En Portugal el Primer Ciclo incluye los primero cuatro afios de escolari-
dad (alumnos con edades comprendidas entre los 6 y los 9 afios, en con-
diciones normales) y donde existe, hasta el momento, un unico profesor
para todas las dreas curriculares.
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n el mundo de los juegos ocurre a veces que la persona que
los inventa se hace realmente famosa; un ejemplo puede ser el
del hiingaro Erné Rubik, quien a partir de la creacién de su
cubo se hizo mundialmente conocido y creé de su apellido una
franquicia, pues los restantes juegos basta que lleven anadido
su apellido para tener asegurada la publicidad y la atencién de
la audiencia. En otras ocasiones un puzzle o un juego se hace
muy conocido pero nadie sabe quién es su autor; un caso
podria ser el juego del 15, del que existen muchas versiones,
incluso en publicidad, pero que sdlo los que han investigado un
poco saben que lo invent6 el norteamericano Sam Loyd, uno
de los mayores creadores de juegos de la historia y a quien en
algin momento tendremos que dedicar esta seccién.

El personaje del que nos vamos a ocupar pertenece a este
segundo grupo; una persona que se dedicé a las matematicas
recreativas, patentd puzzles muy atractivos e interesantes,
publicé varios libros y sin embargo es poco conocido. Nos
referimos en concreto al matemdtico britdnico MacMahon
(1854-1929). En esta seccién ya nos hemos referido a él en la
revista SUMA n° 41, pero queremos dedicar este articulo a
estudiar los puzzles que descubrié y patento, asi como posi-
bles versiones que surgen de ellos.

MacMahon, ese hombre

Percy Alexander MacMahon o McMahon, naci6 el 26 de sep-
tiembre de 1854 en Aliena, Malta. Hijo de militar, fue educa-
do en una escuela de Cheltentham para seguir los pasos de su
padre en el ejército britanico.

MacMahon y las matematicas en colores

Estuvo destinado en la India durante cinco afios, hasta que
una enfermedad desconocida le devolvié a Inglaterra, libran-
dose de la guerra con los afganos y por lances del destino paso
de soldado a ser elevado al rango de capitdn y nombrado ins-
tructor de Matematicas en la Real Academia Militar. En 1891
fue nombrado Instructor Militar en Electricidad en la Real
Academia Militar en Woolwich. Se retir6 de la carrera militar
en 1898.

Grupo Alquerque de Sevilla

Constituido por:

Juan Antonio Hans Martin. CC Santa Maria de los Reyes.
José Muiioz Santonja. IES Macarena.

Antonio Fernandez-Aliseda Redondo. IES Camas.
Juegos@revistasuma.es
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Fue elegido miembro de la Royal Society en 1890, que le conce-
di6 la Medalla Real en 1900. Recibié la Medalla Silvester en 1919
y la London Mathematical Society, de 1a que fue presidente entre
1894 y 1896, le concedié la Medalla Morgan en 1923.

Como matematico estudié sobre todo las funciones simétri-
cas y las particiones y recubrimientos del plano. También fue
un apasionado de la combinatoria. Publicé dos libros sobre
matematicas recreativas:

— Combinatory Analysis (1915-1916) (Andlisis combinato-
rio). Este libro en dos volimenes es considerado el primer
libro importante sobre combinatoria numérica.

— New Mathematical Pastimes (1921) (Nuevos pasatiempos
matematicos). En este segundo libro retne todos sus tra-
bajos en matematicas recreativas. En él pone de manifies-
to una de las investigaciones que mas le intrigé: la cons-
truccién de patrones que se puedan repetir y que llenen el
plano.

Ademas patentd en 1892 un par de puzzles, junto con el
Mayor J. R. Jocelyn, basados en la combinatoria sobre los que
va a versar nuestra entrega de hoy.

Primer puzzle: cuadrado dividido en cuatro partes

En esta seccion ya hemos trabajado anteriormente el tema de
las variaciones coloristas para estudiar patrones y puzzles.
Aparte del articulo ya nombrado, en el n° 53 de SUMA publi-
camos el trabajo “Combinatoria de colores” En ese articulo
comenzdbamos proponiendo la divisién de un cuadrado en
cuatro piezas iguales, tomando dos de esas divisiones para
presentar puzzles.

En una de esas divisiones, como
vemos en la figura, se basé
MacMahon para el primer puzz-
le que presentamos.

Su planteamiento fue estudiar
cudntas piezas distintas se pue-
den formar utilizando tres colo-
res que puedan repetirse las veces que sean necesarias.

Asi surgid el que conocemos como puzzle de 24 cuadrados y
3 colores. En la imagen 1 podemos observar todas las piezas
que salen con esa condicién.

Con esas 24 piezas MacMahon plante¢ el siguiente problema:
construir un rectangulo de seis por cuatro que cumpla:
1. Los lados de las piezas en contacto deben ser del mismo
color.
2. Todo el perimetro del rectangulo debe ser del mismo
color.

Imagen 1

En la figura siguiente podemos ver una solucién a este pro-
blema.

Imagen 2

Siempre que trabajamos un material nuevo y mientras conse-
guimos encontrar la solucién (lo que a veces se nos resiste,
hasta que llega el “fiera” que nos la “destripa” en un momen-
to) nos gusta rentabilizar ese material, que la mayoria de las
veces hemos tenido que construir, buscando qué otros retos
podemos plantear. Por eso, trabajando en el taller con nues-
tros alumnos han surgido las siguientes actividades en las que
se utilizan todas o algunas piezas, manteniendo la tnica res-
triccién de que dos piezas que se toquen deben de hacerlo
uniendo el mismo color.

1. Coger las nueve piezas que tienen tres colores y construir
un cuadrado de lado 3.

2. Coger las doce piezas que tienen s6lo dos colores y cons-
truir un rectdngulo de 3x4.

3. Coger las doce piezas complementarias de las anteriores,
es decir las que tienen uno o tres colores, y construir un
rectangulo de 3x4.

4. Coger las 15 piezas que tienen uno o dos colores y formar
un rectangulo de 3x5.

5. Coger las 15 piezas que tienen uno o dos colores y otra
pieza (la que quieras) de las que tienen tres colores, y con
ellas construir un cuadrado de 4x4.

6. Dividiendo las piezas en dos grupos de 12 piezas cada
uno construir dos rectdngulos de 3x4 (imagen 3).




Imagen 3

7. Con todas las piezas, construir rectangulos de 2x12, 3x8
y 6x4.

8. Con todas las piezas construir rectangulos huecos de
3x11, 4x10, 5x9, 6x8 y 7x7.

A continuacién podemos ver ejemplos de rectangulos de 6x4
y 3x8. En ellos no se impone la condicién de que el perimetro
exterior sea del mismo color. Es mas, creemos que sélo es
posible mantener la segunda restriccién de MacMahon en los
rectangulos de orden 6x4. Siguen dos imagenes de rectangu-
los huecos.

Imagen 4

Imagen 5

Imagen 6
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Imagen 7

Este puzzle puede encontrarse comercializado entre los mate-
riales de una empresa granadina de nombre Materiales
Didacticos Bemal S.L., dentro de sus puzzles 2D. Se puede
encontrar mas informacién en www.bemal.es.

MacMahon fue una persona
que se dedicé a las matemdticas
recreativas, patento puzzles
muy atractivos e interesantes,
publicé varios libros y sin
embargo es poco conocido.

El salto del plano al espacio. Como resolver un
reto.

Para mostrar que no somos los tnicos que aprovechamos un
juego para sacar variantes de €l, vamos a presentar el puzzle
que conocemos como de los 4 cubos y 3 colores.

Este puzzle fue creado por Scout Nelson y segun reza la publi-
cidad de la casa que lo comercializa, después de 50 anos y
muchos intentos, un nino de 9 anos consiguié resolverlo,
colocando los 24 cuadrados de MacMahon en las 24 caras de
cuatro cubos de manera que en los bordes de las caras coinci-
da el color, es decir, las aristas de cada cubo unen dos tridn-
gulos del mismo color.
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La distribucién de colores en los cubos es la que podemos ver
en el siguiente desarrollo.

Con los cuatro cubos resultantes se tiene un puzzle realmen-
te llamativo y nada facil.

El reto consiste en apilar los cuatro
cubos de manera que las caras que
quedan visibles a cada lado se unan
por colores iguales.

Como es un puzzle altamente dificil,
de entrada comenzamos apilando
primero dos y después tres, antes de
pasar al problema completo del que
podemos ver una solucién en la ima-
gen adjunta. Sélo decir que no es tri-
vial conseguir apilar los cubos inclu-
so viendo la solucién.

Como hemos comentado en el puzzle anterior, una vez que
hemos resuelto el problema planteado llega el momento de
sacarle mas rendimiento y por ello invitamos a conseguir figu-
ras con los cuatros cubos, manteniendo siempre la restriccion
de que las caras se unan por colores iguales.

Anadimos algunas de las soluciones encontradas por nuestros
alumnos.

Segundo puzzle de MacMahon: triangulos dividi-
dos en 3 partes.

La misma idea que vertié en su puzzle de los 24 cuadrados
con tres colores lo hizo MacMahon en su segundo puzzle,
pero en este caso partiendo de un tridngulo. En la misma
patente se describe que el puzzle estd formado por piezas que
son triangulos equildteros divididos en tres partes que llevan
numeros o color de modo andlogo al dominé.

Es decir, en este puzzle se basan también los dominés trian-
gulares que pueden encontrarse formado por piezas triangu-
lares y con las que puede jugarse a una versiéon del dominé
clasico.

Para que no sea muy simple, ahora se utilizan cuatro colores y
el puzzle estd formado por todas las piezas distintas formadas
por tridngulos divididos en tres partes iguales y que puedan
colorearse con cuatro colores diferentes, pudiéndose repetir

los colores obviamente. Las piezas posibles aparecen en la
siguiente imagen.
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En su libro Nuevos pasatiempos matemdticos, aparte de des-
cribir el juego plantea un nuevo reto, como hizo con los cua-
drados: construir un hexagono de lado doble que los de los
triangulos, con las siguientes condiciones:

1. Los lados que se toquen deben ser del mismo color.
2. El perimetro del hexdgono debe ser de un solo color.

En las fotografias siguientes tenemos algunas soluciones en
donde el borde es de cada uno de los colores posibles.

Una vez resuelto el problema de MacMahon vamos a poner-
nos retos. Por ejemplo, construir un rombo de lado 2 con el
borde de un color, con las piezas restantes montar otro rombo
con el borde de otro color y, si me quedan fuerzas, conseguir
con las restantes otro rombo de las mismas caracteristicas.
Para que no se nos llame mentirosos mostramos en la siguien-
te fotografia una solucidn a esta propuesta.

>

Otro rompecabezas es conseguir cuatro hexdgonos de lado
igual al triangulo, pero cada uno con un borde de cada uno los
cuatro colores que se han usado en el puzzle. También se
muestra una solucion.
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Jugando con todas las piezas, aparte del hexdgono propuesto
por MacMahon, es posible conseguir otras figuras que guar-
dan una cierta simetria o forman poligonos reconocibles. A
continuacion os planteamos como reto algunas composiciones
que han conseguido nuestros alumnos en el taller de juegos.
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En la siguiente pagina web podemos jugar online con los
triangulos de MacMahon y otros puzzles similares:

http://www.gamepuzzles.com/pparlor/hexmojr.html

Existe un juego holandés con el nombre Spectrangle, comercia-
lizado en nuestro pais por Borrds, que se basa en este puzzle.

Este juego sin embargo es de estrategia, trabaja con cinco
colores en lugar de cuatro y como las piezas son macizas y se
pueden usar por delante y por detrds, el nimero de posibili-
dades se repiten.

En concreto, las piezas formadas por tres colores diferentes se
reducen a la mitad, por eso s6lo tenemos 20 piezas utilizando
cuatro colores diferentes.

Actualmente la Sociedad Andaluza Thales tiene comerciali-
zados una serie de materiales y juegos entre los que se
encuentra el puzzle concreto de MacMahon con el nombre
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“24 tridngulos de colores’, si alguien esta interesado en infor-
marse sobre el tema puede consultar la direccién:

http://thales.cica.es/?q=node/268.

El puzzle espacial de MacMahon.

También en 1892, MacMahon present6 la patente de un con-
junto de 30 cubos con sus caras pintadas con seis colores dife-
rentes, que es conocido como el puzzle de los 30 cubos y los
6 colores.

Consiste en todos los cubos posibles que se pueden formar
pintando cada cara de un color diferente. El estudio combina-
torio de todas las posibilidades ya es un buen proyecto para el
taller de matematicas. La primera dificultad estd en elegir una
buena notacién para que no se nos pase ninguna posibilidad.
En la imagen adjunta tenemos los 30 cubos posibles: como
puede verse, hemos colocado todos los desarrollos a partir de
una cara fija, la roja, y combinando todos los demds colores.

Nosotros no hemos conseguido encontrar este puzzle comer-
cializado, y para construirlo hemos decidido ir al reciclaje
para optimizar los recursos y las fuerzas. Lo mejor es conse-
guir cubos de madera o de pléstico proveniente de juegos
infantiles ya desechados, aunque es dificil conseguir 30 del
mismo tamafo (siempre podemos echar mano de los merca-
dillos de segunda mano). Por ultimo, usando papel adhesivo
del que se utiliza para forrar los estantes de las cocinas o para
trabajos manuales, basta recortar cuadrados mds pequenos
que la cara del cubo y ja pegaaaar!
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Con los cubos construidos os proponemos unos cuantos de-
saffos de distinto grado de dificultad, en la mayoria de ellos
hay que seleccionar los cubos que necesitaremos para resol-
verlos:

1. Coger un cubo cualquiera y buscar su simétrico.

2. Coger 6 cubos y formar con ellos una columna de manera
que cada uno de los lados contenga los seis colores distintos.

3. Coger 8 cubos y formar un cubo de 2x2x2 que tenga en las
caras derecha e izquierda un color, delante y detras otro
color y un tercer color arriba y abajo.

4. Construir un cubo de 2x2x2 con un color en dos caras
opuestas y colores diferentes en las otras caras.

5. Construir un cubo de 2x2x2 con un color diferente en
cada una de sus caras.

Reto 1 Reto 5

6. Construir un cubo de 2x2x2 de forma que las caras delan-
tera y trasera sean de un solo color y el mismo, en las caras
laterales también se obtenga el mismo color, diferente del
anterior y en la parte de arriba y de abajo aparezcan los
otros cuatro colores sin repetir en cada cara.

7. Construir un cubo de 2x2x2 con cuatro colores diferentes
en una cara, y que esos mismos cuatro colores se repitan
en todas las caras.

8. Construir un cubo de 3x3x3 de manera que cada cara sea
de un color diferente.

Para mostrar que podemos engarzar una actividad con los
resultados de otra proponemos la siguiente en la que en cada
estado, al tener menos cubos, se complica el reto.

Coger un cubo cualquiera. De entre los 29 restantes tomar 8
cubos que formen un cubo de 2x2x2 y que sus colores tengan
la misma disposicion que el elegido.




Este juego puede tener dos niveles de dificultad:

a. Que las caras en contacto tengan distinto color.
b. Que las caras en contacto tengan el mismo color.

De entre los 21 cubos que quedan se puede coger un nuevo
cubo y de entre los 20 restantes coger 8 y formar un cubo de
2x2x2 con los colores de este ultimo cubo.

De entre los 12 que quedan se puede coger un nuevo cubo y
de entre los 11 restantes coger 8 y formar un cubo de 2x2x2
con los colores de este ultimo cubo.

Reto 8

Como convertir un puzzle en un juego de estrate-
gia: torre de colores

En su libro Nuevos pasatiempos matemdticos, Martin
Gardner incluye un articulo de titulo “Los 24 cuadrados y los
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30 cubos de colores” donde habla de estos puzzles y nos pro-
pone un juego para dos jugadores, con las siguientes reglas:

— Se colocan los 30 cubos en una caja o bolsa donde no pue-
dan verse sus colores.

— Cada jugador saca 7 cubos ocultindolos a su oponente.

— Para comenzar turno cada jugador dice tres colores, se tira
uno de los cubos del juego cualquiera y el que hubiese ele-
gido el color de la cara superior comienza el juego.

— El primer jugador coloca uno de sus cubos en el centro de la
mesa. El segundo jugador coloca al lado un cubo de los
suyos de manera que las caras que queden en contacto sean
del mismo color. Por turno los jugadores van colocando sus
cubos formando una torre de base cuadrada de 2x2 cubos.
Una vez conseguida se continda construyendo sobre ella
otro piso de 2x2 cubos.

— Para comenzar un piso nuevo debe estar terminado el pre-
cedente.

— Se puede colocar un cubo en cualquier hueco de un piso
manteniendo siempre la obligacién de que las caras que se
toquen deben ser del mismo color.

— Si un jugador no puede colocar ninguno de sus cubos, debe
robar de la bolsa de cubos. Si el cubo extraido se puede
colocar, puede jugarlo si quiere. Si no puede o no quiere
pasa su turno.

— Si algun jugador por estrategia desea pasar turno, puede
hacerlo, pero debe robar un cubo de la bolsa.

— Gana el jugador que coloca todos sus cubos en la torre. Si en
algin momento el juego llegara a bloquearse y no se pudie-
ra continuar, ganaria el que tenga menos cubos en su poder.

JUEGOS 1

Gardner, M. (1991): Nuevos pasatiempos matemdticos. Coleccion El
libro de bolsillo, n° 391. Madrid: Alianza Editorial.

Grupo Alquerque (2002): El puzzle de los cubos de colores, Suma,
(41), pp. 121-123.

Grupo Alquerque (2006): Combinatoria de colores, Suma, (53), pp.
61-64.
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uchos son los liquidos (aceite, vinagre, leche, vino,
licor...) y otros productos (sal, especies, arroz...) que son des-
critos en las recetas de cocina en relacion al volumen. A veces
se expresan dichos volimenes en unidades precisas (litros,
centilitros, mililitros...) pero en muchas ocasiones se presu-
ponen las capacidades de determinados contenedores (cu-
charas, tazas, vasos...) para “aclarar” los volimenes implica-
dos. Cuando le recomiendan “ponga dos tazas de arroz por
persona’; si usted no es del club de los iniciados, su estupor
puede ser maytsculo pues al abrir el armario de la cocina
encontrara tazas de lo mas diverso dispuestas a ser “la taza”
recomendada.

En otras recetas de cocina podrd ver que a veces en lugar de
volumenes se expresan contenidos en peso. Se presupone que
es mds normal que usted disponga de balanzas que no de
medidores de volumen. Esta costumbre depende de los démbi-
tos culturales, mientras que en Europa la harina se expresa en
peso en Estados Unidos la harina de las recetas se expresa
siempre en volumen. La moda americana de hacer pasteles
caseros ha llevado a que en sus cocinas sean frecuentes los
medidores volumétricos.

La vieja tradicion de los recipientes medidores

Antes del sistema métrico decimal siempre fue costumbre
expresar los volimenes en relacion a recipientes de medidas
conocidas, es decir, cada recipiente fijo daba lugar a una posi-
ble unidad. En nuestros museos se conservan muchos de
estos histéricos recipientes de madera o metélicos con los que
se median la harina, los granos, las legumbres, la leche, etc.

Al margen de los brillantes resultados en el estudio PISA, en
los mercados actuales de Finlandia podra observar que hay
muchos productos como patatas, cerezas, fresones, etc. que

se venden por “capacidad” y no por peso. Usan unos recipien-
tes metdlicos o de madera y el precio se expresa en relacién a
"lo que cabe” en cada uno, conservando asi una tradicién
medieval.

Claudi Alsina
Universitat Politécnica de Catalunya
elclip@revistasuma.es
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Una visita a las cucharas y las tazas.

El gran cocinero Santi Santamaria en sus populares recetas de
La Vanguardia siempre usa tres simbolos para aclarar temas
de volimenes:

c/c = cucharadita café

¢/p = cucharada postre

¢/s = cucharada sopera

Estudios sobre cucharas han mostrado que en general la
cucharadita de café o té oscila entre 4,2 ml y 4,6 ml, no supe-
rando nunca los 5 ml. Estudios estadisticos rigurosos han
publicado que:

Las cucharaditas de té tienen una capacidad media de 4,93
ml+0,24 ml

dato que puede satisfacer a los mds exigentes de nuestra pro-
fesion.

En el sistema anglosajon de medidas para cocina estd acredi-
tada la cuchara de té (t, ts, tsp: “teaspoon”) que se correspon-
de a5 ml:

1tsp=5ml, %tsp=3,75ml %tsp=25ml %tsp=125ml

Hay también la cuchara de postre (“dessertspoon”) de 10 ml en
Inglaterra.

La cuchara de mesa (tbsp: table spoon) corresponde a 15 ml o
sea 3 cucharas de té (pero en Australia 20 ml). Por tanto resulta:
1 taza = 16 cucharas de mesa = 48 cucharas de té = 240 ml.

Cucharillas medidoras

El medidor de tazas

Si se estd culminando una paella y debe poner 8 tazas de arroz
el resultado sera muy diferente si usa una taza de moka, una
taza de café, una taza de café con leche, una taza de té, etc.
Pero si alguien se apiada de usted y le precisa que deben ser
tazas de café, el problema atin no estard resuelto: ;las tazas de
café italiano?, ;las tazas de la vitrina de la abuela?

El problema ha sido resuelto por los americanos con el disefio
de un aparato cuya capacidad es de media taza e incorpora a
la vez escalas de mililitros, onzas y fracciones de taza. Un
marcador movible del instrumento permite mover al separa-
dor que esta en el interior de “la media taza”. El contenido total
del recipiente es media taza, pero la movida de la pieza un
cierto angulo permite pasar a %, %, %,...de taza. Las fraccio-
nes también estdn indicadas en el soporte y se da una escala
de equivalencias entre tazas y cucharadas. En este modelo
media taza equivale a 8 cucharadas y a 130 mililitros. Pero en
Australia y Canada la taza contiene 250 ml, en Inglaterra 285
ml y en algunos lugares americanos 236,59 ml.

El medidor de Curver

Un interesante recipiente de 1 litro producido por Curver
consiste en una vasija de plastico donde estan marcadas las
diferentes alturas para agua, harina, arroz y aztcar. La clave de
todo son las equivalencias de capacidades:

1l agua = 700 gramos de harina
0,8 1 agua = 700 gramos de arroz ~ 900 gramos de azticar

Un interesante dato a tener en cuenta.

Los vasos de Starbucks Coffee

Si entra en un Starbucks Coffee (lo dificil es no entrar pues
estan en todos los sitios) y elige entre las 86.000 ofertas (deben
tener un empleado amante de la combinatoria), si opta por el
tamaifo pequeiio recibird exactamente 236 ml, cantidad cier-
tamente curiosa. En esta popular cadena los contenidos cané-
nicos de sus vasos son:

Pequeno.......8 FL OZ....236 ml
Alto........... 12 FL OZ....354 ml
Grande...... 16 FL OZ....473 ml
“Venti”......20 FL OZ.....591 ml.

Como los niumeros no engaran, queda claro que el origen de
las medidas es anglosajon y por ello aparecen cantidades en
mililitros tan pintorescas.




Y una consideracién docente

En la ensenanza de la medida vale la pena trabajar volimenes
y capacidades con vistas a tener ciertas intuiciones sobre las
medidas reales de las cosas, desde las compras de liquidos,
pasando por el uso de las recetas de cocina y prestando espe-
cial atencién a los medicamentos y sus dosis.

Mi buen amigo Antén Aubanell dice con acierto que la unidad
de volumen que hoy tiene la juventud como referente es la lata
de Coca-Cola y por ello propone a sus estudiantes el ilustrati-
vo experimento de llenar un cubo transparente sin tapa de 1
decimetro de lado (1 litro) con el contenido de 3 latas de
refresco. Las férmulas para calcular medidas estan muy bien
pero conviene también usar recipientes, experimentar, desa-
rrollar un cierto dominio de las medidas reales de las cosas.
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Como dice un viejo aforismo:

Si no quieres caldo, dos tazas

Para saber mas

Adams M=. A. (y otros) (2000): Instrumentos y unidades de medida
tradicionales en Extremadura, Badajoz: Publicaciones de la
FESPM.

http://www.starbrucks.es
http://www.recetasdecocina.es
http://www.xtec.cat/~aaubanel/Guions/G13.pdf
http://www.xtec.cat/~aaubanel/Guions/G19.pdf

ELCLIP 1

Mercado en Finlandia
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CUENTOS DEL CERO

Luis Balbuena Castellano

NIVOLA libros y ediciones, S. L., Tres Cantos
Coleccion Violeta n° 10. A partir de 11 arios
Primera Edicion: 2006

ISBN: 978-84-96566-18-7

l libro al que vamos a dedicar este ntimero tiene dos
peculiaridades que lo diferencian de los anteriores. En primer
lugar es una obra de relatos en forma de cuentos matemdticos,
cuya variada temdtica va desde el origen de los digitos del sis-
tema de numeracion, hasta la geometria de la esfera, pasando
por las relaciones amorosas de la Derivada y el Arco Tangente
y otras narraciones emparentadas con la mitologia clasica. En
segundo lugar su autor es una persona imprescindible en el
panorama de la educacién matemdtica de las dltimas décadas
en Espafna, como hemos mencionado en la dedicatoria. Este
ano pasado ha recibido muy merecidamente el premio
Gonzalo Sanchez Vazquez, ultimo galardén de una serie de
reconocimientos que ha ido recibiendo a lo largo de su tra-
yectoria profesional. Sirva también este articulo como home-
naje a su innegable labor.

estdn llenas de vida(s)

Dedicado a Luis Balbuena.

Sin Luis todo hubiera sido distinto: la Federacion,
las Sociedades de Educacion Matemdtica, las
JAEM, la Innovacion y, en general,

la Educacion Matemdtica espariola

de los ultimas décadas.

Constantino de la Fuente Martinez
IES Cardenal Lopez de Mendoza, Burgos

literatura@revistasuma.es
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Presentacion

En la contraportada de la obra podemos leer:

El profesor canario Luis Balbuena ha escrito estos cuentos
que, de forma amena, nos invitan a conocer mas sobre el
mundo de las mateméticas.

En Yo soy el cero recrea la historia y la importancia de nues-
tro sistema de numeracién. Para introducirnos en los razo-
namientos légicos nos sorprende llevindonos de la mano
de dioses mitoldégicos en El rescate; o de un hidalgo que
sabe ensefar, en De lo que acontecié a Don Quijote...
Franqueamos las puertas de la geometria con rectas, trian-
gulos y esferas; la paridad y la teoria de nimeros dan paso
a un romance eterno.

La anterior presentacién, nos parece que hace muy poco honor
a la valia personal y profesional del autor, por ello le vamos a
afiadir algunas de nuestras opiniones, basadas en el conoci-
miento personal y profesional a lo largo de varias décadas.

Resulta dificil decir algo nuevo de nuestro flamante premio
Gonzalo Sdnchez Vézquez 2009 a los valores humanos, que ha
conseguido dejar su impronta en el ambito de la innovacién y
la educacién matematica espanola. Y lo ha hecho desde su
campo permanente de actuacion: la practica del aula; lo que
constituye un caso realmente meritorio y una valiosa hazana
de un practico reflexivo. Realmente Luis constituye un ejem-
plo a seguir para todos nosotros, los profesores y profesoras
de matemadticas. ;Quién no se ha inspirado escuchandole en
alguna conferencia o leyendo algunas de sus ideas?

Otro aspecto que no se puede
aprender leyendo libros
especializados o con una formacion
inicial ni siquiera brillante, es la
ilusion que cada uno imprima a su
trabajo y que es capaz de transmitir
en el acto de enseriar.

Aprovechamos la oportunidad que nos brinda este privilegia-
do espacio para resaltar algunas de sus ideas sobre la ense-
fanza, el aprendizaje y la profesion de profesor o profesora. A
tal fin hemos escogido un parrafo de su articulo (Balbuena,
1998), en el que nos brinda su vision de la ilusién en el traba-
jo de profesor:

Otro aspecto que no se puede aprender leyendo libros
especializados o con una formacidn inicial ni siquiera bri-
llante, es la ilusién que cada uno imprima a su trabajo y que
es capaz de transmitir en el acto de ensefiar. Da igual lla-
marle ilusién, que entusiasmo o ganas. Se trata, en defini-
tiva, de que el alumno capte —y lo capta con mucha rapidez
y facilidad- que a su profesor o profesora le gusta lo que

estd haciendo, que intenta hacerlo lo mejor posible, que
prepara rigurosamente sus clases y deja poco espacio —es
bueno dejar alguno— para la improvisacién, que innova y le
hace participe de las experiencias que desarrolla...

iQué mds podemos decir! Todo lo que aiiadiéramos sobre el
tema seria para estropearlo...

Comentario personal

Siguiendo la ténica de la presentacidn de la obra, en la que lo
profesional estd intimamente ligado a lo humano, vamos a
dejarnos llevar por los sentimientos y relataremos lo que me
ocurrié al leer por primera vez el libro, en julio de 2007.

Comencé a leer el primero de los cuentos, Yo soy el Cero, y fue
al llegar exactamente a la segunda linea, “puedo, al fin, expre-
sarme como humano y contarles asi parte de mi apasionante
historia’, cuando identifiqué en mi cabeza el sonido exacto de
la voz de Luis Balbuena, que me decia, justo, lo que yo lefa.
:Qué es esto?, pensé, jno es posible...! Pero era posible: Luis
me leia mentalmente el cuento, con su timbre de voz, su acen-
to canario, sus expresiones personales, su forma tdnica de
hablar y de dirigirse al otro, sus eses, su entonacidén... No sélo
era posible sino que era tan real como mi propia lectura...

Habia decidido aprovechar aquella mafana de julio para pase-
ar, hacer un alto en el Parque de la Isla y comenzar la lectura
del libro de Luis, Cuentos del cero, que habia adquirido recien-
temente. La luz matinal conservaba atn el frescor en las som-
bras, y la espesura del parque tamizaba los rayos de sol. Todo
ello proporcionaba un ambiente ideal para disfrutar de la paz
y el sosiego que nos proporciona la lectura.

Aquello, que quiso ser un buen comienzo, después de alrede-
dor de una hora y media se habia transformado en la lectura
completa e inesperada de todos los cuentos. Y si la magia
habia aparecido en el primero de ellos, también vi recompen-
sada mi natural atraccién hacia la mitologia griega en los
siguientes: la hidra, Zeus, Orfeo, Euridice, Aquiles, Cerbero...,
y hasta la conversacién entre Pitdgoras y Sineta, en la que el
primero reivindica que podemos llegar al conocimiento, a la
sabiduria, ja través de la razon! jQué bella proclama, en medio
de este mundo, con tanta sinrazén!

La voz de Luis volvié de nuevo en los cuentos E! tridngulo soy
yo 'y Hola, soy la esfera, haciendo que las férmulas adquirieran
humanidad y convencimiento, que la geometria del globo
terraqueo nos transmitiera vida y se mostrase al alcance de
nuestra mano. {Qué poder de evocacidn el de los cuentos! En
ese momento descubria que, desde la nifiez, en la que disfru-
té de ellos a través de la voz pausada y profunda del sefor
Fidel, el abuelo de un amigo, los cuentos estan indisoluble-
mente unidos a una voz.



Pero lo mejor llegé con el Romance de la derivada y el arco
tangente, porque al igual que los nimeros primos son el esque-
leto de los niumeros naturales, las raices de un polinomio son
su sostén bdsico, o las raices cuadradas de los ntimeros son los
que sostienen, alimentan y generan a sus radicandos, asi
mismo si hubiera que imaginar una historia de amor para
emparejar a la derivada, ésta serfa con el arco tangente; sin
olvidar que para los que gustan de los tridngulos amorosos, el
tercer personaje seria la recta tangente, pues de todos es sabi-
do que tiene, en el punto de tangencia, un contacto de orden
dos con la funcién, muy intimo como puede comprenderse.

El final se redondea con el relato de D. Quijote, en el que adi-
vinamos las buenas relaciones entre Luis y el famoso hidalgo,
fruto de las muchas horas dedicadas por el primero de ellos a
estudiar matematicamente al segundo, y porque el manchego
universal escoge muy bien a quien mostrar sus interioridades.

Cuando volvi a la realidad, después de comprobar que el tiem-
po vuela, me encaminé por el paseo paralelo al rio Arlanzén,
viniendo a mi mente una foto de este precioso paraje, realiza-
da por Luis en una de sus visitas a Burgos, y que nos envié
posteriormente, junto con otras, todas ellas con motivos
matemadticos. En esos momentos, las dos hileras de arboles,
que flanqueaban el paseo, parecian las lineas de las que habla
en el cuento Dos puntos y jun destino? ;Seria posible...?

Esta manana de julio no me estaba resultando normal. La acu-
mulacion de sensaciones iba en aumento a medida que me
acercaba a la Catedral a través del Arco de Santa Maria, aba-
rrotados ambos de turistas. La armonia se paseaba por la
Plaza de Rey San Fernando, desde la que el monumento mos-
traba todo su esplendor matemadtico: octégonos, cuadrados,

Claustro Bajo de la Catedral de Burgos
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rectangulos, tridngulos, poligonos estrellados, ntiimeros irra-
cionales, simetrias, vesica piscis, etc; todos ellos forman parte
de los innumerables atractivos matematicos del monumento
patrimonio de la humanidad.

Cuando entré en el Claustro Bajo, en mi mente bullian malti-
ples emociones, acrecentadas por algunas obras de arte de la
exposicion que albergaba. Una de ellas, El drbol ferroso, de la
que acompafo una imagen, me transportd, como por encan-
tamiento, al bosque de las funciones, donde bien podia haber-
se desarrollado el cuento de la derivada y el arco tangente. All{
estaba produciéndose el acontecimiento nupcial entre los
protagonistas del relato, justo en el punto en el que las curvas
convergian. Eran casi las doce del mediodia, domingo, y las
campanas comenzaron a repicar y repicar frenéticamente,
alocadamente; comunicdndonos su alborozo por el aconteci-
miento. El brocal del antiguo pozo seguia apuntado al cielo,
donde, en ese mismo instante, un avién rasgaba el azul
inmenso con su estela blanca. Quizds sea el de la pagina 71 del
libro, que salié del aeropuerto Tenerife-Norte...

Mi retorno a la plaza, acompanando a mis pasos el ensorde-
cedor volteo de las campanas, y con la mirada fija en el cim-
borrio y la Puerta del Sarmental, supuso el final de esta singu-
lar mafana de julio, llena de sentimientos y humanidad, ras-
gos que Luis Balbuena va derrochando y contagiando por
donde pasa.

Asi fue mi primer acercamiento a este libro, con la inmejorable
presencia y guia de su autor y la certeza personal de que, al igual
que Sineta, la hija secreta de Atenea, yo también habia hecho
s6lo lo que los dioses nos tienen reservado como destino. M

Wl '
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Una propuesta de trabajo en el aula
ﬁ

Igual que ocurre con el libro, que contiene cuentos para dife-
rentes niveles educativos, el guién de trabajo que presentamos
no se circunscribe a un curso sino que va dirigido a toda la
Secundaria: ESO y Bachillerato. La temdtica de cada cuento
nos proporcionard, de manera natural, el tipo de alumnado al
que lo podemos dirigir. El profesor o la profesora, con su buen
criterio, elegird a quiénes, como y cudndo propone algunas de
las actividades que se plantean en la propuesta y que pasamos
a presentar sin mas dilacion.

Actividad 1: El origen del cero

Naci en la India hace muchos siglos. No recuerdo la fecha
exacta y tampoco en aquella época se registraba este tipo
de cosas (pag. 11).

1.1. Explica, mediante una descripcién breve (media pagina)
el origen de los simbolos con los que representamos las cifras
de los nimeros o digitos.

En el cuento Yo soy el cero, el propio nimero nos narra su his-
toria, situando su origen en la India.

1.2. Explica el origen de este nimero y cémo pasé de signifi-
car vacio a significar nada o cantidad nula o niimero cero.

El [el Maestro] habfa llegado a la conclusién de que todos
los dedos formaban una unidad de orden superior a la for-
mada por un solo dedo. (pag. 12).

1.3. Analiza el significado de esta frase y su relacién con el
cero. Estudia el significado de la decena y de la centena.

1.4. ;Qué es el valor relativo de los digitos? ;Por qué el cero
afecta a los valores de las otras cifras? ;Cémo lo hace?
Explicalo con ejemplos.

1.5. El nimero cero pasé de la India a la cultura drabe. ;Cémo
pudo ocurrir esto?

Actividad 2: El nimero cero y Europa

Por aquellos sitios por donde yo transitaba llegé un merca-
der italiano que tenfa un hijo llamado Leonardo de Pisa
(que es una ciudad italiana de donde parece ser que era este
personaje). Lo recuerdo bien porque, como les he dicho, él
significé mucho en mi futuro a partir de aquel instante”
(pag. 17).

Leonardo de Pisa tuvo un papel importante en el conocimien-
to y difusion del cero en la cultura occidental.

2.1.;Qué sistema de numeracion se utilizaba en Europa con
anterioridad al conocimiento de la cifras indoarabigas?

2.2. Explica el funcionamiento del dbaco para hacer operacio-
nes con ndmeros. Pon ejemplos con numeros pequenos.

2.3. sPor qué calcular, que es una palabra derivada de cdlculo,
significaba manejar piedras?

2.4. ;Qué son las cuatro reglas?

2.5. Leonardo de Pisa también era conocido por otro nombre.
¢Qué nombre era éste? ;Qué significaba? Explica el origen de
la sucesion que lleva su nombre y expoén alguna de sus pro-
piedades, en particular alguna relacionada con el nimero de
oro ¢.

2.6. Si tuvieras que ordenar, por el criterio dificultad en su
manejo, los siguientes numeros: %, -2, , 105, @, mw %, 8§,
¢como lo harias?

2.7. Y si los tuvieras que ordenar por orden cronolégico; es
decir, del més antiguo al mas moderno, ;c6mo los ordenarias?

Como has visto, Leonardo de Pisa contribuyé al uso y difusiéon
del sistema indoardbigo de numeracién. Muchos conocimien-
tos matemdticos y de otros tipos, de la cultura drabe, llegaron
a Europa por primera vez a través de otro pais europeo.

2.8. ;De qué pais estamos hablando? ;Cémo se produjo esta
llegada? Pon ejemplos.




Pitdgoras Euclides

Actividad 3: Los sistemas de numeraciéon

Escribian los nimeros a base de unos palos, equis y otras
letras. Un medio rollo. Lo grave de aquel sistema, que a
pesar de todo pervive, es que los nimeros no tienen valor
relativo y para escribirlos tienes que saber sumar porque
los valores se van acumulando como si fuera una coleccién.

(pég. 18).

3.1.;De qué sistema de numeracién estd hablando el cero?
¢Qué letras usaban? ;Cémo funcionaba? Pon ejemplos.

También ha habido otros sistemas de numeracién a lo largo
de la historia: el griego, el egipcio, el maya, el chino, ..., y otros
muchos.

3.2. Escoge uno de ellos y analiza sus simbolos, su funciona-
miento y cémo llevaban a cabo las operaciones elementales.

Actividad 4: Lo que pudo haber sido y no fue...

¢Os imagindis qué habria pasado si nos hubiesen conocido
personajes como Pitdgoras o Euclides? (P4g. 21).

4.1.;Es posible que ni Pitdgoras ni Euclides conocieran el
numero cero? Explica razonadamente la causa.

Aunque mas adelante hablaremos de Pitagoras, vamos a ini-
ciar aqui el acercamiento a su figura.

4.2. Enuncia el resultado mds famoso que se le atribuye a
Pitagoras y demuéstralo de alguna forma. ;Cual es el signifi-
cado geométrico del teorema?

4.3. En la pagina 56 hay un mal enunciado del Teorema de
Pitagoras. Explica el error y la diferencia con el enunciado
correcto.

En el significado geométrico del Teorema de Pitdgoras inter-
vienen los cuadrados como figuras construidas sobre los cate-
tos y la hipotenusa del tridngulo rectangulo. ;Qué pasaria si,
en vez de cuadrados, construyéramos tridngulos equilateros?

4.4. Demuestra que si sobre los catetos y la hipotenusa cons-
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truimos tridngulos equilateros, también se cumple que la suma
de las dreas de los tridngulos construidos sobre los catetos es
igual al area del tridngulo construido sobre la hipotenusa.

4.5. Demuestra que el resultado anterior también se verifica para
cualquier figura geométrica que se construya, de forma semejan-
te, en los catetos y la hipotenusa del tridangulo rectdngulo.

Euclides ha pasado a la historia por haber escrito una obra de
matemadticas que, después de la Biblia, es la obra que mads edi-
ciones ha tenido en el mundo.

4.6. ;De qué obra estamos hablando? ;De qué trata?

4.7. Uno de los resultados contenido en uno de los libros que
componen esa obra se refiere a los niimeros primos y dice que
existen infinitos niimeros primos. Demuestra este resultado
como lo hizo Euclides.

Actividad 5: El cero absoluto

Soy el punto de partida de todas las escalas, de todas las redes
de comunicacidn, de los dias; incluso en la fisica me dan un
nombre que se aplicé a los reyes: el absoluto. (Pag. 21).

5.1.;Qué es el cero absoluto? ;Qué mide? Compara su valor en
otras escalas de medida de la misma magnitud fisica.

Actividad 6: ;Los cinco numeros mas famosos?
e™+1=0 (pag.21)

La igualdad numérica es, para muchos, la relacion que englo-
ba a los nimeros mas famosos e importantes de las matema-
ticas: e, i, m, 1 y 0. Del dltimo de ellos ya hemos hablado bas-
tante en alguna de las actividades anteriores, pero de los
demads no; es mds, quizas no conocias alguno de ellos hasta la
lectura del libro.

6.1.Explica el origen de cada uno de los ntimeros distintos de
cero de la formula anterior. Pon ejemplos de situaciones mas
o menos reales en las que puede aparecer alguno de ellos.
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6.2. Si te pidieran que los ordenases de menor a mayor, ;qué
podrias hacer? Para hacer esta tarea ten mucho cuidado con
el numero i.

Actividad 7: Una adivinanza divina

Cuatro paredes, sin puertas

con seis filos las hards

y ten ademds en cuenta

que el mds sencillo de cinco es. (Pag. 27).

7.1. Explica el significado de cada una de las frases de la adivi-
nanza que la cabeza pensante de la hidra le propuso a Sineta.
Describe cuantas paredes vy filos tiene cada uno de los otros
cuatro.

7.2. Las cinco figuras, a las que se alude en la adivinanza, tam-
bién se denominan los sdlidos platénicos. ;Por qué?

7.3. Calcula razonadamente el drea lateral, el area total y el
volumen de tres de ellos.

Actividad 8: El problema de las rimas

Nueve copas dejaré

cinco boca arriba estdn;

las restantes al revés.

Dos cada vez cogeras

y la vuelta les daras.

Tu mente quiero retar

pues el juego acabaras

si consiguieras pensar

cémo cuatro boca arriba
terminards por dejar. (Pag. 28).

La poesia anterior contiene la prueba que Sineta le propuso a
la hidra. Como facilmente habrés supuesto, la hidra nunca
podrd conseguir llevar a cabo la tarea encomendada...

8.1. Explica razonadamente la causa por la que el objetivo a
conseguir es imposible.

8.2. Inventa dos situaciones parecidas, de manera que en una
si se pueda conseguir el objetivo y en la otra no.

Actividad 9: ;El nimero lo es todo?

El ndmero es todo. (Pag. 31).

Este era el lema de Pitdgoras y de la Escuela Pitagoérica, en la
que él era El Maestro.

9.1. Explica su significado.

9.2. En la Escuela Pitagérica habia acusmdticos y matemdti-
cos. §Qué significan estas palabras y a quiénes englobaban?

Aunque Pitdgoras no conocié el niimero cero, es seguro que
conocia otros nimeros cuya existencia mantenia en secreto.

9.2. ;De qué nimeros estamos hablando? Pon algunos ejem-
plos de ellos.

Lee las explicaciones de Pitdgoras a Sineta (pag. 33 a 35 del
libro) y contesta a las siguientes cuestiones:

9.3. ;Qué relacion hay entre el nimero 120 y los escogidos ini-
cialmente, el 8 y el 30? ;Cémo se denomina a 120 respecto de
8y 30?

9.4. Explica el procedimiento que conoces para hallar el mas
pequeno numero que los contiene un ntmero exacto de
veces; es decir, el menor de los multiplos comunes a los dos
numeros.

9.5. ;Cémo se llama al mayor de los divisores comunes de dos
0 mas numeros? ;Cémo se calcula?

Actividad 10: ;Medir la diagonal con el lado? Imposible

Considera un cuadrado.

Ahora fijate en su lado y en su diagonal.

Evidentemente, son dos magnitudes.

Hasta aqui todo va normal. El problema surge cuando
ahora quieres hacer con estas magnitudes lo mismo que
hice antes con el 8 y con el 30.

iEs imposible!”. (Pag. 34).

10.1. Calcula el valor de la diagonal del cuadrado en funcién
del lado y dividelo entre éste tltimo; asi verds cudntas veces es
mayor la diagonal que el lado. En la tablilla Yale BC7289, data-
da en el 1600 a. C,, se tiene ese resultado de forma aproxima-
da. Investigalo.

Tablilla Yale BC7289




10.2. Haz lo mismo entre el lado de un tridngulo equildtero y
su altura. ;Qué resulta?

10.3. Hablando de tridngulos equilateros y aprovechando los
célculos anteriores: ;pueden ser el lado y el drea de un tridn-
gulo equildtero niimeros naturales simultdneamente? Razona
la respuesta.

Actividad 11: Las manzanas y los sombreros pueden ser un
problema, aqui y en el Paraiso...

— Necesito tres manzanas de oro y dos de plata. (Pag. 48).

11.1. Lee el problema légico de las manzanas de oro y plata y
haz un resumen de la solucién, exponiendo con tus palabras
el razonamiento de Euridice.

11.2. Analiza la solucién del siguiente problema, similar al de
las manzanas:

El profesor Logicus quiere dar una mencion honorifica
al mejor de sus estudiantes en la asignatura de Ldgica.
Al finalizar el curso habia tres de ellos empatados a tal
fin, Induzquio, Deduzquio y Razonio; por lo que les
propuso una prueba para deshacer el empate.

Los estudiantes cerraron los ojos y el profesor les fue
poniendo, en la cabeza de cada uno, sendos sombreros
que podian ser rojos o negros. Cuando los tres tenian
sombrero puesto, el profesor les dijo que podian abrir
los ojos y ver el color de los sombreros que tenian los
demds (no podian ver el suyo). Nosotros, espectadores
de la escena, vemos que Ldgicus habia puesto los tres
sombreros de color rojo.

Entonces el profesor les dijo:

-Si veis alguin sombrero rojo, levantad la mano.
Inmediatamente los tres levantaron la mano.

-El primero que consiga averiguar el color de su som-
brero serd el ganador de la mencion honorifica.

Después de un rato, Induzquio, uno de los estudiantes,
levanto la mano y dijo:
-iEl color de mi sombrero es rojo!

¢Como pudo averiguarlo? Intenta resolverlo sin seguir leyendo.

El profesor Logicus certifico el acierto del estudiante, a
la vez que le solicité que expusiera sus razonamientos.
Induzquio le contesto:

-Si mi sombrero hubiera sido negro, entonces Deduzquio
se habria dado cuenta de que su sombrero deberia ser
rojo, porque si no Razonio no podia haber levantado la
mano (por haber visto algiin sombrero rojo).
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Todos seguian expectantes a Induzquio, que continud:
-También Razonio podia razonar de la misma manera
y saber que su sombreo era rojo. Pero si ninguno de los
dos han dicho nada del color de su sombrero es que el
mio no puede ser negro. Por tanto es rojo.

El rapido desenlace dejo a los otros dos estudiantes
asombrados y sin poder captar todos los matices del
razonamiento de Induzquio. Este, sabedor de las com-
plicaciones que surgen en el entendimiento de la perso-
nas, les repitié otra vez sus argumentos.

11.3. Revisa el razonamiento del estudiante y comparalo con
lo que ta habias previsto (si es que habias pensado en algiin
resultado).

11.4. ;Te atreves a resolver la misma cuestion para el caso de
cuatro personas, cada uno con un sombrero rojo en su cabeza?

Actividad 12: jAtentos, que llega el tridngulo!

iHola! Cuando te diga quién soy, sé que vas a decir que me
conoces de casi toda la vida, que me has tratado en muchas
ocasiones. Pero yo no estoy tan seguro de que realmente
sepas mucho sobre mi aunque te pueda dar esa impresién”

(pag. 53).

En esta actividad vamos a rellenar algunas lagunas que pudie-
ras tener en tus conocimientos sobre el tridngulo, como €l
mismo dice en el libro.

12.1. ;Conoces el papiro del Rhind? En el libro se dice que estd
en el Museo Britdnico. Averigua de qué se trata, su contenido
y la relacién con los tridngulos y las matematicas.

12.2. Ademas de los tridngulos equildteros, seguro que cono-

ces otros tipos. Clasifica los tridngulos segtn diferentes crite-
rios relacionados con los lados o los dngulos.

Papiro del Rhind
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Actividad 13: Pero, ;hay baldosas triangulares?

También debes saber que soy de los pocos poligonos regu-
lares que teselamos el suelo, es decir, ...

13.1. Dando por hecho que el tridngulo equiltero rellena el
plano formando un mosaico regular, ;sabrias decir, de mane-
ra razonada, qué otros poligonos regulares pueden rellenar el
plano? O dicho de otra manera, ;cudles son los mosaicos regu-
lares? Haz algun dibujo ilustrativo.

13.2. Investiga el significado del término mosaico semirregu-
lar y averigua cuantos mosaicos semirregulares hay?

Actividad 14: Her6n y su famosa férmula

Todo empezé cuando en la antigua Grecia un hombre, que
recuerdo bien y al que nunca podré agradecer suficiente su
descubrimiento, obtuvo una férmula que permite conocer
el valor de mi drea sabiendo cuinto miden mis lados. La fér-
mula lleva el nombre de este ilustre griego: Herén. (Pag. 57).

14.1. Recoge los datos necesarios y elabora una biografia basi-
ca de Herdn, que recoja sus principales aportaciones al cono-
cimiento matematico.

14.2. ;Eres capaz de demostrar la férmula de Herén? Puedes
consultar la referencia bibliografica Dunham (1993). Analiza
la demostracion, desmenuzala y desarréllala para este trabajo.

14.3. Recopila todas las férmulas que conozcas para hallar el
drea de un tridngulo, compdralas y enumera las ventajas e
inconvenientes de cada una. ;Cudl te parece mds sencilla de
manejar?

Actividad 15: Un paseo para justificar férmulas

Claro que tal vez tu conozcas otra férmula para calcular mi
area: aquella de base por altura partido por dos” (Pag. 58).

15.1. Repasa las justificaciones de la férmula anterior en las
péaginas 58 y 59 del libro y exponlas aqui.

2

15.2. Cambiemos ahora de figura; consideremos un rombo. La
féormula para hallar el drea del rombo es:

_Dd
2

siendo D su diagonal mayor y d la menor. ;Sabrias explicar
por qué es vélida esa formula?

S

15.3. Para hallar el rea de un poligono regular se suele usar la
férmula:

siendo P el perimetro del poligono y a,su apotema. ;Sabrias
demostrar la validez de esta férmula.

Actividad 16: Una esfera puede tener mucha... igeometria!

Atn no he llegado a entender bien por qué Euclides, tan
sabio como fue, dedicé tanto esfuerzo a que la gente cono-
ciera la geometria plana y abandonara a mi familia, las
esferas. (pag. 61).

Vamos a estudiar algunas propiedades de la geometria de la
esfera. Para ello te propondremos algunas actividades para
pensar un poco.

16.1. Define lo que es un segmento esférico y una recta esférica.
16.2. Define circunferencia maxima en una esfera. En la esfe-
ra terrestre, ;qué relacion hay entre algunas circunferencias

maximas y los meridianos?

16.3. Si en vez de una esfera tuviéramos un cilindro, ;cémo cal-
cular la distancia entre dos puntos de la superficie cilindrica?




Actividad 17: El famoso v Postulado

En la geometria euclidea existe un famoso postulado (el v)
que dice, en esencia, que por un punto exterior a una recta
r pasa una y s6lo una paralela a r. (pag. 64).

17.1. ;Qué es la geometria euclidea?

17.2. En la geometria euclidea hay axiomas, postulados, defi-
niciones, teoremas... Explica el significado de cada uno de
esos términos y pon un ejemplo de cada uno.

17.3. Enuncia el v Postulado de la geometria euclidea, tal y
como lo present6 Euclides. Escribe algo de su historia hasta la
aparicion de las geometrias no euclideas en el siglo XIX.

17.4. Averigua cudntos postulados tiene la geometria euclidea
y exponlos aqui.

17.5. Explica por qué en la geometria de la esfera no se cum-
ple el v Postulado de Euclides.

Actividad 18: Las rectas también tienen sus cortes

Dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas
entre si. (pag. 65).

18.1. La frase anterior es cierta en la geometria de Euclides.
¢Se cumple en la geometria de la esfera? Explicalo razonada-
mente.

18.2. Volviendo al plano de la geometria de Euclides, si tene-
mos tres rectas, ;cudles pueden ser las posiciones relativas de
unas respecto de las otras? Describe lo que pasa en cada caso.
¢Cudntos puntos pueden tener en comin como maximo? ;En
qué caso ocurre esto ultimo?

18.3. Analiza la cuestion anterior en la geometria de la esfera.

18.4. Averigua el nimero maximo de puntos de corte de cua-
tro rectas en el plano euclideo. Haz lo mismo para el caso de
n rectas en el plano.

Actividad 19: ;Un poligono de dos lados? {Imposible!

No es posible dibujar una figura cerrada que sé6lo tenga dos
lados; cualquier trozo del plano limitado por segmentos ha
de tener como minimo tres lados. (P4g. 67).

19.1. Explica qué es un bidngulo en la superficie esférica.
Calcula los valores posibles para la suma de los dngulos de un
bidngulo.
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Actividad 20: Por dos puntos, ;pueden pasar infinitas rectas?

Si sobre mi superficie considero dos puntos diametralmen-
te opuestos, comprobards ficilmente que por esos dos pun-
tos pasan jinfinitas circunferencias méximas!. (Pag. 70).

Como puedes ver, después de leer y entender lo anterior, en
la geometria de la esfera, por dos puntos distintos pueden
pasar infinitas rectas esféricas.

20.1. Dados dos puntos cualesquiera de la superficie esférica,
ssiempre pasan infinitas rectas esféricas por ellos? Analiza
los casos posibles.

Actividad 21: Tridngulo birrectangulo... ;jpero qué demo-
nios es esto?

La suma de los dngulos de un tridngulo plano es igual a
180°. Es una bella demostracién visual imposible de reba-
tir. (Pag. 68).

A+Be Qo180

21.1. Explica la validez de la demostracién anterior.

21.2. En un tridngulo esférico birrectdngulo, como el de la pag.
69 del libro, ;cudnto pueden sumar sus tres angulos?
Justificalo razonadamente.

Actividad 22: Algunos problemas sobre desplazamientos
en la superficie esférica

El segmento AB es la distancia mds corta entre los puntos
Ay B del plano. (Pag. 62).

B
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Queremos calcular la distancia entre dos puntos de una
superficie esférica. Sabemos que es la longitud del arco de cir-
cunferencia maxima que pasa por A y por B. Cortamos la
esfera con un plano que contiene a la circunferencia maxima
que pasa por A y B, ver la figura del margen.

Sabiendo que el radio de la esfera es R y que el angulo central
correspondiente al arco AB mide a grados sexagesimales. Con
estos datos:

22.1. Calcular la longitud del arco AB.

22.2. Calcular la longitud del segmento rectilineo AB (la lon-
gitud de la cuerda AB del dibujo).

22.3. Imagina que para ir de A a B hacemos un ttnel en la esfe-
ra. ;Cudl es su longitud? ;Cudnta distancia nos ahorramos al
ir de A hasta B por el tunel, en vez de hacerlo por la superfi-
cie de la esfera?

22.4. Supongamos que deseamos saber el volumen de la parte
de la esfera situada por debajo de la circunferencia que pasa
por A y B, denominada casquete esférico. ;Cémo podemos
hacerlo?

Aprovechando la circunstancia de estar viviendo en una
superficie esférica, el planeta Tierra, vamos a resolver un inte-
resante problema sobre lo que se alcanza a ver desde un deter-
minado punto.

22.5. Imagina que estds en un punto de la Tierra situado al
nivel del mar. Mediante un globo aerostatico no elevamos ver-
ticalmente a 100 metros del suelo. ;Qué superficie de nuestro
planeta divisamos desde esa altura? ;Y desde una altura &
cualquiera?

22.6. Resuelve los dos problemas propuestos en la pagina 71
del libro.

Actividad 23: La Derivada también enamora

Cuando llegé a la edad adecuada y se convirtié6 en una
moza de espléndida presencia, sucedié lo que tenia que
suceder. Un buen dia conocié a un muchacho que, aunque
algo mds viejo que ella, habia adquirido hacia poco una
magnifica representacién grafica que le daba una belleza
tal, que atrajo la mirada curiosa de la Derivada. Tan buena
moza tampoco le pas6 desapercibida al Arco Tangente, que
asi se llamaba el galdn. (Pég. 74).

23.1. Haz la representacién grafica de la funcién y=arc tg x,
explicando sus principales caracteristicas. ; Te parece tan bella
como le pareci6 a la Derivada?

En el Romance de la derivada con el arco tangente se narra la
historia amorosa de estos dos entes matematicos, ddndose
varias pruebas de este amor.

23.2. Como se cuenta en el libro, cuando se citaron en el
punto (x4 ¥,) de la curva y=f{x) comprobaron su sintonia. ;De
qué sintonia se trata? Explicala con tus palabras y exprésala
también mediante ecuaciones algebraicas.

23.3. También se cumple que los dos (la Derivada y el Arco
Tangente) se anulan en unos puntos particulares de la fun-
cion. ;En qué puntos acurre eso? Justificalo.

Actividad 24: Mas pruebas de amor...

...cuando Derivada crecia al pasar de algunos puntos a
otros, entonces Arco Tangente experimentaba asi mismo
un evidente crecimiento. (P4g. 75).

24.1. Explica razonadamente la cita anterior. ;Siempre se
cumple? Pon ejemplos y haz algin dibujo ilustrandolo.

En los paseos asintdticos, nos cuenta el autor que “mientras la
Derivada sufria un exagerado crecimiento, Arco Tangente lo
hacia acercandose a 90°” (Pag. 76).
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24.2. Explica por qué ocurria eso cuando daban un paseo
asintético acercandose a una asintota vertical.

24.3 Si la asintota fuera horizontal u oblicua, ;qué ocurriria?
Analiza los posibles casos.

Actividad 25: El amor puede hacer perder... imds que el
equilibrio!
... al llegar a cierto punto x;, perdieron el equilibrio y que-

daron totalmente desorientados. Se llevaron un susto de
muerte pues, sélo fue en un punto, a ellos, enamorados
como estaban, les parecié una eternidad. (Pag. 77).

25.1. Explica, con el ejemplo siguiente, lo que ocurre en un
punto de una funcién en el que es continua pero no derivable.
Ayudate de su grifica.

2241 sixn<2

fx)=

x> +9six>2

Actividad 26: Fiestas con funciones altaneras ...

...la altanera familia de las Racionales, que més de un susto
proporciond a nuestros enamorados”. (Pag. 78).

26.1. ;Qué son las funciones racionales? Pon ejemplos de fun-
ciones racionales junto con sus graficas.

26.2. ;A qué crees que pueden deberse los sustos que daban a
nuestra pareja de enamorados?

26.3. Haz un estudio y averigua cudndo una funcién racional
tiene asintotas verticales, horizontales u oblicuas.

26.4. A partir de la grafica siguiente, averigua la expresion
algebraica de la funcidén que estd representada, asi como las
ecuaciones de sus asintotas:

-
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Actividad 27: Y llegaron los preparativos de la boda...

No pusieron lista de bodas pero las distintas familias les
ofrecieron originales regalos. Asi, la funcién y=senx,
pariente del novio, se ofrecid a llevarles hasta el lugar ele-
gido a través de un recorrido lleno de suaves ondulaciones.
También lo ofrecieron sus hermanas y=sen(x/2) e
y=sen(x/3). Con ellas las ondulaciones serfan atin mas sua-
ves. (Pag. 79-80).

27.1. Explica por qué las ondulaciones de y=sen(x/2) e
y=sen(x/3) son mas suaves que las de y=senx. ;Qué conse-
cuencias tiene el sustituir, en y=senx, la x por x/c, siendo ¢ un
numero entero distinto de cero?.

27.2. Estudia el efecto que tiene, en la grafica de y =senx, sus-
tituir la x por: a) x+¢; b) cw, siendo ¢ un nimero entero no
nulo.

27.3. Analiza qué ocurre en la gréafica de y=senx cuando la
cambiamos por:

a) y=senx + ¢

b) y =c-senx, siendo ¢ un ntiimero real.

Actividad 28: ;{La boda del siglo!

Los Ejes Cartesianos actuaron en esta historia como orga-
nizadores del evento. Enviaron sendas tarjetas de boda a
los padres de la novia, Gottfried Wilhelm Leibinz e Isaac
Newton. No podian faltar. Los hermanos no pudieron evi-
tar la tentacién de invitar también a René Descartes, su
padre; al fin y al cabo, gracias a él fue como se conocié la
pareja. (P4g. 80).

28.1. ;Cémo es eso de que la Derivada tiene dos padres?
Explica el asunto acudiendo a la historia de las matematicas.
Elabora unas biografias basicas de cada uno de ellos.

28.2. ;Qué relacion hay entre Descartes y los ejes de coorde-
nadas?

Actividad 29: {Ponte en el papel de creador!

iPss! jHola! ;Cémo te llamas?. (P4g. 81).

La cita anterior es el comienzo del cuento Dos puntos y sun
destino? Demuestra que en matemadticas hay mucho que con-
tar y no son niimeros solamente.

29.1. Elige una idea matematica de cualquier tipo (concepto,
teorema, personaje, propiedad, etc.) y demuestra tus dotes
literarias escribiendo un pequeno relato, de no mds de dos
péginas, sobre algin aspecto de la misma.

Actividad 30: {Nos faltaba Don Quijote!

Un caballero andante como yo, puesto por Dios en el
mundo para evitar las injusticias, bendice el reparto hecho
por este joven e insta a los dos hermanos a que asf lo reco-
nozcan. (Pag. 93).
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30.1. Vuelve a leer el reparto propuesto por D. Quijote y ana-
liza la validez de los criterios utilizados para llevarlo a cabo.

En la obra de El Quijote aparecen muchos nimeros, y alguno
de ellos es citado en numerosas ocasiones. En Carlavilla
(2005) puedes obtener las respuestas.

30.2. 4Cudl es el nimero mdas nombrado en El Quijote?
¢Cudntas veces? ;Y el nimero mas grande? Haciendo opera-
ciones con estos dos niimeros, ;jcudl es el mayor niumero que
puedes formar? ;Cudntas cifras tiene? ;Cudnto espacio ocu-
parias al escribirlo con todas sus cifras?

30.3. En el capitulo 26 de la primera parte, Cervantes nos
narra el retiro espiritual de Don Quijote, en el que dice que
rez6 un millén de avemarias. Si esto hubiera sido verdad,

scudnto tiempo habria tardado en hacerlo?

LITERATURA Y MATEMATICAS W
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xiste una gran cantidad de paginas web que nos ofrecen
herramientas concretas para poder utilizarlas directamente
en el aula de matemaéticas, pero también podemos localizar
webs que ofrecen un auténtico arsenal de recursos que nos
pueden ser ttiles para los distintos niveles educativos. De
entre esas ultimas, vamos a destacar en este nuimero de
SUMA la web cuya direccién es
www.ematematicas.net

En la imagen 1 podemos observar la web.

Como vemos, encontramos gran cantidad de recursos, ejerci-
cios y actividades que podemos utilizar en nuestra clase.
Estdn pensados para secundaria, como el que podemos obser-
var en la imagen 2 para la parabola.

Segun se aprecia en la pagina, los ejercicios estan clasificados
atendiendo a los distintos cursos de la ESO y bachillerato. La
web nos presenta multiples actividades interactivas clasifica-
das, pero aqui no radica el mayor potencial de esta web que
estd pensada para la utilizacién directa en el aula. Como
podemos contemplar en la parte superior izquierda de la pagi-
na, se permite que los visitantes se puedan dar de alta en el
portal como usuario o como profesor.

Si un usuario se da de alta como profesor, se le ofrece la posi-
bilidad, una vez que entra, de dar de alta en el portal a sus

alumnos. Asi, podra asignarles ejercicios de los que se
encuentran recogidos en la web para que los vayan realizan-
do, permitiendo hacer un seguimiento individualizado de
cada uno de los alumnos.

El portal disefiado por el profesor Miguel Pino ofrece una
gran cantidad de posibilidades y recursos que podemos utili-
zar en los distintos cursos de secundaria.

Calculo simbélico I1I: Ejemplos con Wxmaxima

El contenido de esta seccidn en los dos ndmeros anteriores de
SUMA ha girado alrededor del funcionamiento de Maxima y
de la aplicacion complementaria Wxmaxima. Ahora nos plan-
teamos mostrar algin ejemplo en el que podamos observar la
utilizaciéon de esta potente herramienta. Para ello hemos
seleccionado dos ejercicios, uno del bloque de dlgebra y otro
del bloque de andlisis que vamos a resolver paso a paso con
Wxmaxima.

Mariano Real Pérez
CEP de Sevilla

matemastic@revistasuma.es
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Lo primero que vamos a hacer en Wxmaxima es introducir la
[\‘\J matriz de coeficientes que vamos a denominar M(a) ya que
depende del pardmetro “a” La matriz de los coeficientes la
o ¥ vamos a poder introducir de dos formas distintas:

La primera forma va a ser utilizando un comando de
. o Maxima. Para ello, sobre la linea de comandos de
Wxmaxima escribiriamos:

M(a):= matrix([a,1,1], [1,4,1], [1,1,a4])

Posteriormente pulsamos Enter. Asi obtendriamos la
matriz que contemplamos en la imagen 3.

-
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E]EMPLO 1 s Irntrod ucir stz
El primer ejemplo que hemos seleccionado es la aplicacion del |
Teorema de Rouche-Frobenius para investigar sobre las solu- = (Tl
ciones de un sistema de ecuaciones dependiente de un para-

metro. En nuestro ejemplo, el sistema seleccionado es:

ztytax=1 T o e K o (e ) (e e :
Ztay+x=a =l e - —m T
] I |
2 W | e [ W s e i,

az+y+x=a
Imagen 3: introduccién de una matriz en Wxmaxima




2. La segunda forma seria utilizando el entorno grafico de
Wxmaxima. Para ello escribimos sobre la linea de coman-
dos de Wxmaxima

M(a):=

Posteriormente pulsamos sobre la opcién “Introducir
matriz” del mend “Algebra” Si realizamos esta accién se
abre una ventanita en la que debemos indicarle a la aplica-
cién el niumero de filas y de columnas que tiene la matriz.
Esta ventanita la observamos en la imagen 3. Una vez
introducidos estos datos, pulsamos el botén “Aceptar” y
nos aparece una nueva ventanita como muestra la imagen
3, en la que observamos claramente las posiciones en las
que introducir los distintos elementos que componen
nuestra matriz. Cuando hayamos escrito todos los coefi-
cientes de la misma debemos pulsar “Aceptar” y ya habri-
amos introducido nuestra matriz.

Esta serd la salida (%01) de nuestra sesién en Wxmaxima.

Ahora debemos introducir la matriz ampliada de nuestro siste-
ma de ecuaciones. En este caso la vamos a denominar MB(a).
Para introducirla podemos hacerla de tres formas distintas:

1. Introducimos la matriz de los coeficientes utilizando direc-
tamente el comando de Maxima. En este caso seria

MB(a):= matrix( [1,-1,0,4], [1,0,a"2,2*a+1], [1,-1,a*(a-1),2*a])

2. Introducimos la matriz de los coeficientes utilizando
Wxmaxima tal y como hemos indicado en el punto segun-
do al introducir la matriz de los coeficientes.

3. Podemos aprovechar que ya hemos introducido la matriz
de los coeficientes, M(a), para introducir la matriz amplia-
da con un comando de Maxima que lo que hace es afadir
una columna mds a una matriz previamente introducida.
Este comando seria:

addcol(M(a), [1,a4,a"2])

Cualquiera que sea el método que utilicemos, obtendremos la
matriz ampliada MB(a). En nuestro caso la matriz obtenida
serd la salida (%02).

Ahora calculamos el determinante de la matriz de los coefi-
cientes, para ello podemos utilizar dos formas distintas.

1. La primera de ellas seria hacerlo utilizando directamente el
comando que calcula el determinante de una matriz. En
este caso, como la matriz seria M(a), el comando que utili-
zariamos seria

determinat(M(a))
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2. Otra forma serfa utilizar directamente el entorno grafico
Wxmaxima. Para ello volvemos a escribir la matriz de la
que deseamos calcular el determinante. En nuestro caso no
necesitamos escribir todos los coeficientes, basta con
escribir el nombre que le habfamos asignado anteriormen-
te, es decir M(a) y pulsamos “Enter”. Una vez que aparece
la matriz, pulsamos la opcién “determinante” del ment
“Algebra” de Wxmaxima.

En la imagen 4 podemos observar la pantalla que deberiamos
tener si lo hemos realizado utilizando el segundo método.

< " 0 e

w11
Al =|) w

Imagen 4: célculo del determinante con Wxmaxima

Utilicemos el método que utilicemos, obtendremos el deter-
minante de la matriz que es el que observamos en la imagen 4:

ala®-1)-2a+2
(a*-1)

Este determinante serd la salida (%03) si lo hacemos por el
método 1 y serd (%o04) si lo hacemos por el método 2, de la
sesién de Wxmaxima. Para continuar con nuestro desarrollo
vamos a suponer que lo hemos realizado con el método 2.

Ahora vamos a calcular los valores del pardimetro a que anu-
lan el determinante que hemos calculado. Para ello, puesto
que el determinante es la salida (%04), podemos hacerlo nue-
vamente por dos métodos, uno con el comando directo de
Maxima y otro utilizando Wxmaxima. A partir de aqui vamos
a utilizar solamente Wxmaxima siempre que sea posible.

Para calcular los valores del pardmetro a pulsamos en la
opcion “Resolver” del ment “Ecuaciones” Realizando esta
accion, aparece un pequeiia ventana en la que se nos pedird la
ecuacidn y la variable. En nuestro caso, la ecuacion es

%04=0




SUMA 63
Febrero 2010

y la variable es a. Si realizamos esta operacién nos dara como
resultado

l[a=-2, a=1]
Estas soluciones las observamos en la imagen 5. Con estas
acciones que hemos efectuado identificamos tres casos posi-

bles:

_Caso 1: Sia=-2

En este caso sabemos que el determinante de la matriz de los
coeficientes es cero. Debemos calcular el rango de la matriz
de los coeficientes y el rango de la matriz ampliada para estu-
diar este caso.

Lo primero que hacemos es calcular el rango de la matriz de
los coeficientes. En este caso debemos hacerlo utilizando un
comando de Maxima. Debemos tener en cuenta que el valor
del pardmetro a es ahora -2, para ello teclearemos en la linea
de comandos

rank(M(-2))

y obtendremos que el rango es 2 segtin observamos en la ima-
gen 5.

Ahora calculamos el rango de la matriz ampliada. Procede-
mos de la misma forma que con la matriz de los coeficientes,
escribiendo el comando de la siguiente forma

rank(MB(-2))
En la imagen 5 observamos que el rango de la matriz amplia-

da es 3, por lo que podemos deducir en este caso que el siste-
ma es incompatible.

Imagen 5: célculo del rango de una matriz

Qaso 2:Sia=1

Procedemos como en el caso anterior, calculando los rangos
de las matrices M(1) y MB(1). En este caso, el rango de ambas
matrices nos resulta que es 1 segin observamos en la imagen
6, por lo que el sistema, para a=1, es compatible indetermina-
do, debiendo calcular el valor de una de las variables en fun-
cién de las otras dos.

En nuestro caso planteamos un nuevo sistema a resolver en el
que asignamos a la variable x el valor “p’, a la variable y el valor
“q” y la tltima ecuacién seria cualquiera de las del sistema que
estamos resolviendo con a=1. En nuestro caso el sistema nos

quedaria de la forma

x=p
y=q
ztytx=1

Para resolverlo con Wxmaxima pulsamos sobre la opcioén
“Resolver sistema lineal” del ment “Ecuaciones” tal y como
observamos en la imagen 6. Al pulsar sobre esta opcion apa-
rece una pequefia ventana que observamos en la imagen 6, en
la que nos piden que indiquemos el nimero de ecuaciones
que tiene el sistema. En nuestro caso 3. Tras escribir este dato,
nos aparece otra nueva ventana, que también observamos en
la imagen 6, en la que nos solicitan que escribamos las ecua-
ciones y las variables separadas por comas.

Al pulsar sobre el botdn “Aceptar’, Wxmaxima resolvera el sis-
tema como podemos observar en la imagen 6.

En este caso la solucién del sistema es

[¥=p, y=q, z=—p—q+1]

Frededver sudam lined
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Imagen 6: resolucidén del sistema incompatible indeterminado




En este caso el determinante de la matriz de los coeficientes
no se anula y por lo tanto el rango de la matriz de los coefi-
cientes es 3, igual que el de la matriz ampliada, de lo que se
deduce que el sistema es compatible determinado y tiene una
unica solucidn.

Procedemos a calcular ahora esa tnica solucién que tiene el
sistema. Este célculo lo podemos hacer de varias formas. De
entre ellas nosotros indicamos dos:

1. La primera forma seria mediante la opcién “Resolver sis-
tema lineal” del mend “Ecuaciones” En este caso el proce-
dimiento a seguir seria el mismo que el utilizado en el caso
2 cuando el pardmetro a valia 1, pero utilizando las ecua-
ciones del sistema original que estamos estudiando.

2. La segunda forma seria siguiendo los siguientes pasos:

2.1. Introducimos la matriz 3x1 del término independien-
te del sistema. Esta matriz la introducimos, al igual que
hicimos con la matriz de los coeficientes y la ampliada,
pulsando sobre la opcién “Introducir Matriz” del ment
“Algebra”. Esto nos produce la salida (%016)

2.2. Volvemos a escribir en la linea de comandos M(a)
para que volvamos a tener en la pantalla la matriz de
los coeficientes. Esto nos produce la salida (%017)

2.3. Pulsamos ahora sobre la opcion “invertir matriz” del
mend “Algebra”. Al realizar esa accién, Wxmaxima cal-
cula la matriz inversa de la anterior M(a), es decir, de
la de coeficientes. Con esto obtenemos la salida (%018)

2.4. Calculamos ahora el producto de las dos matrices
anteriores en el orden correspondiente, es decir
(%018) multiplicada por (%016). En este caso, el pro-
ducto de matrices se realiza mediante un punto, colo-
cando un espacio antes y después del punto. En nues-
tro caso seria

%018 . %017

Esto nos produce la salida (%019) que no esta simplifi-
cada como observamos en la imagen 7.

2.5. Nos queda ahora simplificar la solucion anterior. Para
ello pulsamos sobre la opcién “Simplificar expresién”
del menu simplificar, obteniendo la salida (%020) que
observamos en la imagen 7.
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Imagen 7: resolucién del sistema compatible determinado

Realizando estos pasos hemos realizado el estudio completo
del sistema inicial que depende del pardmetro a, calculado en
cada uno de los posibles casos la solucién correspondiente.

EjEmMrLO 2

En este segundo ejemplo nos planteamos realizar un estudio
de una funcién que deseamos representar. Dominio, continui-
dad, corte con los ejes, maximos y minimos, crecimiento y
decrecimiento y representacion, son los puntos que nos plan-
teamos abordar de forma que contemplemos la utilizacién de
algunas partes de Wxmaxima.

En este caso la funcién que nos plateamos estudiar es la
siguiente
x> —18x% —81x +420

3
(%)=
4 2x% —6x—20

Vamos a realizar un estudio de la funcién anterior siguiendo
cada uno de los puntos anteriormente recogidos. Lo primero
que vamos a hacer es introducir la funcién en Wxmaxima
definiéndola como f{x), para ello escribimos en la linea de
comandos la siguiente expresion:

Slx):=(3*x"3-(18)*x"2-81*x+420)/(2*x"2-6%x-20)
Al pulsar “Enter” observaremos que en la pantalla aparece

nuestra funcién. Recordemos que para definirla debiamos
introducir “:=". Asi tenemos nuestra funcion en la salida (%o1).
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1.

Comenzamos con el dominio de la funcién. Puesto que es una
funcion racional en la que tanto el numerador como el deno-
minador son polinomios, el dominio de dicha funcién seran
todos los valores reales excepto aquellos que anulen el deno-
minador. Para ello escribimos el denominador en la linea de
comandos y pulsamos “Enter’; obteniendo el denominador
como la salida (%02).

Ahora, en el mend “Ecuaciones” seleccionamos la opcion
“Raices de un polinomio” como podemos observar en la
imagen 8. Como observamos en esa misma imagen, las
raices del polinomio son el -2 y el 5, por lo que podemos
deducir que el dominio de la funcién son todos los valores
reales excepto el =2 y en el 5.
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Imagen 8: valores que anulan el denominador

2. Ahora vamos a estudiar la continuidad de la funcién. Dada

la forma que tiene, podemos decir que la funcién es con-
tinua en todos los valores reales excepto en el -2 y enel 5,
valores en los que deberiamos estudiar el tipo de disconti-
nuidad que presenta.

2.1. Comenzamos con el valor x=—2. Sabemos que no exis-
te f{—2), por lo que vamos a estudiar los limites latera-
les. Lo primero que hacemos es volver a recuperar la
funcién. Para ello escribimos flx) en la linea de coman-
dos y pulsamos “Enter”. Asi nos aparece la salida (%04)
que es nuestra funcion.

Para calcular los limites laterales pulsamos ahora sobre
la opcién “Calcular limite” del ment “Andlisis” de
Wxmaxima, apareciéndonos un pequefia ventana
como la que observamos en la imagen 9. En ella selec-
cionamos la funcién de la que queremos calcular el
limite, el valor al que se va a acercar la variable e indi-
camos la variable. Para finalizar seleccionamos si dese-
amos calcular el limite superior, el inferior o ambos.

S5 0 ETAIEA L TR0 L
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En nuestro caso, tanto el limite superior como el infe-
rior en —2 nos indican “und” en este caso Infinito. Para
conocer mas del limite, hemos calculado el valor de la
funcién en -1,999999 y en -2,000001 tal y como
observamos en la imagen 9, por lo que podemos dedu-
cir que por la izquierda se aleja a infinito positivo y por
la derecha se aleja a infinito negativo, por tanto en x=
-2 hay un discontinuidad de salto infinito.

2.2. Continuamos con el valor x=5. Sabemos que no existe
f5), por lo que vamos a estudiar los limites laterales.
Nuestra funcién la seguimos teniendo en la salida (%04).

1 Limite
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Imagen 9: estudio de la continuidad

Para calcular los limites laterales pulsamos ahora sobre
la opcion “Calcular limite” del ment “Andlisis” de
Wxmaxima, apareciéndonos un pequefia ventana
como la que observamos en la imagen 9. En ella selec-
cionamos la funcién de la que queremos calcular el
limite, el valor al que se va a acercar la variable e indi-
camos la variable. Para finalizar seleccionamos si dese-
amos calcular el limite superior, el inferior o ambos.

En nuestro caso, tanto el limite superior como el infe-
rir en —2 nos indican “und” en este caso Infinito. Para
conocer mas del limite, hemos calculado el valor de la
funcién en 4,999999 y en 5,000001, pudiendo deducir
de forma analoga a como hicimos anteriormente que
por la izquierda se aleja a infinito positivo y por la
derecha se aleja a infinito negativo, por tanto en x=-2
hay un discontinuidad de salto infinito.



3. Calculamos ahora el corte con los ejes.

3.1.

Corte con el eje OX. Para ello debemos resolver la
ecuacién que resulta de igualar la funcién a cero. En
nuestro caso pulsamos sobre la opcién “Resolver” del
menu “Ecuaciones” de Wxmaxima. Con esta accién
nos aparece una pequefa ventana que observamos en
la imagen 10 en la que debemos indicar la ecuacién, en
nuestro caso

%04=0

y la variable que en nuestro caso es x. Al pulsa sobre el
botén “Aceptar” nos aparece que

[x=7x=4,0=-5]
tal y como observamos en la imagen 10, por lo que

deducimos que la funcién corta el eje OX en los pun-
tos (_510)1 (410) y (7y0)
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Imagen 10: cortes con los ejes

Corte con el eje OY. Para ello debemos calcular el
valor de la funcién para x=0. Solamente debemos
escribir en la linea de comandos

A0)

ya que lo primero que hicimos fue definir la funcién.
En nuestro caso nos proporciona la salida (%014) tal y
como observamos en la imagen 10 que nos indica que
la funcidn corta al eje OY en el punto (0,-21).

ximos y minimos. Para ello vamos a calcular primero la
ivada de nuestra funcién. En nuestro caso selecciona-

,

s la opcion “Derivar” del mentt “Analisis” y nos aparece
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una pequefa ventana como la que observamos en la ima-
gen 11. En esa ventana le indicamos que la expresion que
deseamos derivar es %04 y que la variable respecto a la que
deseamos derivarla es x. En el nimero de derivada selec-
cionamos la 1. Si pulsamos el botén “Aceptar” obtenemos
el resultado de la derivada que se observa en la imagen 11.
Si deseamos simplificarla pulsamos sobre la opcién
“Simplificar expresién” del mend “Simplificar” de
Wxmaxima.

Ahora vamos a calcular los valores que anulan esta deri-
vada. Procedemos como en pasos anteriores pulsando
sobre la opcién “Resolver” del ment “Ecuaciones”. En la
ventana que aparece le indicamos que la ecuacién que
deseamos resolver es

%015=0

la variable sigue siendo x. Para este ejemplo los valores en
los que se anula la derivada son valores complejos como
observamos en la imagen 11 (recordemos que %i indicaba
el complejo puro) por lo que podemos deducir que la fun-
cién no tiene maximos ni minimos.
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Imagen 11: cdlculo de extremos

5. Ahora estudiamos el crecimiento y decrecimiento de la
funcién. Para realizar este estudio calculamos la derivada
de flx). Escribimos en la linea de comandos

Pulsamos sobre la opcién “Derivar” del ment “Analisis” de
Wxmaxima. En la pequena ventana que aparece le indica-
mos que la expresiéon que deseamos derivar es %04, que la
variable es “x” y que la derivada que deseamos calcular es
la primera. De esta forma ya tenemos definida h(x) como

la derivada segunda de f{x).
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Prarvvar

Imagen 12: estudio del crecimiento y del decrecimiento

Ahora vamos a calcular el signo de esa derivada antes del
valor -2, entre —2 y 5 y también después del valor 5. En la
imagen 12 podemos observar cémo hemos calculado

h(-

3), h(1) y h(7), obteniendo los signos +, + y + respecti-

vamente, por lo que podemos deducir que la funcién fix)
es creciente en todos los intervalos.

6. Para finalizar vamos a representar graficamente la fun-
cién. Con Wxmaxima es tan sencillo como pulsar sobre la
opcién “Graficos 2D” del ment “Gréficos” Nos aparece
una nueva ventana en la que debemos indicar varios datos:

Expresion que deseamos representar. En nuestro caso
%04

Intervalo en el que se va a mover la variable x. En nues-
tro caso [-20, 20]

Intervalo que deseamos contemplar del eje y. En nues-
tro caso [-30,30]

- S

s

Imagen 13: representacion grafica

Graduaciones para las marcas de los ejes.
Formato. Nosotros vamos a elegir “Inline’, aunque la
mejor representacion se observa con gnuplot.

En la imagen 13 podemos observar la representacién que ha
realizado la aplicaciéon Wxmaxima de la funcién que estaba-
mos estudiando.

Con esto ya tendriamos completado el estudio inicial que nos
habiamos propuesto.

Con estos dos ejemplos concluimos el recorrido con el que
pretendiamos dar a conocer mds caracteristicas de la aplica-
cién Wxmaxima y del potencial que se oculta bajo Maxima.

MATEMASTIC |

FICHA EDUCATIVO - TECNICA
Nombre WxMaxima
Sistema Aunque es una aplicacion propia de Linux y para cada distribucion cuenta con el archivo de instalacién
en su repositorio, también encontramos las versiones correspondientes para Windows y para Mac.
Descarga Repositorio de la distribucién de Linux correspondiente o http://maxima.sourceforge.net
Licencia GPL
Contenido Calculo simbodlico.
Nivel Multinivelar: 4° ESO, Bachillerato y Universidad.
, Aplicacién para utilizar a partir de 4° de ESO. Los alumnos utilizaran individualmente la aplicacién
Metodologia . S [
como herramienta de ayuda para la resolucién de problemas y tareas matemadticas
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Arte con
0jos ma

Tommaso di ser Giovanni di
Mone Cassai,

llamado Masaccio,

nacio en San Giovanni in
Altura, (hoy llamado San
Giovanni Valdarno)

en 1401 y murid en Roma en
el verano de 1428.

Vivio, por tanto sélo 27 avios.
Fue amigo de Brunelleschi,
de Leon Battista Alberti,

de Ghiberti y de Donatello.
Con ellos compartio ese
periodo de tiempo en el que
Florencia se convirtioé en la
capital mundial del

arte nuevo que,

mirando hacia la Antiguedad,
abandonaba los gustos
medievales, situaba al
hombre en el centro y se unia
a los valores del humanismo.
Un momento en que Arte y
Matemadticas tuvieron una
especial relacion a través de
la perspectiva artificialis que,
basada en planteamientos
matemdticos, permitia una
nueva forma de entender el
espacio en la pintura. Esta
obra, es quizds la mds

representativa de esa etapa.

La Trinita, Masaccio,
1426-28, Santa Maria Novella, Florencia

Francisco Martin Casalderrey
IES Juan de la Cierva (Madrid)
fmc@revistasuma.es
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eon Battista Aberti, en el prélogo a su libro De pictura,
analiza asi esos primeros anos del quattrocento en la ciudad
de Florencia:

Yo solia maravillarme y a la vez dolerme de que tantas
excelentes y divinas artes y ciencias, que por sus obras y
por la historia vefamos que fueron abundantes entre los
antepasados virtuosisimos de la Antigiiedad, hoy hayan
desaparecido y se hayan casi totalmente perdido. Pintores,
escultores, arquitectos, mdsicos, gedmetras, retdricos,
augures y similares nobilisimos y maravillosos intelectos,
hoy se encuentran en rarisimas ocasiones y son poco ala-
bables. De donde estimo, dado que muchas de estas cosas
son inexplicables, que la Naturaleza, maestra de las cosas,
envejecida y cansada, ya no producia ni los gigantes ni los
ingenios que en gran nimero produjo maravillosos en sus
tiempos juveniles y mas gloriosos.

Pero cuando tras el largo exilio, en el que envejecimos noso-
tros los Alberti, volvi aqui, a nuestra, por encima de las
otras, honoradisima patria [Florencia], comprendi que en
muchos, pero primero en ti, Filippo [Brunelleschi], y en
nuestro gran amigo Donato [Donatello] el escultor, y en
otros como Nencio [Lorenzo Ghiberti] y Luca [della Robbia]
y Masaccio, habia ingenio para todos los saberes dignos de
alabanza como para no ser relegados por ninguno de los
antiguos y famosos en estas artes. Por tanto, me he conven-
cido que el poder de adquirir la fama en cualquier ciencia o
arte, reside mds en nuestra industria y en nuestro esfuerzo,
que en los dones de la naturaleza y de los tiempos.

En esta enumeraciéon de Alberti, aparece el nicleo de artistas,
todos amigos entre si, que revolucionaron la concepcién del Arte
en el primer Renacimiento. Y si hay algo que caracteriza ese
periodo en lo que respecta al Arte y las Matematicas es la inven-
cion de la perspectiva artificialis, o perspectiva matematica.

Filippo Brunelleschi, valiéndose de dos tablas en las que habia
representado en una el baptisterio de Florencia y en otra una
vista de la plaza de la Signoria —usando por tanto un método
experimental— demostré que siguiendo procedimientos geo-
métricos podia hacer una representacion verosimil de la reali-
dad, cuando la observamos desde un punto concreto y usan-
do un sélo ojo para mirar.

El resultado mas sorprendente del experimento que realizaba
Brunelleschi no era que la imagen por él pintada, al reflejarse
en un espejo, se confundiera con la realidad —ese verismo ya
lo habian conseguido algunos pintores flamencos por méto-
dos intuitivos y con los colores vivos que obtenian usando la
novedosa técnica de pintura al 6leo— sino su afirmacién de
que lo habia logrado por métodos matemdticos.

Esos métodos matemdticos de Brunelleschi no nos han llega-
do, pero, pocos anos después, Leon Battista Alberti en su De
pictura (1435) describe un procedimiento que no debe ser
muy distinto en esencia del concebido por Brunelleschi, ya
que incluso le dedica la obra. Afios més tarde esas técnicas de

la perspectiva serian perfeccionadas por Piero de la Francesca
en su De prospectiva pingendi (ca. 1482), Leonardo da Vinci, que
dedicé al tema uno de los cddices hoy conservados en el
Instituto de Francia, y Durero, con sus Underweysung der mes-
sung (1525) (Instrucciones para la medida) cuya edicién en
espaiiol, editada por Akal en 2000, muy recomendable para
quien quiera profundizar en estos temas, se titula De la medida.

Masaccio, valiéndose de las
reglas de la perspectiva
matemdtica de Brunelleschi, dio
un giro revolucionario al Arte,
superando el paradigma gotico.

Masaccio, Capilla Brancacci, Florencia. De izquierda a derecha:
Masolino, Masaccio (autorretrato), Alberti y Brunelleschi.
Foto FMC

La revolucion renacentista de Masaccio

Tommaso di ser Giovanni, Masaccio, valiéndose de esas
reglas de la perspectiva matemdtica dio un giro revoluciona-
rio al Arte, superando el paradigma gético, en el que la pintu-
ra era fundamentalmente plana, los personajes aparecian
sobre fondos dorados y en posiciones estéticas. Siguiendo los
pasos iniciados por Giotto en lo artistico y usando los proce-
dimientos de Brunelleschi en lo espacial, sus pinturas adquie-
ren profundidad. Sus personajes, entroncando con el mundo
clasico y la renovacion de la escultura que en esos mismos
afios protagonizaba Donatello, cobran dinamismo. La escena
—la istoria, en palabras de Alberti— enlaza con lo cotidiano y
acerca lo divino a la vida de todos los dias de los florentinos.

El conjunto de frescos de la Capilla Brancacci, que inici6é con
Masolino y que fueron finalmente acabados por Filippino



Lippi, muestra claramente esa evolucién. En paredes conse-
cutivas vemos la fusién y el paso del gusto tardomedieval de
Masolino, a la revolucion renacentista de Masaccio y, poste-
riormente, la consolidacién de ésta de la mano de Lippi.

La Trinita de Masaccio

En este contexto concibié Masaccio su obra La Trinita, pintu-
ra al fresco de grandes dimensiones, en el muro izquierdo de
la iglesia florentina de Santa Maria Novella, se ignora por
encargo de quién, entre los afios 1426 y 1428.

Es, quizds, La Trinita su Gltima obra ya que murié prematu-
ramente en el verano de 1428, durante un viaje a Roma, tras
un periodo activo de escasamente seis afios, cuando sélo con-
taba veintisiete de edad.

Figura 1. Determinacién del punto de fuga de la
perspectiva en La Trinita de Masaccio
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Es probablemente en esta obra donde la influencia de las
ensefianzas sobre perspectiva de Brunelleschi se ve mas clara-
mente. La escena se encuadra en una magnifica capilla, dibu-
jada de tal manera que aparezca real a los ojos del espectador.

En el trazado de esta falsa capilla se aprecia también la
influencia del estilo arquitecténico de Brunelleschi, aunque
Masaccio sustituya en ella el gris de la pietra serena que usaba
el arquitecto, por ese rosa intenso con el que pinta el arco.
Este arco que, sustentado sobre dos columnas jonicas, queda
enmarcado a su vez por dos pilastras corintias de capiteles
también rosa. La capilla se cubre con una béveda de cafién
decorada con casetones cuadrados.

El punto de fuga de la construccién en perspectiva es sor-
prendentemente bajo. Recordemos que debe situarse a la altu-
ra de los ojos del espectador que deambula por la iglesia y lo

Figura 2. Algunos ejemplos de la composicién
basada en el tridngulo equilétero.
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mira, ya que, de otra manera, no se podria conseguir la sensa-
cién de arquitectura verdadera que se pretende (ver la figura 1).

Se ven también en perspectiva, en escorzo, y por tanto, como
la béveda, de abajo hacia arriba, las figuras de la Virgen y de
San Juan, ambas de pie, paralelas a las columnas y a las pilas-
tras, enmarcando, en este caso, la escena central del cuadro,
que representa a Cristo en la cruz.

En esta parte superior de la composicion destaca el eje cen-
tral de simetria, que lo es también de la cruz. Sobre él yace
el punto de fuga. Al fondo, el Padre Eterno que sujeta los
brazos de la cruz con sus manos, estd también centrado con
respecto a ese eje, como lo esta el Espiritu Santo, en su habi-
tual forma de paloma, que sobrevuela entre Cristo y el
Padre.

Figura 3. Alternancia de colores en la
composicién

A ambos lados de este eje, y simétricamente con respecto a él,
se situan por parejas los otros cuatro personajes: la Virgen y
San Juan, en primer lugar, y, fuera de la escena, arrodillados,
los dos donantes.

Ademas, en la composicion predomina el tridngulo equildte-
ro, para subrayar conceptualmente el dogma trinitario que el
pintor trata de representar. Como personalmente no somos
especialmente aficionados a centrarnos en estos aspectos
relacionados con la geometria de la composicion, aunque en
esta obra sean patentes, nos hemos limitado a indicar algunos
de ellos. Por ejemplo, el que une a los donantes, en la base, y
la cabeza del Dios Padre, en el vértice. O el que forman los cla-
vos de las manos y los pies de Cristo crucificado. Otro estaria
formado por los ojos de Maria, de Cristo y de San Juan (ver la
figura 2).

Mais importante, a nuestro entender, es la alternancia de colo-
res azules y rojos, a izquierda y derecha, que rompen la sime-
tria axial predominante, proporcionando dinamismo y acen-
tuando la profundidad creada habilmente por el artificio del
dibujo de la arquitectura en perspectiva.

Asi, el rojo intenso de la saya y el tocado del donante, abajo a
la izquierda, se une visualmente con el rojo mds suave de la
vestimenta de San Juan, a la derecha y, nuevamente a izquier-
da, con la tinica que cubre uno de los hombros del Padre
Eterno y, por dltimo, con uno de los casetones rojos, a la dere-
cha, que se alternan con los azules en una especie de ajedre-
zado en la béveda. Se crea asi un movimiento ascendente,
alternativo y convergente hacia el eje de simetria. En sentido
inverso, los azules se alternan simétricamente con los rojos,
recorriendo el camino que empieza en el vestido de la donan-
te, pasa por las ropas de la Virgen, la capa que cubre el otro
hombro del Padre Eterno y termina en el casetén azul, simé-
trico del anterior con respecto al eje central (ver la figura 3).

La simetria axial se rompe asi con esta especie de movimien-
to matematico de deslizamiento de los colores, que se alternan
y se elevan de forma evanescente siguiendo el eje central,
hacia arriba.

Rompe también la simetria la parte inferior de la composicién
en la que, separada por el tablero de un altar representado en
perspectiva, se ve un esqueleto y sobre él una incripcién que
dice:

Io fu gia quel che voi sete: e quel chi son voi ancor sarete

(Yo fui antes lo que sois vosotros, y aquello que soy, vosotros
también lo seréis).

Este esqueleto y el monticulo de tierra bajo la cruz tienen
como referente la tradicion biblica segin la cual el lefio de la
Pasidn se habria fabricado con el tronco de un drbol crecido
sobre la tumba de Abel, para darle sombra.




Los ejes y el tiempo

Hemos hablado de un primer eje, el de simetria, que articula
la composicién y le da fuerza. Otro, perpendicular a él, viene
sefialado por la linea sobre la que se arrodillan los donantes,
la definida por el plano del altar al cortase con el del dibujo.
Un tercer eje, perpendicular a los dos anteriores es sin duda el
de la vision del espectador, que tiene sus ojos a la altura del
punto de fuga de la perspectiva.

En planos perpendiculares a ese ultimo eje se articulan en
profundidad las tres escenas de la obra. En el mds cercano a
nosotros, fuera del arco, los donantes, arrodillados. Un poco
mds adentro, los tres personajes biblicos coetaneos, San Juan,
la Virgen y Cristo, que ademas estan un escalén mas arriba
que los anteriores. Mas adentro hacia el eje de simetria y mas
arriba aun, perdiéndose hacia el fondo, la Paloma y el Padre
Eterno que sujeta con sus brazos la cruz, de pie sobre una pla-
taforma o una peana roja.

Figura 4. La Trinita, Masaccio,
Florencia. Plano y=1428

Figura 5. La Trinita, Masaccio,
Florencia. Plano y=33
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Si interpretamos los ejes de un modo cartesiano —lo cual es
tomarnos una licencia de dos siglos, los que van del xv en el
que vivié Masaccio, al xviI de Descartes—y este eje en profun-
didad lo llamamos y, cada uno de estos planos tendria una
ecuacidén de la forma

y=k; conj=12y3

El plano de los donantes seria el de ecuacion y=k;, el de la
cruz y=k, y el del Padre Eterno y=k;

Y como a cada uno corresponde un tiempo distinto, podemos
identificar k, con el afio 1428(figura 4), cuando Masaccio ter-
mino la obra, época en la que vivian los donantes que la paga-
ron; k, con el ano 33 —obviamente después de Cristo— en el
que la tradicion biblica sitda la Pasion (figura 5). Al analizar el
valor de k;, que define el plano del Padre Eterno, para ser

Figura 6. La Trinita, Masaccio,
Florencia. Plano y=k;
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coherentes teoldgicamente, lo mejor seria tomar un valor
indeterminado que tienda hacia el +co (ver la figura 6).

Pero estos planos temporales no se acaban aqui. Hay un cuar-
to plano de ecuacién y=k, que en un primer vistazo nos pasa
desapercibido. Se trata, como nos indica su ecuacién, de un
plano paralelo a los anteriores y al plano del dibujo, por tanto,
perpendicular al eje del tiempo.

Es el plano en el que nos situamos nosotros, mds hacia acd que
los anteriores, cuando paseamos por Santa Maria Novella en
Florencia y contemplamos La Trinita. Nos encontramos en
ese plano y mds abajo que los demads personajes, como corres-
ponde a nuestro rango, que ni es divino ni noble, de pie sobre
el suelo. La ecuacidn de este plano nuestro, de acuerdo con lo
anterior seria

y = 2010
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si es en este ano en el que hacemos nuestro paseo.

Pero, cuando de un modo virtual y a través de estas paginas,
observamos La Trinita de Masaccio, estamos, de alguna
manera, en otro plano distinto, uno también virtual, simétri-
co, metaforicamente, con respecto al plano del dibujo, de
aquel que ocupa el Espiritu Santo y en el sentido contrario del
eje. Digamos que, como lectores, estamos en algin lugar inde-
terminado que tiende hacia el —eo.

Masaccio, de una manera genial, nos ha previsto y nos ha atra-
pado. Nos ha incorporado a su pintura, no como meros espec-
tadores, sino como nuevos personajes que contemplan la
escena y se integran en esta geometria escalonada, con los
pies en el suelo.
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Adherencias

ue justo en medio de la calzada de la Avenue des
Martyrs de Douz, en los limites del Sahara tunecino, donde vi
un papel que me llamé la atencién. Estaba arrugado en una
bola y por unos instantes dudé en agacharme a recogerlo.
Pero los trazos intermitentes entre las arrugas me resultaban
tan familiares que no pude evitar recoger del suelo lo que
alguien habia tirado, probablemente con rabia. Mi acto impli-
carfa abrir una conversacion sobre un tema incémodo y poco
natural mientras uno estd de vacaciones, toda una verdadera
provocacién. Sin embargo, no podia dejar escapar una oca-
sion como aquella. Vivia un fenémeno insélito que superaba
los limites de imaginacidn. Asi que me agaché y cogi del suelo
aquel lio de papel.

Desplegué la hoja. El fondo del papel estaba rayado horizon-
talmente a diferentes intervalos regulares. También presenta-
ba un margen izquierdo, un poco mds extenso en el anverso
que en el reverso. La letra me parecié femenina, aunque no
eran palabras lo que habia escrito. El texto no era drabe, ni
francés, ni inglés ni castellano. Es verdad que la mayoria de las
letras eran latinas, reconocibles por la mayoria de la gente,

Mercado de Douz (Ttnez)

pero el texto estaba salpicado de simbolos muy familiares que Miquel Alberti Palmer
eran los que a mi me interesaban. No me cabia ninguna duda, IES Vallés, Sabadell
estaba escrito en lenguaje matematico. adherencias@revistasuma.es
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Era una pagina de apuntes idéntica a los que habia tomado yo
treinta afios antes. Igual también a las que tomaban mis
alumnos en mis clases hacia veinte, cuando comencé mi labor
como profesor de Matemdticas en un instituto de Barcelona.
Me vinieron a la mente recuerdos de dos demostraciones que
hizo mi profesor de Matematicas cuando yo tenia 16 aios. Yo
y todos mis compaiieros de clase tomamos apuntes de la
demostraciéon de un teorema que, entonces, crefmos com-
prender:

71
La sucesion (1 + —J es creciente y acotada; inferiormente
n

por 2, superiormente por 3.

De ahi se deducia que tal sucesion era convergente hacia un
numero menor que 3. Ese limite era uno de los nimeros mds
importantes en Matematicas, el nimero:

€=2,71828182845904523536...

Pero los célculos de limites que llenaban ambas caras de
aquel papel arrugado no se referian a la sucesién que genera
el nimero e. Eran calculos de limites de funciones indetermi-
nados del tipo w—o, que se resuelven multiplicando y divi-
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diendo la funcién por la expresién conjugada. En el anverso
habia dos ejercicios. Parte del primero se habia perdido por
una rasgadura. Consistia en calcular:

lim x+va? -1

x—r—c0

La indeterminacioén se habia resuelto multiplicando y divi-
diendo por la llamada expresion conjugada, ya que asi la inde-
terminacién co—oo se convierte en oo+oo=00 y desaparecen
tanto la indeterminacién como la raiz cuadrada del numera-
dor. Sin embargo, se omiten tanto la constatacion de la inde-
terminacién inicial como un detalle previo a la obtencién del

resultado:
lim x+vax? —1=—oo+o0=indet.

x—r—oc0

lim 1 = -1 _—1=0
"_’_w\/x —1-x (o) e

En el segundo ejercicio la variable x tendia hacia +co y la fun-
cion anterior estaba dividida por x:
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Para resolver el problema se extrafa x factor comun, primero
de la raiz cuadrada y luego de todo el numerador, para simpli-
ficarla con la del denominador. De nuevo se omitian los tlti-
mos pasos finales:

.= Lim |1+ l—i2 =1+4J1-0=1+1=2
X—rtoo X

En el dorso de la hoja, y pese a que la rasgadura se habia lle-
vado el enunciado, el célculo consistia en determinar el limite
de la funcién conjugada de la f(x) original cuando x tendia
hacia +o0:

Lim \)xz—l—x

X—>t00
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Como antes, el interludio previo al desenlace estaba ausente:

-1 -1
Lim ———=—=0
xote W2 14y

Aquel papel y aquellos calculos de limites actuaron como un
icono activador de mis recuerdos. Jamds se me habia pasado
por la cabeza toparme con algo semejante lejos de mi entorno
académico; mucho menos todavia, de mi entorno cultural.
Concluida la revision de los célculos, me formulé otras pre-
guntas. ;Qué quedaba de todo aquello en mis entornos? ;Qué
tienen en comun esa hoja y los apuntes que toman ahora mis
alumnos?

Los limites del desierto en Douz
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Me imaginé también en la piel del adolescente del Magreb
que llega a un aula de matematicas de nuestro pais. Espera
recibir una educacién matematica acorde con el significado
de un término ya conocido. Pero, ;tiene aqui el mismo signi-
ficado que posee en el lugar de donde proce-

enrosca el tornillo que la atraviesa. Las seis caras rectangula-
res facilitardn la labor de una llave inglesa. Una tuerca es un
prisma hexagonal atravesado por un vacio cilindrico. Este es
su inventario geométrico:

de? Espera recibir una educacién matemaética - )
P L. i . Puntos Lineas Superficies | Cuerpos | Angulos | Paralelas | Perpendiculares

basada en tareas rutinarias y en imperativos
como ‘calculal ‘busca, ‘determina’.. De no ser Aristas Rectangulo | Prisma 90 Aristas Aristas
asi, jes que han cambiado las Matemdticas? | yypfices Poligonales Hexdgono
¢Pensard que lo que hace ahora es hacer Circunferencia o Cilindro |  120° Caras Caras

. Cilindrica
Matematicas? Lo que sabe y lo que cree saber,

sayudan o dificulta su adaptaciéon?

Las metodologias contempordneas occidentales van por
derroteros bien distintos a los de su pais. A los cambios socia-
les y culturales tiene que afiadir otro no menos impactante: el
cambio educativo. Su nuevo profesor de Matemadticas no le
dicta la clase, sino que le invita a intuir y a conjeturar, y a
manifestar verbalmente los argumentos por los que justifica
sus conjeturas e intuiciones. Siente que su profesor apenas
hace nada, que es él quien tiene que hacerlo casi todo. ;A qué
referentes puede agarrarse? Los que tenia no le sirven.
Esperaba hacer raices cuadradas, ctibicas, ecuaciones, siste-
mas, célculos de limites. En su entorno sabia hacerlo todo.
Por eso era bueno en Matemadticas. Ahora en clase de
Matematicas se hace también Fisica, Biologia, Economia, se
lee el periddico, se usa la calculadora, el ordenador, Internet.
Y encima, apenas comprende el idioma local en el que se
explican las cosas.

Menos mal que ese adolescente es varon. Si fuese mujer, seria
peor. Las costumbres alabadas en su pais no se ven igual aqui.
El asfalto sobre el que camina es menos firme que las arenas
del desierto que se amontonaban a la puerta de su casa.
¢Aprendera algo? ;Logrard superar todo ESO? Sin quererlo,
dos palabras salen de su boca: In shalah!

Desde aquel dia en Douz voy siempre mirando al suelo. No es
que vea cosas distintas, los suelos son iguales en todas partes:
horizontales. Pero ahora miro al suelo con otros ojos, viendo
cosas que antes no vefa. He aprendido que la gente tira mara-
villas. No busco ni espero encontrar sortijas de oro, monedas,
billetes de cien euros o perlas. Maravilloso es lo que te trans-
forma, lo que te hace aprender.

El otro dia, mientras caminaba cabizbajo, vi en la cuneta un
par de tuercas hexagonales. No era la primera vez, las tuercas
hexagonales son de lo mds corriente que puedes hallar en una
cuneta, pero al verlas me hice una pregunta: ;Por qué siempre
estan echadas sobre un lado hexagonal y no sobre uno de los
otros?

Sorprende la cantidad de geometria que hay en una tuerca. Su
agujero es un cilindro surcado por una hélice por donde se

Una tuerca perforada no verifica la férmula de Euler relativa
a los poliedros, ya que posee 9 caras (una es circular), 20 aris-
tas (dos son circulares) y 12 vértices. En lugar de C+V=A+2,
verifica que C+V=A+1. ;Serd siempre asi en un poliedro per-
forado? La perforacién cilindrica afiade 2 aristas circulares y
1 cara cilindrica. El miembro de la izquierda en la igualdad
C+V=A+2 aumenta en 1, mientras que el de la derecha lo
hace en 2. Por tanto, la respuesta es afirmativa.

Volvamos a la primera cuestion: ;Por qué las tuercas nunca
acaban en el suelo de canto, sino echadas sobre una de sus dos
caras hexagonales? ;Cémo debe ser una tuerca para que no le
ocurra eso? Sean a y b la altura de la tuerca y la longitud de su
arista hexagonal, respectivamente. ;Afecta a la probabilidad
el hecho de que la tuerca esté perforada? No, siempre que la

Tuercas hexagonales callejeras




perforaciéon no cambie su centro de gravedad. Como ocurre
en una moneda (cilindro de grosor nulo), en un dado (cubo) o
en un poliedro regular, es la proporcién entre una cara y el
total de la superficie del poliedro la que determina la probabi-
lidad de que éste caiga sobre aquella. Luego la probabilidad de
que una tuerca lanzada al aire acabe reposando en alguna de
sus seis caras rectangulares viene determinada por la propor-
cién entre la superficie de todas ellas y la de la pieza entera:

pe 6ab _ 2a
6ab+33b> 2a+b\3

Esta probabilidad sera del 50% si a/b= V3/2. Las dimensiones
de las tuercas que habia encontrado eran a=3 mm y b=6,5
mm. Segun la férmula deberia caer de canto un 35% de veces.
También tenia otra tuerca algo mayor: a=5 mm y b=7 mm. La
probabilidad de que ésta cayese de canto estaba alrededor del
45%. ¢Se ajustaria la realidad experimental a la probabilidad
ideal del modelo matematico? Las lancé 100 veces. La peque-
fla nunca cayé de canto (0%), la otra lo hizo en 21 ocasiones
(21%). ;D6nde estaba el error? No lo busqué en los célculos,
sino en la realidad.

El hallazgo fue aprender de
lo que se halla: sacarle
provecho al azar.

Examiné las tuercas con lupa. Ninguna de las caras eran poli-
gonos perfectos. Las que habia tomado por rectangulos teni-
an los dos lados mds largos arqueados hacia fuera, lo que
hacia que las caras hexagonales fuesen ligeramente convexas
en sus vértices. Estas diferencias con el modelo de prisma
hexagonal eran mayores en la tuerca pequena, su especial
disefio rompia la simetria y acentuaba la inestabilidad de su
equilibrio vertical. La tuerca pequena se habia comportado
como una moneda.
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Aln asi, las diferencias eran excesivas. ;No tendria algo que
ver la posicion del centro de gravedad? Cuanto mads alto, mds
inestable el equilibrio. Se me ocurrieron varias formas de
cuantificar esa probabilidad, pero siempre me asolaban las
dudas acerca de lo que la Fisica podria rebatir a mis disquisi-
ciones. Decidi zanjar la cuestion lanzando las tuercas 100
veces mds. La pequenia cay6 de canto 2 veces; y la mayor, 21.
Las probabilidades se asentaban en torno al 1% (2/200) y al
21% (42/200).

Un modo de elaborar un modelo probabilistico en base a la
estabilidad del equilibrio puede ser hallar la amplitud del
angulo con el que el pie de la perpendicular desde el centro de
gravedad G al suelo se mantiene dentro de la base del objeto.
En un cilindro de altura 2a y didmetro 2r dicha amplitud es
a=2arctan(r/a). Definamos ahora la probabilidad de que el
objeto ‘caiga’ de ese lado, esto es, se mantenga estable sobre él,
como la proporcién entre dicha amplitud (o) y la amplitud

total posible (n):
P= garctan(i)
T a

Calculando asi la probabilidad de que un cilindro ‘ctibico’
(r=a) caiga sobre su cara curva, se obtiene P=1/2. Si se calcu-
la en base a la proporciéon entre superficies, el resultado es
P=2/3. Lastima que no tenga un cilindro asi para poner a
prueba este modelo matematico.

Sobre proporciones de magnitudes de lo inexistente las mate-
mdticas aventuran probabilidades de lo real. Mientras deter-
minamos con cudl de las dos, si con las matematicas o con la
experimentacion, nos acercamos mads al valor buscado (per-
feccionando los modelos de una y aumentando los ensayos de
la otra), no hacemos sino crear ese valor perseguido. El azar y
la paciencia conducen a la verdad.

Nunca hasta entonces me habia planteado el calculo de pro-
babilidades con poliedros irregulares. El hallazgo no fue
encontrar un papel con calculos de limites, ni tampoco el par
de tuercas hexagonales. El hallazgo fue aprender de lo que se
halla: sacarle provecho al azar.
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SOCIEDAD DE ESTADISTICA E INVESTIGACION OPERATIVA. SEIO

V Concurso de Proyectos Educativos en Estadistica e Investigacion
Operativa para Profesores de Ensefianza Secundaria y Bachillerato

La Sociedad de Estadistica e Investigacion Operativa (SEIQO), consciente de la importancia que estas disciplinas tienen hoy en dia
como materias de formacion académica y herramientas para la toma de decisiones en los entornos puiblicos, privados y empresa-
riales, desea contribuir a la difusion de la Estadistica y de la Investigacién Operativa en la sociedad. Por ello, reconociendo la tras-
cendencia que tiene el aprendizaje de estas materias en la enseiianza no universitaria, la SEIO ha decidido convocar un concurso
con el fin de fomentar la elaboracion de material diddctico en los dmbitos de la Enseiianza Secundaria y del Bachillerato.

Bases del Concurso

1. Podrén participar todos los profesores que en el curso
2009-2010 realicen tareas docentes en los niveles de
Educacion Secundaria y/o Bachillerato. Los concursantes
podran participar a nivel individual o en grupo.

2. Los trabajos se enmarcaran preferentemente en alguna de
las dos siguientes lineas:

+ Material didactico en relacién con alguno de los temas
o topicos de Estadistica o Investigacion Operativa
incluidos en los programas de los niveles senialados.

«+ Experiencias diddcticas para divulgar y/o fomentar el
interés en la Estadistica y/o la Investigacién Operativa.

3. Los trabajos deberdn ser originales y no deberan haber sido
premiados o publicados con anterioridad.

4. La extension mdaxima del trabajo presentado serd de 25
péginas, escritas en letra de tamafo 11 puntos y con inter-
lineado de 1,5 lineas. Ademads, debera tener una estructu-
ra similar a la siguiente:

« Titulo y pseudénimo (portada del trabajo).

+ Presentacién (incluyendo los objetivos del trabajo y el
ambito educativo al que va dirigido (ESO o Bachillerato,
y curso)).

+ Desarrollo del trabajo.

+ Experimentacién en el aula y evaluacion de la experien-
cia, en su caso.

« Referencias, en su caso.

Los trabajos podran acompaiarse con una presentacion
en formato electrénico.

5. Los concursantes remitirdn una copia del trabajo impresa
en DIN-A4, un CD que incluya una copia del trabajo en
formato PDF, en su caso la presentacion electrénica, y un
sobre cerrado indicando en el exterior el titulo del trabajo
y el pseudénimo, y en el interior: nombre y apellidos del

autor/es, nombre, direccién y teléfono del centro/s al que
pertenece y un correo electrénico o teléfono de contacto.

6. Los trabajos se remitirdn a la siguiente direccién:

Sociedad de Estadistica e Investigacién Operativa
V Concurso de Proyectos Educativos en Estadistica e
Investigacién Operativa para Profesores de Enseflanza
Secundaria y Bachillerato

Facultad de Ciencias Matematicas

Universidad Complutense de Madrid

Despacho 502, Plaza de Ciencias, 3

28040-Madrid (Ciudad Universitaria)

7. La fecha limite de remision de los trabajos serd el 15 de
julio de 2010.

8. Se otorgard un premio de 1.000 € al mejor trabajo presen-
tado. El concurso podrd ser declarado desierto o compar-
tido entre varios trabajos, sin que ello suponga una varia-
cién en su cuantia global.

9. El Comité encargado de la evaluaciéon de los trabajos pre-
sentados al concurso y del fallo del mismo estard com-
puesto por todos los miembros de la Comisién de
Educacién y Divulgacién de la SEIO y por la editora de
BEIO (revista oficial de SEIO).

10 La fecha limite para la resolucion del concurso sera el 15
de octubre de 2010.

11. El trabajo ganador o trabajos ganadores serd/n publicado/s
en la pagina web de la SEIO (www.seio.es). Ademds se
publicard/n en la revista BEIO (www.seio.es/BEIO/) pre-
via adaptacion a las normas editoriales de la misma. En
cuanto al resto de los trabajos presentados podridn ser
publicados en la pagina web de la SEIO a criterio de los
miembros del Comité encargado de la evaluacion de los
trabajos.



Emma Castelnuovo

Bases del Concurso

SOCIEDAD MADRILENA DE PROFESORES DE M ATEMATICAS
“EMMA CASTELNUOVO”

3° Concurso de Experiencias Matematicas

El objetivo de este concurso es premiar y potenciar la innovacion metodoldgica, en el
desarrollo del proceso de ensefianza y aprendizaje de las matemadticas, reconociendo la
labor del profesorado.

Se podran presentar experiencias en el drea de matematicas
realizadas en el marco de un trabajo de clase. Las presentara
el profesor/a coordinador/a de la actividad.

Presentacion

Cada experiencia sera presentada con un informe de un max-
imo de 20 paginas y debe ir acompanada de un cartel de pre-
sentacion. Se valorard fundamentalmente la originalidad de la
experiencia, el trabajo realizado por los alumnos, su vinculo
con el contenido matemético del curriculum del curso en el
que se ha realizado, asi como el uso de nuevas tecnologias o
de material manipulable, u otro tipo de materiales; su desar-
rollo y el andlisis de los resultados.

Formato

Es imprescindible el envié de la versidn electrénica en CD del
informe y del cartel (que serd impreso por la SMPM para su
exposicién). Los trabajos deberan ser firmados con un
seud6nimo que, junto con el titulo, aparecera en el exterior de
un sobre cerrado que contenga los datos de la ficha de pre-
sentacion adjunta.

Plazo de presentacion

Los trabajos se enviaran por correo certificado antes del 15 de
mayo de 2010 a la siguiente direccién:

SMPM Emma Castelnuovo

Sector Foresta n° 20 - 1°B; 28760 Tres Cantos; Madrid

Jurado

Estara compuesto por cinco personas nombradas por la Junta
Directiva de la SMPM Emma Castelnuovo.

Premios
ler Premio: 300 euros para el profesor coordinador.
2° Premio: 150 euros para el profesor coordinador.

Premio especial Cartel de presentacién: 50 euros para el pro-
fesor coordinador.

Exposicién de los trabajos

Los trabajos seleccionados se expondrin, dentro de la
Comunidad de Madrid, en los lugares y fechas que determine
la Junta Directiva de la SMPM Emma Castelnuovo y podran
ser colgados el la pagina web de la SMPM cediendo los dere-
chos a la SMPM

Condiciones generales

- No se podran presentar trabajos que tengan limitados sus
derechos de publicacién.

- La SMPM Emma Castelnuovo se reserva el derecho de
exponer o publicar los informes de las experiencias y su car-
tel de presentacién durante un afio.

- El jurado podra dejar desierto los premios de las distintas
categorias.

- La entrega de premios se realizard en la fase final de la
Olimpiada Matematica de la Comunidad de Madrid.

- Los trabajos no premiados se podran recoger, previa peti-
cién, durante el mes de diciembre de 2010.

- La participacion en este concurso supone la aceptacién de
todas las condiciones

http://www.smpm.es
smpm@smpim.es
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Emma Castelnuovo

Bases del Concurso

SOCIEDAD MADRILENA DE PROFESORES DE MATEMATICAS
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I Concurso de Microrelatos Irracionales

El objetivo del concurso eminentemente liidico, y busca establecer lazos de comunica-
cion entre dreas aparentemente dispares como la literatura y las matemadticas

Presentacion

Podrédn concursar profesores y alumnos sin restriccién de
curso, pertenezcan o no a la SMPM “Emma Castelnuovo’, con
todos los microrrelatos que deseen, siempre que se envien
dentro del plazo del concurso.

Formato

Los microrrelatos, escritos en castellano, tendran un maximo
de veinte palabras y deberdn cumplir el requisito de que el
numero de letras de cada palabra sea la cifra correspondiente
de un nimero irracional, tal y como se muestra en el siguiente
ejemplo:

3141 5 9 2 6 5 3 5 8
Asi, y digo a todos puramente la verdad, acaba una fugaz his-
toria.

Los numeros irracionales a elegir son 7, e, V2 0 .

Se utilizaran, como mdaximo, las veinte primeras cifras del
nimero irracional elegido, tal y como aparecen, eliminando
sus ceros. Independientemente del niimero de palabras del
microrrelato, se debe comenzar siempre por la primera cifra
del nimero, y respetar el orden de las cifras hasta la corre-
spondiente a la Gltima palabra del relato. Ademas, en caso de
que el microrrelato tuviera titulo, las palabras que lo formen
se consideraran las primeras palabras del texto y por tanto
deberan adaptarse en su longitud a las primeras cifras del
numero.

Los microrrelatos seran de tematica libre, pero siempre origi-
nales. La comprobacién de la no originalidad de un texto
provocard la exclusiéon de todos los microrrelatos de su autor.

Plazo de presentacion

Los originales serdn enviados dentro del cuerpo del correo
con el nombre del autor, teléfono y email a la direcciéon de
correo electrénico fernando.dominguez.santos@gmail.com
bajo el asunto “I Concurso de Microrrelatos Irracionales”
antes del 1 de abril de 2010.

Jurado

Estard compuesto por cinco personas nombradas por la Junta
Directiva de la SMPM Emma Castelnuovo.

Premios

ler Premio: Lote de 10 libros relacionados tanto con la
matematica como con la literatura

2° Premio: Lote de 5 libros

Los doce mejores relatos serdn publicados en el calendario
anual de la SMPM, correspondiente a 2011.

Condiciones generales

- No se podran presentar trabajos que tengan limitados sus
derechos de publicacién, o que no sean originales.

- La SMPM Emma Castelnuovo se reserva el derecho de pub-
licar los microrrelatos durante un ano.

- El jurado podra dejar desierto los premios de las distintas
categorias.

- La entrega de premios tendra lugar el 22 de abril de 2010, en
la Clausura de las Jornadas de Educacién Matematica orga-
nizadas por la SMPM “Emma Castelnuovo”.

- La participacion en este concurso supone la aceptacion de
todas las condiciones.
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as dos primeras veces que hablé con Miquel Alberti, tuve
que dejar la conversaciéon a medias por un fuerte dolor de
cabeza... Bueno, que no se me malinterprete. En ambas oca-
siones, el dolor de cabeza lo tenia antes de iniciar la conver-
sacién, aunque pudieron conmigo las ganas que tenia de
conocerle y hablar con él. Afortunadamente, después he teni-
do otras oportunidades en las que mi herencia genética no ha
interferido y la charla ha ido por los cauces légicos.

Como otra mucha gente, la primera vez que supe de Miquel
fue al leer sus articulos de finales de los noventa en Suma,
siendo su originalidad lo primero que llamé la atencidn.
Originalidad tanto desde el punto de vista del enfoque que da
a las Matemadticas como la forma que tiene de reflejarlo por
escrito. En aquella época yo colaboraba en la maquetacion de
la revista, por lo que lo descubri un poco antes. Quizds, el
hecho de maquetar alguno de sus articulos influyé para que
su manera de hacer me calara algo mds, lo que aumenté mi
interés por conocerle.

Desde aquellos primeros articulos no ha dejado de publicar
en Suma. Es mas, se ha convertido en el tnico autor fijo en
todos y cada uno de los niimeros desde hace diez anos, pues
las direcciones habidas en este periodo le han encomendado

Mi presentacion
Daniel Sierra Ruiz

diferentes secciones, que ha ido encadenando una tras otra.
Como también es un ponente fijo en las JAEM, se podria
decir que Miquel es, actualmente, uno de los miembros de la
Federacién mads activos y conocidos. Incluso me atreveria a
decir que, a tenor de la cantidad de personas que acuden a sus
ponencias, se puede llegar a convertir, si no lo es ya, en un
referente de la didactica de las Matematicas en Espafa.

Creo que la causa principal que provoca que sus trabajos
atraigan la atencién del resto de los compaiieros, es que
puede extraer Matemdticas de una situacién en la que
muchos nos quedariamos en la mera anécdota. Por ejemplo,
de un incidente con un tronco y un autobus en un lugar per-
dido de Indonesia, es capaz de desarrollar un problema de
derivabilidad. También nos descubre las Matemdticas que
conoce y utiliza un artesano iletrado y sin ninguna formacién
matemadtica estdndar; Matemdticas que nos son ajenas pero
que nos muestran la variedad de caminos que se nos pueden

Daniel Sierra Ruiz (coordinador de la seccién)
IES Benjamin Jarnés, Fuentes de Ebro (Zaragoza)
biblioteca@revistasuma.es
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abrir si las observamos librandonos de nuestros prejuicios
como matematicos. Es decir, Miquel en muchos de sus escri-
tos (incluida su premiada tesis sobre etnomatematicas), char-
las, comunicaciones..., nos ensefia a respetar y a admirar
otras culturas que, a veces, son tachadas de atrasadas.

En una de las primeras conversaciones que mantuve con €l
(una de las de las migranas) me coment6 que si los de Lengua
vefan un amanecer y eran capaces de hacer poesia, por qué
nosotros no podemos hacer Matemdticas con esa misma
visién. Para mi esa es la clave, no renuncia a nada cuando se
enfrenta a una imagen cotidiana (cémo olvidar sus imdtgenes),

ﬁ

Mi biblioteca particular
Miquel Alberti Palmer

Si tuvieras que empezar tu biblioteca matematica ahora,
scon qué libro o libros de los de tus primeros afios como
matematico comenzarias?

Si tuviese que escoger algunos libros de mis primeros afios
con los que abrir una biblioteca, tomaria aquellos que todavia
hoy sigo consultando a menudo. Son el Cdlculo (T. Apostol),
el Cdlculo diferencial e integral (N. Piskunov) y los Principios

matematiques
I

BUP

W pditonial vicens vives

ni a la poesia ni a las matemadticas en diferentes niveles de
complejidad. Es mds, Miquel no mira con ojos matemdticos,
como solemos decir, €l los lleva siempre puestos, y luego es
capaz de hacer poesia matematica con lo que ve.

Me parece que no he sido capaz de disimular que desde hace
tiempo siento debilidad por los articulos en Suma de Miquel,
asi que a pesar de que tiene una seccién propia en este mismo
numero no pude resistirme a la tentacion de pedirle que escri-
biera también aqui, asi que con gran satisfaccién doy paso a
Miquel Alberti Palmer y su biblioteca particular.

de andlisis matemdtico (W. Rudin). No conservo un libro que
en mi época de estudiante era muy popular, el Calculus de M.
Spivak, porque le cogi mania y lo vendi a una libreria de
segunda mano. Muchas veces me he arrepentido de haberlo
hecho.

Los libros de Algebra siempre me han parecido frios. Sélo
tengo dos, el de Godement y el de Lang, pero asi como los
libros de andlisis me han servido de ayuda siempre, los de
dlgebra nunca. Las pocas en que he acudido a ellos he vuelto
con las manos vacias. Quiza es que en mi mundo ya no tengo
verdaderos problemas de dlgebra qué resolver y los grupos,
anillos y cuerpos se me hacen excesivamente ajenos a la acti-
vidad matemdtica que llevo hoy en dia.

¢Qué libro o libros de didactica de las matematicas consi-
deras destacables por lo que supusieron en su momento y
en el desarrollo posterior de la disciplina?

Los libros de didactica que mds han influido en mi carrera
docente son dos. El primero, la serie de libros para el aula de
BUP titulados Matemdticas elaborados por el Grup Zero de
Barcelona. Esta obra determiné mi perspectiva educativa por
lo que se refiere a las Matemadticas. El segundo, la
Enculturacion matemdtica de Alan Bishop, que afianzé cier-
tos cambios de perspectiva y me abrié la mirada a otros entor-
nos y contextos, tanto en lo referente a las Matemadticas en si,
como en lo referente a la educacién matematica.



En mis primeros aiios como profesor me di cuenta de que
ensenar Matemadticas como yo las habia aprendido —defini-
cidn, teorema, demostracion, corolario, ejercicio— no s6lo no
funcionaba, sino que transmitia una idea falsa de lo que eran
de verdad las Matemdticas. Aquéllos libros del Grup Zero
partian de la idea de que saber Matematicas consistia en
poder hacerlas:

Saber matematiques significa poder-ne fer: saber plan-
tejar i resoldre problemes, criticar arguments, utilitzar
el llenguatge matematic amb facilitat, reconeixer un
concepte matematic en una situacié concreta... (Grup
Zero, prélogo, Editorial Vicens Vives)

La educacion matemdtica
tradicional se ha caracterizado
siempre por el autoritarismo,
el dictado y el dogma, adjetivos
muy apropiados para el uso de
las reglas de la logica y de los
axiomas

Recuerdo también la imagen que inspiraba el trabajo del Grup
Zero. Las matematicas eran algo vivo que una instantanea no
podia captar. Un corredor llega a la meta, ;como saber si ha
recorrido 800, 1.500 o 3.000 metros? Una fotografia no basta,
hay que ver todo el proceso para saber cudl ha sido y como se
ha desarrollado la carrera.

Ao largo de los anos he tenido la fortuna de conocer y traba-
jar junto a algunos de los componentes del Grup Zero que
impulsé la educacién matematica, no sélo en Catalunya, tam-
bién en Espana. Mi tutora del CAP fue Cristina Fabregat.
Trabajé durante afos en el instituto Pau Vila de Sabadell con
Rubi Corberé. Colaboré como tutor del CAP bajo la tutela de
Carmen Azcdrate, de quien luego fui alumno de doctorado.
También lo fui de Jordi Deulofeu. He coincidido en jornadasy
congresos con Marti Casadevall, Manel Udina y Paco Moreno.
Todos ellos formaban parte de ese grupo de trabajo. Una
buena parte de lo acertada que haya podido ser y de lo que
pueda ser todavia mi tarea como profesor se lo debo a ellos.

Por otra parte, el libro de Bishop supuso un cambio de pers-
pectiva a nivel general, por no decir mundial, por lo que a
educacion matematica se refiere. Fue un intento muy acerta-
do de globalizacion democratica de la educacién matemética
que ya se habia ido gestando a lo largo de las tres tltimas
décadas de finales del siglo xx. Todo un cambio con relacién
a la estrechez de miras de la educacién basada en el formalis-
mo de la teorfa de conjuntos. Ademas, el escenario y el enfo-
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que ya no se restringfan al academicismo imperante hasta
entonces, sino que se ampliaba extramuros, tanto académicos
como culturales. Ahi estaban las raices de las Etnomatema-
ticas, las matemadticas que cualquier persona o cultura pueden
desarrollar para resolver los problemas.

Junto a Bishop, D’Ambrossio, Zalavsky y Gerdes, Marcia
Ascher puso de manifiesto las matemdticas subyacentes a
toda una serie de actividades de diferentes culturas del mundo
en un volumen titulado Ethnomathematics: a Multicultural
View of Mathematical Ideas. El contenido de la obra se orga-
niza alrededor de seis dmbitos temdticos: nameros, trazar
lineas, logica, cambio y estrategia, organizacién espacial y
simetria. No son exactamente los seis universales de actividad
matemadtica de Bishop, pero se le parecen bastante. Como cri-
tica valga decir que las matematicas de las que habla Ascher
son, en su mayoria, las que ella relaciona con cada actividad y
no las que declaran quienes las realizan. Un libro muy reco-
mendable a quien quiera hacer un viaje matematico alrededor
del mundo y ver qué hay mas alld del horizonte occidental.

¢Qué libro de vision general de las matematicas recomen-
darias a un no matematico interesado en leer algo sobre el
tema?

El primer libro orientado hacia la divulgacién de la materia fue
Matemdticas en el mundo moderno, una recopilacién de arti-
culos sobre Matematicas de la revista Scientific American cuya
versién espanola corrié a cargo de Miguel de Guzman. Se
publicé mientras yo cursaba COU y aunque me sirvié de refe-
rente durante mucho tiempo, le han pasado algunos anos. Si
ahora tuviese que recomendar un libro de divulgacion, reco-
mendaria La experiencia matemdtica de Davis y Hersh. A

A Multiewltural View
alf” Mrathemuntival ffees

Marcia Ascher

ETHNOMATHEMATICS
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algunos quiza les parezca excesivamente divulgativo, a otros
tal vez demasiado formal o académico. En todo caso, pone de
manifiesto aspectos cruciales de lo que significa hacer mate-
maticas y de como conciben su labor quienes se dedican a ello.

Con los libros de divulgacién de las Matemdticas uno se
encuentra siempre con el mismo problema. Si la obra sobre-
vuela la superficie no se ve ningun detalle y el lector se lleva
una idea tan falsa como frivola de lo que son las Matematicas.
Los graficos y figuras podran tener muchos y vistosos colores,
pero no residen ahi ni su belleza ni su esencia. Las
Matematicas no se aprecian desde la superficie. Hay que
sumergirse para ver el esplendor de vida del arrecife coralino.
Aqui es donde unos encallan y donde otros hallan alimento.
De quedarse en la superficie adolecen mucho los libros de
divulgacion matematica de tipo periodistico. En mi opinidn,
actualmente esa onda periodistica se traslada a las aulas con
demasiada frecuencia.

Aparte de los mencionados, ;destacarias algan otro libro
por su belleza, originalidad, repercusion...?

Hace unos ainos, mientras preparaba mi tesis, me sumergi en
What is Mathematics?, de Courant y Robbins. Mi deleite fue
tal que me pregunté por qué no me recomendaron este libro
cuando estudiaba la carrera. Para los un poco versados en la
materia me parece una obra extraordinaria. Si me diesen a
escoger un libro de Matematicas para llevarme a una isla de-
sierta seria éste. Siempre recuerdo con sumo placer la lectura
de por qué es necesaria la definicién de continuidad de una
funcién en un punto con epsilones y deltas.

Otro libro adorado es How to Solve It, de George Polya. No es

- Matematicas
en el Mundo Moderno

un libro viejo (el original es de 1948), sino un clasico que tras-
ciende épocas y que continda siendo un referente para quie-
nes nos dedicamos a esta profesién. Muchas veces me he pre-
guntado por qué los profesores no utilizamos mas libros libres
como éste en lugar de libros hechos ex profeso como los de
texto.

Por su repercusién y belleza destacaria los libros sobre fracta-
les que se publicaron a lo largo de la década de 1990. The
Science of Fractal Images es una recopilaciéon a cargo de
Peitgen y Saupe de articulos redactados por autoridades sobre
el tema, entre ellos Benoit Mandelbrot. Las aproximaciones
visuales a los conjuntos de Julia y Mandelbrot que permite
este libro constituyen un ejemplo de cémo el desarrollo tec-
noldgico influye en el desarrollo del conocimiento. Hoy en dia
la dimensién fractal es un indicativo utilizado en el diagndsti-
co de enfermedades y en muchos otros dmbitos.

Recuerdo también la imagen
que inspiraba el trabajo del
Grup Zero. Las matemadticas
eran algo vivo que una
instantdnea no podia captar

¢Puedes aportar alguna cita de tus lecturas que tenga que
ver con las matematicas que hayas incorporado a tus refe-
rencias?

Que la ensenanza de las Matematicas no debe ocultar su rea-
lidad es algo que Imre Lakatos ya destacd en su obra Pruebas
y refutaciones:

El estilo deductivista esconde la lucha y oculta la aven-
tura. (Lakatos, 1994, p. 166)

La educacién matematica tradicional se ha caracterizado
siempre por el autoritarismo, el dictado y el dogma, adjetivos
muy apropiados para el uso de las reglas de la légica y de los
axiomas. Pero lo cierto es que:

Yes, mathematics has two faces; it is the rigorous sci-
ence of Euclid but it is also something else.
Mathematics presented in the Euclidean way appears
as a systematic, deductive science; but mathematics in
the making appears as an experimental, inductive sci-
ence. Both aspects are as old as the science of mathe-
matics itself. (Polya, 1988, p. vii)




Eso da pie a la creatividad, un aspecto que Courant y Robbins
destacan y relacionan también con la experimentacion, la
analogfa y la intuicion. La légica no explica:

It should be remarked that although the principle of
mathematical induction suffices to prove this formula
(5) once this formula has been written down, the proof
gives no indication of how this formula was arrived at
in the first place ...The fact that the proof of a theorem
consists in the application of certain simple rules of
logic does not dispose of the creative element in math-
ematics, which lies in the choice of the possibilities to
be examined. The question of the origin of the iypoth-
esis (5) belongs to a domain in which no very general
rules can be given; experiment, analogy, and construc-
tive intuition play their part here. (Courant y Robbins,
1996, p. 15).

Las Matemadticas no se aprecian
desde la superficie. Hay que
sumergirse para ver el esplendor
de vida del arrecife coralino.
Aqui es donde unos encallan y
donde otros hallan alimento

En tus lecturas ajenas a las matematicas (literatura, arte,...),
¢has encontrado algin libro recomendable en el que las
matemadticas (como resultados o como inspiraciéon) jue-
guen un papel interesante?

Muchos escritores no matematicos han hablado por boca de
sus personajes de las Matematicas. Los hay que utilizan ideas
matemadticas para elaborar una trama o, incluso, para planear
o resolver un crimen. Pero me interesan mds los autores capa-
ces de hablar de un concepto o idea matematica de tal forma
que, o bien ese concepto o idea se hacen mds comprensibles,
o bien aportan una perspectiva nueva que el matemético
habia pasado por alto. En este sentido algunos relatos de Jorge
Luis Borges como El libro de arena, El disco, Los dos reyes y los
dos laberintos, y La biblioteca de Babel me parecen excelentes
y muy recomendables. Los protagonistas de esos relatos son
objetos y espacios: el libro de arena, de infinitas paginas; el
disco, bidimensional; el laberinto mas dificil, el desierto sin
puertas ni pasillos; y la biblioteca tridimensional.
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Hay otros autores como [talo Calvino que incluyen términos
e ideas matemdticas en sus textos de tal forma que el relato,
gracias a esa logica y rigor, acaba siendo mucho menos fanta-
sioso de lo que parecia al principio. Ademads, algunos de esos
destellos matemdticos me han inspirado el planteamiento de
nuevos problemas, como ocurrié con la seccidn Las ciudades
invisibles. En el caso de Calvino, Las cosmicomicas también
daria para hablar mucho.

¢Qué libro te resulta mas interesante entre los ultimos que
has leido sobre matematicas?

El afio pasado, en la librerfa Kinokuniya de Sinjuku (Tokio),
adquiri un ejemplar de Sacred Mathematics: Japanese Temple
Geometry, de Fukagawa Hidetoshi y Tony Rothman. La obra
trata de los problemas matematicos que los monjes redacta-
ban y resolvian en tablillas de madera que luego eran colgadas
a las entradas de los templos. Esos problemas reciben el nom-
bre de sangaku y la mayoria consiste en resolver problemas
geométricos relativos a la inscripcion de unas figuras en otras,
generalmente circulos en circulos o circulos en triangulos.

Este es un libro interesante por diversos motivos. Primero,
porque plantea problemas poco corrientes. Segundo, porque
me parece loable y entrafiable colgar un problema a la entrada
de un templo. Es un regalo muy hermoso. Y tercero, porque se
pone de manifiesto, una vez mds, la universalidad de las mate-
madticas. Pero no como axioma académico, sino como conclu-
sién social y cultural, ya que todos los matematicos acabamos
plantedndonos los mismos problemas. Uno de los problemas
de los que habla ese libro formaba parte de una ponencia que
expuse en las X JAEM celebradas en Zaragoza en 2001, aunque
entonces desconocia su relacion con los sangaku.
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Coméntanos algun libro no matematico que hayas leido
ultimamente y que te gustara especialmente.

El dltimo libro no matemético que he leido es de Haruki
Murakami: El fin del mundo y un despiadado pais de las
maravillas (Tusquets editores, 2009). Se trata de una obra con
algun trasfondo matemdtico. Por un lado el protagonista se
dedica a realizar shufflings, es decir, reordenamientos y calcu-
los que codifican y descodifican informacién. Para ello es
necesario tener la capacidad de separar mentalmente los dos
hemisferios del cerebro. El protagonista vive dos historias
paralelas que se desarrollan en espacios y tiempos aparente-
mente distintos. En una de ellas se le ha separado de su som-
bra, su otro yo. En la otra, sufre toda clase de vicisitudes por
algo que desconoce y de lo que no es responsable. El nexo
entre ambos mundos lo constituyen precisamente las biblio-
tecas y la lectura de suefios en los crdneos de los unicornios
cuyo pelaje se vuelve dorado en otofo. Sélo asi acabard por
recuperar el sentido de su vida.

He aqui el unico pasaje matemadtico del texto (Murakami,
2009, p. 341):

—El palillo enciclopédico es un juego tedrico inventa-
do por un cientifico de no sé dénde. Se basa en una
teoria segun la cual se puede grabar toda una enciclo-
pedia en un mondadientes. ;Sabe cémo?

—Pues no.

—Es muy sencillo. La informacién, es decir, el conteni-
do de la enciclopedia, se pasa por entero a cifras. Se
van pasando todas las letras a cifras de dos digitos. La
A se convierte en 01, la B en 02 y asi sucesivamente. El
00 es un espacio en blanco; los puntos y las comas tam-
bién se pasan a cifras. Delante de cada alineacién se
pone una coma decimal. De todo ello resulta una ristra
de decimales de una longitud exorbitante. Por ejemplo:
0,1732000631... A continuacién se hace una marca en
el punto del palillo que corresponde a esta cifra deter-
minada. Por ejemplo, al 0,50000... le corresponderia un
punto situado hacia la mitad del mondadientes; al
0,3333..., un punto situado a un tercio de la punta. ;Lo
entiende?

—Si.

Supongo que, dicho asi, nuestros alumnos también lo com-
prenderian. u
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Escaparate 1:

Un recorrido por el sorprendente mundo de la geometria

MiSTER CUADRADO

UN RECORRIDO POR EL SOPRENDENTE MUNDO DE LA GEOMETRIA
Anna Cerasoli

Maeva, Madrid, 2009

ISBN: 978-84-9269-09-6

ste es el tercer libro de una serie que comenzé con Los
diez magnificos, y continué con La sorpresa de los niimeros.
En todos ellos a través de las conversaciones que un profesor
de matematicas jubilado mantiene con su pequefio nieto, la
autora realiza un recorrido por el mundo de las matematicas,
sus ideas y personajes. El volumen que nos ocupa, dividido en
diecisiete capitulos ilustrados, estd dedicado integramente a
la geometria, tanto del plano como del espacio.

Aunque el titulo hace referencia al cuadrado, no es la tnica figu-
ra geomeétrica que aparece, si bien es el que tiene mayor prota-
gonismo como elemento recurrente a lo largo de todo el libro.

Los primeros capitulos estan dedicados a la geometria en el
plano. Remonténdose al antiguo Egipto, cuando los escribas
del faradn recomponian las lindes deshechas por las inunda-
ciones del Nilo, el abuelo va explicando las ventajas de elegir
el cuadrado frente a otros cuadrilateros para obtener la super-
ficie maxima con el perimetro minimo. Posteriormente, sir-
viéndose de la historia de la fundacién de Cartago, explica que
es el circulo la figura que cumple tal propiedad. Ademads se
analiza alguna caracteristica del circulo y su aprovechamien-
to en las maquinas a lo largo de la historia para facilitar las
tareas de los hombres.

Los mosaicos y el llenado del plano son temas abordados en
los capitulos centrales, no con mucho detalle, pero si con el
suficiente como para ser el inicio de actividades de ampliacion
con los alumnos.

MisTer
CuApRAPO

167 pdginas

A,

Con el titulo de Mister cuadrado en el espacio, el capitulo 10
inicia un recorrido de la geometria en tres dimensiones. El
volumen de los cuerpos y la historia de la corona del rey
Hierdn son los temas principales. Se trasladan al espacio algu-
nas de las cuestiones vistas en el plano, como el hecho de que
es la esfera el cuerpo geométrico que mayor volumen acoge
con la menor superficie. El abuelo pone curiosos ejemplos que
hacen cierta la frase “la naturaleza no derrocha en embalajes”.
La construccién de los sélidos platénicos, la férmula de Euler
y las conicas explicadas con un reloj de arena, son tratados en
estos capitulos.

En la parte final la autora se adentra brevemente en la topolo-
gia y en la geometria esférica y, en general, no euclidiana, para
completar su recorrido por la geometria.

También hay que resenar la introduccion en el relato de suce-
sos histdricos, leyendas, origen de algunas palabras y los tra-
bajos y anécdotas que acomparian a la vida de algunos mate-
mdticos ilustres. Aunque si en algo destaca el texto es en la
aproximacion a las matematicas desde situaciones cotidianas
y en la bisqueda de similes para explicar conceptos matema-
ticos. Esto se puede apreciar en la manera de abordar la
inconmensurabilidad de la diagonal del cuadrado a partir de

Ricardo Alonso
IES Salvador Victoria, Monreal del Campo (Teruel)
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la colocacién del alicatado de un bano, o la explicacion de las
diferencias entre figuras congruentes, semejantes y afines, uti-
lizando una fotografia, o la relacion de la disposicion circular
de los rebaiios con el problema isoperimétrico.

La lectura es sencilla y clara, por lo que este libro puede ser un
buen material para llevarlo al aula. Ademas el hecho de que
los capitulos sean practicamente independientes, permite rea-
lizar una lectura selectiva, lo que abre mds el abanico de posi-

bilidades de trabajo con el alumnado. |
ﬁ
Escaparate 2:
Una conjetura indomable
GOLDBACH

Goldbach

Una conjetura indomable

engo una especial simpatia por la coleccion La matemdti-

ca en sus personajes. Mi renovado interés por la historia de las
matematicas ha coincidido con la aparicién de esta prolonga-
da serie de magnificos libros. En este caso se trata de des-
cubrir quién se esconde detras de una conjetura que resiste el
asalto de su demostracién desde su formulacién en 1742,
llegdndose a plantear la posibilidad de que se tratase de una
proposicién indecidible.

La conjetura de Goldbach ha trascendido el mundo académi-
co, una rareza que la coloca junto al teorema de Pitdgoras o al
recientemente demostrado teorema de Fermat. A modo de
ejemplo me gustaria mencionar el libro EI tio Petrus y la con-
jetura de Goldbach de Apostolos Doxiades y la pelicula La
habitacion de Fermat que tienen como eje central de su argu-
mento la conjetura y pueden ser utilizados como recursos
didacticos en secundaria y bachillerato.

UNA CONJETURA INDOMABLE

Carlos Sanchez Fernandez y Rita Roldan Inguanzo
Nivola, Madrid, 2009

ISBN: 978-84-92493-44-9

144 pdginas

La historia de la indomable conjetura se origina en la corres-
pondencia entre Goldbach y Euler, motivada por una hipéte-
sis incorrecta de Pierre de Fermat. “Parece que todo numero
mayor que dos es suma de trium numerorum primorunt’,
escribe Goldbach el 7 de Junio de 1742. “Todo ndmero par es
una suma duom numerorum primorum, afirmo que esto es un
teorema, pero no puedo demostrarlo’, responde Euler el 30 de
Junio. Actualmente se distinguen la conjetura binaria o fuerte
que afirma que todo nimero par mayor que dos se puede
escribir como suma de dos primos y la conjetura débil o
ternaria que establece que todo impar mayor que siete se
puede descomponer como suma de tres primos. La veracidad
de la conjetura fuerte implica la conjetura débil, aunque se
han dedicado esfuerzos a demostrar directamente esta dltima.

Pedro Latorre
IES Tiempos Modernos (Zaragoza)



El libro esta dividido en tres largos capitulos que se pueden
leer de forma independiente. El primero de ellos describe el
entorno histérico y la apasionante vida de Goldbach. Un via-
jero por los centros del saber del siglo xvii, hasta que se con-
vierte en secretario de la Academia de Ciencias de San
Petersburgo y tutor de los zares. En su correspondencia con
los grandes cientificos de la época, principalmente con Euler,
sugiere, discute y plantea hipétesis sobre las propiedades de
los ntimeros enteros. Es en esta labor de motivador y catali-
zador de la actividad de sus colegas donde reside la gran
aportacion de Goldbach a las matematicas. Resultan muy
interesantes las ficticias entrevistas con Goldbach y Euler que
cierran el capitulo.

El segundo capitulo del libro nos muestra los trabajos de
Goldbach sobre sumacion de series, en muchos de los cuales
trabajé conjuntamente con Euler. Se trata de un capitulo de
matemadticas casi formales que agradard a los interesados en
conocer los ingeniosos métodos empleados en la manipu-
lacién de series, descubriendo los errores que se cometian por
la ausencia del concepto de convergencia. Nuestro protago-
nista fue pionero en el estudio de las series que se convertirfan
un siglo después en el embrién de la funcién Zeta de
Riemann. Curiosamente, o quizd no tanto si nuestro
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conocimiento sobre las intrincadas relaciones entre los
numeros primos fuese mayor, la hipétesis generalizada sobre
los ceros de dicha funcién implica que es cierta la conjetura
débil de Goldbach.

El tercer capitulo estd dedicado a conocer el origen de la con-
jetura, su moderna formulacién y los diversos intentos de
demostracion. El brillante matematico ruso Vinogradov con
sus trabajos en el campo de la teoria analitica de nimeros ha
dejado practicamente resuelta la conjetura ternaria. Ha
demostrado que es cierta para todo nimero mayor que N,
siendo éste un numero enorme (su estimacién actual es
1.043.000). Una dificultad para completar la demostracidn,
mientras llegan los ordenadores cuanticos, es el elevado tiem-
po que lleva comprobar si un numero es primo. Los avances
en la demostraciéon de la conjetura binaria han sido mads
modestos. El mayor acercamiento se debe a Estermann, que
demostré que sélo hay un ntmero finito de ntimeros pares
que incumplen la hipétesis.

Goldbach fue un generoso repartidor de ideas, ejemplo a
seguir en un mundo en que los matematicos se encierran en
los desvanes para que no les quiten la gloria de ser los
primeros en demostrar el teorema que los inmortalice. |

Escaparate 3:

Retrospectiva acrona de un profesor de matematicas

&Y LOS CIRUELOS CHINOS?

RETROSPECTIVA ACRONA DE UN PROFESOR DE MATEMATICAS
Miguel Barreras Alconchel

Barcelona, Grad, 2009

ISBN: 978-84-7827-717-9

190 pdginas

me de reconocer que mi decisién de resefar este libro fue
tomada de manera impulsiva y poco rigurosa. Es cierto, que
ya me habian hablado bien de él, pero cuando lo recibi en casa
y abri la caja supe inmediatamente que me iba a gustar. No sé
si se debié a mi debilidad hacia los libros encuadernados en
mate e impresos en papel hueso, pero la verdad es que me
resultd atrayente desde el primer momento. Tampoco sabria
explicar porqué me vino a la cabeza Apologia de un matemd-
tico de G. H. Hardy; quizés porque también estd encuaderna-
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do e impreso de la misma forma (al menos en mi edicién) y es
de un formato similar. Asi que lo abri por el primer capitulo
algo predispuesto, empecé a leer y me encontré con esta frase:
Tengo una guardia y no sé si armarme con una sonrisa fingi-
da, con un cetme apagado o con una paciencia infinita.

Irremediablemente quedé enganchado.

Tal y como reza el subtitulo, Miguel hace un repaso de su tra-
yectoria como profesor de matematicas, realizando saltos
temporales que le llevan a diferentes épocas de su vida. Asi, lo
podemos ver como director de un instituto de Guadalajara y,
a continuacién, como un asustado nifio en un pupitre de cole-
gio. De esta forma nos ofrece un panorama de las aulas visto
desde todos los puntos de vista, mostrandonos como algunas
cosas, lamentablemente, no han cambiado, y que los nifios de
ahora no son tan distintos a como lo éramos nosotros.

El libro estd estructurado en 62 capitulos, la gran mayoria de
ellos de un par de paginas, y repleto de anécdotas, algunas
graciosas y otras no tanto, lo que da lugar a una lectura rapi-
da y entretenida. Ademads, no hay que olvidar que el autor ha
sido premiado en numerosas ocasiones en su faceta de conta-
dor de historias, faceta que, por supuesto, no olvida, y nos
regala alguno de sus interesantes relatos. Es mds, a diferencia
de cuando leemos sus historias de manera independiente,
aqui podemos entender a dénde nos quiere llevar con sus
narraciones. El capitulo 52 es un claro ejemplo de ello: una
historia onirica, rozando el surrealismo, pero que en las
siguientes paginas encuentra un enlace nada ficticio.

Ironia, humor, criticas acidas e, incluso, dura sinceridad es lo
que podemos encontrar en esta obra. El autor pone por escri-
to ideas que mucha gente tiene en la cabeza pero que no se
atreve a decir publicamente; como mucho, en una conversa-
cién de café con un colega muy allegado. Tampoco tiene pelos
en la lengua a la hora de hablar de personas con nombre y
apellidos (compaiieros, ministros, inspectores...), aunque,
para hacer honor a la verdad, en la mayoria de las ocasiones
suele adornarlo con apreciaciones positivas. Sélo hay un
momento en el que se muestra inmisericorde y es cuando
habla de las actitudes de algunos funcionarios (de toda la
escala), esos que él llama “vagos simpaticos” (véase, por ejem-
plo, el capitulo 54).

El libro ya empieza a tener su recorrido; por ejemplo, en las
jornadas de Logrofio fue motivo de conversacion de pasillo.
Quizds quien no conozca personalmente al autor puede pen-
sar que ofrece una imagen algo pesimista de nuestra profe-
sién. Hablando sobre este asunto con un amigo me dio la
clave de cémo se podia expresar la relacion entre las palabras
de Miguel y su practica diaria. Esta clave era en forma de cita;
yo tengo mala memoria y peor erudicidn, asi que tuve que
buscar en Internet la cita y el autor para poder incluirla en la
resefia. Finalmente, la encontré en un blog:

Cultivemos el pesimismo de la razon y el optimismo de la
voluntad. (A. Gramsci)

¢Adivinan cudl es la profesion del autor del blog? ;Bingo!, pro-
fesor de secundaria. |

Daniel Sierra
IES Benjamin Jarnés, Fuentes de Ebro (Zaragoza)
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mace ciento cincuenta anos, en 1860, enfermo como esta-
ba de una neumonia, morfa a los 57 anos de edad Janos
Bolyai, el mds grande de los matemadticos hungaros, y, junto
con Lobachevski, el primero que dio a conocer una geometria
en contradiccién con el quinto postulado, también llamado
de las paralelas, de Euclides.

Farkas Bolyai

Janos era hijo de Farkas, otro buen matematico, al que su hijo,
como veremos, estuvo tan intimamente ligado que no es posi-
ble comprender la vida y la obra de Janos con independencia
de la de su padre. Farkas era un hombre inteligente, culto, y
de amplios intereses. Desde nifio destacé por su talento para
las matematicas, ademds de mostrar un gran interés por la
musica (tocaba el violin), el dibujo y el teatro (ademads de tra-
bajar como actor llegé a escribir algunas obras de teatro).

A los 20 anos, Farkas se trasladé a Gotinga para ampliar estu-
dios en su Universidad, famosa en aquel entonces por la liber-
tad de pensamiento, razén por la cual era muy frecuentada
por los habitantes de Transilvania. Alli conocié a Gauss, con
el que establecié una profunda amistad. De regreso a su tie-
rra, Farkas mantuvo una amplia correspondencia con Gauss
que result6 ser con el tiempo enormemente valiosa para la
historia de las matemadticas. Por lo demads, pronto obtuvo una
plaza de profesor de Matemadticas, Fisica y Quimica en el
Colegio Calvinista de Marosvasarhely (actualmente la ciudad
rumana de Targu Mures), trabajo que conservé durante toda

Janos Bolyai: la revolucion de la geome-
tria no euclidea

su vida. Con este motivo, publicé varios manuales escolares,
que culminé con la obra, redactada en latin, Tentamen juven-
tutem studiosam in elementa matheseos purae introducenci
(Intento de introducir a la juventud estudiosa en los elemen-
tos de la matematica pura), dedicado a los alumnos de las cla-
ses superiores del colegio. En esta obra recopila toda la mate-
madtica de su tiempo, estableciendo los fundamentos de la
geometria, la aritmética, el dlgebra y el andlisis. El propio
Gauss, cuando la conocié, elogié el alto grado de rigor y pre-
cisién que se apreciaba en ella.

Santiago Gutiérrez

Sociedad Madrilefia de Profesores de Matemadticas Emma
Castelnuovo

hace@revistasuma.es
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Farkas habia escrito todas sus obras en latin, excepto los
Elementos de aritmética, redactada en hungaro. Parece ser
que este hecho fue el que motivé su eleccién como miembro
correspondiente de la Academia de Ciencias de Hungria, si
bien en el departamento de Ciencias Naturales y no en el de
Matematicas, como seria lo suyo.

Ademas de sus clases y la redaccion de sus libros, Farkas dedi-
¢6 buena parte de su vida al estudio de los fundamentos de la
geometria, con un interés especial por el postulado de las
paralelas. Ante este postulado, lo mds que habia conseguido
es sustituirlo por otro equivalente, a saber, tres puntos no ali-
neados pertenecen a una misma circunferencia.

Janos Bolyai

Hijo del primer matrimonio de Farkas, Janos nacié en
Kolozsvar, en casa de sus abuelos maternos, el 15 de diciem-
bre de 1802. Su padre se encargd desde la primera infancia de
su formacién matemdtica. Ya de bien pequefio dio muestras
de un gran talento. En realidad, era un verdadero nifno prodi-
gio. Sobre su infancia asi se expresa Széndssy:

A la edad de cuatro afios podia distinguir ciertas figuras
geométricas, conocia la funcién seno y era capaz de identi-
ficar las principales constelaciones. A los cinco afios apren-
dié a leer por si solo. Estuvo muy por encima de la media a
la hora de aprender lenguas, principalmente el aleman, y
musica, de forma que a los siete afios era capaz de tocar el
violin haciendo tales progresos en este instrumento que
muy pronto interpret6 obras de concierto (de violin).

Janos no tuvo una ensefianza normalizada, a través de la
escuela, hasta los nueve afios. Segiin sabemos por una de las
cartas que su padre dirigié a Gauss en 1816, a los catorce afios
ya dominaba la matematica superior, incluidos el calculo dife-
rencial y el célculo integral, y hablaba nueve idiomas extran-
jeros (el chino y el tibetano, entre ellos). En 1817 hizo su exa-
men final, con lo que Farkas hubo de plantearse el problema
de donde enviar a su hijo para realizar la ensefianza superior.
Habria querido que fuese a la Universidad de Gotinga y se
alojase en casa de Gauss, y en este sentido le escribi6 la opor-
tuna carta. Pero, a éste no parecié gustarle las exigencias que
Farkas le imponia. Asi que nunca contesté a la carta.

Tras un breve paso por la Facultad de Artes de la Escuela de
Marosvasarhely, ingres6 en la Imperial y Real Academia de
Ingenieros Militares de Viena. Dada su buena formacién sélo
tuvo que cursar los cuatro ultimos afios de los ocho que com-
ponian todo el programa de la Escuela, no sin manifestar una
cierta aversion por la disciplina militar. En 1821 murié su
madre, en 1822 se gradud, y en 1823, nombrado subteniente,
fue destinado a la fortificacion de Temesvar.

Desde 1820, estando ain en la Academia, no habia dejado de
investigar sobre el famoso postulado euclideo de las paralelas,
lo cual no podia por menos de enorgullecer a su padre, que
comprobaba en su hijo el talento de un genio.

En 1824, Farkas se casé de nuevo, con Teresa Somorjai, con la
que tuvo dos hijos, Gergely y Berta, si bien la nifa fallecié con
muy pocos anos.

De 1826 a 1832, pas6é por sucesivos destinos, en Arad,
Lemberg y Olmiid, y sufrié diversas vicisitudes. En Arad
padeci6 fiebres persistentes, probablemente de la malaria,
luego, cogié el cdlera, y por si fuera poco, en el traslado a
Lemberg, el carruaje en que viajaba tuvo un accidente, a con-
secuencia del cual se produjo heridas de consideracion en la
cabeza. Poco a poco fue perdiendo el escaso interés que le
inspiraba la carrera militar, al mismo tiempo que aumentaba
su dedicacion e interés por las matematicas. Sus investigacio-
nes en este sentido empezaban a absorberle de tal manera que
lleg6 a pedir una baja temporal de tres afios para dedicarse
por entero a ellas. Tal peticién le fue denegada, pero en 1833
fue separado del servicio, quiza debido a su deteriorada salud,
con una pensién de capitdn de segunda clase. Ese mismo aio,
fallecié Teresa, la segunda mujer de su padre.

A la edad de cuatro arios podia
distinguir ciertas figuras
geométricas, conocia la funcion
seno y era capaz de identificar
las principales constelaciones.

Se fue entonces Janos a la casa paterna de Marosvasérhely.
Conocié a Rosalia Kibédi Orban y, aunque quiso casarse con
ella no pudo hacerlo, porque se le exigia el dinero de un aval,
segun las normas vigentes para todo oficial del ejército, pero
que no tenia. En vista de eso, decidié convivir con Rosalia y
trasladarse a Domald, ya en 1834, con gran disgusto de su
padre que veia en esa unién una mancha para la reputacién de
la familia. La pareja tuvo dos hijos, y las penurias econdmicas
no tardaron en llegar. La escasez de la pension y la mala ges-
tién de la finca de Domadld por parte de Janos acabaron pasan-
do factura, y, no pudiendo soportar los gastos de la casa, en
1846 se traslad6 toda la familia de nuevo a Marosvasarhely.
En 1849, al fin Janos y Rosalia pudieron casarse legalmente, ya
que durante la guerra de la independencia dejé de tener
vigencia la necesidad del aval.



En 1852, Janos abandond a su familia, quiza pensando que asi
se congraciaria con su padre, que nunca habia aprobado la
unién de su hijo con Rosalia. Pero, este afan por agradar a su
padre no hacia méas que confirmar la estrecha relacidn, inte-
lectual y afectiva, entre padre e hijo, de modo que éste no
habria logrado romper el vinculo paterno en toda su vida. La
salud de Janos comenzé a deteriorarse, asi que tuvo que aco-
gerse a los cuidados de una persona, Julia Szots. Fallecido el
sefior Farkas, en 1856, Janos se vié obligado a vender la finca
de Domald, repartiendo el beneficio con su hermanastro
Gergely.

Poco tiempo después, el 27 de enero de 1860, la sirvienta de
Janos, Julia Szots, escribié a Gergely comunicandole la grave-
dad de la enfermedad que padecia Janos, y que debia acudir
urgentemente. La carta tenfa una posdata:

Mientras escribia esta carta, ha muerto, por lo que no hay
mads que decir: el capitdn se ha ido.

Los antecedentes de las geometrias no euclideanas

Para comprender la magnitud de la obra de Janos debemos de
tener en cuenta el problema de partida y la razén por la que
tantos matematicos lo abordaron durante mas de veinte siglos
a lo largo de la historia. La cuestion que se planteé es si el v
postulado de Euclides era realmente un postulado, o sea,
independiente de los otros cuatro, o por el contrario podia
deducirse de ellos y, en consecuencia, no resultaba necesario
para la construccion del edificio geométrico de Euclides.

Pero, ;por qué precisamente fue el v y no otro el postulado
que llamo la atencién de los matemadticos en este sentido?
Quiz4 la razén hay que buscarla en la redaccion con que esta-
ba formulado. Euclides se expresa asi:

Se pide:

Que de cualquier punto se pueda conducir una recta a todo
otro punto. (Postulado I)

Y que, toda recta limitada, se pueda prolongar indefinida-
mente por derecho. (Postulado II)

Y que con cualquier centro y cualquier distancia, se pueda
describir un circulo. (Postulado III)

Y que Todos los dngulos rectos sean iguales entre si.
(Postulado IV)

Junto a enunciados tan sencillos e intuitivos como los de estos
cuatro primeros, el V postulado se describe de una forma un
tanto compleja. Dice:
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Y que si una recta, cortando a otras dos, forma los dngulos
internos a una misma parte, menores de dos rectos, las dos
rectas prolongadas al infinito se encontrardn de la parte en
que son los dos angulos menores de dos rectosl.

No es de extrafiar que este vV postulado hubiese llamado la
atencién, cuando menos, de mateméticos de todas las épocas,
como, entre otros, Posidonio (s. 1), Proclo, Saccheri, Legendre,
Lagrange, y el mismo Farkas, padre de Janos.

Incluso el propio Euclides parece sospechar algo al respecto
ya que lo elude siempre que puede, aunque ello le condujese a
recorridos mas largos en sus demostraciones. Todos los mate-
mdticos que se enfrentaban al v postulado intuian que podria
ser demostrado a partir de los otros cuatro. Si esto fuera asi,
pensaban, el hecho de negarlo llevaria a una contradiccién, y
en caso contrario, si no se encontraba contradiccién, y en
algin momento resultaba necesario para poder continuar, es
que el v postulado era independiente de los otros cuatro, y por
tanto indispensable para la construcciéon geométrica de
Euclides.

= e e e e e e e

(3

Farkas Bolyai

Lo que hacian estos matematicos era sustituir el enunciado de
Euclides por otro, pero con el resultado de que entonces se
podia demostrar el v de Euclides, es decir, que en realidad sus-
tituian el postulado de las paralelas por otro equivalente. Asi,
el jesuita italiano Saccheri demuestra que el v postulado de
Euclides es equivalente al siguiente:

La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es
igual a dos rectos.

Precisamente esta afirmacién es una de las que tiene que
demostrar Euclides antes de su proposiciéon 29 para eludir el
postulado de las paralelas.
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La forma equivalente del v postulado que mads se extendid, y
que suelen recoger los textos matematicos, como hace nues-
tro P. Puig Adam, demostrando incluso su equivalencia en la
Geometria Métrica, tomo I, es la siguiente:

Por un punto exterior a una recta pasa una sola para-
lela a ella.

Esta formulacién del V postulado, atribuida generalmente al
matematico inglés John Playfair, si bien no ha conseguido su
objetivo de demostrar la independencia del postulado eucli-
deano, ha servido, como veremos, para sugerir la solucién del
problema, ya que lo traslada directamente al terreno del para-
lelismo. Ahora bien, Euclides da una definicién un tanto
abierta del concepto de rectas paralelas:

Paralelas son las rectas de un plano que prolongadas por
sus dos partes en ninguna de ellas se encuentran.

Y como senala muy bien Santal6:

Queda asi abierta la posibilidad de que existan rectas asinté-
ticas, es decir, rectas que, como ocurre con la hipérbola y sus
asintotas, nunca se encuentren, pero que sin embargo no se
conserven equidistantes, sino que su distancia llegue a hacer-
se tan pequefia como se quiera, sin reducirse nunca a cero.

la genialidad de Janos consistio en
sustituir el v postulado por un
contrario, y no como habian hecho
los matemdticos anteriores, que lo
sustituian por otros enunciados a
la postre equivalentes

La obra de Janos Bolyai

Con todos estos antecedentes, tenemos al joven Janos estu-
diando en Viena, en 1820, enfrascado en la cuestion de las
paralelas, lo mismo que hiciera su padre, aunque sin ningiin
éxito. Este llega a advertirle en una emotiva y patética carta,
en ese mismo afio de 1820, de los peligros que encierra dedi-
carse a ese tema, invitdndole a abandonar la investigacion. Se
expresa en los siguientes términos:

No debes intentar ese camino hacia las paralelas, yo lo
conozco hasta su final. He atravesado esa noche sin fondo
que extinguié toda la luz y toda la alegria de mi vida. jPor
Dios! Te suplico que abandones las paralelas, aborrécelas
como si fuera una pasién indecente, te pueden privar
(como me ha ocurrido a mi) de tu tiempo, de tu salud, de
la tranquilidad de espiritu y de la felicidad de tu vida...Yo
ya me converti en un martir que deseaba suprimir la
imperfeccién de la geometria y retorné purificado al
mundo...Volvi a ellas, sin embargo, cuando me di cuenta de
que ningin hombre ha sido capaz de encontrar el fondo de
esa noche. Lo hice desconsolado y lleno de una gran pena.
He viajado por todos los escollos de este infernal mar
Muerto y siempre he vuelto con el mastil roto y las velas
rasgadas...Arriesgué atolondradamente mi vida y mi felici-
dad. Aut Caesar aut nihil (O Cesar o nada, divisa de Cesar
Borgia)

Incluso, en una carta a un
amigo, se expresa Gauss en
términos sumamente elogiosos
para Janos: considero a este joven
gedémetra Bolyai como un genio
de primera clase

Parece ser que Janos habia hecho amistad con Szdsz, durante
su estancia en Viena, y que ambos amigos mantenian largas
conversaciones sobre la cuestion de las paralelas, incluso,
segun indica Roberto Bonola, fue el propio Szasz quien le dio
la idea de sustituir el v postulado por otro que considerase la
paralela a una recta por un punto exterior a ella como la posi-
cién limite de la secante a la recta dada, que gira alrededor del
punto exterior, es decir, una recta, esta posicién limite, asin-
tética a la dada.

De cualquier manera que fuese, el caso es que la genialidad de
Janos consistié en sustituir el v postulado por un contrario, y
no como habian hecho los mateméticos anteriores, que lo sus-
titufan por otros enunciados a la postre equivalentes, con lo
que no podian conseguir el objetivo.

En 1821, Szasz abandona Viena, muere su madre, y Janos, solo
y entristecido se entrega al trabajo denodadamente en la
nueva direccién que habian tomado sus especulaciones. Al
cabo de dos afios, después de sustituir el v postulado por este
otro:

Por un punto exterior a una recta pasan infinitas paralelas.



en clara contradiccion con el v de Euclides, desarrolla nueva-
mente una geometria, en abstracto, y cree haber conseguido
su objetivo. Desde su primer destino, en Temesvar, ano de
1823, escribe eufdrico a su padre:

iMi querido y buen padre! Tengo tanto que escribirle acer-
ca de mis nuevos hallazgos que, por el momento, no puedo
discutirlos aqui en profundidad, asi que se los voy a escri-
bir en una cuartilla aparte...Estoy decidido a publicar
ahora una obra sobre la teoria de las paralelas, apenas haya
ordenado la materia y las circunstancias me lo permitan.
Por el momento no he encontrado adn el camino definiti-
vo, pero he descubierto cosas tan hermosas que yo mismo
me he quedado sorprendido de ellas...Ahora no puedo
afladiros nada mads; solo esto: he creado un mundo nuevo y
diferente a partir de la nada... Estoy tan persuadido de que
esto me dard gloria, como si eso ya hubiera sucedido.

Ese mundo nuevo a que alude Janos en su carta, es lo que
conocemos hoy como la geometria hiperbdlica.

Cuando Farkas leyé la carta de su hijo pensé de entrada en
publicarla. Incluso en 1825 recibié la visita de Janos en
Marosvasarhely, pero este se marché decepcionado al com-
probar el poco interés que su padre habia mostrado por la teo-
ria. Da toda la impresiéon de que no la entendié suficiente-
mente como para poder valorarla en sus justos términos.

Cuando viajaba a su destino de Lemberg, en 1831, Janos vol-
vid a visitar a su padre. Esta vez si que fue mejor comprendi-
do. Farkas le recomendd que redactara su trabajo lo antes
posible para su publicacién, eso si, como Appendix a su
Tentamen. Si bien la preimpresion del Apéndice se hizo en
1831, no sali6 en el primer volumen del Tentamen, todo ello
en latin, hasta 1832. El apéndice ocupaba tan solo 24 paginas.

La intervencion de Gauss

No tardé Farkas en enviar una copia del Appendix a su amigo
Gauss. Le pedia su opinién sobre el escrito de Janos. Pero tuvo
que hacerle Farkas un segundo envio, al afio siguiente, ya que
no habia recibido respuesta al primero. Al fin, mes y medio
después de recibir este segundo envio, contesté Gauss con
una carta nada halagadora. En una de sus partes le decia:

Respecto al trabajo de tu hijo comienzo por decirte, aun-
que te sorprenderds por un momento, que si yo lo alabara,
ello comportaria alabarme a mi mismo, porque el conteni-
do completo del trabajo, el camino seguido por tu hijo y las
conclusiones a las que llega, coinciden casi exactamente
con mis propias ideas, que han ocupado mi pensamiento
durante los pasados treinta o treinta y cinco afos. Esto me
ha dejado, en efecto, estupefacto.
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Puede comprenderse la decepcién de los Bolyai, tanto del
padre como del hijo, pero sobre todo de éste, al enterarse de
que ya Gauss conocia al menos las ideas de Jano. Pero, ;por
qué entonces no habia desarrollado y publicado nada Gauss
sobre el tema? En alguna de las cartas a sus amigos, confiesa
que no lo habia hecho por miedo a los gritos de los beocios, a
que se burlaran de él, en definitiva. Con todo, en la misma
carta a Farkas, que tanta decepcion supuso para los Bolyai,
anade, en otro pérrafo:

Me sorprende en exceso que me despojen de ese trabajo
pero, al mismo tiempo, me siento particularmente dichoso
de saber que la fatiga de una redaccién me ha sido evitada
por el hijo de mi viejo amigo, que me ha adelantado de tan
excelente manera.

Incluso, en una carta a un amigo, se expresa Gauss en térmi-
nos sumamente elogiosos para Janos:

Considero a este joven gedmetra Bolyai como un genio de
primera clase.

Y en una carta dirigida al matematico aleman C. L. Gerling,
reconoce que sus ideas de 1798 (sobre la geometria no eucli-
dea) estaban muy lejos de la madurez que se apreciaba en las
de Janos. Parece que Gauss quisiera dulcificar sus despectivas
afirmaciones iniciales sobre los trabajos de Janos.
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Las decepciones continuaron

En 1837, Janos habia escrito un trabajo, basado en los mismos
principios en los que Hamilton basaba su teoria de los ndme-
ros complejos, que titulaba Responsio. Lo presenté a un con-
curso organizado por la Sociedad Cientifica de Leipzig. No lo
gand. Pero, lo mas notable es que se trataba de un trabajo ter-
minado en 1831, es decir, bastante antes de que Hamilton
hubiese presentado sus investigaciones sobre el tema a la
Academia de Dublin.

En 1848, recibid Janos el escrito de Lobachevski, aparecido en
1829, sobre el tema de las paralelas, coincidente en buena
parte con el Appendix. ;Habia sido Janos victima de un pla-
gio? Fue lo primero que penso, pero posteriormente reflexio-
noé sobre el asunto y, mas tranquilo, escribié unos comenta-
rios cientificos al trabajo de Lobachevski. Con todo, lo cierto
es que Lobachevski se le habia adelantado. Hoy sabemos que
ambos construyeron sus geometrias independientemente uno
del otro, y aproximadamente por las mismas fechas, de modo
que la geometria no euclideana hiperbdlica es también cono-
cida como la de Bolyai—Lobachevski.

No tuvo éxito Janos Bolyai entre la comunidad cientifica hiin-
gara. De esto se lamentaba Farkas en una carta dirigida a
Gauss, en 1836:

Aqui nadie necesita las matemadticas; aparte de mis alum-
nos, solo algunas personas sienten algo hacia esa ciencia.

El profesor Hoiiel, de la universidad de Burdeos, traductor al
francés del Appendix, se expresaba en parecidos términos:

Me siento afligido al ver lo poco que Hungria aprecia los
descubrimientos cientificos que se producen en su suelo.

Por su parte, Janos, decepcionado, aislado de otros cientificos,
no dejo de trabajar por su cuenta y de realizar descubrimien-
tos matematicos, pero no volvié a publicar ninguna de sus
investigaciones. Algunas se han descubierto tardiamente

NOTAS

T T B

Janos Bolyai

entre sus papeles, como sobre la axiomatizacién de la geome-
tria, el célculo del volumen del tetraedro en la geometria
hiperbdlica, varios teoremas sobre teoria de numeros, etc. Se
cuenta que dejé escritas mas de 20.000 paginas sobre mate-
maticas.

En su honor se dio el nombre de Bolyai a un créter sobre la
Luna.

HACE nm

1 En la traduccién al castellano de los Elementos de Euclides, se sigue aqui
la realizada por José Mingot Shelly, de la edicién italiana de Federico
Enriques, publicada por el Instituto “Jorge Juan” de Matemadticas.
Madrid, 1954.
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ara tratar de comprender la naturaleza de la musica,
necesitarfamos combinar muchas disciplinas diferentes, ade-
mds de las matemdticas: la fisica, la psicologia, la historia y,
por supuesto, la musicologia, entre otras. Sin embargo, en este
trabajo vamos a centrarnos modestamente en lo que puede
aportar para el mejor conocimiento de algunos aspectos de la
musica una rama de la matematica aplicada: la estadistica.

La relacion de la muasica con algunas ramas de las matemati-
cas como el algebra es antiquisima y bastante conocida, sin
embargo no lo es tanto la relacién con la estadistica. ;Por qué
sucede esto? En primer lugar hay que decir que la estadistica
es bastante reciente comparada con otras disciplinas matema-
ticas. Determinar su fecha de nacimiento es un problema
complicado y polémico sobre todo porque primero hay que
precisar qué se entiende por estadistica. Para esto nos resulta
muy util aceptar la definicién que dio V. Barnett en 1973:

La Estadistica es la ciencia que estudia cémo debe emple-
arse la informacion y cémo dar una guia de accién en
situaciones prdcticas que entraiian incertidumbre.

Segun este criterio, la historia de la estadistica no empezaria
con los recuentos (censos) llevados a cabo en el mundo anti-
guo, con fines puramente informativos, acerca de los diversos

Técnicas estadisticas aplicadas a la musica

La estadistica, que prepara, sondea y explora los
datos para sacar la informacion

oculta en ellos, resulta muy Util para extraer
patrones musicales, incluso subjetivos

estados. Estos trabajos se centran fundamentalmente en el
proceso de la recogida de datos y pueden considerarse como
precursores de la estadistica descriptiva, pero no de toda la
estadistica. Asi pues, si adoptamos la definicién de Barnett, la
estadistica no aparecerfa hasta mediados del siglo xvi1, cuan-
do John Graunt (1620 — 1674) y William Pettv (1623 — 1687),
dieron los primeros pasos serios en el &mbito de la demogra-
fia tratando de extraer conclusiones de los datos.

Desde sus origenes, la estadistica se ha enfrentado a los pro-
blemas que la ciencia y la empresa le plantean. En los prime-
ros afios de su existencia dichos problemas surgian, a menu-
do, de experimentos que llevaban a cabo en el dmbito de la
agricultura o de la industria. Los retos en las dreas de almace-
namiento de datos, organizacion y busqueda dieron lugar a lo
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que hoy en dia se conoce como Mineria de datos. Por su parte,
los problemas computacionales en biologia y medicina han
dado lugar a la Bioinformdtica. Pero, ademds de estas areas,
en muchos campos se estdn generando enormes cantidades
de datos y el trabajo del estadistico es extraer informacién de
ellos (obteniendo lo que se conoce como patrones y tenden-
cias) y comprender lo que dicen los datos: aprender de ellos.

Se suele hablar de dos grandes clases de estadistica: la des-
criptiva y la inferencial. La estadistica descriptiva trata de
mostrar las caracteristicas bdsicas de los datos que se estan
estudiando. Proporciona resimenes numéricos (media,
mediana, desviacién tipica, etc.) y gréficos (diagramas de
barras, histogramas, etc.) que ayudan a poner de manifiesto la
informacién contenida en el material disponible. Un conjunto
de datos sin su analisis descriptivo seria tan intatil como una
guia de teléfonos en la que los abonados no estan ordenados
alfabéticamente. En cambio, con la estadistica inferencial se
trata de alcanzar conclusiones mds generales que no sélo afec-
tarfan a los datos concretos que manejamos (muestra) sino a
una poblacién mds general de la que habrian sido extraidos, es
decir inferir de los datos.

Conteo y agrupacion de notas

En cualquier 4mbito de la musica la estadistica tiene mucho
que aportar. No pretendemos ser exhaustivos, sino sélo dar
alguna pincelada acerca de la aplicabilidad de esta parte de las
matematicas en la musica.

Si nos planteamos qué se puede analizar estadisticamente en
musica, la respuesta es que bastantes mds cosas de las que uno
puede pensar inicialmente. Hay casos en los que un composi-
tor desarrolla un lenguaje musical que mantiene a lo largo de
muchos anos en gran parte de sus obras. Un andlisis estadisti-
co de estas composiciones permite reconocer caracteristicas
propias del autor. También pueden estudiarse estadisticamen-
te los principios melddicos, armoénicos o ritmicos subyacentes
a la musica clasica occidental (periodos Barroco, Clasico y
Romantico) o las similitudes y diferencias entre tradiciones
musicales de distintas regiones geograficas. Las canciones folk
y los cantos religiosos tienen la ventaja, desde el punto de vista
estadistico, de su simplicidad ya que normalmente son cortos
y muchas veces se componen de una tnica linea melddica.

Tradicionalmente los datos para estos estudios se recogian
mediante el anélisis visual de las partituras o el andlisis audi-
tivo de las grabaciones musicales disponibles. Estos sistemas
consumen bastante tiempo por lo que los estudios que traba-
jan con este tipo de datos suelen basarse en conjuntos relati-
vamente pequeiios de material musical. Utilizando grandes
colecciones de material musical digital estas limitaciones se
pueden subsanar. Aqui la estadistica entra en contacto con las

Ciencias de la Computacién y hace falta la utilizaciéon de soft-
ware especifico para obtener los datos a analizar. Después
veremos un ejemplo.

Una de las aplicaciones mads sencillas de la estadistica a la
musica sea posiblemente el conteo de notas, intervalos u otros
patrones con algin propoésito musical. A continuacién vere-
mos el método que propone Jan Beran (2004), para que se
puedan comparar diferentes voces de una misma obra o dife-
rentes autores, y lo aplicaremos al 8° Madrigali de C.
Monteverdi (Edition Peters Nr. 32342¢),

Hemos elegido a Claudio G. A. Monteverdi (1567 — 1643)
porque marcd la transicién entre la tradicién polifénica y
madrigalista del siglo xv1y el nacimiento del drama lirico y de
la épera en el siglo xviL. Se trata sin duda, de una figura cru-
cial en la transicién entre la musica del Renacimiento y del
Barroco.

8 Madrigali
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En primer lugar contamos el numero de veces que aparece
cada nota en cada voz. Posteriormente identificamos las notas
que difieren en una o mas octavas (es decir hacemos Laz =
La,, por ejemplo) y por tltimo representamos en un diagrama
de barras cada una de las notas frente al nimero de veces que
aparece.



Estos diagramas de barras son especiales por dos razones:

a. El orden en el que aparecen las notas no es el de la escala a
la que todos estamos acostumbrados. Primero se determi-
na cudl es la nota que mds se repite en la composicién
estudiada y ésta se toma como origen, a continuacién se
ordenan las demds por quintas:

... Sol¥ — MibP — SiP — Fa — Do — Sol — Re — La — Mi — Si — Fa#
— Do# — Sol# — MiP ...

b. La nota que mas se repite no se representa en el diagrama.

La razén por la que se imponen estas condiciones es la de des-
ligar el grafico de las notas en si mismas al tomar como origen
la nota que mds se repite. Precisamente esto es lo que permi-
te que se puedan comparar graficamente musicas y autores
muy distintos, aportando asi una gran versatilidad al método.

En el madrigal que nos ocupa, para las sopranos, la nota que
mas se repite es el Si, por tanto el orden para representarlas es
Fa#, Do?, Sol#, Re?, La#, Fa, Do, Sol, Re, La, Mi. Sin embargo,
para el tenor la nota mds repetida es el Mi, por lo tanto el
orden es Si, Fa#, Do#, Sol#, Re#, La#, Fa, Do, Sol, Re, La. En el
diagrama siguiente se muestra la distribucién de notas para
cada una de las voces.

Distribuciin de notas para distintas vooes
(Wi Madrigal de C. Mastewerdi )
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Aunque para los objetivos de este trabajo no tiene demasiado
interés extendernos en las conclusiones que pueden extraerse
del grafico, lo cierto es que un rasgo caracteristico de este
madrigal es que la mayoria de las notas son las que estdn entre
las quintas 72 y 11* medidas desde la nota que mas se repite en
cada voz. Esta caracteristica, que se repite en otras obras del
autor, puede indicarnos que, a pesar del cardcter innovador de
Monteverdi, la estructura de esta obra es muy similar a la de
otros madrigalistas de la época (podéis encontrar otros ejem-
plos en Beran (2004)).

La extraccion de patrones musicales

Otro tipo diferente de estudios son los relacionados con
determinar la autoria, el estilo o la cronologia de una obra.
Para esta clase de andlisis se utilizan técnicas estadisticas de
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clasificacion que se pueden agrupar en dos tipos: la supervi-
sada y la no supervisada.

La clasificacién no supervisada se conoce también como
Andlisis de Conglomerados, Taxonomia Numérica o
Reconocimiento de Patrones y su finalidad es dividir un con-
junto de objetos en grupos de forma que los perfiles de los
objetos en un mismo grupo sean muy similares entre si (cohe-
sion interna del grupo) y los de los objetos de grupos diferen-
tes sean distintos (aislamiento externo del grupo). Podriamos
decir que lo que se busca es una clasificacién que surja a par-
tir de las caracteristicas de la muestra con la que trabajamos y
que posteriormente habremos de interpretar. En la clasifica-
cién supervisada, sin embargo, se adjudican nuevos objetos a
unas clases predeterminadas basdndose en la informacién de
los objetos ya clasificados.

En nuestro caso, los objetos podrian ser composiciones musi-
cales descritas a través de diferentes caracteristicas musicales.
Como ejemplo podemos citar la tesis doctoral de D. C.
Jacobson (1986), que analizé unos 40.000 compases de la
musica de Schubert para tratar de asignar dos trabajos no
datados.

A pesar de que actualmente tiene mucho interés el tema de la
clasificacion por géneros, se trata de un problema que no estd,
ni mucho menos, resuelto, ya que se trata de una divisién con-
dicionada por factores culturales, sociales e histdricos, y
carente de definiciones estrictas. De hecho, el nimero de
géneros musicales utilizados por algunas tiendas de musica
online para clasificar sus archivos musicales es diferente.
Amazon, por ejemplo hace una divisién entre 24 géneros dis-
tintos, iTunes utiliza 17, buymusic.com 16, y Napster.com tan
s6lo 9. Algunas de estas tiendas utilizan incluso divisiones en
subgéneros musicales. En este tipo de situaciones, cuando se
manejan grandes volimenes de datos, la estadistica colabora
con las Ciencias de la Computacién en estos estudios.

Vamos a ver un ejemplo sencillo de agrupamiento de clips
musicales que nos puede mostrar el potencial de estas técnicas.

El conjunto de datos que usaremos fue recogido por una pro-
fesora norteamericana, la Dra. Diane Cook, para su clase de
andlisis de datos. Los obtuvo a partir de su propia coleccién de
CDs. Utilizando el software Amadeus [[°© para Maclntosh
grabd cuarenta segundos de algunas canciones como fichero
WAV, que es un formato de audio desarrollado por Microsoft,
bastante utilizado en Windows. Los ficheros fueron procesa-
dos mediante un software que convierte los ficheros de audio
en datos numéricosl.

A partir de los CDs, la profesora Cook comprobé que todos
contenian canales izquierdo y derecho y obtuvo los valores de
las siguientes variables:




SUMA 63
Febrero 2010

+ LAve, LVar, LMax: media, varianza y maximo de las fre-
cuencias del canal izquierdo.

+ LFEner: un indicador de la amplitud (o volumen) del sonido.

+ LFreq: Mediana de las localizaciones de los 15 picos mds
altos del periodograma2.

Por ejemplo, las medias de las variables anteriores para 4 can-
ciones de Abba: Dancing Queen, Knowing Me, Take a Chance
y Mamma Mia y las canciones de los Beatles: Love Me, I Want
to Hold Your Hand, Can’t Buy Me Love y I Feel Fine, aparecen
en la tabla siguiente:

Musica LVar LAve LMax | LFEner | LFreq

IABBA | 10937673.8250 | -88.5769 |28204.2500| 103.1746 | 72.8533

Beatles | 54822800.000 | -5.8673 |28168.5000| 111.2894 | 157.9452

Con estas variables hemos descrito cada composicién
mediante un vector de cinco componentes que utilizaremos
para clasificarla, olvidando la informacién acerca de su autor,
género, etc. Esta identificacion entre un vector y una obra
musical es la que nos permitira obtener agrupaciones o simi-
litudes que, de otro modo, podrian pasar inadvertidas

Para mostrar unas graficas mas sencillas nos hemos quedado
con una parte del conjunto de datos de la Dra. Cook, en con-
creto con 4 canciones de Abba, 4 de los Beatles, 4 fragmentos
de Vivaldi, 4 de Mozart y 4 de Beethoven. La cuestién funda-
mental serfa: ;Podemos agrupar los fragmentos en un nime-
ro pequeno de grupos de acuerdo a su semejanza en cuanto a
las caracteristicas de audio obtenidas?

Dendrograma
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Agrupacién por semejanza de algunas obras de Vivaldi, Mozart,
Beethoven, los Beatles y Abba

Para obtener este grafico, llamado dendrograma, hemos reali-
zado lo que se conoce como un andlisis de conglomerados
jerarquico. Inicialmente, cada objeto forma su propio grupo y
el algoritmo procede iterativamente uniendo en cada paso los
dos grupos mas parecidos continuando hasta que todos for-
man parte del mismo grupo. El dendrograma es una especie
de diagrama de arbol donde cada paso del agrupamiento
jerarquico se representa como la fusién de dos ramas del arbol
en una. Las ramas representan los grupos obtenidos en cada
paso del algoritmo.

Hay varios elementos que intervienen en un analisis de este
tipo:

+ Una medida de distancia entre los objetos a clasificar.

+ Otra medida que dé la distancia entre grupos.

+ Un criterio que indique cdmo agrupar.

A partir de las agrupaciones que aparecen en el dendrograma,
podemos observar que las composiciones de Abba se parecen
bastante (en cuanto a las caracteristicas consideradas) ya que
rdpidamente se van uniendo en una misma rama, sin embar-
go las de Vivaldi son muy diferentes. Las canciones de los




Beatles estan mds separadas que las de Abba de las piezas de
musica clasica consideradas. Ademads, es de destacar que
Mozart y Beethoven, para algunas obras presentan una gran
similitud (estdn en el mismo grupo en la parte inferior del gra-
fico), o que algunas obras de Beethoven se parecen mas (para
los criterios analizados) a las de Mozart o a las de Vivaldi que
a otras obras de él mismo.

La estadistica y la psicologia de la musica

En psicologia de la musica, es decir la investigacion cientifica
que estudia la relacién entre la musica y la mente humana, es
absolutamente imprescindible el uso de la estadistica si lo que
se pretende es dar validez a alguna conjetura acerca de los
procesos mentales de aprendizaje, creacién, percepcion, etc.
Por dar algin ejemplo, podemos mencionar los numerosos
estudios, a veces contradictorios, que investigan el desarrollo
de la percepcién de la emocion en la musica tratando de dis-
cernir qué parte es innata y qué parte se debe a asociaciones
aprendidas que se desarrollan durante la infancia.

Otro ejemplo bastante conocido es la polémica acerca de si
los acordes y tonalidades mayores expresan alegria mientras
que los menores se asocian a tristeza. De hecho, en algunos
foros de internet, se intercambian opiniones al respecto. Hay
quien argumenta que se pueden encontrar muchas canciones
alegres con acordes menores, pero también hay firmes defen-
sores de la idea de que éstos anaden un toque de tristeza usa-
dos apropiadamente.

Antes de describir la aportacion de la estadistica en esta polé-
mica, vamos a recordar lo que es un acorde y cuando se deno-
mina mayor o menor.

Un acorde consiste en tres o0 mas notas diferentes que suenan
simultdneamente o en arpegio (una sucesién rapida de las
notas). Si las notas del acorde no han sido cambiadas de octa-
va, se dice que en el acorde no hay ninguna inversion, y en
otro caso que si que la ha habido. Se dice que el acorde sin
inversiones es mayor cuando la distancia intervélica entre el
grado fundamental (primera nota) del acorde y la que dista
una tercera corresponde a una tercera mayor, es decir, de dos
tonos. Si la tercera es menor (un tono y un semitono) se dice
que el acorde es menor. Por ejemplo, Do Mi Sol es un acorde
mayor porque entre el Do y el Mi hay una tercera mayor,
mientras que Do MiP Sol es un acorde menor porque entre el
Do y el Mi bemol hay una tercera menor.

A continuacién resumiremos un estudio, llevado a cabo por
un grupo de investigadores fineses y daneses, publicado por la
Academia de Ciencias de Nueva York (véase Pallesen et al.
(2005)), con el propdsito de ilustrar algunos pasos de la meto-
dologia estadistica:
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1. Establecer claramente los objetivos y las hipétesis que se
desean analizar.

2. Especificar detalladamente las caracteristicas relevantes de
los participantes en el estudio y el experimento que se
llevé a cabo.

3. Presentar los resultados utilizando representaciones grafi-
cas e indicadores numéricos y elaborar una conclusién.

En la experiencia participaron veintian individuos diestros,
con una edad media de 26 anos, 14 de ellos eran mujeres y 11
tenian educacién musical cldsica (eran musicos). Se les hizo
escuchar 9 acordes de piano pertenecientes a las clases: mayo-
res, menores y disonantes, abarcando cada uno de ellos tres
octavas de Las a Las. Los sujetos escucharon los acordes y des-
pués de someterlos a un escaner cerebral se les pidié que cla-
sificaran las connotaciones emocionales de cada acorde sobre
dos escalas de 11 puntos, la primera de valorando de desagra-
dable a agradable y la segunda de triste a feliz.

Durante la audicién pasiva de los acordes aparecieron dife-
rentes respuestas cerebrales en las imdgenes obtenidas por
resonancia magnética, en concreto los acordes disonantes y
menores dieron lugar a mayores respuestas en varias dreas
cerebrales. Sin embargo, no se observoé diferencia significativa
entre las imagenes cerebrales de los musicos y de los no musi-
cos. En cuanto a la evaluacién emocional de los acordes lleva-
da a cabo por los sujetos, los musicos clasificaron como mas
tristes a los acordes menores que los no musicos.

Clasificacion triste-faliz {en media}
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Enseguida se nos ocurren comentarios e inquietudes acerca
del estudio. Por ejemplo cuestiones de tamarfio y representati-
vidad de la muestra. Nos dejaria mas tranquilos que se hubie-
ra sometido al estudio a mds personas, podria ser importante
saber si todos los individuos tenian niveles de estudios seme-
jantes, etc.

Podemos recordar el argumento de nuestro internauta acerca
de que hay canciones felices con acordes menores y vemos
que este estudio realmente no lo refutaria ya que los acordes
fueron escuchados aisladamente y no dentro de una cancion.
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También resulta interesante el hecho de que, a pesar de que
no hay diferencias en cuanto a actividad cerebral, al menos en
las imagenes obtenidas por resonancia magnética, los musi-
cos encuentren mads tristes los acordes menores que los suje-
tos que no eran musicos. Quizd en sus estudios musicales se
les ha podido reforzar esa opinion.

Nos gustaria hacer énfasis en que, aunque en el caso de los
acordes mayores se observa una diferencia de valoracion
entre los musicos y los no musicos, esta diferencia no es sig-
nificativa, es decir puede explicarse por el efecto del azar a la
hora de elegir a los sujetos del estudio, de igual manera que se
acepta en otros experimentos. Cuando lanzamos una moneda
equilibrada esperamos que la diferencia entre caras y cruces
sea 0 pero también nos parece razonable observar diferencias
de 1, 2 o 3 ya que éstas diferencias se pueden explicar por el
azar. Sin embargo ;qué pensariamos si observamos 10 caras y
ninguna cruz o 10 cruces y ninguna cara, es decir, una dife-
rencia de 10? Esto nos parece contradictorio con el hecho de
que la moneda esté bien equilibrada ya que esta diferencia se
explica muy dificilmente por el azar: la probabilidad de que
observemos una diferencia de 10, estando la moneda bien
equilibrada es de 0,004427, asi pues afirmariamos (con una
pequena aunque no nula probabilidad de equivocarnos) que
la moneda estéd correctamente equilibrada.

NOTAS

No nos gustaria concluir el trabajo sin reiterar que lo que aqui
presentamos no es mas que una pequefa muestra de la utili-
dad de la estadistica en la musica, pero que los aspectos en los
que actualmente estas disciplinas estdn relacionadas son muy
numerosos y no ha hecho mds que comenzar. Piénsese, por
ejemplo, desde el punto de vista comercial, en la venta de
musica por internet, el envio de publicidad musical persona-
lizada siguiendo los gustos musicales del comprador, etc.
Desde el punto de vista artistico, las técnicas estadisticas faci-
litan la posibilidad de crear musicas que representen la esen-
cia de una época histdrica (por ejemplo para peliculas) a tra-
vés de la extraccion de patrones de varios autores del periodo
que se quiere recrear. Se trata por tanto de un campo en el que
la colaboracién entre matematicos y musicos puede ser muy
fructifera.
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ijamos hoy nuestra atencién en el cineasta francés
Jacques Tati. Si tras leer estas lineas se anima a ver sus peli-
culas, a quien no lo conozca, le espera una agradable sorpre-
sa; a los que ya lo conocian, la ocasion de volver a disfrutar de
su genio, ahora en clave matematica.

Jacques Tatischeff (Pecq, Yvelines, 1907 — Paris, 1982), de
ascendencia rusa, realiz6 una filmografia breve pero suficien-
te para ser ya un clasico: ademads de varios cortos, tan sélo 6
largometrajes. Estos son:

Dia de fiesta (Jour de féte, 1949). Asistimos al acontecimiento
anual que altera la apacible vida de un pueblo de la campina
gala, la Fiesta local. Frangois el cartero, tras ver en un noticia-
rio los sofisticados métodos del servicio de correos en EEUU,
decide ser un “cartero a la americana’, buscando siempre
jrapidez, rapidez!. Derrocha voluntad e imaginacién, pero
también provoca un desaguisado tras otro, para regocijo de
sus convecinos. Escarmentado, vuelve a ser el cartero de
siempre.

Las vacaciones de Mr. Hulot (Les vacances de Mr. Hulot,
1953). En un centro vacacional costero los veraneantes repi-
ten sus costumbres urbanas. Mr. Hulot, un tipo corriente,
desentona en ese ambiente snob. Su espontaneidad desenca-
dena una serie de catastrofes que rompen la calma del lugar y
le devuelven la vida.

El humor geométrico de Jacques Tati

wn b, i,
JACOUES TATI

CLRTTAT L)

Mi tio (Mon oncle, 1958). Los ridiculos y superficiales parien-
tes de Mr. Hulot viven en la Villa Arpel, un chalet de diseno,
con los mecanismos y electrodomésticos mas avanzados.
Hulot entra a trabajar en la fabrica de plasticos de su cunado.
En ambos lugares, su inexperiencia y sus despistes provocan
el caos. A partir de aqui Tati modera el tono de su humor
anterior, pasando de los gags evidentes a la confianza en la
inteligencia del espectador.

José Maria Sorando Muzas
IES Elaios, Zaragoza
decine@revistasuma.es
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Play time (1967). Elaboradisima critica de la nueva organizacién
social que ordena todos los dmbitos. Hulot deambula por un
aeropuerto, unas oficinas, una feria de exposiciones, unos
modernos apartamentos y un restaurante de lujo. Todo es
amplio, frio, gris y rectilineo; de acero, hormigén y cristal.
También las relaciones entre la gente estan pautadas. Las torpe-
zas de Hulot desencadenan una serie de imprevistos que lo des-
ordenan todo y devuelven a la ciudad el color, las curvas y la risa.

Trdfico (Traffic, 1971). A bordo de su increible R4 acondicio-
nado como roulotte, Mr. Hulot atraviesa el caos circulatorio
de carreteras saturadas, con atascos, choques, averias, discu-
siones, etc.

Zafarrancho en el circo (Parade, 1974). Reportaje sobre una
funcién circense donde Tati es el maestro de ceremonias.

Tati consigui6 un estilo propio y singular. El suyo no es cine
mudo, pero en €l los didlogos no son dominantes; forman
parte del sonido ambiente, mezclados con los ruidos y las
voces de la calle. Algo similar ocurre con la accidn, inserta en
lo cotidiano. Se diria que vemos pasar la vida en la pantalla.
Pero no nos engafiemos, la aparente filmacién de hechos
corrientes se basa en la construcciéon minuciosa de las situa-
ciones. Y en ese cuidado de los detalles, lo geométrico tiene
especial importancia.

Recientemente se edité un pack-antologia de 4 DVDs
(DeAPlaneta 2004) con Dia de fiesta, Las vacaciones de Mr.
Hulot, Mi tio y Play time. Todas las escenas a las que en ade-
lante se hace referencia se pueden ver en:
http://catedu.es/matematicas_mundo/CINE/Tati.htm.

Maneras de vivir

En pleno desarrollismo de los 60, el cine de Tati nos muestra
la transicién entre dos mundos, entre dos formas de vida: la
tradicional, apacible, variopinta y humilde; y la moderna,
automatizada, uniforme y pretenciosa. Lo hace con una inten-
cién humanista, y atn diria ecologista, reivindicando frente a
los excesos del progreso la vida sencilla y el contacto humano,

=) = |y,

un medioambiente fisico y social que nos permita vivir en
armonia. Usa para ello la reduccion al absurdo, mostrando el
creciente sinsentido a que conduce la llamada modernidad.
Decia Tati:

Ciertamente, tenemos confort, pero el precio ha sido alti-
simo: se ha acabado la fantasia. Sélo los nifios conservan la
imaginacién

Tanto en el barrio como en el pueblo (Dia de fiesta), hay ven-
dedores ambulantes, juegos infantiles y charlas entre vecinos
(imagen 1: Mi tio 1). No hay prisas y si bromas y picaresca. En
la ciudad moderna el protagonismo es de la arquitectura y las
mdquinas, es un mundo impersonal. Mr Hulot busca denoda-
damente y sin éxito a un individuo en el laberinto ortogonal
de la oficina, donde el encuentro con el otro es imposible
(imagen 2: Play Time 1). El gag premonitorio de los oficinistas
que, pese a estar en compartimentos préximos, se comunican
por teléfono, hoy no nos resulta extrano.

En Mi tio, un muro semiderruido separa el barrio viejo y la
zona moderna. El nifio de la futurista Villa Arpel, y también su
perro, lo saltan para volver a la alegria del barrio, a las trave-
suras con los demads nifos y perros callejeros.

En el mundo moderno, tan serio y ordenado, la persona comun se
desenvuelve entre la perplejidad y el desconcierto. Esa “persona
comun” estd encarnada por Monsieur Hulot, personaje que pro-
tagoniza 4 peliculas, interpretado por el propio Tati: larguilucho,
despistado y cortés; siempre con gabardina, sombrero, paraguas y
pipa. Intenta adaptarse a las nuevas maquinas y a los edificios
ultramodernos. Pero no acierta en el uso de los objetos, su para-
guas incomoda, tropieza con las paredes acristaladas... Sus actos,
aunque bienintencionados, desembocan en pequeiios desastres.
Torpeza que escenifica su inadaptaciéon a un medio hostil.

Imagen 1: Mi Tio 1

Imagen 2: Play Time 1

Imagen 3: Play Time 2




Imagen 4: Mi Tio 2

Geometria expresiva

Tati usa la geometria de las situaciones como medio expresi-
vo de las vivencias. Hay un precedente en la obra maestra y
primer film del expresionismo aleman, El gabinete del Dr.
Caligari (Robert Wiene, 1920), donde angulos agudos y pla-
nos inclinados configuran escenarios amenazadores que
transmiten la desazén y el agobio del drama que en ellos se
desarrolla.

El gabinete del Dr. Caligari

Para Tati la arquitectura retrata el modo de vida. Decia: “La
gente no se siente feliz rodeada por todas partes por lineas
geométricas” En Play time lo expresa con un formalismo geo-
métrico impecable, potenciado por el formato panoramico.
La sala de espera es un gran ortoedro de cristal donde los
individuos vagan hacia ninguna parte, como peces en un
acuario (imagen 3: Play time 2).

Tati logra convertir esa expresividad geométrica en fuente de
humor. Mr. Hulot frente a la maquina que escupe un tubo de
plastico sin fin, lucha con la manguera cuyos bucles se retuer-
cen indémitos (imagen 4: Mi tio 2). Tiendo a ver esta escena
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Imagen 5: Play Time 3

Imagen 6: Play Time 4

como la lucha con una curva, seguramente influido por las
veces que he visto a mis alumnos en esa disputa sobre un
papel en blanco.

Ya en Dia de fiesta se conseguia la risa del espectador jugan-
do con elementos geométricos como: la posicion relativa de
varios planos (escena del cartero que estd borracho y no con-
sigue subir a la bici), los cambios de direccién (escenas del
izado del mastil y del peloton ciclista) o la disposicion espacial
de los personajes (escena hilarante del campanario). Pero es
en Mi tio y en Play time donde supera esa fase de primeros
intentos y alcanza la madurez de estilo.

Composicion geométrica

En algunas escenas, a la citada expresividad se afiaden una
composicién y un encuadre trazados con regla y compds. Asi
ocurre en la espera del ascensor, al final de un largo pasillo en
perspectiva, donde casi se percibe el punto de fuga (imagen
5: Play time 3). O también en la gris oficina cuadriculada, con
un cubo para cada oficinista (imagen 6: Play time 4). Casando
geometria e imaginacion, Tati convierte el atasco de tréfico
concéntrico de una rotonda en un moderno tiovivo lleno de
color, apostando una vez mds por el desorden frente al orden
entendido como dictadura (imagen 7: Play time 5).

Imagen 7: Play Time 5
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Imagen 8: Mi Tio 3

Las casas

Mr. Hulot vive en el dtico de un viejo e inverosimil edificio,
digno de un grabado de Escher (imagen 8: M;i tio 3). Le vemos
recorrer un itinerario zigzagueante y complicado hasta llegar a
su puerta. Algo tan vulgar como un hombre subiendo la escale-
ra de casa nos hace sonreir gracias a esa endiablada geometria.

La modernisima Villa Arpel, casi ctibica, donde todo es “a la
dltima” (ventanas circulares, butacas cénicas, sofd cilindrico,
etc.) y supuestamente funcional, revela ser muy poco practica
(imagen 9: Mi tio 4). Parece adquirir vida propia y rebelarse
contra los humanos: los aparatos de la cocina no son contro-
lados y el garaje encierra a sus duefos. Esta sensacion se rea-
firma cuando en las ventanas asoman las cabezas de aquellos,
cual pupilas en los grandes ojos de la casa (imagen 10: M;i tio
5). Mr. Hulot escapa de alli en cuanto puede.

Direccion y sentidos

La sefiora de la Villa Arpel recibe la visita de una dama tan
cursi como ella. Le abre la puerta del jardin con el portero
automdtico y sale de la casa a su encuentro. Al divisarse, cada
una en un extremo del sendero que cruza el jardin, ambas
abren los brazos y gesticulan, saluddndose con afectacién.
Pero el sendero tiene forma de “S’, asi que, cuando han anda-
do unos pasos, las vemos caminar en direcciones paralelas
pero con sentidos contrarios (imagen 11: Mi tio 6). Estando
cada una fuera del campo visual de la otra, siempre con los
brazos abiertos, sus cumplidos se dirigen al vacio y la ridiculez

Imagen 11: Mi Tio 6

Imagen 9: Mi Tio &

Imagen 12: Mi Tio 7

Imagen 10: Mi Tio 5

de la situacion escenifica de forma magistral la ridiculez de los
personajes. Una direccién y sus dos sentidos... s6lo un artista
genial podia obtener humor y critica de estos conceptos.

Coches y coches, circulando todos en la misma direccién y
sentido, son en otros momentos plasmacién de la ordenada
uniformidad (imagen 12: Mi tio 7).

Simetrias

Tati construye varias escenas con la simetrfa como base,
como, por ejemplo en Play time, la confusién entre las perso-
nas y sus nitidos reflejos en el impoluto edificio acristalado.
En la sala de espera se da un habil juego de simetria-asimetria:
simetria en las posiciones de los dos personajes a la puerta del
despacho; pero asimetria en sus actitudes, atildado y seguro el
uno, inquieto y sorprendido el otro —Mr. Hulot— (imagen 13:
Play time 6).

Jugando, su sobrino ha roto ramas de una planta enredadera
que estaba podada de forma simétrica. Mr. Hulot intenta disi-
mular el destrozo y para ello recorta algunas ramas. Piensa
que, si se conserva la simetria, no se notard. Pero se confunde
al cortar y lo que consigue son nuevas asimetrias. Para com-
pensarlas tiene que seguir cortando y cortando. Podéis imagi-
nar el resultado (imagen 14: Mi tio 8).

Cuando visita un moderno edificio de fachada acristalada
podemos ver desde la calle lo que sucede en cada piso (ima-

Imagen 13: Play Time 6
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Imagen 14: Mi Tio 8

gen 15: Play time 7). La colocacion de dos televisores, pegados
a cada lado de la pared comtn a dos apartamentos, tiene un
efecto cdmico. Desde fuera no se ven esos aparatos, pero si a
sus telespectadores, formando una composicion con el tabi-
que como eje de simetria, con dos grupos aparentemente
enfrentados. Sus gestos ante las pantallas, donde tal vez se
emite un partido de fatbol, conforman un aparente y chocan-
te dialogo sin palabras.

Y también recurre a la simetria por giros. Una azafata-locuto-
ra estd situada en una interseccién de pasillos en la oficina
ortogonal. Gira 90° y eso produce la perplejidad de Mr. Hulot,
quien la habia saludado un momento antes y, tras desplazarse
por los pasillos hasta una nueva posicion, la vuelve a ver igual,
como si €l se encontrase de nuevo en el mismo lugar (imagen
16: Play time 8).

Discontinuidades

El artificioso jardin de la Villa Arpel es de tierras de colores
(jque no hay que pisar!) y tiene dos caminos de losas disconti-
nuas: todo muy “mono” pero, en algunos momentos, muy
poco ttil. Por ejemplo, cuando la sefiora y la criada llevan lo
necesario para la merienda al aire libre. Con las manos ocu-
padas, van dando cémicos saltitos para no pisar fuera (imagen
17: Mi tio 9). O como cuando Mr. Hulot se cruza con su cuna-
do y una visita y los tres deben realizar un complicado juego
de pisadas y de cinturas, de nuevo para no salirse de las losas
(imagen 18: Mi tio 10).

Imagen 17: Mi Tio 9

Imagen 15: Play Time 7
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Imagen 16: Play Time 8

Atrapados

Repetidas veces vemos a Mr. Hulot atrapado: por un grupo-
rebaio que lo absorbe y transporta, en un inadvertido ascensor,
por una puerta mecénica que no consigue abrir, etc. A través de
escenarios fisicos y humanos, Tati recrea de forma amable el
drama de vidas sin escape, donde cada cual estd encerrado en
su posicion y su rutina, dentro de un orden global. Personas
atrapadas en sus propios inventos, encerradas y aisladas en la
gran cuadricula social (imagenes 1y 2: Play time 1y 4). Aunque
sobra el espacio en un amplio descampado, el coche tiene per-
fectamente sefalada su parcela... hay que seguir la flecha. La
presencia del ciclomotor de Mr. Hulot ocupandola es un inge-
nuo, pero auténtico grito de rebeldia (imagen 19: Mi tio 11).

El estilo y el humor de Tati no han tenido continuadores. En
cuanto al uso de conceptos matemadticos para construir situa-
ciones humoristicas, encontramos en los episodios de Mr.
Bean (Rowan Atkinson) algunos gags que juegan con las sime-
trias, con la topologia y con la estimacion, aunque en esos
casos se trata de otro tipo de humor: histridnico, de carcaja-
dal. Pero el de Jacques Tati es un humor de sonrisa: certero,
irénico, inteligente. Disfrutemos con él doblemente, desde el
sentimiento y desde la mirada matematica. Como decia Tati:
“la vida es demasiado corta para que sea triste”

CineMATeca |
NOTAS

1 Zurbano, Eduardo. Las matemdticas de Mr. Bean. Taller en la XIV
JAEM. Girona. 02-07-09.

Imagen 19: Mi Tio 11
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mpieza el afio, recibo el n° 62 de SUMA, releo el epigra-
fe del calendario. Recuerdo le segunda etapa del grupo COM,
en 1995, dedicada a elaborar materiales didacticos en torno al
topico que ocupa ahora mis penamientos: el calendario.
Recuerdo una de mis contribuciones personales, un cuento:

El calendario de Tai

Tai estaba dispuesta a evitar que su hija fuese ignorada en la
sociedad como lo habia sido ella.

El dia que nacié, mds bien la noche (que esa es la costumbre
de los bebés), tomé buena nota de los detalles que la
ayudarian a recordar ese momento: la luna estaba
casualmente llena, absolutamente llena. Hacia mucho frio,

La corona anual

Imagen 1. Calendario perpétuo

era la época mads fria del ao. Tai sabia que la proxima vez
que el cielo luciria luna llena las temperaturas serian mds
benignas. Su nifia tendria ya dos lunaciones cuando sus
pequerios ojitos verian las primeras flores del almendro. Todo
eso seria anotado cuidadosamente por Tai en el libro familiar
que comenzd el dia de su boda. Por cierto, también habia luna
llena aquella su primera noche, en su nueva casa, con Poe. Y
también hacia mucho frio.

Xaro Nomdedeu Moreno

Societat d’Educacié Matematica de la Comunitat
Valenciana “Al-Khwarizmi”
ariadna@revistasuma.es

El hilo de Ariadna
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Tres lunaciones mds tarde comenzo a sentir extrario su cuerpo,
cuando comenzaron las plantaciones de las hortalizas en el
pequeiio huerto de la aldea.

Tres lunaciones mds tarde, Tai ya estaba convencida de que
iba a ser madre, la época de calor parecia especialmente
intensa. Tai no sabia si era asi o ella lo sentia mds fuerte que
en otras ocasiones por la emocion que le producia sentir el
latido de una nueva vida en sus entranas.

Para la siega del trigo Tai ya estaba muy pesada. Poe cargo por
esta vez con una parte del trabajo de Tai. Ambos estaban
ilusionados. Pronto, con la vuelta del frio intenso, vendria su
primera criatura al mundo: 9 lunaciones desde los primeros
momentos (sus periodos coincidian exactamente con los de la
luna, por eso pudo contarlos exactamente cuando desapa-
recieron), 12 desde el dia de su boda. Tai lo registraba todo.

En la cueva donde guardaban la cosecha, habia un pequerio
orificio por el que se filtraba el sol. Cada luna llena, cuando el
sol estaba mds alto, Tai hacia una marca en el suelo, justo
donde estaba la mancha luminosa del sol.

Poe vio aquellas marcas que registraban acontecimientos tan
importantes en sus vidas y observé que él no hubiera tabulado
el tiempo de la misma forma: en su aldea es costumbre
agrupar las jornadas de 7 en 7, “coincidiendo” con la duracion
de cada fase de la luna.

Le comunicé a Tai la posibilidad de hacer esta agrupacion y
aqui surgié la primera desavenencia: Tai le hizo ver que
7+7+7+7 son 28 y ella estaba segura, muy segura de que la
luna tardaba 29 dias y un poco mds, cada vez, para pasar de
llena a llena (no en vano su periodo coincidia, desde hacia
muchos arios, con el de la luna).

Como no llegaban a un acuerdo estuvieron pensando en algiin
procedimiento nuevo y aceptable por ambos. Pasé mucho
tiempo, cada cual anotaba los acontecimientos segiin su
criterio, pero ninguno perdia de vista el objetivo: encontrar un
criterio comun. Mientras tanto la nifia iba creciendo, y las
responsabilidades de Tai y Poe a lo largo de la jornada también.

Tenian que alimentar a los animales al amanecer, preparar la
comida para la familia, cuidar los campos, sacar, vigilar y
recoger al rebario, reparar los desperfectos de la casa y de los
utiles domeésticos, preparar ropa y alimentos para la época
fria o negociar el intercambio de excedentes. Tantas eran las
tareas que pronto la nifia entré a formar parte del equipo:
quedo encargada del rebaiio de ovejas. Comenzé a cuidarlas
durante la época de la recoleccion, Tai y Poe estaban
abrumados por el exceso de trabajo, necesitaban todas sus
fuerzas para terminar la recoleccion antes de que las lluvias lo
echaran todo a perder.

Pronto llegaron las lluvias, los vientos y las escarchas y el dia
comenzo a ser mds corto que la noche. Acorto tanto que Poe y
Tai sufrian mucho cuando caia el dia, pues temian que la ninia
se hubiera entretenido excesivamente y le pillara la noche
cerrada por el camino.

Tai conocia bién las montaiias, los drboles y las casas y
también sabia leer lo avanzado que estaba el dia en las
sombras que arrojaban esos objetos, pero su nifia era pequenia
y podia confundir unas cosas con otras, de modo que Tai se
puso a cavilar para resolver el problema.

Decidié ir; al comienzo de cada fase, y marcar en el suelo una
sefial, justo en el extremo de la sombra de algiin objeto
inconfundible, de modo que cuando la sombra tocase esa
marca con su extremo, la nifia debia iniciar el regreso. Como
el sol seguia bajando, cada 7 u 8 dias Tai corregia la marca, y
para observar mejor el comportamiento de las sombras de las
cosas a lo largo del dia, planté un palo en la puerta de la casa.
Durante un periodo completo de labores agricolas fue
marcando con piedrecillas la sombra arrojada por el palo,
cada dia y en diferentes momentos del dia. Hizo muchos
descubrimientos, pero sobre todo uno la emociono:
transcurridos 365 dias, la sombra volvia a ocupar la misma
posicion que el dia que comenzd su experimento | y las marcas
en la cueva también!

Le explicé su hallazgo a Poe: el sol le daba la razon a ella.

Tai tenia calculado cada periodo agricola en 12 lunaciones de
mds de 29 dias por lunacion, es decir 348 dias (lo que faltaba
hasta completar una “solacién’] un periodo solar, debia ser por
el ‘algo mds” de 29 dias de cada periodo lunar o lunacion).

Desde luego, lo que no cuadraba en absoluto era que las luna-
ciones fuesen mds cortas de 29 dias, 28 segiin la aldea de Poe.

Imagen 2. Eclipse lunar




Poe acepté la propuesta de Tai, a él también le resultaba
atractivo que el periodo solar pudiera dividirse en un niimero
entero de periodos lunares. Tai por su parte acepté considerar
grupos de siete dias, semanas en la aldea de Poe, para medir
temporadas mds cortas que la lunacion.

Para celebrar el acuerdo decidieron establecer un dia de fiesta,
de fiesta grande: seria cuando el dia empieza a ser mds largo
que la noche. Estos dias eran para Tai alegres y festivos, pues
el clima es benigno, la luz del dia vence a la oscuridad de la
noche, su nifia vuelve a casa rendida antes de que el sol se
oculte tras las montarias. Asi pues el dia de fiesta grande seria
tltimo de la semana de luna llena en que el dia empieza a ser
mads largo que la noche. Esta semana estd llena de luna y llena
de sol, por eso la eligieron para celebrar su acuerdo luni-solar.

Tai siguié durante muchas, muchas solaciones, haciendo
observaciones, mediciones y acuerdos con Poe convencida de
que en una solacion ocurrian 12 lunaciones exactas.

En este emperio perfecciond los instrumentos de observacion, el
método para tomar las anotaciones, indago en otras aldeas
otras costumbres y, aunque nunca pudo probar su idea,
aprendié mucho del sol, de la luna y de otras gentes. Pero todo
ello forma ya parte de otro cuento...

¢Cbémo continud la historia?

Voy a por el libro de Arcadi Garcia i Sanz Cronografia tépica
del calendari julia. Me recuerda que “ano” viene de “annus’,
que significa anillo, circulo, rueda. Recuerdo los tltimos titu-
los de esta seccion: La corona de... Decido un titulo redun-
dante: la rueda de la rueda. Recuerdo la inscripciéon mds
famosa en otro instrumento de medida del tiempo, el reloj
solar: “tempus fugit” Recuerdo a Francis, que ya ha llegado al
punto que ha generado toda la creacién humana. Recuerdo
La insoportable levedad del ser, el eterno retorno o parafrase-
ando a Alberto Cortez:

¢de qué color es la temperatura? / ;a cudntos grados funde
la ternura, la piel? / ;c6mo se miden las eternas dudas? /
;como se cantan las canciones mudas? /;qué peso tiene la
melancolia? / ;a qué distancia queda la alegria de ser? /
spor qué la luz que siempre mdas alumbra, es la que brilla,
pero no deslumbra?... Ya ves/cudntas preguntas quedan en
el aire/ cudntas respuestas que no sabe nadie....

Recuerdo su rueda, la rueda del afio de Francis, su calendario
perpetuo, con el que encandilaba a su ptblico en las aulas. En
la base de todos estos constructos, la aritmética del reloj.
Recuerdo a otro compaiiero canario: Carlos Bruno Castaneda,
profesor de matemadticas, experto en criptografia y poeta. Le
pido que colabore en la propuesta de problemas de este
numero y en la exposicién de su experiencia de aula para el
siguiente. Este ha sido el resultado.
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Problemas propuestos

La pequeiia Clara jugaba con su relojes y cantaba los ver-
sos del venerable Wang Wei. Clara tenia una docena de
relojes viejos que no tenian ninguna maquinaria. Habia
dibujado en ellos niimeros, letras, figuritas o colores. Movia
sus manecillas y las canciones y los poemas se podian escri-
bir de mil maneras distintas. A veces las cantaba, a veces
las pintaba, a veces las escribia.

Tomo el reloj de las vocales y, con su rostro iluminado,
decia: “Con la a: Santada sala an la racandata aspasara...“ y
seguia, asi, hasta el final de la cancion. Movia su reloj y la
oias: “..tefle el leed e entene en lergue quente..”. Movia
nuevamente su reloj y continuaba, poniendo ahora cara de
ogro, “..0On lo hondoro dol bosco..” Movié finalmente su
reloj para terminar diciendo: “...lu lunu cluru vuunu u ulu-
munurmu” Hasta que le dolian los labios apretados 7y,
como ella le gustaba decir: “Tenia que parar para reirse sin
parar.”

Tomo una cinta del pelo la enrollé en un palito y escribio
seria, letra a letra, la cancion sobre la cinta. Satisfecha,
desenrolld la cinta y la mird fijamente. Ponia:

SDARD SROUT NOOHR BEEBU AELAE AEEIP
AEDOL CEOAO NLENR NURNS NCTET LYNAA
NNDSA OLAAE MMTOL OASAL EORNL DEQDS
ACVAI EALAN EUNAN UGTA ULUIA LLIIN

Un tanto preocupada, la até a la rama del almendro, para
ver si el viento entendia el misterio.

Un tanto dubitativa recité los niimeros:

194132003019151104131101842151338200
419164192118020014154111102132541320
1513152113110186152013201541311071513
32118034111151917214130384111519014
1101121130

Parecio tranquilizarse. Tomo otro de sus relojes e hizo girar
una de sus manecillas. Leyo el nimero 3, “El nimero del
emperador que nunca fue emperador”y escribié la cancion
ast:

VHPWDGDVRNDHPNDUHFRPGLWD
HVSHVXUDWDQRHNNDXGBHPWRP
RXPNDUJRFDPWRHPNDKRPGXUDG
HNERVTXHPDGLHNRVDEHNDNXPD
FNDUDYLHPHDLNXOLPDUOH

Doblé el papelito y lo metié en el hueco del dlamo.
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Miré al sol y finalmente colocé tres de sus relojes en POE,
para convertir los versos de la cancion de Wang Wei en
indescifrables:

SQJOHPHSAOICZEHSGEBHXIETHT
THYHOXPCSTZOPJHNSQJDQEJQAO
VVDGPBXESQAOLEBHKGESSOQDW
GJICOHXSOEHEQSOPZYCOGAOVPK
MTBIPWOKAMCOVBS

Los anoté en una cinta de papel. La doblé en forma de pen-
tdgono y la puso sobre una hoja grande y dejé que el agua
de la atrajea se lo llevara lejos.

Cerrd los ojos y silvo la cancion: “El albergue entre bam-
bués”

Sentada sola en la recéndita espesura

tafo el ladd y entono un largo canto.

En la hondura del bosque, nadie lo sabe,
la luna clara viene a iluminarme.”

Da pena romper el encanto, pero, el compromiso obliga.

Solucién a los problemas del nimero anterior

Continuacion de los propuestos en esta seccion, en el nime-
ro 61 de SUMA.

Distancias y radios

En el Colegio Publico “Luis Revest” de Castellén de la Plana,
se realizaron varias experiencias bajo la supervisiéon de las

Imagen 3. Eratdstenes en el Luis Revest

profesoras de los grupos de 3°, 5° y 6° de primaria, Angels,
Amelia, Lola Fuster y Seri Gil, para celebrar el cuarto cente-
nario de los descubrimientos astronémicos realizados por
Galileo Galilei, padre de la Ciencia Moderna. Se comenzé con
una visita de los alumnos de 3° al Planetario de Castelldn,
donde les fue posible comprender conceptos como “equinoc-
cio” y “solsticio” y sus implicaciones en la division del afio y la
distinta duracién del dia y la noche segtn las estaciones. Con
el alumnado de los cursos superiores, el dia 26 de marzo, rea-
lizamos la adaptacién de la experiencia, propuesta por la
Asociacién que gestion6 los eventos para el Afo
Internacional de la Astronomia (2009), sobre la medida del
radio de la Tierra,

No debemos perder de vista que la experiencia fue realizada
con mucha proximidad al equinoccio de primavera, el 26 de
marzo de 2009, fuera del proyecto del AIA pero siguiendo sus
directrices y suponiendo una experiencia simultdnea en un
lugar X, situado en el mismo meridiano que el lugar de la
experiencia real (0° de Longitud y 40° de Latitud Norte) y a 2°
de Latitud mas al Norte. La distancia en Km se midi6 sobre el
mismo mapa que sirvié para la eleccion de X.

Dado que sélo habian transcurrido 5 dias después del equi-
noccio, la hipérbola de sombras del palo del recogedor, salié
casi rectilinea. Previamente, se les mostrd, con la ayuda de
una naranja enorme casi esférica, como, a partir del distinto
angulo de incidencia de los rayos de sol sobre la naranja, era
posible deducir la esfericidad de la Tierra y comprender el
experimento de Eratéstenes, “el sabio beta, que no era el pri-
mero en nada pero era el segundo en todo”

Se les recordd la necesidad de comprender y utilizar el
Teorema de Thales y se dibujé un esquema del experimento
de Eratéstenes.

i

i
i
J

Imagen 4. Eratéstenes en el Luis Revest




Imagen 5. Thales en COM I, obra de Tomds Sendra Mut

En Denia, en un acto organizado por Florencio Burrel y Pep
Cabrera, con motivo de la apertura del curso para los alumnos
y alumnas seleccionados para recibir estimulo matematico, se
abri6 el debate de cémo medir las distancias y tamaios de la
Tierra, la Luna y el Sol.

Estas experiencias se repitieron en el CEP de Cérdoba en un
taller de Mujeres, Matemadticas y Astronomia, convocado por
la asesora Carmen Jalén. Se mostr6 cémo podia haber ocurri-
do todo el proceso de mediciones si se hubiera conocido pre-
viamente el radio de la Tierra, si se hubiera dispuesto de una
fotografia de un eclipse lunar y si las matematicas avanzaran
linealmente.

Pero sabemos que las cosas no ocurrieron en este orden en la
historia interna de las matematicas. Sabemos que Hiparco, el
descubridor de la precesién de los equinoccios, gran observa-
dor de eclipses, construy6 la dioptra especial, un aparato que

Imagen 7. Distancia y radio Sol

SUMA 63
Febrero 2010

Alejandria
_—— === ==
\"‘\.
bt
i
A5~

Siena

Imagen 6. Radio de la Tierra: Erat6stenes

permitia mejorar la precisién de la observacién. Con ella
midié los didmetros aparentes del Sol y la Luna. Y constru-
y6 astrolabios con los que perfecciond las cartas celestes.
Precursoras de los modernos planisferios.

Astrolabio significa buscador de astros, del griego “astron”
astro y “lanbanien” buscar. Al astrolabio le sucedid, sin
sustituirlo, la esfera armilar, modelo mévil del universo
geocéntrico, representacion tridimensional de la esfera
celeste. La invencién del astrolabio plano se atribuye a
distintos autores: Didgenes Laercio, Berosio el Caldeo,
Arquimedes, Teodosio de Bitinia, Hiparco, Tolomeo. Los
astronomos drabes, muy interesados en la observaciéon de
efemérides astrondémicas, sacaron buen provecho del
astrolabio. Para el mundo isldmico era importante predecir
con exactitud el momento en el que comienza el Ramaddn,
esto es, el instante en que la luna y el sol tienen la misma
longitud celeste, a la vez que la luna amanece.

Imagen 8. Astrolabio
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Pero, en realidad, las primeras noticias sobre la centralidad
del sol y las primeras mediciones de radios y distancias de la
Tierra, el Sol y la Luna, se las debemos, entre otros, a
Aristarco de Samos.

Hiparco también calcul6 estas distancias, pero su trabajo con-
sisti6 en perfeccionarlas. Lo consigui6 en casi todos los casos,
salvo en la medida del radio de la Tierra, para la que no logré
mejorar el resultado de Eratdstenes. Los compiladores de la
época, Ptolomeo, Heron e Hipatia, entre otros, transmitieron
a la posteridad el resultado de Hiparco, dada la gran autoridad
de éste. Gracias a este error, Colon llegé a las Antillas en 1492.

Los calculos de Aristarco son tan sencillos y claros que dan
una idea de la potencia descubridora de las matemadticas, a
partir de observaciones precisas y calculos simples. Puesto
que el material de esta seccién se mueve entre Gltimos cursos
de primaria, secundaria y bachillerato, y el trabajo de
Aristarco se ajusta bien a estos niveles, utilizaremos sus cal-
culos para contar como ocurrio.

Tamaiio de la sombra de la Tierra en un eclipse lunar

Donde r es el radio de la Luna, A es el punto en el que la Luna
inicia su contacto con la sombra de la Tierra, B es la posicién
relativa de la Luna y la Tierra cuando se produce la ocultacién
completa de la Luna por la sombra de la Tierra, C es la posi-
cién de la Luna cuando comienza a salir de la sombra de la
Tierra, se acaba el eclipse total. Es evidente, segun el grafico,
que S=2r

Aristarco lo averigu6 midiendo tiempos: el tiempo que
tardaba la Luna en ocultarse por la sombra de la Tierra era
aproximadamente la mitad que el tiempo que duraba el
eclipse total de Luna.

Distancia de la Tierra a la luna

Aristarco observé que el tiempo que tardaba la Luna en ocul-
tarse en la sombra de la Tierra era aproximadamente de 1
hora es decir que la Luna avanzaba en el cielo en 1 hora su
propio didmetro.

Como se sabia que la Luna tardaba 29,5 dias en dar la vuelta a
la Tierra, resultaba que hacian falta 24 x 29,5 = 708 horas, o
sea didmetros lunares, para formar el circulo completo.

Asi que la distancia lunar era de 708/% = 225,4 veces el
radio lunar.

Visto de otra manera el tamafo angular del didmetro de la
Luna seria:

r =M: 30,5'=0,5°
29,524

O sea, el tamaiio angular de la Luna es algo mds de medio
grado (Imagen 9).

Imagen 9. Didmetro aparente de la Luna

Distancia de la Tierra al sol

Para determinar la distancia de la Tierra al sol, Aristarco
observd la luna en fase de cuarto (imagen 7):

Aristarco observd que, el Sol, la Luna, y la Tierra forman un
triangulo rectangulo en el momento del cuarto creciente o el
cuarto menguante.

Estim¢ la distancia angular entre la Luna y el Sol en 87° y
concluyéd que el Sol estaba 19 veces mas lejos que la Luna.

Realmente el Sol estd 390 veces mas lejos, su razonamiento
era correcto, pero las observaciones imprecisas.



Radio del sol

Como la Luna y el Sol tienen casi iguales sus didmetros angu-
lares, dedujo que sus tamanos debian guardar la misma pro-
porcién que sus distancias a la Tierra. Luego el Sol debia ser
19 veces mas grande que la Luna. Ya hemos dicho que en rea-
lidad es 390 veces mayor. Pero también este razonamiento era
correcto.

Radio de la luna

Aristarco, imagino las posiciones de la Tierra, la Luna y el Sol
tal como se ven en la imagen siguente, la cuestion era calcular
el radio de la Luna (r) y la distancia a la Luna a la Tierra (R) en
funcién del radio de la Tierra (r).

Sal

AEB, AFCy AGD son tridngulos semejantes, luego se cumple:
% _x+R_x+20-R
2r Ty 19-r

(1)

En toda proporcion, la suma de antecedentes es a la suma de
consecuentes como un antecedente es a su consecuente. Lo
mismo se puede postular respecto a la diferencia:
a_c¢ _a+c _a-c
b d b+d b-d

()

Aplicando las propiedades (2) a (1), se obtiene que:
R 20R
r,=2r 177

3)

Despejando 7, en (3), se deduce que el radio de la Tierra es:

57
v, =—V¢1 4'
£ 20 @
Para Aristarco, (4) significa que el radio de la Tierra es casi
tres veces el radio lunar. El valor correcto con los datos
actuales es: 3,66.

Con posterioridad, Eratéstenes determind el radio de la Tierra
y ya fué posible dar un resultado numérico a todas estas cues-
tiones, pues, conocido el radio de la Tierra, podia obtenerse el
de la luna, obtenido éste se podia calcular el del Sol, la distan-
cia lunar y con ésta la distancia del Sol.
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+Como es posible medir las montafas de la Luna?

Problema propuesto en SUMA 61 por Rosa M. Ros.
Universidad Politécnica de Cataluiia

Nuestro principal objetivo consiste en calcular la altura de
algunas montanas de la superficie lunar a partir de alguna
fotografia. Evidentemente nuestro principal interés no estd en
la precisién de los resultados obtenidos, realmente sélo esta-
mos interesados en demostrar a los estudiantes que ellos pue-
den realizar observaciones disponiendo de poco instrumen-
tal. Para simplificar el proceso deductivo vamos a usar una
fotografia tomada en el instante del cuarto para simplificar los
contenidos matematicos y simplificar también el uso de coor-
denadas astronémicas. La foto debe incluir el didmetro total
de nuestro satélite, con el objetivo de determinar el rango de
las distancias sobre la superficie lunar.

La superficie, cerca del terminador, se ve sugerente y atracti-
va. En particular la imagen aparece contrastada y clara, lo que
nos permite para tomar mejor las medidas y se puede obtener
mas precision.

Determinacion de la altura y célculo efectivo

Mediante la sombra de la montafia producida sobre la super-
ficie lunar podemos calcular su altitud. Evidentemente cuan-
to mas alta es la montana la sombra aparece mas larga y vice-
versa, pero evidentemente la longitud depende de la posicién
del Sol, la Luna y la Tierra. Para simplificar al mdximo el razo-
namiento matematico y los contenidos astronémicos sélo
consideraremos el instante en que la Luna se encuentra en
cuarto creciente o cuarto menguante. En este caso los rayos
solares son perpendiculares al terminador. Entonces en la
imagen 10, los angulos D y D’ son de 90°.

L1l

L1

Imagen 10. Esquema de la Luna en cuarto
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Los rayos solares forman 90° con el terminador.

Imagen 11. Los tridngulos semejantes A'D’L, A’C’B’

Para calcular la altura de la montana A, usamos la longitud de
su sombra AB, la distancia AD al terminador y el radio de la
Luna (Imagen 10). Para calcular la altura de la mencionada
montana A, no presentamos el razonamiento geométrico
correspondiente sobre el circulo maximo por A, sino que en
su lugar consideraremos el circulo méximo por A’ con el obje-
tivo de facilitar la visiéon geométrica de las relaciones que se
usaran. Consideramos pues, el circulo maximo por los puntos
ABD proyectado sobre el borde, es decir sobre el circulo
méximo A'B’C’ (Imagen 11). Los tridangulos AD’L y AC’B’ son
semejantes, porque sus lados son perpendiculares entre si.
Las reducidas dimensiones del tridngulo B'C’A’ permiten
aproximar el arco B'C’ al segmento B'C’ (Imagen 11). A partir
de los triangulos se obtiene la relacion:

A'D" A'L

A'C' A'B
Donde denotamos:

« AD’ = AD = d = distancia de la montana A al terminador,
sobre la foto (en cm).

+ AL = h+r = distancia desde el centro de la Luna a la cima
de la montana A = el radio de la Luna r mas la altura h de
la montana (en cm).

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

« AC’ = h = altura de la montana A sobre la foto (en cm).

+ AB’ = AB =1 = longitud de la sombra de la montana A,
sobre la foto (en cm).

Entonces se puede escribir,

i h+r
h [
de donde se obtiene la ecuacién

W +rh-1d=0

que tiene por solucidn,

_—r+(r* +4ld)"?
2

h

Finalmente, introducimos una sencilla proporcién entre el
tamarfio real del objeto lunar y el tamano sobre la fotografia.

H==h
r

donde

H = altura real de la montana (en m).

R = radio real de la Luna (R=1.738.000 m).

r = radio de la Luna en la foto (en cm).

h = altura de la montana en la foto correspondiente (en cm).

(Esta ultima relacién también puede ser utilizada para medir
longitudes sobre la superficie lunar, porque es una simple pro-
porcion.)

En particular, usando este método con diferentes fotografias
y eligiendo crateres préximos al terminador se consiguen

resultados con errores del orden de un 10%.
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mdaxima de 25000 caracteres sin incluir espacios pero inclu-
yendo las tablas, las figuras y los anexos.

8.- Es imprescindible que los esquemas, dibujos, graficas e
imagenes sean guardados en formato TIF, EPS o JPEG, a una
resolucién de 300 ppp. y en color original. Estos se adjunta-
ran en una carpeta aparte del documento del texto, ya que las
imagenes incrustadas en el texto no son validas para su pos-
terior edicién. Cada archivo debe estar claramente identifica-
do y se debe indicar en el texto el lugar donde se ubica. De
igual forma, si tiene que llevar un pie de ilustracion, éste se
resefiard en la hoja donde aparece la ilustracion.

9.- Si alguna expresion no se puede escribir con los caracteres
disponibles en la fuente Times New Roman, se incluird, con
un editor de equaciones, fuera del texto y si no fuera posible
se incorporard como imagen.

10.-La bibliografia se dispondra también al final del articulo,
por orden alfabético de apellidos, siguiendo las normas APA.

Ejemplos

Libros:

Apellido del autor, coma, inicial/es del nombre, punto, fecha
entre paréntesis, punto, titulo en letra cursiva, punto, lugar de
edicién, dos puntos, editorial, punto.

Filloy, E., Rojano, T. & Puig, L. (2008). Educational Algebra. A
Theoretical and Empirical Approach. New York: Springer.

Capitulos en libros

Cuando se cita un capitulo de un libro, el cual es una compi-
lacién (reading), se cita en primer lugar el autor del capitulo
y el titulo del mismo, seguidamente el compilador (Comp.),
editor (Ed.) o director (Dir.), coordinador (Coord.), titulo (las
péginas entre paréntesis). Lugar de edicion: y editorial, igual
que en la referencia de cualquier libro.
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Puig, L. (2006). La resolucién de problemas en la historia de
las matemadticas. En Aymerich, José V. y Macario, Sergio
(Eds.) Matemdticas para el siglo xxi (pp. 39-57) Castell6n:
Publicacions de la Universitat Jaume I.

Articulos en revistas

Lo que va en letra cursiva, es el nombre de la revista. Se debe
especificar el volumen de la revista y las paginas que ocupa el
articulo separadas por un guién. Se especificard el volumen y
el ndmero de la revista, cuando cada niimero comienza por la
pagina uno.

Filloy, E., Puig, L. y Rojano, T. (2008). El estudio tedrico local
del desarrollo de competencias algebraicas. Ensefianza de las
Ciencias, 26(3), pp. 327-342.

Para consultar mas ejemplos de citas bibliograficas, visitar:
http://www.revistasuma.es

11.-Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indi-
caran con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ... supone un gran avance (Herndndez, 1992). Si el
autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondra
entre paréntesis el afo. Por ejemplo: ... segiin Rico (1993).

12.-Si durante el texto se cita una referencia de mds de tres
autores se puede citar el primero seguido de la expresion et al.
(y otros). Por ejemplo, “Bartolomé et al. (1982)* “Gelpi et al.
(1987)" Pero en la bibliografia deben aparecer todos los auto-

res.

13.-Todas las referencias bibliograficas deben corresponder a
menciones hechas en el texto.

14.-Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativa-
mente, numeradas con superindices a lo largo del articulo y se
incluirdn al final del texto.

15.-Después de haber recibido el trabajo se enviard un correo
electrénico como acuse de recibo.

16.-Cada trabajo serd remitido a dos asesores para ser refe-
renciado. Estos no seran informados de la identidad del autor
o autores del trabajo y aconsejardn la conveniencia o no de la
publicacion del trabajo, o recomendaran posibles modifica-
ciones, de acuerdo con las normas, criterios y recomendacio-
nes propios de la revista SUMA.

17.-Si los dos informes son positivos el articulo serd publica-
do. Si los dos informes son negativos se rechazara su publica-
cion. Si existe discrepancia entre los informes, se solicitard un
tercer informe que decidird su publicacién o su rechazo.

18.-Posteriormente, se notificard a los interesados la acepta-
cién o no del articulo, asi como —en caso afirmativo— la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se
comprometerdn a retirar el articulo de otras publicaciones a
las que lo hayan remitido.

19.-No se mantendrd correspondencia sobre las causas de no
aceptacion de un articulo. |

Propuesta de categorias para las palabras clave

Teoria Algebra Numeros (Natu- |Libros de texto Infantil
Innovacién didac- | Analisis rales Enteros, ...). |Historia Primaria
tica Aritmética Resolucién de Cognicién Secundaria
Divulgacién Estadistica problemas de ..., [Metacognicién  [Bachillerato
Investigacion Probabilidad Ecuaciones, Razonamiento Universidad
didéctica Geometria Figuras en el Demostracion
Experiencia de Resolucion de plano, en el espa- [Legislacion y
aula problemas. cio reformas(LOGSE,
Topologia Funciones LOU, LOE ...
Modelizacién Actitudes
Légica Destrezas
Errores, dificulta- |Procesos
des Conceptos
Ensenanza,
aprendizaje, edu-
cacién
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as X1v JAEM (Jornadas para el Aprendizaje y la Ense-
nanza de las Matematicas) celebradas en Girona del 1 al 4 de
julio del 2009 han supuesto para la FEEMCAT (Federacié
d’Entitats per a I'Ensenyament de les Matematiques de
Catalunya) un gran honor pero también un gran reto.

Desde el lejano dia, hace ya mds de tres afnos, cuando estudia-
mos las posibilidades de ser sede de las jornadas hasta su cele-
bracién el pasado verano, las circunstancias fueron constan-
temente cambiantes y llenas de incertidumbre. Entre otros, se
dieron cambios en la propia junta de la FEEMCAT, cambios
econémicos imprevistos que bloquearon las aportaciones
esperadas, o la dudas generadas por el lento ritmo de las
inscripciones hasta la recta final. Lo unico que se mantenia
era el ritmo de trabajo pausado pero imparable del Comité de
Programa que iba dando cuenta de las muchas comunica-
ciones vy talleres que se estaban presentando, al tiempo que
animaban a los conferenciantes y ponentes a ir concretando
sus trabajos. Al mismo tiempo, desde el Comité Organizador
ddbamos cuenta de las concreciones en los diferentes dmbitos
y las asociaciones inclufan en todas sus jornadas un espacio

Las XIV JAEM de Girona

Foto J. M. Sorando

para convocar a los docentes catalanes de todas las etapas a
estar presentes en Girona, para dar y recibir lo mejor que se
estd haciendo en educaciéon matematica en el pais.

El camino ha sido drduo, en algiin momento llegamos a temer
por no poder concretar todo cuanto habiamos pensado para
ofrecer unas JAEM que fueran una fiesta de nuestra ciencia,
pero también es cierto que en esos momentos contamos con
los animos de los comparieros de la FESPM, de la Junta y tam-
bién de aquellos que tras su experiencia en organizar unas
JAEM nos animaban a confiar, porque las JAEM siempre aca-
ban saliendo bien.

Comité Local: Pepus Daunis, Cati Mora, Raiil
Fernandez, Xavi Fernandez, Dolors Rubirola
Carme Aymerich

Presidenta de FEEMCAT

Silvia Margeli

Coordinadora general de les XIV JAEM

Actividades
de la FESPM
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Llegamos al final del mes de junio con todas las piezas del
rompecabezas sobre la gran mesa de la Facultat d’Estadistica
i Matematiques de la Universitat de Girona con cerca de 900
asistentes, entre congresistas, colaboradores y expositores.
Los actos empezaron a sucederse a velocidad vertiginosa y
nuestras previsiones y esfuerzos se veian compensados por las
sonrisas que recibiamos cada vez que conseguiamos solu-
cionar un problema o que convenciamos al tribulado com-
panero que no ibamos a hacer un problema de aquel pequeiio
inconveniente que le habia surgido. En algin caso tuvimos la
suerte de contar con la predisposicion de los afectados a mini-
mizar y convertir en ejercicio de paciencia algo que no iba a
aguarle la fiesta.

Veamos los datos. Estas JAEM han ofrecido un apretado pro-
grama que ha permitido poder certificar a los participantes
con un 80% de asistencia a contar con un certificado de 30
horas con rango de Congreso por parte del Institut de

Ciéncies de I'Educacié de la Universitat de Girona.

Las x1v JAEM se han estructurado en siete nticleos tematicos
intentando ofrecer una nueva forma de afrontar los retos de la
educacién matemitica.

Los asistentes de las JAEM siguen siendo mayoritariamente
docentes de secundaria, aun habiendo hecho un importante
esfuerzo para promover la participacién de maestros y maes-
tras de educacién primaria e infantil.

Las fechas de las JAEM, un tema recurrente, han sido bien
valoradas todo y alguna objecién por la inmediatez respecto
al final de curso de este afio. Los horarios han sido bien valo-
rados y el dato debe ser tenido en cuenta en tanto que se con-
feccionaron considerando las recomendaciones de los asis-
tentes a las ultimas ediciones.

Foto Carles Puig

Foto Iolanda Guevara

Foto Iolanda Guevara
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ADRMADAS PARA EL NPRENDI

i M Conferencia plenaria de Antén Aubanell.
S . o Foto Iolanda Guevara

Especialmente importante y positiva ha sido la valoracion de
la informacién recibida a lo largo del proceso y es que parece
haber ayudado a todos a conectar poco a poco con el tiempo
presencial, alrededor del 90% estan satisfechos con la infor-
macion antes y durante el congreso.

La peor valoracién se la llevan las instalaciones de la Escola
d'Hosteleria, a pesar de los esfuerzos por refrigerar algunos
espacios, la ola de calor que llegé a Girona durante las JAEM
puso en crisis la idoneidad del espacio.

La valoracion de las conferencias es muy buena, s6lo se han
recibido quejas respecto a la falta de traduccion de la ultima
conferencia.

Mas del 80% de los que responden a la encuesta valoran como
interesante o muy interesantes las ponencias.

Los talleres reciben una valoracién parecida y las comunica-
ciones se mueven alrededor del mismo porcentaje.

Sobre el ya conocido problema de la capacidad limitada de los
talleres ha sido algo menos evidente que en otras ediciones
pero sigue siendo un problema a resolver. Entre las propues-
tas de los asistentes destaca inscribirse telematicamente, la de
inscribirse en los primeros dias de las JAEM, ambas propues-
tas unidas se acercan al 70%.

El deseo es que los foros de debate sigan abiertos hasta la sigu-
iente convocatoria.
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Exposicién del MMACA. Foto Carles Puig

Finalmente las exposiciones han contado con una gran asisten-
cia y buena valoracién, tanto MMACA como GAMAR han con-
tado con valoraciones altas entorno al 80% de los encuestados.
El resto de exposiciones también fue valorado positivamente.

En Girona no hubo, por falta de espacio, la posibilidad de
hacer exposiciones fuera del marco oficial. Creemos que serfa
bueno poder contar con este tipo de exposiciones en espacios
abiertos a la ciudad de acogida en tanto que son una buena
forma de acercar las matematicas a los ciudadanos.

Sobre el tema de los actos sociales, que son parte importante
de un encuentro bianual como el nuestro, destacamos la pre-
disposicion de todos a pasarlo bien durante los actos, y a dar-
les en el cuestionario una valoracién altisima. Debemos
reconocer que la organizacién del grupo de colaboradores de
Lloret hizo posible una velada que, a parte del espectacular
entorno, funcioné con puntualidad, sin prisas al tiempo que
con pocas pausas.

Gy
oy

Foto Carles Puig

Como datos curiosos os ofrecemos el poster que elaboré nues-
tro compaiiero Rail, siempre curioso y agudo.

Algunos de los datos:

— DPor procedencia destacan los 400 asistentes de Catalunya
y los 100 de las Comunidades de Baleares y Valencia.

— DPor edades ha sido muy importante la incorporacién de
nuevos profesionales, mds de 200 tenian edades menores
a los 35 anos, cosa que da buenas sensaciones de cara a la
continuidad de las JAEM, y atin mds si pensamos en c6mo
los vimos disfrutar y cantar por las noches y aprovechar
luego cada hora del dia para aprender y compartir.

— De entre los nucleos tematicos con mds asistentes destaca
el correspondiente a “Herramientas, materiales y otros
recursos” seguido de “Planteamiento y resolucién de pro-
blemas’, dos clasicos de este tipo de encuentros. Por otra
parte debemos resaltar el esfuerzo del Comité de Programa
por ofrecer una estructura dindmica, rompiendo con los

Foto Carles Puig

Foto Santi Vilches




bloques tradicionales de organizacion de las Jornadas,
avanzando hacia una estructura mds coherente con los
nuevos planteamientos.

También comentar el nuevo intento de iniciar contactos para
antes y después de las JAEM llevados ya a cabo en Zaragoza y
Canarias. La creaciéon de los “Espacios de debate” como
lugares donde aportar desde iguales, han sido valorados posi-
tivamente, contrastando con nuestra vision a la vista de la poca
actividad de algunos de ellos. Pero como el mundo de la comu-
nicacion virtual tiene sus reglas, lo cierto es que en los encuen-
tros presenciales hubo debate, se hizo mucho trabajo y contac-
tos para seguir trabajando de cara al siguiente encuentro.

Y, ;a partir de ahora?

Reposar cuanto hemos aprendido, repensar lo que no quedé
claro, mirar dénde cae Gijon y antes de que nos demos cuen-
ta ya habran pasado dos afios.

Presentacién de la Monografia 4 de SUMA. Foto Santi Vilches
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Pero sobre todo ser conscientes del gran potencial humano
que ha hecho posible que este gran evento, el mayor del
Estado, donde se reune el profesorado de todas las etapas
educativas para compartir, aprender y hablar de educacién
matematica.

Todos vamos a las JAEM pensando en aprender, pero no
sabfamos que organizandolas ibamos a afrontar el mayor reto
de nuestra vida profesional y que en tal empresa des-
cubrirfamos el gran potencial humano de tantos companeros
y comparieras.

¢Y hasta Gijon?
Guardarnos los recuerdos y las fotos y los contactos y los

viejos y nuevos amigos en un rincén placido y calentito para
activarlos a menudo y abrazarlos en las XV JAEM. |

El equipo organizador. Foto Iolanda Guevara
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\ - Las Estadisticas

\XIV Raiil Fernandez Hernandez
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IX Jornades d’Educacié Matematica
de la Comunitat Valenciana

Matematiques, una altra mirada

IX Jornadas de Educacion Matematica de

lo largo de los dias 10, 11 y 12 de septiembre de 2010
tendran lugar en la Facultad de Ciencias Matemdticas de la
Universitat de Valencia Estudi General, en el campus de
Burjassot las IX JORNADAS DE EDUCACION MATEMATICA DE LA
COMUNIDAD VALENCIANA “Al-Khwarizmi” Hemos abierto ya el
plazo de presentacion de propuestas de comunicaciones, pos-
ters o talleres relacionados con: las matemdticas en Educa-
cién Infantil y Primaria, las competencias en matemadticas,
Universidad e innovacién, materiales y recursos para un
mejor aprendizaje de las matematicas, herramientas tecnolé-
gicas en el aula de matemadticas. Podéis ir preparando vues-
tras propuestas, que deberan ser remitidas antes del 31 de
Mayo de 2010 a la direccién electrénica:

ixjornades.semcv@gmail.com

Presentacion de Comunicaciones, Talleres y
Pésters

La presentacion de comunicaciones, talleres y pdsters debera
realizarse antes del dia 31 de Mayo de 2010, enviando la
correspondiente ficha de inscripcidn, cumplimentada, junta-
mente con un breve resumen (10 lineas a doble espacio for-
mato DIN A-4) de su contenido y estructura. Condicién

la Comunitat Valenciana
Valeéncia, del 10 al 12 de Septiembre de 2010

Primer Anuncio

indispensable para ser aceptada cualquiera presentacion es
que su autor esté inscrito en las Jornadas, y en caso de ser un
grupo, al menos uno de los autores.

Con la finalidad de poder agrupar los trabajos presentados de
acuerdo con su posible afinidad temaética, cada uno de ellos
debe acompariarse con las palabras clave que mejor le identi-
fican, como:

« Titulo de la comunicacion, taller o poster

+ Objetivo general del trabajo (Matematicas en Educacién
Infantil y Primaria, Las competencias en la aula de mate-
mdticas, Universidad e innovacidn, Materiales y recursos
para un mejor aprendizaje de las matemadticas,
Herramientas tecnoldgicas para la clase de matemadticas)

+ Nivel educativo: Primaria, Secundaria, Universidad,...

+ Temas especificos que aborda: trabajos practicos, resolu-
cién de problemas, evaluacion,...

El trabajo completo no debe ocupar mas de 5 DIN A-4 a doble
espacio usando el procesador de texto Microsoft Word XP,
tipo de letra Arial, de 12 puntos, interlineado de 1,5 lineas.
Los gréficos se deben enviar formato TIFF o EPS, indicando
su colocacion en el texto o bien ya insertados en él. El archi-
vo se enviara por correo electrénico a la direccion electréni-
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ca ixjornades.semcv@gmail.com. Estd prevista la edicion de
un DVD en el que se recogeran, ademas de las ponencias y
comunicaciones, los trabajos de tipo informatico (programas,
animaciones...) que se quieran presentar acompanando las
ponencias.

El periodo de inscripcidn serd del 14 de abril al 30 de junio de
2010. Las tasas de inscripcién son las siguientes:

Antes del 30 de Junio de 2010 110 € 60 €

Socios

Después del 30 de Junio de 2010 150 € 100 €

Los miembros de cualquier sociedad perteneciente a la
FESPM seran considerados a efectos del pago de las tasas de
inscripcién como miembros de la SEMCV.

Avance de programa

Viernes, 10 de septiembre de 2010

16.00-19:00 Acreditacion y entrega de documentacion.

18:30 Inauguracién de las 1x Jornadas.

19:00 Conferencia inaugural, a cargo de Luis Puig.

20:15 Actividad cultural: concierto sexteto de
saxos “Saxofobia”

21:00 Vino de honor.

Sébado, 11 de septiembre de 2010

9:30 — 11 Talleres.

11 -11:30 Pausa - café.

11:30 — 12:30 Ponencias simultdneas.

12:30 —13:45 Mesa redonda.

14:00 - 15:30 Comida.

15:30 — 17:00 Asamblea anual ordinaria de la SEMCV
“Al-Khwarizmi’”,

17:00 — 18:30 Comunicaciones.

18:30 — 19:00 Pausa - café.

19:00 - 20
20:15 - 21:00

Ponencias simultdneas.
Actividad cultural: Teatro matematico.

Domingo, 12 de septiembre de 2010

10:00 — 11:30 Comunicaciones y talleres simultdneos.

11 30— 12:00 Pausa - café.

12:00 -13:15 Conferencia de clausura a cargo de Xaro
Nomdedeu.

13:15 — 14:00 Acto de clausura.

Datos de interés

FeCHAS: del 10 al 12 de septiembre de 2010
LUGAR: Facultad de Matematicas de la Universitat de Valéncia

BLOQUES TEMATICOS:

+ Matemdticas en Educacién Infantil y Primaria

« Las competencias en la aula de matematicas

+ Universidad e innovacién

+ Materiales y recursos para un mejor aprendizaje de las mate-
maticas

+ Herramientas tecnoldgicas para la clase de matematicas

EXPOSICIONES: relacionadas con el mundo de las matematicas
ACTAS DE LAS JORNADAS: se publicardn en un DVD.

CERTIFICACION: se certificard la participacion de acuerdo con
la normativa aplicable de la Conselleria d’Educacié de la
Generalitat Valenciana

STANDS: Exposicién comercial de entidades y empresas con
materiales y recursos relacionados con las matemdticas.

Mais informacién e inscripciones en la pagina web de la
SEMCYV “Al-Khwarizmi”: www.semcv.org

Societat

d "Educacio

Matematica de la
Comunitat

Valenciana *al - Khwarizmi”




A prima. sociedad Riojana de Profesores de Matematicas.

Después de la celebracion de las I Jornadas de Matematicas de
Navarra organizadas por la Sociedad Tornamira en diciembre
de 2008 nos planteamos la posibilidad de organizar en La
Rioja unas jornadas similares para que constituyan un pro-
yecto comun entre las dos sociedades que se plasme en la
celebraciéon de jornadas bianuales alternando como sedes
Navarra y La Rioja.

Nuestra sociedad lleva once ediciones del Concurso de
Primavera de Matematicas, ha organizado una Olimpiada
Matematica Nacional y en este ultimo curso ha colaborado
con la Universidad de La Rioja en la elaboracién del nuevo
Grado de Matematicas. Asi que nos parecié que ya iba siendo
una buena ocasion para realizar una actividad de formacién y
celebrar unas jornadas que conmemoren nuestro décimo ani-
versario como asociacién.

Algunos miembros de la sociedad acudimos a las JAEM que se
celebraron en Gerona los primeros dias de julio de 2009 y apro-
vechamos para establecer contactos con posibles ponentes.

Al principio nos dio miedo que los docentes riojanos no estu-
vieran interesados en esta propuesta pero en cuanto dimos a
conocer el primer anuncié ya vimos que bastantes profesores
estaban interesados. Sin embargo nunca llegamos a suponer
que tendriamos que cerrar la inscripcion dias antes de lo pre-
visto porque habfamos cubierto todas las plazas ofertadas.

Contamos con la colaboracién de la Universidad de La Rioja
que nos cedi6 las instalaciones, la Consejeria de Educacion
que homologé la actividad, el Ayuntamiento de Logroio,
Turismo de la Rioja, Turismo de Logroino, Consejeria de
Hacienda, Editorial S.M. y Bodega Dinastia Vivanco que nos
regalaron diverso material para los asistentes y los ponentes.

Aunque la mayoria de los asistentes fueron docentes de
secundaria estamos contentos porque muchos compaieros
de primaria e infantil también acudieron a intercambiar opi-
niones y a escuchar y colaborar en todas las actividades de las
Jornadas.

Se desarrollaron con normalidad y fueron un estupendo
punto de encuentro de docentes, no sélo riojanos y navarros
los que nos dimos cita ese par de dias en Logroqio.

Después vino el momento de valorar las jornadas con los
cuestionarios que nos entregaron los asistentes y el resultado
fue muy positivo ya que todas las charlas y talleres han sido
muy bien valorados.

Dentro de dos afios esperamos volver a organizar las que seran
las IT Jornadas de matemdticas en La Rioja que esperamos ten-

gan por lo menos la misma acogida que estas primeras.

Elena Ramirez. Presidenta de A Prima
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Boletin de suscripcion

Tarifas Suscripcién anual ~ Ntmero suelto Monografia
Particulares 25 € 10 € 15 €
Centros 40 € 15€ 15 €

Europa 50 € 20 € 15 €
Resto del mundo 60 € 22 € 15 €

Fotocopiar esta hoja y enviar:
por correo a:  Revista SUMA. Apartado de correos 498
46900-Torrent (Valencia)
por Fax al: (+34) 912 911 879
por correo-e a: administracion@revistasuma.es

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Nombre y apellidos: NIF/CIF:
Direccion: Teléfono:
Poblacion: CP:
Provincia: Pais:
Correo electrdnico: Fax:

Importe (€)

[0 Suscripcién a partir del afio (3 nimeros)
O N.os sueltos

Total

[0 Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto)

[ Transferencia bancaria (CCC 2077-0347-11-1101452547) Fecha y firma:
[0 Tal6n nominativo a nombre de FESPM-Revista SUMA

O Giro postal dirigido a Revista SUMA

Nombre y apellidos:

Cédigo Cuenta Cliente: Entidad: LL 1 1 | Oficina: L1111 DC:Li] Cuenta: Lot 1111111 |

Banco/Caja:
Agencia n.: Direccidn:
Poblacién: Provincia:

Sefores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que, periédicamente, les presentard la
Federacion Espariola de Sociedades de Profesores de Matemadticas (FESPM) para el pago de mi suscripcion a la revista SUMA.

Atentamente (fecha y firma):

Conforme a lo establecido en el art. 5 de la Ley Orgénica 15/1999 de Proteccién de Datos de Cardcter personal, le informamos que los datos de cardcter personal que Usted ha facilitado de forma volun-
taria se incorporardn a un fichero automatizado cuyo responsable es la Federacion Espaiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM), con el fin de llevar a cabo la gestién integral de nues-
tra relacién comercial, cobrar tarifas, contactarle y enviarle informacion que pueda ser de su interés, estando prevista la comunicacion de los mismos a aquellos profesionales y/o empresas que inter-
vienen en la gestion del servicio solicitado, descritos en el Documento de Seguridad. Si no nos manifiesta lo contario entenderemos que Usted consiente el tratamiento indicado. Puede ejercitar sus dere-
chos de acceso, cancelacion, rectificacion y oposicion, mediante escrito dirigido a la direccién postal de SUMA junto con una fotocopia del DNI.







Federacién Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas
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