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mace ciento cincuenta anos, en 1860, enfermo como esta-
ba de una neumonia, morfa a los 57 anos de edad Janos
Bolyai, el mds grande de los matemadticos hungaros, y, junto
con Lobachevski, el primero que dio a conocer una geometria
en contradiccién con el quinto postulado, también llamado
de las paralelas, de Euclides.

Farkas Bolyai

Janos era hijo de Farkas, otro buen matematico, al que su hijo,
como veremos, estuvo tan intimamente ligado que no es posi-
ble comprender la vida y la obra de Janos con independencia
de la de su padre. Farkas era un hombre inteligente, culto, y
de amplios intereses. Desde nifio destacé por su talento para
las matematicas, ademds de mostrar un gran interés por la
musica (tocaba el violin), el dibujo y el teatro (ademads de tra-
bajar como actor llegé a escribir algunas obras de teatro).

A los 20 anos, Farkas se trasladé a Gotinga para ampliar estu-
dios en su Universidad, famosa en aquel entonces por la liber-
tad de pensamiento, razén por la cual era muy frecuentada
por los habitantes de Transilvania. Alli conocié a Gauss, con
el que establecié una profunda amistad. De regreso a su tie-
rra, Farkas mantuvo una amplia correspondencia con Gauss
que result6 ser con el tiempo enormemente valiosa para la
historia de las matemadticas. Por lo demads, pronto obtuvo una
plaza de profesor de Matemadticas, Fisica y Quimica en el
Colegio Calvinista de Marosvasarhely (actualmente la ciudad
rumana de Targu Mures), trabajo que conservé durante toda

Janos Bolyai: la revolucion de la geome-
tria no euclidea

su vida. Con este motivo, publicé varios manuales escolares,
que culminé con la obra, redactada en latin, Tentamen juven-
tutem studiosam in elementa matheseos purae introducenci
(Intento de introducir a la juventud estudiosa en los elemen-
tos de la matematica pura), dedicado a los alumnos de las cla-
ses superiores del colegio. En esta obra recopila toda la mate-
madtica de su tiempo, estableciendo los fundamentos de la
geometria, la aritmética, el dlgebra y el andlisis. El propio
Gauss, cuando la conocié, elogié el alto grado de rigor y pre-
cisién que se apreciaba en ella.
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Farkas habia escrito todas sus obras en latin, excepto los
Elementos de aritmética, redactada en hungaro. Parece ser
que este hecho fue el que motivé su eleccién como miembro
correspondiente de la Academia de Ciencias de Hungria, si
bien en el departamento de Ciencias Naturales y no en el de
Matematicas, como seria lo suyo.

Ademas de sus clases y la redaccion de sus libros, Farkas dedi-
¢6 buena parte de su vida al estudio de los fundamentos de la
geometria, con un interés especial por el postulado de las
paralelas. Ante este postulado, lo mds que habia conseguido
es sustituirlo por otro equivalente, a saber, tres puntos no ali-
neados pertenecen a una misma circunferencia.

Janos Bolyai

Hijo del primer matrimonio de Farkas, Janos nacié en
Kolozsvar, en casa de sus abuelos maternos, el 15 de diciem-
bre de 1802. Su padre se encargd desde la primera infancia de
su formacién matemdtica. Ya de bien pequefio dio muestras
de un gran talento. En realidad, era un verdadero nifno prodi-
gio. Sobre su infancia asi se expresa Széndssy:

A la edad de cuatro afios podia distinguir ciertas figuras
geométricas, conocia la funcién seno y era capaz de identi-
ficar las principales constelaciones. A los cinco afios apren-
dié a leer por si solo. Estuvo muy por encima de la media a
la hora de aprender lenguas, principalmente el aleman, y
musica, de forma que a los siete afios era capaz de tocar el
violin haciendo tales progresos en este instrumento que
muy pronto interpret6 obras de concierto (de violin).

Janos no tuvo una ensefianza normalizada, a través de la
escuela, hasta los nueve afios. Segiin sabemos por una de las
cartas que su padre dirigié a Gauss en 1816, a los catorce afios
ya dominaba la matematica superior, incluidos el calculo dife-
rencial y el célculo integral, y hablaba nueve idiomas extran-
jeros (el chino y el tibetano, entre ellos). En 1817 hizo su exa-
men final, con lo que Farkas hubo de plantearse el problema
de donde enviar a su hijo para realizar la ensefianza superior.
Habria querido que fuese a la Universidad de Gotinga y se
alojase en casa de Gauss, y en este sentido le escribi6 la opor-
tuna carta. Pero, a éste no parecié gustarle las exigencias que
Farkas le imponia. Asi que nunca contesté a la carta.

Tras un breve paso por la Facultad de Artes de la Escuela de
Marosvasarhely, ingres6 en la Imperial y Real Academia de
Ingenieros Militares de Viena. Dada su buena formacién sélo
tuvo que cursar los cuatro ultimos afios de los ocho que com-
ponian todo el programa de la Escuela, no sin manifestar una
cierta aversion por la disciplina militar. En 1821 murié su
madre, en 1822 se gradud, y en 1823, nombrado subteniente,
fue destinado a la fortificacion de Temesvar.

Desde 1820, estando ain en la Academia, no habia dejado de
investigar sobre el famoso postulado euclideo de las paralelas,
lo cual no podia por menos de enorgullecer a su padre, que
comprobaba en su hijo el talento de un genio.

En 1824, Farkas se casé de nuevo, con Teresa Somorjai, con la
que tuvo dos hijos, Gergely y Berta, si bien la nifa fallecié con
muy pocos anos.

De 1826 a 1832, pas6é por sucesivos destinos, en Arad,
Lemberg y Olmiid, y sufrié diversas vicisitudes. En Arad
padeci6 fiebres persistentes, probablemente de la malaria,
luego, cogié el cdlera, y por si fuera poco, en el traslado a
Lemberg, el carruaje en que viajaba tuvo un accidente, a con-
secuencia del cual se produjo heridas de consideracion en la
cabeza. Poco a poco fue perdiendo el escaso interés que le
inspiraba la carrera militar, al mismo tiempo que aumentaba
su dedicacion e interés por las matematicas. Sus investigacio-
nes en este sentido empezaban a absorberle de tal manera que
lleg6 a pedir una baja temporal de tres afios para dedicarse
por entero a ellas. Tal peticién le fue denegada, pero en 1833
fue separado del servicio, quiza debido a su deteriorada salud,
con una pensién de capitdn de segunda clase. Ese mismo aio,
fallecié Teresa, la segunda mujer de su padre.

A la edad de cuatro arios podia
distinguir ciertas figuras
geométricas, conocia la funcion
seno y era capaz de identificar
las principales constelaciones.

Se fue entonces Janos a la casa paterna de Marosvasérhely.
Conocié a Rosalia Kibédi Orban y, aunque quiso casarse con
ella no pudo hacerlo, porque se le exigia el dinero de un aval,
segun las normas vigentes para todo oficial del ejército, pero
que no tenia. En vista de eso, decidié convivir con Rosalia y
trasladarse a Domald, ya en 1834, con gran disgusto de su
padre que veia en esa unién una mancha para la reputacién de
la familia. La pareja tuvo dos hijos, y las penurias econdmicas
no tardaron en llegar. La escasez de la pension y la mala ges-
tién de la finca de Domadld por parte de Janos acabaron pasan-
do factura, y, no pudiendo soportar los gastos de la casa, en
1846 se traslad6 toda la familia de nuevo a Marosvasarhely.
En 1849, al fin Janos y Rosalia pudieron casarse legalmente, ya
que durante la guerra de la independencia dejé de tener
vigencia la necesidad del aval.



En 1852, Janos abandond a su familia, quiza pensando que asi
se congraciaria con su padre, que nunca habia aprobado la
unién de su hijo con Rosalia. Pero, este afan por agradar a su
padre no hacia méas que confirmar la estrecha relacidn, inte-
lectual y afectiva, entre padre e hijo, de modo que éste no
habria logrado romper el vinculo paterno en toda su vida. La
salud de Janos comenzé a deteriorarse, asi que tuvo que aco-
gerse a los cuidados de una persona, Julia Szots. Fallecido el
sefior Farkas, en 1856, Janos se vié obligado a vender la finca
de Domald, repartiendo el beneficio con su hermanastro
Gergely.

Poco tiempo después, el 27 de enero de 1860, la sirvienta de
Janos, Julia Szots, escribié a Gergely comunicandole la grave-
dad de la enfermedad que padecia Janos, y que debia acudir
urgentemente. La carta tenfa una posdata:

Mientras escribia esta carta, ha muerto, por lo que no hay
mads que decir: el capitdn se ha ido.

Los antecedentes de las geometrias no euclideanas

Para comprender la magnitud de la obra de Janos debemos de
tener en cuenta el problema de partida y la razén por la que
tantos matematicos lo abordaron durante mas de veinte siglos
a lo largo de la historia. La cuestion que se planteé es si el v
postulado de Euclides era realmente un postulado, o sea,
independiente de los otros cuatro, o por el contrario podia
deducirse de ellos y, en consecuencia, no resultaba necesario
para la construccion del edificio geométrico de Euclides.

Pero, ;por qué precisamente fue el v y no otro el postulado
que llamo la atencién de los matemadticos en este sentido?
Quiz4 la razén hay que buscarla en la redaccion con que esta-
ba formulado. Euclides se expresa asi:

Se pide:

Que de cualquier punto se pueda conducir una recta a todo
otro punto. (Postulado I)

Y que, toda recta limitada, se pueda prolongar indefinida-
mente por derecho. (Postulado II)

Y que con cualquier centro y cualquier distancia, se pueda
describir un circulo. (Postulado III)

Y que Todos los dngulos rectos sean iguales entre si.
(Postulado IV)

Junto a enunciados tan sencillos e intuitivos como los de estos
cuatro primeros, el V postulado se describe de una forma un
tanto compleja. Dice:
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Y que si una recta, cortando a otras dos, forma los dngulos
internos a una misma parte, menores de dos rectos, las dos
rectas prolongadas al infinito se encontrardn de la parte en
que son los dos angulos menores de dos rectosl.

No es de extrafiar que este vV postulado hubiese llamado la
atencién, cuando menos, de mateméticos de todas las épocas,
como, entre otros, Posidonio (s. 1), Proclo, Saccheri, Legendre,
Lagrange, y el mismo Farkas, padre de Janos.

Incluso el propio Euclides parece sospechar algo al respecto
ya que lo elude siempre que puede, aunque ello le condujese a
recorridos mas largos en sus demostraciones. Todos los mate-
mdticos que se enfrentaban al v postulado intuian que podria
ser demostrado a partir de los otros cuatro. Si esto fuera asi,
pensaban, el hecho de negarlo llevaria a una contradiccién, y
en caso contrario, si no se encontraba contradiccién, y en
algin momento resultaba necesario para poder continuar, es
que el v postulado era independiente de los otros cuatro, y por
tanto indispensable para la construcciéon geométrica de
Euclides.

= e e e e e e e
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Farkas Bolyai

Lo que hacian estos matematicos era sustituir el enunciado de
Euclides por otro, pero con el resultado de que entonces se
podia demostrar el v de Euclides, es decir, que en realidad sus-
tituian el postulado de las paralelas por otro equivalente. Asi,
el jesuita italiano Saccheri demuestra que el v postulado de
Euclides es equivalente al siguiente:

La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es
igual a dos rectos.

Precisamente esta afirmacién es una de las que tiene que
demostrar Euclides antes de su proposiciéon 29 para eludir el
postulado de las paralelas.
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La forma equivalente del v postulado que mads se extendid, y
que suelen recoger los textos matematicos, como hace nues-
tro P. Puig Adam, demostrando incluso su equivalencia en la
Geometria Métrica, tomo I, es la siguiente:

Por un punto exterior a una recta pasa una sola para-
lela a ella.

Esta formulacién del V postulado, atribuida generalmente al
matematico inglés John Playfair, si bien no ha conseguido su
objetivo de demostrar la independencia del postulado eucli-
deano, ha servido, como veremos, para sugerir la solucién del
problema, ya que lo traslada directamente al terreno del para-
lelismo. Ahora bien, Euclides da una definicién un tanto
abierta del concepto de rectas paralelas:

Paralelas son las rectas de un plano que prolongadas por
sus dos partes en ninguna de ellas se encuentran.

Y como senala muy bien Santal6:

Queda asi abierta la posibilidad de que existan rectas asinté-
ticas, es decir, rectas que, como ocurre con la hipérbola y sus
asintotas, nunca se encuentren, pero que sin embargo no se
conserven equidistantes, sino que su distancia llegue a hacer-
se tan pequefia como se quiera, sin reducirse nunca a cero.

la genialidad de Janos consistio en
sustituir el v postulado por un
contrario, y no como habian hecho
los matemdticos anteriores, que lo
sustituian por otros enunciados a
la postre equivalentes

La obra de Janos Bolyai

Con todos estos antecedentes, tenemos al joven Janos estu-
diando en Viena, en 1820, enfrascado en la cuestion de las
paralelas, lo mismo que hiciera su padre, aunque sin ningiin
éxito. Este llega a advertirle en una emotiva y patética carta,
en ese mismo afio de 1820, de los peligros que encierra dedi-
carse a ese tema, invitdndole a abandonar la investigacion. Se
expresa en los siguientes términos:

No debes intentar ese camino hacia las paralelas, yo lo
conozco hasta su final. He atravesado esa noche sin fondo
que extinguié toda la luz y toda la alegria de mi vida. jPor
Dios! Te suplico que abandones las paralelas, aborrécelas
como si fuera una pasién indecente, te pueden privar
(como me ha ocurrido a mi) de tu tiempo, de tu salud, de
la tranquilidad de espiritu y de la felicidad de tu vida...Yo
ya me converti en un martir que deseaba suprimir la
imperfeccién de la geometria y retorné purificado al
mundo...Volvi a ellas, sin embargo, cuando me di cuenta de
que ningin hombre ha sido capaz de encontrar el fondo de
esa noche. Lo hice desconsolado y lleno de una gran pena.
He viajado por todos los escollos de este infernal mar
Muerto y siempre he vuelto con el mastil roto y las velas
rasgadas...Arriesgué atolondradamente mi vida y mi felici-
dad. Aut Caesar aut nihil (O Cesar o nada, divisa de Cesar
Borgia)

Incluso, en una carta a un
amigo, se expresa Gauss en
términos sumamente elogiosos
para Janos: considero a este joven
gedémetra Bolyai como un genio
de primera clase

Parece ser que Janos habia hecho amistad con Szdsz, durante
su estancia en Viena, y que ambos amigos mantenian largas
conversaciones sobre la cuestion de las paralelas, incluso,
segun indica Roberto Bonola, fue el propio Szasz quien le dio
la idea de sustituir el v postulado por otro que considerase la
paralela a una recta por un punto exterior a ella como la posi-
cién limite de la secante a la recta dada, que gira alrededor del
punto exterior, es decir, una recta, esta posicién limite, asin-
tética a la dada.

De cualquier manera que fuese, el caso es que la genialidad de
Janos consistié en sustituir el v postulado por un contrario, y
no como habian hecho los mateméticos anteriores, que lo sus-
titufan por otros enunciados a la postre equivalentes, con lo
que no podian conseguir el objetivo.

En 1821, Szasz abandona Viena, muere su madre, y Janos, solo
y entristecido se entrega al trabajo denodadamente en la
nueva direccién que habian tomado sus especulaciones. Al
cabo de dos afios, después de sustituir el v postulado por este
otro:

Por un punto exterior a una recta pasan infinitas paralelas.



en clara contradiccion con el v de Euclides, desarrolla nueva-
mente una geometria, en abstracto, y cree haber conseguido
su objetivo. Desde su primer destino, en Temesvar, ano de
1823, escribe eufdrico a su padre:

iMi querido y buen padre! Tengo tanto que escribirle acer-
ca de mis nuevos hallazgos que, por el momento, no puedo
discutirlos aqui en profundidad, asi que se los voy a escri-
bir en una cuartilla aparte...Estoy decidido a publicar
ahora una obra sobre la teoria de las paralelas, apenas haya
ordenado la materia y las circunstancias me lo permitan.
Por el momento no he encontrado adn el camino definiti-
vo, pero he descubierto cosas tan hermosas que yo mismo
me he quedado sorprendido de ellas...Ahora no puedo
afladiros nada mads; solo esto: he creado un mundo nuevo y
diferente a partir de la nada... Estoy tan persuadido de que
esto me dard gloria, como si eso ya hubiera sucedido.

Ese mundo nuevo a que alude Janos en su carta, es lo que
conocemos hoy como la geometria hiperbdlica.

Cuando Farkas leyé la carta de su hijo pensé de entrada en
publicarla. Incluso en 1825 recibié la visita de Janos en
Marosvasarhely, pero este se marché decepcionado al com-
probar el poco interés que su padre habia mostrado por la teo-
ria. Da toda la impresiéon de que no la entendié suficiente-
mente como para poder valorarla en sus justos términos.

Cuando viajaba a su destino de Lemberg, en 1831, Janos vol-
vid a visitar a su padre. Esta vez si que fue mejor comprendi-
do. Farkas le recomendd que redactara su trabajo lo antes
posible para su publicacién, eso si, como Appendix a su
Tentamen. Si bien la preimpresion del Apéndice se hizo en
1831, no sali6 en el primer volumen del Tentamen, todo ello
en latin, hasta 1832. El apéndice ocupaba tan solo 24 paginas.

La intervencion de Gauss

No tardé Farkas en enviar una copia del Appendix a su amigo
Gauss. Le pedia su opinién sobre el escrito de Janos. Pero tuvo
que hacerle Farkas un segundo envio, al afio siguiente, ya que
no habia recibido respuesta al primero. Al fin, mes y medio
después de recibir este segundo envio, contesté Gauss con
una carta nada halagadora. En una de sus partes le decia:

Respecto al trabajo de tu hijo comienzo por decirte, aun-
que te sorprenderds por un momento, que si yo lo alabara,
ello comportaria alabarme a mi mismo, porque el conteni-
do completo del trabajo, el camino seguido por tu hijo y las
conclusiones a las que llega, coinciden casi exactamente
con mis propias ideas, que han ocupado mi pensamiento
durante los pasados treinta o treinta y cinco afos. Esto me
ha dejado, en efecto, estupefacto.
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Puede comprenderse la decepcién de los Bolyai, tanto del
padre como del hijo, pero sobre todo de éste, al enterarse de
que ya Gauss conocia al menos las ideas de Jano. Pero, ;por
qué entonces no habia desarrollado y publicado nada Gauss
sobre el tema? En alguna de las cartas a sus amigos, confiesa
que no lo habia hecho por miedo a los gritos de los beocios, a
que se burlaran de él, en definitiva. Con todo, en la misma
carta a Farkas, que tanta decepcion supuso para los Bolyai,
anade, en otro pérrafo:

Me sorprende en exceso que me despojen de ese trabajo
pero, al mismo tiempo, me siento particularmente dichoso
de saber que la fatiga de una redaccién me ha sido evitada
por el hijo de mi viejo amigo, que me ha adelantado de tan
excelente manera.

Incluso, en una carta a un amigo, se expresa Gauss en térmi-
nos sumamente elogiosos para Janos:

Considero a este joven gedmetra Bolyai como un genio de
primera clase.

Y en una carta dirigida al matematico aleman C. L. Gerling,
reconoce que sus ideas de 1798 (sobre la geometria no eucli-
dea) estaban muy lejos de la madurez que se apreciaba en las
de Janos. Parece que Gauss quisiera dulcificar sus despectivas
afirmaciones iniciales sobre los trabajos de Janos.
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Las decepciones continuaron

En 1837, Janos habia escrito un trabajo, basado en los mismos
principios en los que Hamilton basaba su teoria de los ndme-
ros complejos, que titulaba Responsio. Lo presenté a un con-
curso organizado por la Sociedad Cientifica de Leipzig. No lo
gand. Pero, lo mas notable es que se trataba de un trabajo ter-
minado en 1831, es decir, bastante antes de que Hamilton
hubiese presentado sus investigaciones sobre el tema a la
Academia de Dublin.

En 1848, recibid Janos el escrito de Lobachevski, aparecido en
1829, sobre el tema de las paralelas, coincidente en buena
parte con el Appendix. ;Habia sido Janos victima de un pla-
gio? Fue lo primero que penso, pero posteriormente reflexio-
noé sobre el asunto y, mas tranquilo, escribié unos comenta-
rios cientificos al trabajo de Lobachevski. Con todo, lo cierto
es que Lobachevski se le habia adelantado. Hoy sabemos que
ambos construyeron sus geometrias independientemente uno
del otro, y aproximadamente por las mismas fechas, de modo
que la geometria no euclideana hiperbdlica es también cono-
cida como la de Bolyai—Lobachevski.

No tuvo éxito Janos Bolyai entre la comunidad cientifica hiin-
gara. De esto se lamentaba Farkas en una carta dirigida a
Gauss, en 1836:

Aqui nadie necesita las matemadticas; aparte de mis alum-
nos, solo algunas personas sienten algo hacia esa ciencia.

El profesor Hoiiel, de la universidad de Burdeos, traductor al
francés del Appendix, se expresaba en parecidos términos:

Me siento afligido al ver lo poco que Hungria aprecia los
descubrimientos cientificos que se producen en su suelo.

Por su parte, Janos, decepcionado, aislado de otros cientificos,
no dejo de trabajar por su cuenta y de realizar descubrimien-
tos matematicos, pero no volvié a publicar ninguna de sus
investigaciones. Algunas se han descubierto tardiamente

NOTAS
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Janos Bolyai

entre sus papeles, como sobre la axiomatizacién de la geome-
tria, el célculo del volumen del tetraedro en la geometria
hiperbdlica, varios teoremas sobre teoria de numeros, etc. Se
cuenta que dejé escritas mas de 20.000 paginas sobre mate-
maticas.

En su honor se dio el nombre de Bolyai a un créter sobre la
Luna.

HACE nm

1 En la traduccién al castellano de los Elementos de Euclides, se sigue aqui
la realizada por José Mingot Shelly, de la edicién italiana de Federico
Enriques, publicada por el Instituto “Jorge Juan” de Matemadticas.
Madrid, 1954.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Enriques, F. (1954): Los elementos de Euclides. Madrid: 1. “Jorge Juan”
de Matematicas.

Santald, L. (1961): Geometrias no euclideanas. Buenos Aires: EUDE-
BA.

Garcia Merayo, F. (2009): Janos Bolyai. El gedmetra revolucionario.
Madrid: Nivola.



