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Polilébulos y competencias basicas
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Aprender es aprender a pensar
(J. Dewey)

ntroducci()n

La Unién Europea considera que el desarrollo de las compe-
tencias basicas es un eje fundamental de la ensefianza y clave
para el aprendizaje permanente, por ello, la LOE las incorpo-
ra como integrantes del curriculo en la Educacién Obligatoria
(Anexo I del Real Decreto 1631/2006).

En este contexto se considera que una competencia es la
capacidad para aplicar conocimientos, habilidades y actitudes
en diferentes contextos. Las competencias basicas son apren-
dizajes imprescindibles desde un planteamiento integrador y
orientado a la aplicacion de los saberes adquiridos.

Las ocho competencias bésicas, que se fijan en la LOE y que
los alumnos deberdn haber adquirido al finalizar la ensenan-
za bésica son:
+ Competencia en comunicacion lingiistica.
» Competencia matematica.
+ Competencia en el conocimiento y la interaccién con el
mundo fisico.

« Tratamiento de la informacién y competencia digital.
» Competencia social y ciudadana

« Competencia cultural y artistica.

» Competencia para aprender a aprender.

« Autonomia e iniciativa personal.

Para conseguirlo, en los curriculos de todas las materias se
deben programar objetivos e introducir contenidos que
potencien la adquisicién de todas las competencias y entre
ellas la matematica, lo que constituye una importante inno-
vacion respecto a leyes educativas anteriores. En los proxi-
mos cursos serd muy interesante analizar estos cambios y sus
efectos educativos

Por otro lado, los curriculos de Matematicas de los cuatro
cursos de la ESO deben elaborarse de forma que los alumnos
desarrollen la totalidad de competencias y no sélo, como
parece evidente, la competencia matematica.

Inmaculada Fernandez Benito
IES Niiviez de Arce. Valladolid
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En mi opinidn, a este ultimo imperativo de que el curriculo de
Matematicas contribuya a formar a los estudiantes y les per-
mita integrar los aprendizajes cuando les sean necesarios en
diferentes situaciones y contextos, se viene dando cumpli-
miento por buena parte de su profesorado, como prueba la
existencia de esta revista o los numerosos congresos, jornadas
y seminarios de educacién matemdtica que organizan la
Federacion o las Sociedades de profesores de Matematicas.

El informe PISA 2006 menciona en varias ocasiones el térmi-
no competencia matematica definiéndolo de la siguiente
forma: “Competencia matemdtica es una capacidad del indi-
viduo para identificar y entender la funcién que desempenan
las matematicas en el mundo, emitir juicios fundados y utili-
zar y relacionarse con las matematicas de forma que se pue-
dan satisfacer las necesidades de la vida de los individuos
como ciudadanos constructivos, comprometidos y reflexivos”.

Propuesta didactica

Presentacion

La propuesta didactica que sigue, trata contenidos de geome-
tria plana que se pueden adecuar a pricticamente todos los
niveles de la Secundaria Obligatoria. Se incluyen actividades
didacticas cuyas pautas metodoldgicas se corresponden res-
pectivamente con estas competencias bésicas.

Competencia matematica:
« Aplicar estrategias de resolucién de problemas.
« Aplicar procesos matematicos a situaciones cotidianas.
« Comprender elementos matematicos.
» Comunicarse en lenguaje matematico.
« Justificar resultados.
» Razonar matematicamente.

Competencia en comunicacion lingiiistica:
+ Redactar procesos matemadticos y soluciones a proble-
mas.

Competencia digital y del tratamiento de la informacion:
« Utilizar las tecnologias de la informacién y la comunica-
cién (TIC) para el aprendizaje y la comunicacion.

Competencia cultural y artistica:
+ Analizar expresiones artisticas visuales desde el punto de
vista matematico.
« Conocer otras culturas, especialmente en un contexto
matematico.

Competencia para aprender a aprender:
« Ejercitar técnicas de estudio, de trabajo intelectual, ...
+ Estar motivado para emprender nuevos aprendizajes.
+ Hacerse preguntas que generen nuevos aprendizajes.
« Ser conscientes de como se aprende.

Competencia en autonomia e iniciativa personal.
+ Buscar soluciones con creatividad.
« Detectar necesidades y aplicarlas en la resolucién de pro-
blemas.

Polil6bulos

Definimos polilébulo como un conjunto de varios arcos de
circunferencia que delimitan una region cerrada. En esta oca-
sion trabajaremos con polilébulos formados por arcos de cir-
cunferencia del mismo radio y dispuestos concéntricamente
alrededor de un punto.

Segun el niumero de arcos o l6bulos que lo forman, se deno-
minardn: trilébulos (3 l6bulos), cuadrilébulos (4 lébulos),
etc... En la figura 1 se muestra un octalébulo en la parte cen-
tral del roseton rodeado de ocho cuadrilébulos.

Figura 1. Rosetén formado por polilébulos.

Para estudiar geométricamente estas formaciones, vamos a
proponer algunos modelos de trazado a partir de poligonos
regulares.

Trilébulos a partir de un tridangulo equilatero.
En las figuras 2 y 3 se aprecian distintos ejemplos de trilébulos.

Figura 2. Santa Maria de Piasca (Cantabria).




Figura 3. Catedral de Burgos.

Podemos construir estos trilébulos segiin los modelos
siguientes, todos ellos disefiados a partir de un tridangulo equi-
latero (Figura 4).

a. Los centros de los tres arcos de circunferencia son los
puntos medios de los lados del tridngulo base y el radio de
cada uno de ellos es la mitad del lado de dicho tridngulo.

b. Los centros son los vértices del tridngulo equilatero y los
radios la mitad del lado, como en el modelo anterior.

c. Los centros son los vértices del triangulo inicial y los
radios son el lado del hexdgono regular que tiene por
vértices los del tridngulo inical y los de su girado 60° alre-
dedor del centro.

Figura 4. Modelos geométricos de trilébulos: a, by c.

Cuadrilébulos a partir de un cuadrado.

Los cuadrilébulos que se muestran en las figuras 5 y 6 pueden
considerarse formados por cuatro arcos de circunferencia traza-
dos a partir de un cuadrado segin se especifica a continuacion:

Figura 5. Catedral de Burgos.

Figura 6. Estella (Navarra) y Brujas (Bélgica).
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a. Los centros de las circunferencias son los puntos medios
de los lados del cuadrado y sus radios la mitad del lado
de éste.

b. Los centros son los vértices del cuadrado y los radios la
mitad de su lado.

c. Los centros son los vértices del cuadrado y los radios la
mitad de la diagonal de dicho cuadrado.

d. Los centros son los vértices del cuadrado inicial y los
radios el lado del octégono cuyos ocho vértices coinci-
den con los del cuadrado de partida y su girado 45°.

Figura 7. Ejemplos de trazados de cuadrilébulos a, b ¢, y d.

Curvas epicicloides.

Algunas curvas epicicloides presentan formas lobuladas de
apariencia similar a la de los polilébulos formados por arcos
de circunferencia. En general la epicicloide es la curva descri-
ta por un punto P de una circunferencia, de radio », cuando
rueda sin deslizarse por el exterior de otra circunferencia fija
de radio R.

Su ecuacion paramétrica es:

x(t)=(R+r)cost —rcos rt

y(t)=(R+r) sent—rsen(R+rt)
r

donde la variable ¢ es el dngulo que forma la recta que une los
centros de ambas circunferencias con la parte positiva del eje
de abscisas.

En los casos particulares en que R = 3ry R = 4r las curvas
epicicloides adoptan las formas que aparecen en la figura 8.

Figura 8. Epicicloides de tres y cuatro hojas.
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En la figura 9 se presenta una vidriera disenada por el artista
alemdn Alberto Durero, entusiasta gedmetra y conocedor de
las curvas y sus aplicaciones, quien pudo utilizar la epicicloi-
de de tres hojas como base para este trabajo.

Figura 9. Alberto Durero, Autorretrato y grabado en vidirera

Actividades para el aula

Actividad 1

Enunciado: Obtén férmulas generales para calcular el drea de
un sector circular de radio R que abarca un dngulo « y la lon-
gitud del segmento circular correspondiente.

Solucidn: Estableciendo las relaciones de proporcionalidad
entre las dreas de las regiones circulares o sus longitudes de
arco y las correspondientes amplitudes en grados sexagesima-
les, se obtienen las expresiones siguientes:

n R? 2R TR

A:—(X L:—OLZ—O(
57360 V5T 360 180

Actividad 2.

Enunciado: Calcula el drea encerrada por los trilébulos de la
figura 4, asi como su longitud, segtn las propuestas de traza-
dos indicadas en los apartados a, b y ¢ del epigrafe Trilébulos.
Toma el lado del tridngulo de partida de dos unidades de lon-
gitud

Figura 10. Tilébulo a

Solucién: Utilizando el teorema de Pitdgoras se obtiene que
la altura del tridangulo base es:

b= é.z =3
2
El trilébulo del apartado a. (ver figura 10) tiene por érea la
suma del area del triangulo:

23
AT = =34
y la de tres semicirculos de radio 1u:
n1
Ag=—-= Ty
2 2

Por tanto se obtiene:
A= (\/5 + %t ) u’

Teniendo en cuenta que el contorno del trilébulo lo forman
tres semicircunferencias cuyo radio mide una unidad, se tiene
que su longitud es:

2wl
L=3 —=3nu
2

En el caso del trildbulo diseniado en el apartado b. se procede
de forma similar al del caso anterior, con la Gnica diferencia de
que, en éste, los sectores y segmentos circulares abarcan
angulos de 300° (Figura 11). Utilizando las férmulas de la acti-
vidad 1, se tendra:

Figura 11. Tilébulo b

-1 51
A=A, +3-A,=\3+3—300=(3+— |u?
360 2 ,

-1
L=3 —300=5nu
180

La ultima propuesta corresponde al trilébulo del apartado c.
En primer lugar se debe calcular el lado y la apotema del hexa-
gono determinado por los dos tridngulos equildteros, para
ello, basta observar en la figura 12 que el centro del hexdgono



es el baricentro del tridngulo equildtero inicial y por lo tanto,
el radio del hexdgono medira 2/3 de la altura y a la vez media-
na del triangulo, es decir: L=2V3/3. La apotema del hexdgono
regular mide una unidad, este resultado se puede obtener, o
bien, observando en la figura 12 que la longitud de la misma
es la mitad que la del lado del tridngulo (que mide dos unida-
des), o bien, utilizando el teorema de Pitagoras de la forma
habitual cuando se conoce el lado y el radio de un poligono
regular.

Figura 12. Trilébulo ¢

El drea encerrada por el trilébulo sera la suma de las dreas del
hexagono regular y el de tres sectores circulares que abarcan
angulos de 240°, por tanto se tiene:
23 4
6-—1 T|-—
A=A, +3 A, =—3 133
2 360

240:(2\/§+8?“Ju2

La longitud del trilébulo c serd la suma de las longitudes de
tres segmentos circulares que abarcan dngulos de 240°, es
decir:

8\/§n

3

u

Actividad 3.

Enunciado: Calcula el drea y la longitud de los tres primeros
cuadrilébulos de la fgura 7, correspondientes a los trazados
propuestos en los apartados a, b y ¢ del epigrafe Cuadrilo-
bulos. Toma el lado del cuadrado de partida de medida dos
unidades.

Solucidn: En el diseno del apartado a, el drea del cuadrilébu-
lo es la suma de las dreas del cuadrado de dos unidades de
lado y de cuatro semicirculos cuyo radio mide una unidad. Por
lo tanto se tiene:

2

nl
A=A, +4~As:22+472(4+21t)u2

La longitud de este cuadrilébulo es la de cuatro semicircunfe-
rencias de radio uno obteniéndose el siguiente valor:
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21l
L=4—=41u
2

El cuadrilébulo del apartado b tendrd por édrea la del cuadra-
do base mas la de cuatro sectores circulares de amplitud 270°,
(Fig. 13) es decir:

Figura 13. Cuadrilébulo b

2

1
A=A.+4-A =2"+4—270=(4+3mn|u’
A $ 360 ( )

y la longitud sera la de cuatro segmentos circulares de la
misma amplitud:

nl
L=4—7270=6Tu
180

Figura 14. Cuadrilébulo ¢

La regién determinada por el cuadrilébulo del apartado c se
puede descomponer, como aparece en la figura 14, en un cua-
drado de lado 2x, y en cuatro semicirculos de radio x. Para cal-
cular el valor de x se aplica el teorema de Pitagoras, se obtiene:

2x2=02 = x2=2 = x=\2

Una vez calculada la medida del lado del nuevo cuadrado,
242, y la del radio de los circulos, V2, se puede determinar el
area del cuadrilobulo:
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n(2)?
A=A +4-A =(2\/§)2+4¥=(8+4n) w
La longitud total es la de cuatro semicircunferencias de radio
V2, resultando por tanto:

2nf
L=4 —4x/§nu

Notese que para la siguiente actividad los alumnos precisan
conocimientos de Trigonometria, siendo por ello mas apro-
piada para los que cursan Matemadticas I de 1° de Bachillerato.

Actividad 4.

Enunciado: Calcula el drea y la longitud del cuadrilébulo
situado a la derecha de la figura 7, cuyo trazado estd propues-
to en el apartado d del epigrafe Cuadrilébulos. Toma el lado
del cuadrado de partida con medida una unidad.

Figura 15. Cuadrilébulo d

Solucioén: En la figura 15 se observa que el area del cuadril6-
bulo es la suma del drea del octégono generado de lado x, y de
la de cuatro sectores circulares de radio también x.

Para calcular el valor de x aplicamos el teorema del Coseno al
triangulo isdsceles de lados x, x, 1, teniendo en cuenta que el

angulo interior de un octégono regular o mide 135°.
Resultando asi:

1 =x*+x* —2xxcos135°=2x% —2x* (—%]= X (2+\/§)

de donde,

Al mismo resultado se llega a partir del valor del cos22°5°
(dngulo mitad de 45°) en el tridngulo rectingulo que resulta al
trazar la altura en el tridngulo is6sceles anteriormente consi-
derado.

Si tenemos en cuenta que el dngulo central del octégono regu-
lar es 45°, se calcula la apotema de éste, aplicando que:

1g22,5°= ﬁ

a

Utilizando la férmula de la tangente del dngulo mitad y susti-
tuyendo en la expresion anterior resulta:

» e 2+\/5

 21g22,5° \/2 242

o

Finalmente el drea encerrada por el cuadrilébulo serd:

. R-V2 242 -

V2 22 T

A=A, +4-A; = +4

52-+v2
= \/§+(—\/—)n u’

4

N
w
(o))
(]

La longitud del cuadrilébulo es la de cuatro segmentos circu-
lares de angulo 225°y radio

Por tanto:

2—f
L 52\/5

L=4 225=

180 V2

Actividad 5.

En el trazado del trildbulo a, propuesto en el epigrafe
Trilébulos, se produce una division del tridngulo equildtero de
partida en cuatro tridngulos semejantes a él y de lado la mitad
de su lado. En el centro de la figura se ha determinado un
tridngulo curvo (ver Figura 16), conocido como tridngulo de
Reuleaux. En el contexto del estudio de polilébulos podemos
considerar que el tridngulo de Reuleaux es un trilébulo, al
estar formado por tres arcos de circunferencia. En la figura 17
se puede apreciar el espléndido tridngulo de Reuleaux del has-
tial norte de la Catedral de Ledn.



Figura 16. Tridngulo de Reuleaux.

Figura 17. Catedral de Leén.

Enunciado: Calcula el drea y la longitud del triangulo de
Reuleaux suponiendo, como en la Actividad 2, que el tridn-
gulo equilatero de partida mide dos unidades de lado.

Solucién: La superficie del plano delimitada por el tridngulo
de Reuleaux central (Figura 16), estd formada por un tridngu-
lo equilatero de lado 1y de altura V3/2, y por tres regiones
como la sombreada en oscuro. El drea de esta regién A, se cal-
cula restando el area tridngulo equildtero anterior a la de un
sector circular de radio 1 y de angulo 60°. Por tanto, final-
mente, resulta:

A=A, +3 A=A, +3(A;—A,)=34A,-2A, =

71260 ) 1\/5/2 -3

360 2 2

u

La longitud del tridngulo de Reuleaux es la de tres segmentos
circulares de radio 1y de dngulo 60°, siendo su valor:

nl
L=3—60=Ttu
180
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Investigaciones

En este apartado se proponen enunciados mds abiertos y cre-
ativos que los de las actividades anteriores cuya resolucion
requiere el empleo de programas informaticos de geometria
dindmica. Estas actividades, que podrian considerarse peque-
nas investigaciones y realizarse en grupos de dos o tres alum-
nos, son las mds adecuadas para el desarrollo de las compe-
tencias bdsicas porque, para llevarlas a cabo, los alumnos
deben incorporar todos los conocimientos aprendidos, a la
vez que detectan la necesidad de adquirir otros nuevos,
fomentando un aprendizaje donde se consoliden al mismo
tiempo actitudes positivas y se profundize en el vinculo exis-
tente entre los conocimientos tedricos y sus aplicaciones
practicas.

Propuesta 1. Los cuadrilébulos estudiados anteriormente
estan trazados a partir de un cuadrado y cuatro circunferen-
cias centradas en los vértices o puntos medios de los lados de
dicho cuadado. En los modelos de la figura 7, los radios de las
circunferencias estdn determinados en funcién del lado o de
la diagonal del cuadrado.

a. Con un programa de geometria dindmica (CABRI o GEO-
GEBRA) construye un cuadrado de lado L y diagonal D y
cuatro circunferencias centradas en sus vértices, investiga
las diferentes construcciones que se generan al ir variando
el radio R de las circunferencias. Prueba, por ejemplo, con:

R=£ R<£, R=£, R=2, R=1L,..
4 2 2 2

Construyelo de forma que al ir desplazando el punto P sobre
el lado del cuadrado (ver Figura 18) se obtengan los cuatro
modelos. Busca algunos elementos geométricos que se gene-
ran en estos trazados y realiza calculos a partir de ellos.

.
23ERBED

Figura 18. Modelos de circulos con centros en los vértices de un
cuadrado.

., £
01 AN oK)

Figura 19. Modelos de circulos con centros en los puntos medios
de los lados de un cuadrado.
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b. Investiga los posibles trazados que resultan al tomar, como
centros de las circunferencias, los puntos medios de los
lados del cuadrado y radios variables. Realiza la construc-
cion dindmica de la misma forma que en el apartado ante-
rior. Observa la figura 19 y calcula el radio de las circunfe-
rencias en los tres casos mostrados y determina otros posi-
bles elementos geométricos que aparecen.

Figura 20. Disefio de pavimento.

c. Busca disefos cotidianos y artisticos que puedan ajustarse a
los modelos descritos anteriormente, como el de la figura 20.

Propuesta 2. En la figura 1 aparece un rosetén con polilébu-
los de varios tipos (cuatro u ocho lébulos). A partir de poligo-
nos regulares de diferente nimero de lados, traza polilébulos
con los criterios expuestos en la propuesta 1.

En al figura 21 se muestran disefos para el pentdgono y hexa-
gono regulares.

Figura 21. Pentalébulos y hexalébulos.

Para terminar

Dada la importancia que el nuevo sistema educativo reserva a
las competencias basicas, entendiéndolas no como simples
constructos tedricos, sino como aprendizajes que capacitan
para adaptar dindmicamente lo que se sabe al contexto en que
el alumno estudia y vive, se han presentado en estas paginas
algunas lineas de trabajo concreto desde el campo de la geo-
metria, con elementos que pueden insertarse tanto en el
curriculo de Matematicas de ESO como en el de Bachillerato.
Si en realidad el aprendizaje es, como decia Dewey, “aprender
a pensar” bien se puede concluir que en el lento proceso de la
construcciéon del pensamiento, en el que las matemadticas
siempre han desempefado un relevante papel, el estudio de la
geometria aplicada a las cosas de la vida real constituye una
aportacién interesante a lo que hoy entendemos por desarro-
llo de las competencias bésicas en la educacién secundaria.l

Este articulo fue recibido en SUMA en Noviembre de 2008 y aceptado en Julio de 2009
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