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cima de un monte

ace algunos afios, un profesor del Departamento de
Matematicas (el sr. Simé Bosch Estany, catedrédtico actual-
mente jubilado) hizo notar al resto de profesores del
Departamento que si subimos a un monte de altura L (en km),
la superficie de la region que verfamos es aproximadamente
40.000L.

Esta propiedad nos responderia facilmente a la pregunta que
muchas veces nos hacemos cuando admiramos un paisaje
desde la cima de un monte: ;qué superficie debo estar
contemplando? Bastaria con conocer la altura del monte (en
km) y multiplicarla por 40.000 para tener una muy buena
aproximacién de dicho valor.

Este resultado se obtiene de considerar que esta altura L es
insignificante frente al radio de la Tierra (R = 6.371 km) ya
que el punto mas alto al que podriamos llegar son los 8,848
km del Everest, lugar al que, por otra parte, no todo el mundo
puede llegar.

A continuacion, argumentamos esta propiedad.
Vamos a suponer que la Tierra sea una esfera perfecta.
Entonces, la superficie de un casquete de altura h es S=2mnR#,

siendo R el radio de la esfera.

Esta féormula se obtiene mediante integrales:

Consideremos la Tierra cortada por un plano que pasa por el
centro y tendremos la circunferencia de centro (0,0) y radio R
(=6.371 km) y hacemos girar alrededor del eje vertical OY el
arco de circunferencia que va de A a B, obteniendo el cas-
quete cuya superficie serd:

R
S=2n j FOW1+( () dy . siendo
R-h

f)=x={R -y

(esto se obtiene de que la ecuacién de una circunferencia de
centro (0,0) y radio R es x%+y?=R?), y por lo tanto,
sustituyendo f{y) y

fly)=—-2—

y resolviendo la integral se obtiene que S=2nRk
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Figura 1

Consideremos ahora la misma seccién de la Tierra pero
situdndonos en un punto P de altura L (la cima de un monte
de altura L). Desde alli veremos una distancia m hasta el
punto Q en el que la tangente a la circunferencia por el punto
P toca a la Tierra. Esta tangente es perpendicular al radio que
va de O (centro de la Tierra) a Q y por lo tanto podemos
aplicar el teorema de Pitdgoras al tridngulo rectangulo PQO :

(R+L)?= m?+R?> y haciendo cilculos se obtiene que
m?=2RL+L?y por ser insignificante L? frente a 2RL podemos
poner que m*~2RL

Figura 2

Pero por otra parte, para nosotros la Tierra es muy grande y
podemos considerar que la distancia m es practicamente el
radio de un circulo, que por tanto tendra area A=mm?~2mnRL
y donde resulta que el producto de los 3 primeros nimeros es
constante y vale 2mR=2-3,141592...-6.371~40.000(mas exacta-
mente, 40.030,17...).

Por tanto, para simplificar célculos y sin cometer un error
excesivamente grande, para conocer la extension de terreno
(en km?) que se ve desde lo alto de un monte de altura L (en
km) basta con multiplicar L por 40.000.

El célculo del radio de este supuesto circulo (es decir, hasta
qué distancia llega nuestra vista) es mas complicado ya que es
el valor de m, que hemos visto que es m2~2RL y por tanto
habria que extraer una raiz cuadrada, aunque para segun qué
valores de L el célculo es sencillo si consideramos que
R~6.400 km:

L = 0,5 km nos da m = 80 km

L =2 km nos da m = 160 km

Error cometido

El error cometido no es grande pues resulta que la altura del
monte es practicamente la misma que la del casquete, como
puede verse considerando los tridngulos semejantes POQ y
QOB.

Estos dos tridngulos son semejantes por tener los mismos
angulos.

Los dos tienen un angulo recto y los dos tienen el dngulo
ZPOQ=/BOQ y por tanto también tienen igual el tercer
angulo, y por tanto las razones entre lados correspondientes
son iguales a la razén de semejanza:

R R-h h R
———=—— Yy por tanto 1-—= y por tanto
R+L R R R+L
_ﬁzi_lz_L y por tanto, por ser R~R+L resulta
R R+L R+L
que h=£~L .
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Figura 3



Ejemplos comparativos

EnelcasoL =1km

_ RL 6371
R+L 6372

es $=40.023,8889 km?2, mientras que aplicando la férmula
A=40.000L se obtiene A= 40.000 km?, es decir, un error de tan

solo casi 24 km? donde el verdadero resultado es 40.023,8889
km?2.

=0,999843 , y por tanto el drea del casquete

Expresado en %, el error cometido es del 0,059%.

El grafico nos da una idea del error cometido.

Figura 4

Enel caso L = 0,5 km

_ RL 31855

= = =0,499961 km, y por tanto la superficie
R+L 6.371'5

del casquete es §=20.013,52562 km?2, mientras que aplicando
la férmula A=40.000L se obtiene A=20.000 km?, es decir, un
error de tan solo 13,5 km? donde el verdadero resultado es

20.013,52562 km?2.

Expresado en % el error cometido es del 0,067%.
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Aplicéndolo a 4 casos concretos de Espaiia

Altura | Superficie real | Superf. aprox. |Diferencia
(km) | casquete (km?2) | 40000L (km?2) |(% del real)
Montserrat | 1,236 | 49.467,68 49.440 0,056
Teide 3,718 | 148.745,35 148.720 0,017
Aneto 3,404 | 136.189,92 136.160 0,022
SantPere 1 20 | 26.817,39 26.800 0,065
de Rodes

Obsérvese que la superficie visible desde la cima del Aneto, es
mayor que la superficie de Aragén (47.669 km?), Catalunya
(31.980 km?) y Navarra (10.421 km?) juntas, y es casi 3 veces
la de Aragén.

Los datos referentes a Sant Pere de Rodes han sido calculados
por ser un punto emblemadtico del turismo en la comarca del
IES del autor del articulo.

(Los calculos y razonamientos anteriores se han hecho
considerando que el monte al cual hemos subido no tiene
alrededor suyo otros accidentes geograficos que puedan
aumentar o disminuir el drea visible hasta un horizonte
tangente a la Tierra). |
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