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Lo que Newton fue como cientifico, Bach
lo fue como muisico

C. E. Daniel Schubart, (1784/1785)

ientras unos celebrdbamos el Ano Mundial de las
Matematicas, otros conmemoraban el doscientos cincuenta
aniversario de la muerte de Johann Sebastian Bach (Eisenach,
1685 — Leipzig, 1750). Aunque no se aproveché mucho esta
coincidencia, lo cierto es que aparecieron algunos trabajos
que mostraban el aspecto cientifico de sus composiciones.
Actualmente, muchos festivales de musica cldsica, como el
Musika-Miisica de Bilbao o La Folle Journée en Tokyo, por
ejemplo, estdn dedicando la edicién de 2009 a homenajear la
figura de Bach. Por esta razén, no queremos dejar pasar de
nuevo la oportunidad para reflexionar acerca de la vertiente
matemadtica del compositor de Eisenach.

Bach perteneci6 a una de las familias de musicos mds extraor-
dinarias de la Historia, con mds de treinta y cinco composito-
res famosos y muchos intérpretes destacados. Su reputacion
como organista y clavecinista se extendié por toda Europa.
Ademas, tocaba el violin y la viola de gamba y fue, sin duda, el
primer gran improvisador de renombre de la Historia de la
Musica. A pesar de esto, hubo que esperar a la generacion de
Mozart (1756 — 1791) y Beethoven (1770 — 1827) para que se
le reconociera como uno de los mds grandes compositores de
todos los tiempos. Precisamente, atendiendo a la cantidad y
calidad de su produccidn, fue Beethoven quien, haciendo un
juego de palabras con el significado de su apellido en alemédn,
dijo de él que “no debiera llamarse Bach (arroyo, en alemén),
sino mar”.

Las matematicas de Johann Sebastian Bach

Contemporaneo de algunos de los mas grandes matematicos
y cientificos de la Historia —Leibniz, Newton y Euler—, Bach
vivié en una época de auténtica revolucién intelectual a la
que, sin duda, contribuyé desde la Musica. A pesar de la carta
que su hijo Carl Philipp Emanuel escribié a J. N. Forkel advir-
tiendo que su padre “no era amante del seco material mate-
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matico’, lo cierto es que la grandeza estructural de sus obras,
asi como la manera de zanjar un problema secular a través de
El clave bien temperado (1722, 1744) son formas brillantes de
hacer Matematicas de las que Bach sélo fue consciente al final
de su vida.
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J. S. Bach fue contemporédneo de grandes mateméticos

De la simbologia numérica a la Sociedad de
Ciencias Musicales

Como bien afirma S. Russomanno (2000), la obra de Bach esta
plagada de claves numéricas. Por ejemplo, al sumar las cifras
que corresponden a la posicién en el alfabeto de las letras B-
a-c-h, se obtiene el numero 14 (2+1+3+8) y las cifras corres-
pondientes a las letras J-S-B-a-c-h suman 41, o sea el revés de
14. Esta observacidén, que podria haber sido una simple anéc-
dota, manifestaba una técita predisposicién hacia las leyes de
la simetria y de la armonia universales que proporcioné
muchas sorpresas en su obra. El manuscrito del coral para
organo Von deinen Thron tret ich hermit contiene en la pri-
mera linea 14 notas, mientras que el coral en su integridad
suma 41 notas. Sin duda, la frecuencia con la que estos dos
numeros aparecen en las obras de Bach no puede atribuirse a
una casualidad. Por otra parte, en la primera seccién del
Credo de la Misa en Si menor, la palabra credo se repite 43
veces. Si se suman las posiciones en el alfabeto de las letras c-
r-e-d-o, se obtiene precisamente el nimero 43. Las dos pri-
meras secciones del mismo Credo suman 129 compases, o
sea, 43 multiplicado por 3, nimero que simboliza la Trinidad.
En la Chacona para violin aparecen continuas referencias a su
primera mujer, Maria Barbara: en la pieza aparece insistente-
mente el ndmero 211 correspondiente a las palabras In
Christo Morimur, y también los niimeros 81 y 158 que se
corresponden con la suma de las letras de Maria (40) Barbara
(41) y Johann (58) Sebastian (86) Bach (14), respectivamente.
Pero, mds alld de esta simbologia numérica, que poco aporta
a las Matematicas, ;habia razonamientos matematicos en sus
composiciones?

Durante muchos afos, Bach no fue consciente del rigor cien-
tifico de sus obras porque, en palabras de su hijo Carl Philipp
Emanuel, “no se dejaba arrastrar por profundas consideracio-
nes tedricas y dedicaba, en su lugar, sus energias a la prictica”
Pero, tras nueve afnos de negativa, en el verano de 1747,
Johann Sebastian accedié a ingresar en la Sozietit der
Musicalischen Wissenschaften (Sociedad de las Ciencias
Musicales). Era una sociedad elitista, que sdlo llegé a contar
con veinte miembros, creada por L. C. Mizler (1711 - 1778),
un alumno de Bach, que ademds de musico fue matemadtico,
fisico, filésofo y médico. El propésito era investigar la relacion
entre musica y matematicas y, de hecho, el propio Mizler con-
tribuyé al objetivo de la Sociedad publicando un tratado de
composicién basado en el ars combinatoria de Leibniz.
Cuando Johann Sebastian ingresé en la Sociedad, ya sabia que
en su manera de abordar los canones o las fugas se ocultaban
razonamientos matemadticos. De hecho, para formar parte de
la Soziétat present6 como trabajo cientifico una pieza candni-
ca basada en su Vom Himmel hoch (BWV 769), junto con un
canon a seis voces de las Variaciones Goldberg. Ademas de
estas dos obras aportd un retrato, otra de las exigencias de la
selecta sociedad, que se ha convertido en la imagen mas cono-
cida de Bach.

Retrato de Bach encargado para su entrada en la Sozietdt der
Wissenschaften Musicalischen




La estructura de sus obras es pura geometria

La genialidad de Bach alcanza su cénit con el contrapunto y la
fuga, composiciones en las que la estructura geométrica es
incuestionable. Se parte de uno o varios temas y se les some-
te a transformaciones geométricas que mantienen la forma
del tema: traslaciones, giros y simetrias que confieren a la obra
una estructura muy rigida, pero en la que el compositor
encontré una fuente de inspiraciénl. Se planteaba las fugas
con el mismo rigor estructural que un gedmetra, pero les afia-
dia una velocidad y brillantez en la improvisacion, que resul-
taron admirables. Sirvan como muestra las palabras de J. N.
Forkel (1749 — 1818) refiriéndose a una visita Bach al rey
Federico II de Prusia (1712 — 1786):

Una noche, en los momentos en que [Federico el Grande de
Prusia] preparaba ya su flauta y sus musicos estaban pre-
parados para comenzar, un funcionario [..] dijo [...]
‘Sefiores el viejo Bach estd aquf’ [...] El rey renuncié a su
concierto de esa noche e [...] invité a Bach a probar cada
uno de los fortepianos y tocar en ellos alguna improvisa-
cién. [...] Bach le pidié al rey un tema para una fuga, ofre-
ciéndose a ejecutarla de inmediato, sin preparacién alguna.
El rey quedd admirado? [..] y expresé el deseo de oir una
fuga a seis voces obligadas. Pero como no cualquier tema
se presta para una armonia tan rica, Bach mismo eligi6
uno, y al punto, con asombro para todos los presentes lo
desarrollé de la misma sabia y magnifica manera como
habia desarrollado antes el tema del rey.

La dificultad que entrafia componer una fuga a seis voces es
altisima, y la de improvisarla sélo ha estado al alcance de unos
pocos. En palabras de Hofstadter (1987), la tarea de improvi-
sar este tipo de fugas podria compararse, por decir algo, a la
de jugar con los ojos vendados sesenta partidas simultdneas
de ajedrez y ganarlas todas.

Aunque hacer el andlisis preciso de una fuga exige conoci-
mientos musicales que exceden en mucho de nuestro objeti-
vo, a continuacién veremos un andlisis grafico de ocho com-
pases de la Invencién I a dos voces en el que se da una mues-
tra de la técnica (figura 1).

Sélo a modo de ejemplo, veamos algunas de las operaciones
matematicas a las que somete Bach el tema principal (sujeto)
de la fuga. Para facilitar los calculos hemos supuesto que la
obra esta afinada en el temperamento igual de 12 notas en el
que las notas vienen dadas por

Do | Do*| Re |[MiPb| Mi | Fa | Fa#  Sol Sol# La | Sib | Si

1 21122212 23/12| Q4/12 | 95/12 | 26/12 | 27/12 | 98/12 | 29/12 |210/12Q11/12
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El sujeto de la fuga aparece en el primer compds con las notas
que se han marcado con una elipse roja:
do, re, mi, fa, re, mi, do, sol.

En el compds siguiente, de nuevo marcado con una elipse roja,
el tema se repite pero subiéndolo una quinta (do — sol), es
decir

sol, la, si, do, la, si, sol, re = 2712 x [do, re, mi, fa, re, mi, do, sol]

Este tipo de operacion se repite muchas veces a lo largo de la
fuga. Cada vez que en el pentagrama aparece una elipse de
color rojo, se ha hecho una traslacién (¢fransposicion) del tema
principal subiendo o bajando un intervalo.

Otra operacién muy utilizada por Bach es la simetria: toma

las notas del sujeto y les aplica una simetria (en el pentagrama
éstas aparecen en una elipse azul):

C1 D

= : = <

Muestra del tipo de simetria utilizada por Bach
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Por ejemplo, hace una simetria de las notas la primera elipse
roja,

dox[l, 22/12, 24/12’ 25/12, 22/12, 24/12, 1, 27/12]

para obtener las notas de la primera elipse azul (la, sol, fa, mi,
sol, fa, la sol):

lax[l, 272/12, 274/12’ 275/12, 272/12’ 24/12’ 1, 24/12]

Salvo la dltima nota de la secuencia, los exponentes del 2 en
ambas series son los mismos pero con el signo contrario.

Pero, serfa injusto dar una idea demasiado simplista de una
fuga. Ademds de estas operaciones, que se repiten con el resto
de motivos de la composicién, no podemos olvidar que el
resultado de la obra debe ser armoénico y agradable al oido.

Una demostracion constructiva: El clave bien
temperado

La mayoria de la musica que escuchamos actualmente en
occidente se basa en doce notas en cada octava: siete de ellas,
do, re, mi fa, sol, la, si, llamadas naturales, y cinco mds do#,
mib, fa#, sol#, sib, a mitad de camino entre cada dos de las
naturales (excepto entre el mi — fa y si — do), llamadas altera-
das. Para llegar a este consenso ha habido muchas batallas,
pero la guerra la gané6 Bach.

En el siglo VI a. C. los pitagoéricos establecen un método para
obtener las notas basado en el intervalo de quinta. Si al pulsar
una cuerda tensa suena una nota, la nota que produce una
cuerda que mide dos tercios de la longitud de la primera esta
una quinta mds alta que la primera. Si volvemos a coger dos
tercios de la nueva cuerda, tenemos otra nota y asi sucesiva-
mente.

Entre dos notas de frecuencias f; y f,, de manera
que f; <f, hay un intervalo de quinta si f, = 3/2 f;.

Si tomamos como referencia la nota Fa, el orden en el que
aparecen las quintas es

Fa-do-sol-re-la-mi-si.
Para obtener mas notas podemos subir mds quintas, con lo
cual surgen notas alteradas por sostenidos

Fa#—do#—sol#—re#—la#—mi#—si#,
o bajar quintas para obtener los bemoles

Sib-mib-lab-reb-solb-dob-fab.

Si nos quedamos con 12 notas, el esquema que se obtiene es
el siguiente:

Multiplicamos por el
valor de la quinta

mi - siP- fa-@- sol - re - la - mi- si - fa'- do"- sol”
4h_—

Dividimos por el

valor de la quinta

Desde cualquier nota, por ejemplo el Do, para ir hacia la dere-
cha se multiplica por el valor de la quinta y para ir hacia la
izquierda se divide por este valor, asi

Sol = EDo
2

Si el esquema anterior lo planteamos sobre un circulo (circu-
lo de quintas), comprobamos que la duodécima quinta no lo
cierra, sino que lo sobrepasa ligeramente, porque con 12
quintas no tenemos 7 octavas exactamente,

3 12
(5) =129,7463

La diferencia entre estos dos valores se llama comma pitagé-
rica, y se calcula utilizando las reglas para restar intervalos3:

27 =128

3
12 . 12

3

(E) (V2 = 227 =2_-1,0136

Por pequena que parezca, esta imprecision ha sido uno de los
principales temas de investigacion de los musicélogos a lo
largo de mas de veinte siglos, porque dependiendo de la nota
por la que se empiece, el desajuste se produce en una nota u
otra.

13 kl
Comma 2k

pitagérica 3™
AN




Al haber una quinta mds corta, denominada quinta del lobo,
el sonido de ésta era desagradable, y esto hacia que no se
pudiese utilizar, lo que imposibilitaba el uso de algunas tona-
lidades, la transposicion o la convivencia de algunos instru-
mentos dentro de la misma agrupacién. Mientras las compo-
siciones se hacian para pocos instrumentos, esta dificultad no
resultaba grave, pero en el Barroco, al aumentar el nimero de
voces, el problema se hace insostenible, y mas si pensamos en
compositores como Bach, para los que las transposiciones
eran una herramienta fundamental de su obra, como hemos
visto en el apartado anterior.

A pesar de que desde el siglo XV los intérpretes cerraban el
circulo “ajustando” (temperando) sus instrumentos, lo cierto
es que los tedricos no llegan a un acuerdo. Grandes matema-
ticos, como Leibniz o Euler, propusieron modos diferentes de
acabar con el problema. Para Bach, que ademds de extraordi-
nario intérprete era constructor y reparador de 6rganos, con-
tar con soluciones tedricas plausibles no era suficiente, nece-
sitaba soluciones que conjugasen teoria y practica. Por eso se
plantea El clave bien temperado* como el matemdtico que
hace una demostracién constructiva. Necesitaba dar una
solucion prictica que acabase con las dificultades de poder
interpretar en todas las tonalidades y a la vez zanjase las dis-
cusiones sobre qué temperamentos y sistemas de afinacion
eran los mas adecuados.

Se ha discutido mucho acerca de si la propuesta de Bach era
el temperamento igual de doce notas o alguno de los tempe-
ramentos que circulaban en Alemania, en especial a alguno de
A. Werckmeister (1645 — 1706). En la actualidad, parece pro-
bado que Bach no se referia al temperamento igual (véase Di
Benedetto, 2000), sino probablemente al temperamento de
1/4 de comma al que luego haremos referencia.

La solucién al problema

Esta claro que la mejor solucion para cerrar el circulo de quin-
tas no era quitar toda la comma de la ultima quinta, sino que
podria distribuirse entre varias de ellas. Si se resta 1/12 de
coma pitagdrica, a cada quinta, la nueva quinta mide

3

2 =3-21\2/277=12
IZﬁ 23
219

y con esto se obtiene el temperamento igual de 12 notas, que
es el sistema de afinacion que se utiliza normalmente. Este sis-
tema de afinacién, que ahora nos parece incuestionable,
deforma todas las quintas en la misma cantidad y a muchos
musicos del Barroco les parecia inaceptable. De hecho, los
principales tedricos de la época de Bach proponen muchas

3 (-) L de comma = 27 =1,49831
2 V12
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variedades de temperamentos que consistian en reducir parte
de la comma s6lo en algunas quintas. A continuacién mostra-
mos algunos ejemplos:

Werckmeister | Werckmeister Neidhart Lambert
Quinta (1645-1706) (1645-1706) (1685-1739) (1728-1777)
1/4 comma 1/3 comma | 1/12,1/6 comma| 1/7 comma
Sol#=MiP 3/2 3/2 ;/ L 3/2
e comma
Mib=>Sib 3/2 3/2 3/2-1/12 3/2
de comma
Sib=Fa 3/2 3/2 3/2 3/2
Fassdo 3/2 3/2 372 3/2-1/7
de comma
3/2-1/4 3/2-1/3 3/2-1/6 3/2-1/7
Do=sol
de comma de comma de comma de comma
3/2-1/4 3/2-1/3 3/2-1/6 3/2-1/7
Sol=re
de comma de comma de comma de comma
Re—la 3/2-1/4 32 3/2-1/6 3/2-1/7
de comma de comma de comma
La=mi 3/2 32 3/2-1/6 3/2-1/7
de comma de comma
Mi=ssi 3/2 3/2 3/2-1/12 3/2-1/7
de comma de comma
. 3/2-1/4 de 3/2-1/3 de 3/2-1/12 3/2-1/7
Si—>fa#
comma comma de comma de comma
Fa#=do# 3/2 3/2 3/2 3/2

Parece ser que el sistema de afinacién al que se referia Bach
con El clave bien temperado era el de Werckmeister de 1/4 de
comma, que cierra el circulo de quintas acortando 1/4 de
comma en las quintas siguientes:

Do-Sol, Sol-Re, Re-La, Si-Fa”.

Por lo tanto, el valor de estas quintas seria

3
5 324 sy
312 2-3° 9
4?

Como es de suponer, cada uno de los temperamentos que cir-
culaban a principios del siglo XVIII, con sus ventajas e incon-
venientes, tenian sus seguidores y esto hacia que la situacién
fuese realmente complicada. Probablemente si Bach se hubie-
se dedicado a defender un temperamento, desde un punto de
vista tedrico, su propuesta no habria sido efectiva, por esto,
para zanjar el problema era necesaria la “demostracién cons-
tructiva”: crear el clave bien temperado. Esta obra, que no se
imprimi6 en vida del autor, consta de dos voliumenes con pre-
ludios y fugas compuestos en todas las tonalidades mayores y
menores de la gama cromdtica y su principal objetivo era
mostrar que su propuesta era viable y sonaba bien.

% {-) i de comma = =~1,49493
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Esta composicion, como gran parte de la obra de Bach, fueron
ignoradas por la mayoria de sus contemporineos, pero la
revolucion se habia iniciado, y el hecho de que por primera
vez el temperamento se desligase explicitamente de la idea de
“truco practico” de los intérpretes ya no tenia vuelta atras: el
temperamento formaba parte de la esencia misma de la com-
posicion.

MUSYMATICAS W

«El que usted quiera editar las obras de Johann Sebastian
Bach es algo que regocija mi corazén, que late todo para el
arte sublime y grandioso de este verdadero padre de la armo-
nia. Deseo ver pronto esa empresa en plena actividad. En
cuanto abra usted mismo la suscripcion, espero aportar yo
mismo desde aqui»

Carta a FA. Hofmeister, editor vienés. Ludwig van
Beethoven S. XIX

NOTAS
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Caratula original de la copia manuscrita del
“Clave bien temperado”

1 Por ejemplo, El arte de la fuga (1751), una de las obras maestras
de la Historia de la Misica, se puede ver como una coleccién de
ejemplos brillantes de estas transformaciones.

2 Tan exigente era Bach consigo mismo que quedé defraudado con
la fuga hecha sobre el tema del rey, y a las dos semanas le hizo lle-
gar conjunto de piezas basadas en este tema que se conocen
como La ofrenda musical.
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