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mace 500 afios, el 9 de mayo de 1509, escribia Daniele
Gaetani al patricio veneciano Andrea Mocenigo lo siguiente:

Me complace sumamente, oh magnifico Andrea, la suerte
que tiene el actual siglo de que se halle recién publicado el
libro sobre La Divina Proporcién, escrito por el maestro
Luca Pacioli de Borgo Sansepolcro, esclarecidisimo repre-
sentante de la orden minoritaria, de quien dudo que poda-
mos en lo sucesivo encontrar algiin émulo en materia
matematica.

La fama que en los ambientes cientificos y artisticos de la
Italia renacentista de comienzos del siglo Xv1 expresa en este
texto Andrea Mocenigo, se debia no tanto a sus aportaciones
matemadticas originales cuanto a su capacidad para recopilar,
difundir y ensenar los diversos contenidos de la materia cono-
cidos en aquella época. Y es que, si hay talentos que destacan
por su capacidad creativa, por su originalidad, hay también
talentos que sobresalen por su capacidad de recoger y dar
unidad a multitud de saberes dispersos de una determinada
época. Los primeros contribuyen al avance del conocimiento,
mientras que los segundos preparan las condiciones para que
otros realicen los avances. Entre estos altimos, se encontraba
preponderantemente Luca Pacioli.

Luca Pacioli habia nacido en 1445 en el pueblecito de Borgo
Sansepolcro, situado en los confines de la Toscana, pertene-
ciente a finales del siglo xv a la reptblica de Florencia. Aqui
transcurre su juventud, y el ambiente y la tradicién francisca-
na del pueblo debieron de influir no poco en su decisién pos-
terior de ingresar en la Orden Menor de San Francisco. Sus
primeros conocimientos laicos se los debe a la familia Folco

Luca Pacioli y la Divina Proporcion

de Belfolci, en cuya casa trabajé como “apprenti’ Por otra
parte, tiene ocasién de trabar amistad con Piero Della
Francesca, y de asistir a las clases que este impartia, en las fre-
cuentes visitas que realizaba a su pueblo natal de Borgo
Sansepolcro. El propio Piero debié de introducirle en la corte
de Urbino, cuyo duque poseia una espléndida biblioteca,
donde encontré sin duda abundante material de textos anti-
guos que estimularon su aficion por el estudio de las ciencias.
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A los veinte afios se dirige a Venecia, para trabajar en casa del
mercader Antonio Rompiasi, como preceptor de sus hijos
Francesco y Paolo. Con este motivo escribe un primer libro de
Algebra, que dedica a sus jévenes alumnos. En Venecia asiste
a las lecciones publicas de Doménico Bragadino, mejorando
asi notablemente su formaciéon matematica. Como quiera que
acompaifia a Rompiasi en sus frecuentes viajes de negocios, lo
aprovecha para aumentar sus conocimientos comerciales.

En 1470, al morir Rompiasi, se traslada a Roma, a casa de
Leone Alberti, a la sazén secretario en la cancilleria papal.
Comienza sus estudios de Teologia, y en 1472 ingresa en la
Orden de los Franciscanos Menores. Aqui sirve de modelo a
Piero Della Francesca para pintar la figura de San Pedro
Martir en el cuadro Pala di Brera, pintado entre 1472 y 1474.

En 1475, es nombrado, a propuesta de los estudiantes, lector
de Matemadticas en Perugia, y es contratado en 1477, para
ensefar Matemadticas, con un sueldo anual de 30 fiorines. En
1480, comienza una serie de viajes por varias universidades,
ensefando Matemadticas, y regresa de nuevo a Perugia, en
cuya universidad obtiene una cdtedra para ensefiar el Abaco,
de 1486 a 1487. A continuacién se toma un tiempo de des-
canso, dado el agotamiento que le ha producido su intensa
actividad docente, y reaparece en 1490 en Ndpoles para ense-
nar Teologia y Matemdticas. De 1490 a 1493 se retira a su
pueblo natal, donde se dedica a preparar la edicién de su obra
Summa de Arithmetica, Geometria, Proportione et Proportio-
nalita, que se publica en 1494, para lo cual se traslada a
Venecia, donde se va a imprimir.

La Summa...

Conviene detenerse un momento en la Summa de Aritmética,
Geometria, Proportioni et Proporcionalita por la importancia
que tuvo en su época. Efectivamente, escrita en lengua vulgar,
puede ser considerada como el primer libro de algebra del
Renacimiento, dada la difusién que adquiri6 entre sus con-
temporaneos, a pesar de que ya diez anos antes se habia
publicado la obra Triparty del francés Chuquet. La difusién
llegé a tal extremo que, como senala C. Boyer, los antiguos
historiadores del Algebra pasaban directamente del Liber
abaci de Fibonacci de 1202 a la Summa de 1494. En realidad,
para su elaboracién, Pacioli se apoyé fundamentalmente en
los Elementos de Euclides, del que habia hecho una traduc-
ciéon al Latin, y en los trabajos de Leonardo de Pisa o
Fibonacci, el mas grande matematico de la Edad Media.

El libro, en el que recopila todo el saber de su época, se com-
pone de cinco capitulos. El primero de ellos, dedicado exten-
samente a la Aritmética y al Algebra, es el mas importante de
todos. En él trata, por lo que se refiere a la Aritmética, de los

numeros perfectos e imperfectos, el sistema de numeraciéon
decimal, las progresiones aritméticas y geométricas, las frac-
ciones y sus operaciones, y la teoria de las proporciones que
sostiene “rige todas las cosas” (en este sentido, senala su
importancia en Medicina, Mecdnica, Pintura con la mezcla de
colores, Arquitectura, y arte militar).

En cuanto al Algebra, estudia las diferentes operaciones con
polinomios y potencias, y resuelve las ecuaciones de grado no
superior al cuarto. Ademads de las letras p y m para represen-
tar la suma y la resta, como era costumbre en la época, utili-
za los términos: co para cosa (como llamaban a la incégnita),
ce para censo (el cuadrado de la cosa), cece para la cuarta
potencia de la cosa (cuadrado del cuadrado), y ae, inicial de
aequalis, para el signo igual. En cuanto a las ecuaciones,
resuelve las de primer y segundo grado, y al llegar a las de ter-
cer grado sostiene que son imposibles de resolver, de modo
que su algebra no suponia ningun tipo de avance sobre la del
propio al-Khwarizmi.

la Summa de Aritmética,
Geometria, Proportioni et
Proporcionalita, suponia la gran
ventaja de reunir en un solo libro
prdcticamente todo el saber de la
época

Por cierto, que la lectura de los escritos de Pacioli le supuso a
Cardano una pequeiia desmoralizacion al ver que, segin
decia, no se podia resolver la ecuacion de tercer grado. No
obstante, Cardano superd facilmente el contratiempo y conti-
nué trabajando la cuestion.

Los capitulos segundo, tercero y cuarto, los mds originales,
los dedica Pacioli a las aplicaciones comerciales de la
Aritmética, con una detallada exposicién de la doble contabi-
lidad. En este sentido, se le considera como el padre de la
moderna contabilidad. Hay que tener en cuenta que en aque-
lla época, en Italia, habia una gran actividad comercial, de
modo que esta actividad demandaba una mayor aplicacién de
los conocimientos matematicos.

El quinto capitulo, lo dedica a la Geometria. Trata de los
triangulos, los cuadrilateros, el circulo, las areas de diversos
poligonos, y los volimenes de sélidos. Pero, en esta parte no
va més alld de Euclides.



Con todo, la Summa de Aritmética, Geometria, Proportioni et
Proporcionalita, suponia la gran ventaja de reunir en un solo
libro practicamente todo el saber de la época. Sin él no se
hubieran producido los avances que los matematicos inme-
diatamente posteriores nos legaron, sobre todo en Algebra,
materia que, como se sabe, caracterizé la matemdtica del
Renacimiento. Asi lo reconoce Cardano, cuando después de
senalar los errores que la Summa... contiene, sobre todo en
los aspectos tedricos, afirma que si no llega a ser por ella, no
habria podido él escribir su Ars Magna.

Publicada la Summa, Pacioli regresa a Urbino. Alli es acogido
por numerosos cortesanos, pues su fama es ya notoria. Y de
esta época data la famosa pintura que lo representa explican-
do uno de los teoremas de Euclides, de pintor desconocido, si
bien se han formulado varias hipétesis acerca de la autoria del
cuadro, pero ninguna demostrada. El cuadro es histéricamen-
te importante, ya que se trata del primer matemadtico retrata-
do en vida.

En 1496, se traslada a Mildn para ensefiar Matematicas, invi-
tado por el duque Ludovico Sforza. Aqui se encuentra con
Leonardo da Vinci, que se hallaba entonces al servicio del

SUMA 61
Junio 2009

duque, para quien realizaba su famosa estatua ecuestre.
Pacioli, establece una gran amistad con Leonardo, que crista-
liza incluso en una colaboracion, de la cual se verdn mas ade-
lante los brillantes frutos.

Pero, cae el duque en 1499, y ambos personajes se ven obliga-
dos a abandonar Mildn, asentindose por algin tiempo en
Florencia, no sin antes haber visitado algunas otras ciudades.
De 1500 a 1505 desempeiia varios puestos como docente en
centros y universidades de Pisa, Perugia, Bolonia y Florencia.
Precisamente, Alberto Durero realizé un viaje a Bolonia, en
1506, seguramente con la esperanza de encontrarse en ella
con Pacioli, a quien le unia una gran amistad.

En 1505, se encuentra en Roma, donde permanecerd hasta
1508, afio en que su protector, Pietro Soderini le concede el
privilegio de la publicaciéon de los Elementos de Euclides, por
un periodo de 15 anos. Con este motivo, realiza un tltimo
viaje a Venecia al objeto de preparar su impresion.

Permanece en Venecia hasta 1509 para cuidar de la edicién de
su otro gran libro, De Divina Proportione, que veria la luz ese
mismo afo.
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De Divina Proportione

De todos los escritos de Luca Pacioli, solo dos han sido rele-
vantes, la Summa de Aritmética, Geometria, Proportioni et
Proporcionalita, y este De Divina Proportione, cuya publica-
cién hoy conmemoramos.

Ellibro, De Divina Proportione, como indica su titulo, se dedi-
ca a exponer la teoria de una determinada proporcion, la que
hoy llamamos seccién durea o, como dirian los clasicos, “divi-
sién de un segmento en media y extrema razén”. Trata de res-
ponder a la preocupacion de los pintores del momento, inte-
resados como estaban por sacar conclusiones practicas de las
matematicas acerca de la teoria de la vision, esto es, la pers-
pectiva. Asi lo confirman los tratados y las ideas difundidas
por pintores como Leonardo, Alberti, Piero Della Francesca,
Bellini, Mantenga, Botticelli, Lippi,...y tantos otros ilustres
renacentistas.

El libro, De Divina Proportione,
como indica su titulo, se dedica a
exponer la teoria de una
determinada proporcion, la que
hoy llamamos seccion durea

Igual que ocurrié con la Summa, el tratado de la proporcion
durea fue comenzado varios aios antes, durante la estancia de
Pacioli en la corte del duque Ludovico M. Sforza (il Moro), en
Milén, fruto tanto de sus conversaciones de entonces con
Leonardo da Vinci, como del ambiente que en los aiios finales
del Quattrocento rode¢ la corte del duque.

Para su elaboracidn, se sirve Pacioli de fuentes tan importan-
tes como el Timeo de Platén, donde se habla del origen de la
ciencia matematica, los Elementos de Euclides, los escritos de
Vitruvio, y otras muchas obras procedentes tanto del mundo
clasico como de la Edad Media y de la corriente humanista de
su época.

Pacioli tiene en cuenta un principio fundamental, y es el de la
primacia de las Matemadticas sobre cualquier otra disciplina.
Para él, las Matemdticas estdn unidas a la observacion, de
modo que el acto de ver es el elemento bédsico que hace posi-
ble el conocimiento. Puede apreciarse aqui hasta qué punto
llega en Pacioli la influencia de Platén. Efectivamente, segin
leemos en el Timeo, dice Platon:

Lo que ahora hemos de tratar es la utilidad esencial de los
ojos, en orden a la cual nos lo ha dado el dios. De hecho, la
vista seguin yo lo razono, ha sido creada para ser, en bene-
ficio nuestro, el principio de la mayor utilidad. En efecto,
de todas las disertaciones que actualmente cabe hacer
acerca del Mundo, ninguna podria haberse hecho nunca, si
los hombres jamds hubieran visto ni los astros, ni el sol, ni
el cielo. En cambio, en la situacién actual, existen el dia y la
noche, los meses, los periodos regulares de las estaciones,
los equinoccios, los solsticios, todas las cosas que vemos,
que nos han procurado el conocimiento del nimero, que
nos han dado el conocimiento del tiempo y nos han permi-
tido especular sobre la naturaleza del universo. Gracias a
ello nos ha sido dada esta especie de ciencia, de tal calidad
que ningtn bien mayor fue dado ni serd dado a los morta-
les por los dioses. Este es, digo, el beneficio més considera-
ble que nos dan los ojos.

La importancia de la visién se halla tan extendida en esta
época que no es de extranar que haya sido precisamente
entonces cuando se ha inventado la Perspectiva, materia que
considera Pacioli como formando parte de las disciplinas
matemadticas. Y siendo como era la perspectiva una preocupa-
cién de los pintores, no es de extrafiar asi mismo la relacién y
hasta la colaboracién entre matemdticos y pintores de la
época.

Pues bien, nos encontramos con que el sustrato matemético
de la perspectiva es la teoria de las proporciones. Y es una de
esas proporciones lo que estudia Pacioli en la primera parte
de su libro. En total, son 71 los capitulos de que consta, redac-
tados a modo de cartas dirigidas al duque de Milan, Ludovico
M. Sforza. Comienza, por definir los vocablos matemdtico y
disciplinas matemdticas. Como buen renacentista, profesa un
concepto muy amplio de la palabra matemadticas. Asinos dice,
en el capitulo

...y, para nuestro propdsito, por ciencias y disciplinas
matemadticas se entienden la aritmética, la geometria, la
astronomia, la musica, la perspectiva, la arquitectura y la
cosmografia, asi como cualquier otra dependiente de estas.

En el capitulo v, trata de la seccién durea, que Pacioli llama
divina proporcién, y que da lugar al titulo de la obra. La justi-
ficacion de tal nombre hay que buscarla en el doble razona-
miento que solia hacer nuestro fraile, mistico y cientifico. De
las cinco razones que aporta para conceder el apelativo de
divina a esta proporcién, veamos, a modo de ejemplo, la ter-
cera:

... asi como Dios no se puede propiamente definir ni puede
darse a entender a otros mediante palabras, nuestra pro-
porcién no puede nunca determinarse con un ndmero
inteligible ni expresarse mediante cantidad racional algu-
na, sino que es oculta y secreta y es llamada irracional por
los matematicos.

Aplica la divina proporcién a la divisiéon de un segmento en
dos partes tales que el todo sea a la mayor como la mayor es a
la menor. En nuestro lenguaje simbdlico, si tomamos como



unidad la longitud de un segmento, y este lo dividimos en dos
partes, a y I — a, podemos expresar la divina proporcién asi:

1 a

Larazoén 1/a es la razén durea o, como la designé Leonardo da
Vinci, el Numero de Oro. De la ecuacidn se obtiene:

_1++5
2

1 =1,618034...

a

El niimero de oro es pues irracional y suele simbolizarse por
la letra griega ¢. Estd considerado como el canon de la belle-
za. Se halla presente en la arquitectura, desde la antigua
Grecia, en el Partendn, por ejemplo, hasta el disefio de docu-
mentos actuales, como el DNI, las hojas de papel DIN, ...,
incluso se encuentra ampliamente difundido en la naturaleza.

Asombr¢ tanto a los matematicos que hizo decir a Kepler:

La geometria tiene dos grandes tesoros: uno de ellos es el
Teorema de Pitdgoras; el otro, la divisién de un segmento
en media y extrema razén. El primero lo podemos compa-
rar a una medida de oro, el segundo lo podriamos conside-
rar como una preciosa joya.

Pacioli tiene en cuenta un
principio fundamental, y es el de
la primacia de las Matemdticas
sobre cualquier otra disciplina

En los siguientes capitulos, estudia Pacioli las 13 propiedades
y consecuencias mdas importantes de la divina proporcién. En
el capitulo x11, por ejemplo:
Si una cantidad se divide segin nuestra proporcién y a su
parte menor se le aflade la mitad de la mayor, el cuadrado

de la suma serd siempre el quintuplo del cuadrado de la
mitad de dicha parte mayor.

Da ejemplos numéricos de las propiedades y remite, en cuan-
to a las demostraciones a las correspondientes de los
Elementos de Euclides.

En el capitulo xv11, estudia la que considera como mas “excel-
sa” de las propiedades, y que va a servir para enlazar con las
otras partes del libro, que se refieren a los poliedros, a saber:
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Si en el circulo se forma el pentdgono equildtero y en sus
dos dngulos més préoximos se trazan dos lineas rectas desde
los extremos de sus lados, estas, necesariamente, se dividi-
ran entre si segin nuestra proporcién, y cada una de sus
partes mayores serd siempre el lado de dicho pentdgono.

a

c\_’/d

La segunda parte del libro estudia los poliedros regulares y otros
dependientes de ellos, cémo se forman y qué relacién existe
entre sus lados y el didmetro de la esfera circunscrita a ellos. De
este modo, en los capitulos xx1v a XxX, demuestra por qué hay
solo cinco poliedros regulares, e indica cémo se construyen los
cinco poliedros regulares inscritos en una esfera.

En el capitulo xxxi1, describe cémo se pueden encontrar los
lados de los cinco poliedros regulares a partir del didmetro de
una misma esfera, en la cual quedan inscritos.

En los capitulos siguientes, estudia la proporcién de todos los
poliedros regulares entre si en cuanto a capacidad y superficie
se refiere; las posibles inclusiones de unos en otros, deducien-
do que son doce y no veinte, dado que no todos admiten ser
incluidos en los demds; trata asimismo de los poliedros
dependientes de los regulares, obtenidos a partir de ellos, por
adicion de otros cuerpos, produciendo los poliedros estrella-
dos, o por truncamiento, produciendo los que denomina
poliedros abscisus, (abscision, en castellano: separacion de
una parte de un cuerpo con un instrumento cortante); estudia
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los cuerpos oblongos, cilindros, prismas, conos, pirdmides y
figuras truncadas; finaliza con la definicién de varios térmi-
nos matematicos (centro, didmetro, diagonal, cateto, perpen-
dicular, hipétesis, etc.).

El libro, ademas, ofrece unas maravillosas ilustraciones de los
distintos cuerpos geométricos estudiados, realizadas nada
menos que por Leonardo da Vinci, con quien, segin se ha
dicho, habia trabado Pacioli una especial amistad.
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Acabada la edicién de su Divina Proporcion, se traslada a la
universidad de Perugia, donde ejerce de nuevo la docencia,
cosa que realiza no sin dificultades, dado lo avanzado de su
edad y lo mermado de su salud. En 1510, le nombran comisa-
rio del monasterio de Borgo Sansepolcro. A instancias del
papa Ledn X, en 1514, se traslada a Roma para hacerse cargo
de la citedra de Matematicas en la Sapiencia. Parece ser que
su muerte se produjo en su pueblo de Borgo el afo 1517.
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