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. estas alturas, insistir en la estrecha relaciéon entre MUSI-
CA Y MATEMATICAS parece innecesario. Sin embargo, una cues-
tion es explorar el territorio comun de estas disciplinas y otra
bien distinta es el uso que los musicos hacen de las matemati-
cas porque, como ocurre en otros campos en los que éstas se
aplican, los modelos y soluciones que proporcionan las mate-
madticas muchas veces son vistas como una aproximacion a la
préctica cotidiana. Por ejemplo, los primeros elementos con
los que trabaja la musica, las notas musicales, se definen para
cada sistema de afinacién con unas frecuencias muy precisas,
pero el musico sabe que una pequeia alteracién de estos valo-
res no es grave. De hecho, en ocasiones sélo se llega al con-
senso de toda la agrupacion si parte de los musicos alteran la
afinacion tedrica. Por otro lado, hemos presentado la partitura
como una férmula matemadtica, entonces, ;por qué dos
orquestas o dos directores distintos hacen versiones tan dife-
rentes de la misma obra? ;Quiere decir esto que el musico debe
restringir el uso de las matemdticas a los aspectos tedricos?

En esta seccion intentaremos mostrar, de forma breve, que en
realidad lo que ocurre es que los musicos manejan procesos
matemdticos mds complejos que los que normalmente se pre-
sentan en los trabajos de MUSICA Y MATEMATICAS , en la mayo-
ria de los casos, deben incluir en los propios conceptos un
grado de incertidumbre capaz de reflejar la imprecision, los cri-

Las matematicas de los musicos

La musica crea orden en el caos; el
ritmo impone unanimidad en la
divergencia, la melodia impone
continuidad en lo discontinuo, y la
armonia impone compatibilidad en lo
incongruente.

Yehudi Menuhin (1916 — 1999), violinista y
director de orquesta

terios personales e incluso el estado de dnimo del intérprete.

Para expresar esta idea, conviene que tengamos en cuenta la
diferencia entre azar e incertidumbre. Aunque son dos pala-
bras ligadas de forma mas o menos directa con la probabilidad
y en el leguaje ordinario muchas veces se confunden, el signi-
ficado no es el mismo. Cuando se ponen en una urna 7 bolas
rojas y 3 blancas, la probabilidad de sacar una bola roja es 7/10
mientras que la de sacar una blanca es de 3/10. Dicho de otro
modo, en una extraccion aleatoria se puede medir la suerte de
sacar una bola blanca o una roja. Supongamos ahora que des-
conocemos la proporcioén de bolas de cada color y que sélo
podemos realizar una extraccién. En estas circunstancias ya
no podemos medir la suerte. El fenémeno ya no se debe al
azar, sino a la incertidumbre. Aqui trataremos la incertidum-
bre a la que no se le puede aplicar la probabilidad, porque pre-
cisamente ésta es la que aparece en la musica, y en muchas
manifestaciones de la vida real en las que participan las deci-
siones de personas.

Vicente Liern Carrion
Universitat de Valéncia Estudi General
musymaticas@revistasuma.es
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Sin entrar en cuestiones psicoldgicas (como estado emocional
de cada uno de los intérpretes) ni en las caracteristicas arqui-
tectdnicas o ambientales de las salas de audicién, la propia
partitura contiene diversas fuentes de incertidumbre que
debemos tener en cuenta:

a. La altura de las notas: cada familia de instrumentos afina, de
forma natural, en sistemas de afinacién distintos. Por ejem-
plo, un LaP no designa una tnica realidad fisico-acustica.

b. La grafia del pentagrama: en la musica contemporénea el
compositor tiende a expresar, mediante graficos o notacién
no estandar, algunos efectos que no tenian cabida en la musi-
ca clasica y que dan mayor grado de libertad al intérprete.

c. El tempo: a pesar de la tendencia actual a sustituir las desig-
naciones tradicionales de tempos por indicaciones mas
precisas, que expresan pulsaciones por minuto, la impreci-
sién es inevitable, méaxime cuando a estos se anaden térmi-
nos que modifican la velocidad del movimiento de forma
gradual (accelerando, ritardando, etc.).

d. Los matices: los términos que indican la intensidad del
sonido (de menor a mayor, pianissimo, piano, mezzopiano,
mezzoforte, forte, fortissimo) son imprecisos, sobre todo si
se usan términos que aumentan o disminuyen gradualmen-
te la intensidad del sonido (crescendo, decrescendo, dimi-
nuendo).
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Fragmento de Solus, composicién para trompeta hecha en 1975
por Stanley Friedman (1941 —)

A pesar de esto, lo cierto es que los soportes informaticos y la
tecnologia basada en modelos matematicos responden de
manera muy precisa a las necesidades de los musicos. A con-
tinuacion veremos cémo una de las herramientas fundamen-
tales de la Inteligencia Artificial, la légica borrosa (Fuzzy
Logic), es una de las claves que permite tratar con este tipo de
incertidumbre.

Introduccioén a la légica borrosa

A mediados de los anos 60 Lotfi A. Zadeh (Azerbaiyan, 1921,
actualmente profesor emérito de la Universidad de California
en Berkeley) introduce! la Teoria de Conjuntos Borrosos,
cuyo objetivo era proporcionar las bases del razonamiento
aproximado utilizando premisas imprecisas como instrumen-
to para formular el conocimiento. La idea principal contenida
en un Conjunto Borroso (Fuzzy Set), que se encuadra dentro
de la Logica Multivaluada, es que el pensamiento humano uti-
liza ‘etiquetas lingiiisticas’ que permiten que los objetos pue-
dan pertenecer a una clase y a otra de forma suave y flexible.
En la préctica, se habla de que alguien es alto o bajo sin que
por ello el interlocutor deje de tener la informacion necesaria.

Para entender a qué nos referimos cuando hablamos de 1gi-
ca borrosa, analicemos el siguiente ejemplo de B. Kosko:

Sostened una manzana en la mano. [...] Dadle un mordis-
co; masticad este trozo y tragdoslo.[...] El objeto que tenéis
en la mano jes todavia la manzana? ;Si o no? Pegadle otro
mordisco. El nuevo objeto ;es todavia una manzana? [...]
La manzana pasa de serlo a no serlo, y a ser nada. Pero
scudndo ha pasado la linea que separa el ser manzana de no
serlo? Cuando tenéis media manzana en la mano, tenéis
tanto una manzana como no la tenéis. La media manzana
es una manzana borrosa, gris entre el blanco y el negro. La
borrosidad es grisura.

Aunque de forma implicita, la cuestiéon que se plantea en el
ejemplo es que disponer de mayor informacién no quiere
decir contar con mds hechos. Con mds informacién se des-
criben mejor los hechos, pero no se tienen imagenes mas cla-
ras sobre ellos. La incertidumbre, la borrosidad, se mantiene
en los propios hechos.

En un conjunto clasico (booleano) se asigna el valor 0 6 1 a

Lotfi A. Zadeh nombrado Doctor Honoris Causa por la
Universidad Politécnica de Madrid, enero de 2007




cada elemento para indicar la pertenencia o no a dicho con-
junto. Esta funcién, denominada funcién caracteristica del
conjunto, puede generalizarse de forma que los valores asig-
nados a los elementos del conjunto caigan en un rango parti-
cular, y con ello indiquen el grado de pertenencia de los ele-
mentos al conjunto en cuestion. Esta funcién se llama funcion
de pertenencia y el conjunto definido por ella se llama conjun-
to borroso.

La funcién de pertenencia p, por la que un conjunto A se
define, se expresa formalmente como

bi@e 0]

Un grado de pertenencia nulo se interpreta como no perte-
nencia, el 1 como pertenencia en el sentido booleano y los
numeros intermedios reflejan una pertenencia incierta, que
serd interpretada de diversos modos segun cada aplicacién.
Asi, la manzana entera del ejemplo tendrd un grado de verdad
1 para la afirmacién “ser una manzana’, mientras que la man-
zana de la que nos hemos comido parte puede tener grado de
verdad 0,4, 0,3, etc. La potencia de esta teoria se debe a que a
través de la pertenencia a un conjunto se puede describir gran
numero de situaciones. Para distinguirlos de los conjuntos
clasicos, los conjuntos borrosos suelen expresarse mediante
una tilde, es decir A es un conjunto borroso y A es un con-
junto booleano.

En el contexto que nos preocupa, si fijamos como nota patrén
el La de 440 Hz., una nota de 442 Hz., desde el punto de vista
de la légica booleana, estaria desafinada. Sin embargo, para
cualquier musico (o cualquier persona que la escuche) esta
nota no tiene el mismo “grado de desafinaciéon” que otra de
450Hz. Es decir, que el salto de afinado a desafinado el masi-
co lo interpreta como un conjunto borroso en el que se pasa
de una situacion a otra de forma gradual. Lo importante es
fijar cudn flexibles somos con ambos conceptos.

Fir N N
~ Afinacion
S | i, / borrosa
“:::'- % Afinacién
z 05 %= booleana
g N,
430 440 450
\_ Frecuencia en Hercios Y,

Funciones de pertenencia y caracteristica para la afinacién
cldsica y borrosa
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Pero antes de establecer los limites de flexibilidad, necesita-
mos introducir una idea mas de légica borrosa: los nimeros
borrosos. Si con la logica borrosa todo es cuestion de grado,
podria parecer que los numeros escapan de la “dejadez” de la
borrosidad. Sin embargo, en realidad no es asi. Pensemos en
el numero 0. El nimero cero pertenece al 100 por 100 al con-
junto cero y no hay otro nimero que pertenezca a él. Pero,
¢qué pasa con los nimeros cercanos al cero o que practica-
mente son cero? En el mundo real, es razonable suponer que
0,001 es “casi 0” mientras que 35 no lo es. Bien, pues esto nos
lleva a la idea de nimero borroso, que no es mds que un caso
particular de conjunto borroso al que le exigimos ciertas con-
diciones sobre la funcién de pertenencia.

Un numero borroso es un conjunto borroso cuya fun-
cion de pertenencia es continua a trozos, convexa y
existe algun valor para el que se alcanza el grado de
pertenencia 1.

Los numeros borrosos que utilizaremos aqui son los mds sen-
cillos: los ndmeros borrosos triangulares. En ellos, la funcién
de pertenencia tiene forma de tridngulo, por tanto quedan
perfectamente determinados por tres ndmeros reales que
marcan dénde se encuentran los vértices, 4= (a,b,c) .

Cualquiera que sea la magnitud que estd representada, el
valor a marca el nivel por debajo del cudl no estamos dis-
puestos a aceptar que pertenezca al concepto que tratamos, el
valor b representa el valor cuya pertenencia es maxima y el
valor ¢ marca el méximo valor que aceptamos como pertene-
ciente al concepto. Desde el punto de vista operativo, estos
numeros son muy intuitivos y se pueden operar con facilidad.

Grado de pertenencia

Funcién de pertenencia de un niimero borroso triangular
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Aritmética de los nimeros borrosos triangulares

Dados los numeros borrosos triangulares:

A= (“z’bpcz) » B= (“pbz’cz)
y cualquier numero real k, podemos operar de la forma
siguiente:

A+B=(a,b,c)+(a,b,.c,)=(a+a,,b+b,.c, +c,)
A-B= (a,,b,,¢,)—(a,,b,,¢c,)=(a,—c,,b,— b,,c, —a,)

k-A=(min{k-a,k-c}k- b, max{k-a,k-c,}

Los niumeros borrosos triangulares, ademds presentan la ven-
taja de que al sumarlos, restarlos o multiplicarlos por un esca-
lar, proporcionan un nuevo nimero borroso triangular, mien-
tras que cuando efectuamos estas operaciones con nimeros
borrosos arbitrarios no conocemos, a priori, la forma del con-
junto borroso resultante.

Entender las notas como conjuntos
borrosos supone replantear
muchos conceptos tradicionales de
la Musica que, normalmente, se
generalizan de forma intuitiva

Las notas como conjuntos borrosos

Para el oido humano, la relacion entre la magnitud de un esti-
mulo fisico y la percepcion no es lineal. Se ha comprobado
que en la zona central del campo de audibilidad, la sensacién
de altura es proporcional al logaritmo de la energia que pro-
duce la excitaciéon (Ley de Weber-Fechner), por tanto pode-
mos medir la diferencia de sensacién actstica de la forma
siguiente:

La distancia entre las notas de frecuencias f; y f;

Hercios se calcula como
d(f,. f;,) =1200- 1og{%] cents
2

Los afinadores cromaticos electrénicos que utilizan los musi-
cos, lo que hacen es medir la distancia de una nota respecto
de la afinacién perfecta. Estos afinadores, basados en las 12
notas del sistema temperado igual de 12 notas, dividen la
octava en doce partes iguales. Cada una de estas partes tiene
una amplitud de 100 cents. Si representdsemos esta situacion
en un segmento, la nota afinada, F, ocuparia el punto medio y
los extremos f}, f, se obtendrian aumentando y disminuyendo
50 cents a la nota central, respectivamente.

Como los cents son unidades logaritmicas que hemos intro-
ducido a partir de la distancia anterior, para calcular f; hay
que aumentar 50 cents a F, es decir,

50 1

1200-1og2(%)=50=>f1 =F 2120 = .02

De forma similar, f, se obtiene disminuyendo 50 cents a F, es

decir,
-1

_f2=F’2£

Veamos en un ejemplo, cdmo la desviacién respecto de la
nota central nos permite construir la funcién de pertenencia.

Ejemplo 1: Si se ha fijado como nota patrén el La,=440 Hz,
cuando el afinador detecta una nota #, cuya frecuencia es 299
Hz, la respuesta que proporciona el afinador es la siguiente:

Nota: Re (D), Desviacién: 31,1702 cents

3

-

OMANL,

Respuesta de un afinador cromdtico al detectar un sonido de 299 Hz.

Para llegar a este resultado, el afinador localiza la nota afina-
da mds proxima a # (en este caso el Re) y calcula la distancia
entre 7 y el Re que resulta 31,1702 cents. Pero esta informa-
cién se puede utilizar para responder a otra pregunta: ;Cual
es el grado de verdad de la afirmacién “299 Hz. es un Re”? Si
la verdad absoluta tiene un grado 1, basta con calcular cuanto
se desvia (en proporcion) de este 1 para que tengamos la res-
puesta, es decir,

1- Desviacién 1- 31,1702
50

=0,3766




Entonces, lo que hemos hecho es describir el Re como un
numero borroso triangular,

f{e:( Re- 27, Re, Re: 2)

y analizar el valor que corresponde a # con la funcién de per-
tenencia de este numero.

i N
A
T il
S
=
§0.3766 ........... /
0 L L
Re 2% Re Re 2*
) J/

Funcién de pertenencia del Re y grado de afinacién de 299 Hz.

Para generalizar esta idea y que sirva para todas las octavas,
reducimos el estudio, como en los otros trabajos aparecidos
en Musymadticas, a la octava [1, 2]. Vimos que para cualquier
sistema de afinacidn, las notas se podian expresar como

2P Be[0,1]

Teniendo en cuenta la forma de medir distancias, el exponen-
te del 2 nos da directamente la medida de la sensacion que
proporciona la nota.

Una nota musical borrosa se puede describir con un
nvimero borroso triangular

2B — (ZM, 2[5’ 2(;»5)

donde 2° es la nota afinada (en el sentido cldsico) y
12000 es la imprecision (en cents) que estamos dispues-
tos a asumir.

Comparacion de notas borrosas

Entender las notas como conjuntos borrosos supone replan-
tear muchos conceptos tradicionales de la Musica que, nor-
malmente, se generalizan de forma intuitiva. Por ejemplo, por
la forma en que han sido construidas las notas borrosas,
podemos aceptar que una nota estd afinada si lo estd la fre-
cuencia central del tridngulo. Pero es evidente que en la
Musica, lo realmente importante es la relacion de unas notas
con otras.
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Desde el punto de vista clsico, para comparar dos notas no
hay més que medir la distancia (intervalo) entre ellas. En
1948, casi veinte ainos antes de que Zadeh introdujera los con-
juntos borrosos, el musicélogo ruso N. A. Garbuzov (1880-
1955) revolucioné el estudio de los intervalos musicales sugi-
riendo? el concepto de zonas? , en lugar de intervalos, en el
contexto de la percepcion. Se traté de un trabajo de laborato-
rio en el que a partir de miles de pruebas establecié bandas
para los intervalos melédicos (las notas suenan una después
de otra) y arménicos (las notas suenan al mismo tiempo).

Intervalo Melddico Armoénico
Unisono (-12,12) (-30, 30)
Segunda menor (48, 124) (66, 130)
Segunda mayor (160, 230) (166, 230)
Tercera menor (272, 330) (266, 330)
Tercera mayor (372, 430) (372, 430)
Cuarta (472, 530) (466, 524)
Tritono (566, 630) (566, 630)
Quinta (672, 730) (672, 730)
Sexta menor (766, 830) (766, 830)
Sexta mayor (866, 930) (866, 924)
Séptima menor (966, 1024) (966, 1024)
Séptima mayor (1066, 1136) (1066, 1136)

Esto significa que, en la préictica, dos notas que distan entre
—12 y 12 cents podemos suponer que son la misma nota (uni-
sono) o si distan entre 372 y 430 cents, entre ambas hay un
intervalo de tercera mayor. En un lenguaje actual, la teoria de
Garbuzov podria simplificarse mucho diciendo que los inter-
valos se han convertido en conjuntos borrosos. Pero, ;cémo
podemos comparar dos notas sin tener que recurrir a miles de
experimentos?

Si queremos comparar las notas
25 — (25—5, 2s’ 2s+6) y 2E — (2t—5’ 2t’ 2z+6)

no hay mds que pensar que seran mds parecidas cuanto mas
parecidos sean sus tridangulos; o dicho de otro modo: cuando
haya mucha interseccién entre los tridngulos que representan
las notas seran muy parecidas, y si la interseccién es pequefia
o vacia no lo son. Para hacer operativa esta idea, es mas sen-
cillo si nos quedamos sélo con los exponentes del 2 de cada
nota (la parte que mide la sensacién).
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Grado de compatibilidad
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Grado de compatibilidad de dos notas borrosas

En general, el grado de compatibilidad entre dos ntimeros
borrosos A , B se calcula como la posibilidad de que estos
numeros sean iguales,

Pos(A=B)= sup, min{m}-1 (x), my (x)}

Sin embargo, como los nimeros que representan a las notas

son triangulares, el grado de compatibilidad de dos notas se

puede obtener calculando el punto més alto de la interseccién

de los triangulos. De hecho, por un calculo directo se com-

prueba (véase Liern, 2005) que este grado de compatibilidad es
|s—1]

Compat 25,25 =1-—
pat(2°,2") °a

Aun asi, a los musicos les resulta mas cémodo calcular la
compatibilidad a partir de las frecuencias de las notas direc-
tamente.

La compatibilidad entre dos notas borrosas cuya fre-
cuencias centrales son f] y f; Hz. se calcula como

af,f,)

2 X tolerancia en cents

Compat(fl,f’z) =1-

Las frecuencias de las notas del pentagrama en cada uno de
los sistemas son las siguientes:

Nota Pitagorico  |Justa Entonacion| Temperado
Mi 330 330 329,628
Mi# 352,397 343,75 349,228
Fa# 371,25 366,667 369,994
Fa## 396,447 381,944 391,995
Sol# 417,656 412,5 415,305
La 440 440 440
La# 469,863 458,333 466,164
Si 495 495 493,883

Si tomamos como patrén las notas afinadas en el sistema tem-
perado de 12 notas, basta con observar las distancias entre
cada una de las notas con su homdloga en el sistema tempera-
do, para comprender que algunas son muy poco compatibles.

|
n —#— diPiL.Temp)
40 ET -@-- d(ZarTemp)

Cents

\_ Notas )

Distancia de las notas del pentagrama de Béla Bartdk afinadas en
los sistemas de Pitdgoras y de Zarlino respecto de las mismas
notas en el sistema temperado

En la tabla siguiente mostramos los resultados obtenidos al
aplicar la férmula anterior para calcular la compatibilidad de
las notas del pentagrama.

Nota dp, t) d(z, t) Compat(p, t) | Compal(z, t)
Ejemplo 2: Analicemos las compatibilidad de las notas, afina- Mi 2,6251 2,6251 0,3841 0,3841
das en los sistemas de Pitdgoras, Zarlino (Justa Entonacién) y La 0 0 1 1
Temperado, de un fragmento de Béla Barték (1881 — 1945). Si 3,9216 3,9216 0,8268 0,8268
La# 13,6868 7,8184 0,3955 0,6547
Sol# 9,7769 11,7284 0,5682 0,482
Fa## 19,5491 44,9689 0,1366 0
Fa# 5,8646 5,8646 0,741 0,741
La 0 0 1 1
Fragmento de Musica para cuerdas, percusién y celesta de Mi# 15,641 27,371 0,3092 v
Béla Bartdk (1881 - 1945) Sol# 9,7769 11,7284 0,5682 0,482
13,6868 7,8185 0,3955




Si para aceptar que dos notas sean compatibles (pueden sonar
juntas) exigimos un minimo de compatibilidad del 50% (o =
0,5), podemos comprobar que muchas de las notas de este
fragmento no podrian ser interpretadas simultdneamente por
instrumentos que afinan en estos tres sistemas de afinacion,
porque el grado de compatibilidad es bajo.

Un futuro alentador para los musicos

Actualmente, tanto la légica borrosa como otras herramientas
de la Inteligencia Artificial y de las Matemdticas, brindan
oportunidades muy interesantes a los artistas en general y a
los musicos en particular. Aqui s6lo hemos presentado una
pequeia muestra de como se abordan en nuestros dias algu-
nos de los problemas que los musicos tienen que resolver en
su prdactica cotidiana, pero, evidentemente, existen muchos
investigadores que trabajan en estos aspectos.

Conjugar el uso de conceptos rigidos, que surgieron hace
varios siglos, junto con tecnologias que cada dia avanzan mas
rdpido, hace que el musico, y por supuesto el matemdtico,
deba dar respuesta a inconvenientes que surgen de esta com-
binacién. Por ejemplo, la utilizacién tan extendida de afina-
dores electrénicos surgidos hace varias décadas, deberia com-
plementarse con el uso de programas informdticos, muchos

NOTAS
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de ellos de libre disposicién en Internet (como Audacity®, por
citar alguno), que permiten que el musico sepa hasta qué
punto lo que estd ejecutando es compatible con otros instru-
mentos. Esto, no sélo permitirfa elegir otras posiciones,
modificar la presién en la emisién, etc. para aumentar la con-
sonancia del conjunto, sino que contribuiria a aumentar la
calidad y la belleza de la Mdsica que, al fin y al cabo, es de lo
que se trata.

“[...] Mientras esta escritura

pretende poner orden en el caos,

yo desciendo del orden al caos para ver

si asi logro entender mejor

la estructura de lo humano o mis cérceles [...]”

Fragmento de Una excusa para amar, poema de Légica
Borrosa (2002). Chantal Maillard

MUSYMATICAS ®

1 En realidad, el origen podria fijarse en 1922 cuando Lukasiewicz
cuestionaba la Légica Clésica booleana (valores cierto y falso) y
proponia una légica de valores ciertos en el intervalo unidad
como generalizacién de su l6gica trivaluada. En los afos 30 fue-
ron propuestas légicas multivaluadas para un niimero cualquiera
de valores ciertos (igual o mayor que 2), identificados mediante
ndmeros racionales en el intervalo [0, 1]. Posteriormente, en
1937, Max Black (1909 - 1989), publicé el articulo “Vagueness:
An exercise in Logical Analysis” y en los afios 1942 y 1950, Karl
Menger (1902 - 1985), publicé en “Statistical Metrics” dos arti-
culos sobre relaciones borrosas de indistinguibilidad.

2 N. A. Garbuzov, en 1948, publicé el articulo The zonal nature of
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Garbuzov.
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