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Que veinte anos no es nada

cl revista SUMA acaba de cumplir el pasado mes de octubre veinte
arios de su primera aparicion, y aunque en el contexto de una cldsica melo-
dia embriagada de nostalgia o de un capitulo de la historia universal este
tiempo es insignificante, para nosotros ha sido relevante. No he podido
resistir la tentacion de revisar aquel primer ejemplar, que daba carta de
naturaleza a una incipiente Federacion Espaiola de Sociedades de
Profesores de Matematicas, gracias al empuje de un equipo de entusias-
tas y bajo la direccion de Rafael Pérez Gomez en Granada, que asumio el
reto e inicio la tarea de su edicion.

A la vista de aquel primer ejemplar, puedo apreciar que grandes cambios
se han producido en SUMA, tanto en la forma como en el fondo. Gracias a
los avances tecnoldgicos que nos facilitan la tarea de edicion, vamos obte-
niendo unos resultados cada vez mejores. Los programas informdticos de
maquetacion y edicion grdfica, asi como la incorporacion del color, pro-
porcionan un resultado muy alejado de la imagen inicial de nuestra revis-
ta. Nuestro mayor reconocimiento a los que empezaron a trabajar para
que la revista llegara a lo que ahora tenemos en nuestras manos, asi como
a los que después la continuaron. Tras Rafael Pérez, Sixto Romero en
Huelva, Julio Sancho y Emilio Palacidn en Zaragoza, y Francisco Martin e
Inmaculada Fuentes en Madrid, han puesto su trabajo y esfuerzo al servi-
cio de todos para que SUMA sea util e interesante para el profesorado de
matemadticas.




También en el fondo SUMA ha ido evolucionando, adquiendo en el tiempo
la forma en la que actualmente se distribuye en las secciones de articulos,
poliedro y actividades de la Federacion. Pero no ha perdido su voluntad
de ser: ..una revista sobre la ensefianza y el aprendizaje de las
Matematicas, 6rgano de expresiéon de la Federacién de Sociedades que la
edita, util para la clase, plural y participativa, dedicada a todos los niveles
educativos y que recoja ideas, sugerencias, informaciones, innovaciones,...
agrupadas en las distintas secciones, tal y como se apuntaba en el editorial
del numero 1.

Sin embargo, hay ciertas cosas que observo no han cambiado: el entusias-
mo por nuestro trabajo, la voluntad de mejorar en el proceso de enserianza
y aprendizaje en el que participamos con nuestros alumnos, el interés por
conocer todos los aspectos que nos pueden ayudar a ser mejores profesio-
nales, y como no, mejores personas. Esperemos que este espiritu se man-
tenga e incluso se incremente con las nuevas generaciones de profesores y
profesoras de Matemadticas.

Quiero aprovechar para elogiar la labor abnegada, silenciosa las mds de
las veces, equilibrada y brillante de todos los que han contribuido con su
aportacion, a construir SUMA a lo largo de estos veinte arios, y agradecer
en nombre de todos su colaboracion para conseguir que la revista SUMA
disponga actualmente de un prestigio reconocido a nivel internacional.

Estos veinte arios serdn dentro de otros veinte aquellos primeros arios de
supervivencia, afianzamiento y lucha por la conquista del respeto y el reco-
nocimiento del profesorado de matemdticas como un grupo profesional que
puede aportar a la Sociedad su experiencia y conocimiento.

A todos, jmuchas felicidades!. m
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Los numeros morficos en secundaria

mna de las manifestaciones mas fructiferas de la actividad
matematica es la generalizacién. Cuando generalizamos cons-
truimos matemadticas, pues definimos y relacionamos con-
ceptos, descubrimos propiedades, confirmamos intuicio-
nes,... y tanto en el “resultado final’, como en el “camino reco-
rrido’; encontraremos siempre belleza y armonia. Un claro
ejemplo de bella generalizacién es la familia de los miimeros
metdlicos, (Spinadel, 1998). Esta familia estd formada por el
conjunto de las soluciones positivas de las ecuaciones de la
forma :

x2-mx-n=0, m=1,2,3, .., n=1,2,3, ...

Una subfamilia relevante de ella se obtiene al considerar n=1
y m=1,2, 3,.... Todos sus elementos comparten propiedades
que son generalizacion de las que cumple el niimero de oro ¢
(Spinadel, 1999; Redondo, 2006; Spinadel y Redondo, 2007) y
representan la extensién natural del concepto de proporcion
durea en el plano. Pero la divina proporcion, puede extender-
se al espacio de tres dimensiones, también de forma natural,
en nimero pldstico y (Van der Laan, 1960; Alsina y Garcia-
Roig 2001; Alsina, 2007), y éste, junto con el nimero de oro,
pertenece a la familia de los nitmeros mdrficos, que aparece al
considerar la posibilidad de seguir extendiendo ain mds las
propiedades que comparten. Este articulo estd dedicado en
esencia a ese proceso de generalizacion. La idea que organiza
la primera parte es la extension de la “nocién plana” de la pro-
porcion durea ¢ al espacio de tres dimensiones, en conexién

con el problema de la busqueda de un “s6lido armonioso”. En
la segunda intentaremos ir mas lejos...

Como sabemos que el estudio de la belleza y armonia en las
formas geométricas fue abordado en la antigiiedad por los
griegos, serd inevitable empezar con un poco de historia
(Ghyka, 1978, 1979). En el plano el elemento ortogonal de
superficie es el rectdngulo axb, Platon y sus contemporaneos
encontraron en las propiedades matematicas y estéticas de la
proporcién durea ¢ motivos suficientes para considerar el
rectangulo dureo, de razén b:a igual a ¢, con b>a como el ele-
mento de armonia en el plano.

Este articulo fue publicado en el nimero 57 de SUMA.

Dado que los errores tipograficos encontrados pueden dificultar su lectura
y comprensién, una vez corregidas las erratas hemos optado por volver a
publicarlo en aras del rigor cientifico.

Antonia Redondo Buitrago
IES Bachiller Sabuco, Albacete

Sociedad Castellano Manchega de Profesores de Matemdticas
Asociacion Internacional de Matemdtica y Diserio, M&D
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El mismo Platén consideré el concepto de proporcion en los
solidos. En el espacio, el elemento ortogonal de volumen es el
paralelepipedo recto rectangulo axbxc. Los griegos daban
nombres especiales a las diferentes formas de volumen, le lla-
maban altar cuando a<b<c, ladrillo si a=b>c, viga en el caso
a=b<c, y por supuesto, cubo cuando a=b=c. Nosotros no usa-
remos esta nomenclatura, siguiendo el ejemplo de C. Alsina’
nos permitiremos la libertad de llamarles a todas cajas.

Para poder hablar de proporcién en el espacio, es necesario
determinar con precisién la forma de la caja y observamos
enseguida que aunque el volumen axbxc esta determinado
por los tres rectangulos, axb, axc, bxc, en general diferentes,
la caracterizacion de dos de ellos determina las proporciones
del tercero. Por tanto la proporcién en el espacio se establece-
rd con las razones de dos rectdangulos, ya que la tercera pro-
porciéon se deduce de las dos anteriores. Este hecho sugiere
que para que un sélido axbxc fuera armonioso seria suficien-
te con que dos de los rectangulos, axb, axc, bxc, lo fueran.
Esto sucede en los llamados voliimenes egipcios emparentados
con el niimero de oro: 1x1x¢, 1xpxp, 1xpxPp2 y 1xp2x 3. El
segundo aparece a menudo en las construcciones del antiguo
Egipto con las aproximaciones 5:3 y 8:5 para la proporcion
durea’. El tercero, con notables propiedades geométricas, se
conoce como el sdlido de oro de Samuel Colman (Colman,
1920). El cuarto, Figura 1, tiene la propiedad de que se puede
dividir en un solido ¢p2xp2x1 y un sdlido de oro.

o' =p+1=¢° =97 +0

P et Y

Figura 1

Ciertamente, todos estos sélidos pueden considerarse armo-
niosos, pero no puede decirse que representen una verdadera
generalizacidn, pues ninguna de las propiedades geométricas
intrinsecas que caracterizan al rectdngulo de oro, se cumplen
en ellos. Tuvieron que pasar muchos siglos hasta que dicha
generalizacion fuera descubierta o reconocida, y llegaria en
relacién con el estudio de determinadas sucesiones recurren-
tes y de la mano de los trabajos del arquitecto holandés Hans
Van der Laan (1904-1991).

Los conceptos y resultados que vamos a considerar tienen una
corta historia que revisaremos brevemente en esta propuesta,
donde el hilo conductor ser4 el estudio de los niimeros morfi-
cos y sus propiedades fundamentales, y el objetivo la presen-
tacion de originales actividades “ecoldgicas” en el entorno del
Bachillerato. El estudio se ubicarfa de forma natural en el
marco de la formulacién de conjeturas y de la generalizacion
y podria ser un recurso didactico mds a tener en cuenta para

trabajar de forma transversal contenidos de Algebra y
Geometria, considerando de forma globalizada conceptos y
procedimientos tan diversos como la nocién de nimero irra-
cional, la resolucién de ecuaciones, la proporcion y la seme-
janza, la convergencia de sucesiones de ndmeros reales... y
nos daria ocasion de ir introduciendo poco a poco a nuestros
alumnos en el razonamiento por recurrencia y la demostra-
cién por el método de induccion.

En muchas ocasiones trabajaremos en el espacio de tres
dimensiones y por tanto los célculos y procedimientos seran
algo mas complejos que cuando nos restringfamos al rectdn-
gulo de oro en el plano, pero en modo alguno en ningin caso
serdan mas complicados. De forma intencionada las activida-
des aparecen en el texto del articulo, en el momento en que el
contexto lo sugiere, numeradas segin la secuencia en que
deben ser propuestas, diseiadas para que cualquier alumno
de Bachillerato pueda realizarlas con autonomia sin dificul-
tad. Al final proponemos un problema sobre la geometria del
cuadrado que involucra a todos los numeros considerados.
Este “regreso al plano” proporciona un punto de partida alter-
nativo, que podria ser un primer acercamiento algebraico
para la E.S.O.

Antes de empezar convendra que recordemos algunos resul-
tados sobre los nimeros metdlicos. Una coleccién de activida-
des para Secundaria sobre estos nimeros fueron presentadas
en el n° 50 de esta revista (Redondo y Haro, 2005).

El niimero metdlico o,, es un nimero mayor que 1 que se defi-
ne como la solucién positiva de la ecuacion:

x2-mx-1=0, m=1, 2, 3, ... (1)

El primero de ellos o; es, en efecto, el niimero de oro ¢. El
segundo o, es conocido como niimero de plata 9, y el tercero
que corresponde al caso m=3 , es el niimero de bronce. Los
restantes no tienen nombre propio, simplemente se nombran
O,
La ecuacién (1) puede expresarse equivalentemente de la
forma x=m+1/x por tanto reemplazando iterativamente el
valor de x en el segundo término de la igualdad, obtenemos la
expansién en fraccién continua simple del niimero metélico
o,, considerado:

_m+ u'ﬁ
- >

¥-mr—-1=0 =

= m+ ! I =[mmm,...]

me
[

Una de las propiedades que caracteriza a los nimeros metdli-
cos G,,, es que son limite de las razones de términos consecu-
tivos de la sucesién recurrente:



a,=a,=1 a,=ma, +d, , n=3, 45, ... (2)

Esto se debe a que la sucesion de razones verifica la igualdad
a,,+1/a,,:(man+a,,_1)/a,,:m+(a,,/a,,_l)'1

y por ser de Cauchy converge a un cierto ntimero L y de esta
manera se debe cumplir:

L=m+L\= [2-mL1= 0= L=0,,

En este razonamiento solo es relevante la relaciéon de recu-
rrencia, el valor de las condiciones iniciales no influye para
nada en el resultado obtenido. Podriamos considerar diferen-
tes valores para a; y 4, y obtendriamos diferentes sucesiones,
pero el limite de sus razones seria siempre el mismo. Por
ejemplo, en el caso m=1, considerando a;= a,=1 la relacién
de recurrencia origina la cldsica sucesion de los nimeros de
Fibonacci: 1, 1,2, 3, 5,8, ... Pero si elegimos a;=1y a,=3 obte-
nemos la sucesion de los nitmeros de Lucas: 1, 3, 4. 7, 11, 18,
... que también origina el niimero de oro. En el caso m=2, las
condiciones iniciales a;=1y a,=1 generan la sucesion de los
nvimeros de Pell:
1,2,5,12, 29,70, ...

De la ecuacién (1) se deducen dos consecuencias inmediatas.

La primera es que los nimeros metdlicos o,, generan la pro-
gresion geométrica de razén o,

v (0,,)73, (0,,)°% (0,)Y, 1, 0, (0,,)% (0,,)3, ...
que cumple también la relacién de recurrencia (2).
La segunda es que el gnomon’® de un rectdangulo metdlico axb,

b:a = 0,, es el rectingulo axma formado por la unién de m
cuadrados de lado a, Figura 2:

ma, +1
1 ittt ittt >
o G, mcuadrados mUm+l _G_m
b SrTTTTTTTTT T T - 1

Figura 2

En consecuencia, el crecimiento pseudo-gnomonico por m
cuadrados derivado de la relacion de recurrencia (2) origina
una sucesion de rectdngulos cuyas razones tienden rapida-
mente a 0,,. La Figura 3 muestra el proceso que genera el rec-
tangulo de plata.
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Figura 3

La siguiente actividad sera el comienzo de nuestra busqueda
del paralelepipedo que sea una generalizacion satisfactoria de
los rectdangulos metdlicos o,,.

Actividad 1

Objetivos: Reconocer sucesiones de nimeros naturales
definidas por recurrencia y conjeturar relaciones de recu-
rrencia. Construir la sucesion de Padovan.
Conocimientos previos: Concepto de sucesion. Término
general de una sucesion.

Materiales: Trama de puntos.

En la Figura 4 el triangulo inicial es equilatero y de lado 1. Le
anadimos otro igual en la parte de abajo. Luego otro igual
hacia la izquierda, siguiendo el sentido de las agujas del reloj.

Figura 4

Seguimos girando y afadimos un tridngulo equilatero de lado
2, y luego otro igual en la parte superior. Después otro de lado
3, de la forma que se ve en la Figura 5.

Figura 5

Girando siempre en el sentido de las agujas del reloj, anadi-
mos un tridngulo blanco de lado 4 que coincida con los de los
dos sombreados de lado 1 y 3, Figura 6. Luego uno sombrea-
do de lado 5 que coincida con los de los dos blancos de lado 1
y 4, y asi sucesivamente...

N/

Figura 6
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Continta con el proceso y dibuja mas tridngulos de esta espi-
ral de tridngulos.

a) Escribe ahora las longitudes de los lados de los tridngulos
en el orden en que los has obtenido ;qué relacion existe
entre los lados de los triangulos? Exprésala algebraicamen-
te.

b) Si continuaras indefinidamente obtendrias una sucesion.
¢Sabrias hallar su término general?

La sucesién de los lados de los tridngulos es 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4,
5,7,9,12, 16,..., la sucesion de Padovan. Es una sucesion defi-
nida por tres condiciones iniciales, a;, a,, a5 y una relacién de
recurrencia que permite obtener los términos a,, das, dag, ...
ay=day=az=1  a,=d,3+d,y y-456, . (3)
La utilizacién de una trama triangular como material facilita

reconocer la relacién de recurrencia que la define (Figura 7) y
otras como:

ay=ay 1t ays n=6,7,8, .. (4')

ay= Ayt ay 5t d,e n=17,89

3 eee

Ay= Ay gt Ay st Ay et Ay 7+ dyg 4= 9,10, 11, ...

que podrian demostrarse por induccién. La relacién (4) des-
empefard, como veremos mds adelante, un papel fundamen-
tal.

— 3 ——

5=1243
i

|'J| —ﬂlid'ﬁ

Figura 7

Al igual que los numeros de Fibonacci, los nimeros de
Padovan también aparecen al sumar “lineas” del tridngulo de
Pascal, Figura 8.

Figura 8

Sabemos que los nimeros metdlicos son limite de razones de
términos consecutivos de ciertas sucesiones recurrentes.
Parece logico preguntarse qué ocurre con la sucesion de las
razones de la sucesion de Padovan. La siguiente actividad
contesta a esta pregunta y serd una ocasiéon para resolver
ecuaciones polinémicas por diferentes métodos.

Actividad 2

Objetivos: Encontrar el nudmero pldstico, reconociendo
que es un numero irracional y obtener una aproximacién
racional de él por diferentes procedimientos.
Conocimientos previos: Relacion entre la sucesion de
Fibonacci y el nimero de oro. Limite de una sucesion.
Resolucién de ecuaciones polindmicas. Representacion
grafica de funciones.

Materiales: Calculadora grafica y ordenador (programa
Derive).

En la Actividad 1 has encontrado una sucesion que se define
de forma parecida a la sucesion de Fibonacci. Era la sucesion
Padovan:1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12, 16, ...

a) Utiliza la calculadora para construir la sucesion de las pri-
meras razones de dos términos consecutivos de ella y estu-

dia su convergencia.

b) Razona ahora de forma general teniendo en cuenta que

=2

La calculadora ayuda a conjeturar que la sucesiéon a,/a,
asla,, aslas, ... es convergente. Una demostracion rigurosa no
sobraria, pero quizds no sea necesaria, pues nuestros objeti-
vos son otros. Si admitimos que la sucesion es convergente a
un cierto ndmero L, evidentemente tiene que cumplir:

= Iimﬂ—"- lim “”'—I.:f.—"';:]qff—f.—]-ﬁ

Ly Ly -

i, .,

lim
no g

Una primera aproximacion al valor del limite pedido se puede
hallar facilmente utilizando una tabla que también servird
para descubrir la igualdad de los tres limites de la izquierda:



El limite L es por tanto solucién de la ecuacién 3 - x -1 =0. El
polinomio que aparece en el miembro de la izquierda es irre-
ducible en el cuerpo de los nimeros racionales. Pero como es
de grado impar sabemos que por lo menos tiene una raiz real,
que serd Unica, pues la gréfica de la funcién y=x3 - x -1 s6lo
corta en un punto al eje de abcisas, Figura 9. Esa solucién es
y, el niimero pldstico* de Hans van der Laan.

Y v=f(x:l=_9—x—l

1

<o £2)>0
« flr3)<o0 fl4)>0
fi132)<0 f133)>0
- ! 2 fl1324)<0 f(1325)>0

fl13247)<0 F(13248)>0

-1 . .

L13,132.1'324.13247.... > w  Nimero pléstico

Figura 9

Van der Laan empieza sus estudios de arquitectura en 1923 y
los abandona en 1927 para ingresar en la orden benedictina.
En 1938 proyecta y construye una nueva ala de la abadia de
Oosterhout y retoma su actividad como arquitecto, aunque
realiza muy pocas obras, casi todas ellas de caracter religioso
(tres conventos, un monasterio, una capilla y una casa priva-
da). Sus estudios sobre las proporciones en las iglesias del
Romdnico, le conducen al descubrimiento de que muchas de
ellas aparecen relacionadas con la sucesion de Padovan y des-
arrolla un sistema de proporciones basado en el numero plas-
tico que utiliza en sus construcciones.

La sucesién de Padovan recibe este nombre por el arquitecto
inglés Richard Padovan (1935-), responsable en gran medida
de la difusién de su obra, al traducir en 1983 al inglés su tra-
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tados de arquitectura, “Architectonic space” en 1983 vy
“Modern Primitive” en 1994 (Padovan, 2002). Ian Stewart
contribuyé también a su divulgacién y popularidad, dedicén-
dole en 1996 una de sus columnas de Mathematical
Recreations de Scientific American, a la sucesién de Padovan
(Stewart, 1996).

El niimero pldstico es un namero irracional, cuyo valor exac-
to se puede hallar aplicando la férmula clésica de Cardano
para la ecuacion ctibica x3 + px = g

tomando p=-1yg=1

| 3 | 23
weite L (23 1 133 ana170572447460. .
V2 eV3 Y2 6Y3

Es una buena ocasién para invitar a los alumnos a que bus-
quen informacién en los libros de Historia para encontrar la
férmula, la apliquen y comparen la solucién que proporciona,
con las aproximaciones que han obtenido utilizando el mode-
lo funcional.

Observemos las analogias entre el mimero pldstico y los
numeros metdlicos o,,. Son evidentes. En efecto, todos ellos
son numeros irracionales mayores que uno, soluciones de
ecuaciones que son generalizaciéon de la que satisface el
numero ¢. Por supuesto, todos admiten expansion en fraccién
continua simple, pero aqui encontramos una diferencia esen-
cial. Las fracciones continuas simples de los numeros o,, son
muy sencillas y sus coeficientes son verdaderamente faciles de
recordar pues son todos iguales al correspondiente m, es
decir, son periddicas puras de periodo 7. Sin embargo con la
fraccion continua simple del nimero pldstico la cosa cambia,
pues no es periddica’ y no parece que exista ninguna forma de
predecir sus coeficientes. Como muestra, estos son los prime-
ros 80 coeficientes:

1,3,12,1,1,3,2,3,2,4, 2,141, 80,2,5,1,2,8,2,1,1, 3, 1, §,
2,1,1,14,1,1,2,1,1,1, 3,1, 10,4, 40,1,1,2,4,9,1, 1, 3, 3, 3,
2,1,17,7,5,1,1,4,1,1,3,5,1,2,6,2,2,1,1,1,4,1,3,1, 2, 6,
5,6,49,3,7.

Pero podemos obtener dos expresiones infinitas diferentes
para aproximar :
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; . | |
rep=l=0eyr =l+—cx=

[ | |
x "I.II-:_}*.I_HII-:EI,,..

. . . o
rer-l=0eo=l+rex=+r=p=Jl+d+...

Continuando con las analogias, de la ecuacién x3 - x -1 =0 se
deduce que el niimero ¢ define una progresiéon geométrica de
razon y: ..., Y3, ¢2, ¢l 1, ¢, ¢2, ¢3, ...,que también cumple la
relacion de recurrencia correspondiente, (3).

Maés analogias. En la tercera actividad, al generalizar al espa-
cio el crecimiento pseudo-gnomdnico asociado a los nimeros
metdlicos o, (ver Figura 3) nos encontraremos con el niume-
ro plastico y conseguiremos el deseado “sélido armonioso’ ila
caja plastica! (Alsina, 2007). Utilizaremos para ello un mode-
lo geométrico que proporcionard una interpretacién geomé-
trica de la sucesion de Padovan y de la sucesion que se origi-
na al considerar las razones de los términos consecutivos.

Actividad 3

Objetivos: Obtener una sucesién de cajas que “tiende” a
una caja de dimensiones 1xyxy?2 . Establecer el concepto
de caja pldstica.

Conocimientos previos: Sucesiéon de Padovan, nimero
plastico y la relacion entre ellos.

Materiales: Policubos. Imaginacién espacial.

A partir de un cubo 1x1x1 construimos una sucesion de cajas
por el procedimiento que muestra la Figura 10. Afiade algunas
cajas mas a la sucesion.

2 i
______ . 3 gansies ISPy L
r. v
L ko
EH EE
i i
e -+
1 1
A
£ h
e :
il :
. :
. . = e
i :
H H
4: :
: .
; ‘£
: 2
- L
Figura 10

a) Describe con precisién el procedimiento seguido en cada
una de las iteraciones.

b) Observa como varian las dimensiones 4, b, ¢ de las cajas
que vamos obteniendo y como influye en la “forma de la
caja” (la primera es un cubo, la segunda es “muy alargada’,
la tercera es “muy ancha’...). Describe esta variacion. Te
ayudara utilizar una tabla como esta:

caja inicial | caja afiadida | caja final
1x1=1 1x1=1 1x1x2
1=1x2 7 i?
.y . .
F
Figura 11

¢) Si el proceso pudiera repetirse indefinidamente, ;qué
dimensiones tendria la caja final?

La utilizacién del material facilita la representacién mental en
las primeras iteraciones, pero estamos trabajando en el espa-
cio y el nimero necesario de piezas necesarias para construir
la figura que se ainade crece con gran rapidez y esto “afortu-
nadamente” obligara al alumno a utilizar como recurso repre-
sentaciones graficas en el plano que pondrén a prueba su ima-
ginacion espacial. Describir la variacion de la forma de la caja
» o«

conduce a reconocer que la idea de “alargada’; “ancha’;...solo
puede precisarse comparando las razones b/ay c/b.

Lo primero que observamos es que las cajas se afaden
siguiendo la secuencia: “a la derecha’, “por delante’, “por
abajo’, “a la derecha’, “por delante’, “... Empezamos con un
cubo. Afladimos otro cubo a la derecha y obtenemos una caja
1x1x2. A éste le anadimos por delante otra 1x1x2 y obtene-

mos una caja 1x2x2. Y asf sucesivamente...

El enunciado sugiere describir las cajas ordenando sus dimen-
siones en orden creciente, es decir de la forma axbxc con,
a<bs<c independientemente de su disposicién. Es imprescin-
dible admitir este convenio si queremos descubrir el patréon
seguido en las sucesivas transformaciones. Esta actividad es
un claro ejemplo de la relevancia en Matemdticas de la elec-
cién de una notacién y codificacién apropiada (Figura 12).

caja inicial | caja afiadida caja final bja c/b
1xlx1 1xlx1 1x1x%2 111 2i1
Ix1x2 Ix1x2 1x2x2 211 2j2
1x2x%2 2x2x2 2x2x3 272 3/2
2x2%3 2x2x3 (2x3px4 3/2 413

2x@)x | Ax@) D | =D | 15 | 54
3x4x5 4x4x5 4x5x%7T 5/4 7i5

i? o7 i? : :

Figura 12




La tabla ayuda a reconocer lo que sucede y descubrir la ley de
recurrencia: “Con excepcion de las 4 primeras, todas las cajas
iniciales son axbxc con a<b<c, siendo por tanto todas las
caras rectdngulos. En cada paso adosamos a una de las caras
de mayor drea, es decir a una de las dos bxc, una caja de
dimensiones bxbxc. El resultado obtenido es una caja final
bxcx(a+b), que se convierte en la caja inicial de la fila siguien-
te”.

Observamos ahora la columna de las figuras finales...
Efectivamente, si eliminamos el primer término de la sucesién
de Padovan obtenemos precisamente la sucesién de las
dimensiones menores. Si eliminamos los dos primeros, obte-
nemos la de las dimensiones intermedias. Y si eliminamos los
tres primeros, la de las dimensiones mayores. Por tanto, las
cajas finales axbxc siempre tienen sus dimensiones iguales a
tres términos consecutivos de la sucesion de Padovan, de esta
forma, al hacer tender a infinito el nimero de iteraciones, los
cocientes b/a yc¢/b convergen al niimero pldstico. Podriamos
decir que las cajas que vamos obteniendo son cada vez “mds
parecidas” a una caja determinada por dos “rectdngulos plds-
ticos’, Figura 13, lo que se conoce como “caja pldstica’.

1
a - a<hec
[
A~
b 1 .
: Loy Loy
: i 1]
W
Cormmnmnn >

Figura 13

¢Cumple la “caja pldstica” las condiciones de la generaliza-
cién que estamos buscando? La relaciéon algebraica
¢2=¢+1=¢/(p+1)=1/¢ se traduce geométricamente en la
construccion de la Figura 14, donde los puntos A, By C estan
alineados y solamente puede generalizarse al espacio con la
que muestra la Figura 15, si en ella los tres puntos senalados
también estdn alineados. Esto ocurre.

A L] A

Figura 14 Figura 15

La comprobacién es especialmente sencilla, si consideramos
un sistema de referencia adecuado, como el de la Figura 16, en

donde el eje de abcisas seria la perpendicular por A al plano
del papel.
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Figura 16

En este caso A(0, 0, 0), B(y, y2 1) y C(y+1,y2+y, y2) y expre-
samos la nocién de proporcionalidad en términos de vectores,
por tanto bastard comprobar que los vectores:

[,ui—‘ =(1p,1p?,1)3.r[ raé—‘ :(I.w.qr1 : 1)

tienen la misma direccién. En efecto:

1
y-1

: P s
- -I:l:l' L = m—— e
W -y SY= IO

¢Hay algtn otro “parecido” entre el niimero de oro y el niime-
ro pldstico? La respuesta es, si. La presencia y protagonismo
de la proporcién durea en Arquitectura y Diseno se debe espe-
cialmente a que se puede definir un sistema de medidas basa-
do en el numero de oro. Un sistema de medidas es una suce-
sion de segmentos con longitud en progresion geométrica de
razén p con la condicién de que al “sumar” o “restar” dos
medidas consecutivas del sistema, se obtiene otra medida del
sistema. Eligiendo p = ¢ se cumplen las dos condiciones,
Figura 17, pues ¢+1 = ¢p2 <= ¢-1 = ¢pL.

Figura 17 Figura 18

Pero tomando p= , Figura 18, conseguimos también un sis-
tema de medidas. De la igualdad y+1=y3 se deduce que cum-
ple la “condicion suma” y la “condicién resta” también por
verificarse y-1=y4, pero a diferencia del caso anterior, ahora
las dos igualdades no son equivalentes, la segunda es una con-
secuencia de la relacién de recurrencia (4). En efecto:
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y los cinco cocientes que aparecen en la igualdad convergen a
Y, por tanto -1 =y4.

Tenemos de esta forma dos niimeros mayores que 1, ¢ y ,
que son solucién de la ecuacién x+1= x7, r=2, 3, y que son
también solucién de la ecuacién x-1 =x para algin valor
entero positivo de s. Intentemos dar un paso mas en el proce-
so de generalizacion considerando también los valores r=4, 5,
6, ... Las soluciones que obtengamos podran definir también
un sistema de medidas y formaran la familia de los nimeros
morficos (AArts, J. Fokkink, R. J. y Kruijtzer, G, 2001):

Definicion:

Un niimero mdrfico es un niimero real p>1 que es
solucion del sistema:

x+1=x' .
, para algiin valor natural de r y s.
x-1=x""°

La ecuacién polinémica x+1= %", no tiene solucion para r=1,
pero para r = 2, 3, 4, ... tiene siempre una Uinica solucién posi-
tiva, irracional, mayor que 1, por tanto para encontrar mas
numeros morficos sélo hay que hallar el pardmetro s que
determine una ecuacién de la forma x-1= x5, que comparta
esa solucion. En este caso no podremos apoyarnos en mode-
los geométricos, pero si podemos recurrir al lenguaje funcio-
nal...

Actividad 4

Objetivos: Obtener elementos de la familia de los niimeros
morficos.

Conocimientos previos: Concepto de niimero modrfico.
Aproximacion de soluciones irracionales de una ecuacion
polinémica. Resolucién grafica de sistemas.

Materiales: Calculadora gréfica y ordenador (programa
Derive).

Los nimeros morficos son niumeros irracionales mayores que
1 que son solucién del sistema formado por dos ecuaciones,
una de la forma x+1 =x""y otra como x-1 = x™5 donde ry s son
dos ntimeros enteros positivos. Al considerar r=2 y s=1 tene-
mos el niimero de oro. Para r=3y s=4 tenemos el niimero plds-
tico.

a) ¢Sabrias encontrar el niimero morfico asociado al valor r=4
JYalr=5?

b) Investiga otras posibilidades para el valor r ;Cudntos niime-
ros mdrficos encuentras?

Empezamos por r = 4. Gracias a la calculadora grafica, pode-
mos hallar rdpidamente y sin dificultad la solucién aproxima-
da de la ecuacién x*-x-1= 0. Es 1'220744084.... Ahora el pro-
blema es inverso, hay que reconocer, cual de las ecuaciones
x-1=xl, x-1=x"2, x-1=x73, x-1=x"%, x-1=x75,... tiene esa misma
soluciéon. Tampoco es tarea dificil, si representamos en un
mismo sistema de coordenadas las funciones:

flx)= x4-x-1, g(x)=x-1-x75,s= 2, 3, 5, 6, ...

Todas las graficas pasan por el punto (1, -1). No necesitamos
evidentemente representar g; ni g, pues sus soluciones ya
sabemos que son ¢ y .

Figura 19

La representacion grafica, Figura 19, muestra que las solucio-
nes de las ecuaciones x-1=x-S son mayores que 1'220744084....
y la correspondiente a s=8 es ya menor. No necesitamos seguir
buscando pues la sucesién de funciones g corta al eje de abci-
sas en puntos que originan una sucesién estrictamente decre-
ciente y las otras soluciones serfan también menores. Luego
no existe ningin nimero moérfico asociado a r=4. Tampoco lo
encontraremos para r=5, ni para valores superiores. Es inutil
seguir buscando, Jan Aarts, Robbert Fokkink y Godfried
Kruijtzer demostraron en 2001 que solo hay dos, el nimero de
oro y el niimero pldstico. Por tanto son los tinicos nimeros
que generan un sistema de medidas ideal.

Entonces, ;los nimeros metalicos no son una buena generali-
zacién del niimero de oro? Si, lo son en el plano, si somos
menos exigentes en la nocién de sistema de medidas. Los
requisitos exigidos tienen su razén de ser en garantizar la
armonia de las composiciones realizadas con las medidas de
la escala y esto puede darse cuando por yuxtaposicion (suma)
o superposicion (resta) de los segmentos obtengamos otro de
la sucesion. Por tanto también podrian disefiarse composicio-

nes armoniosas si acumulamos o superponemos “varias



veces” un segmento a otro consecutivo. Se relajarian las con-
diciones exigidas admitiendo que “al sumar o restar a un ele-
mento de la sucesion m veces el anterior se obtenga otro de la
sucesion” y eso sucede cuando consideramos como base los
niimeros metdlicos o,,. Obviamente la “condicién suma” se
sigue de la relaciéon de recurrencia asociada: “el elemento del
lugar n de la progresion geométrica es suma de m veces el tér-
mino del lugar n-1y el del lugar n-2".Y la “condicion resta”
también pues “al restar a un elemento de la sucesion, m veces
el anterior se obtiene otro de la sucesion (justo el anterior al
que estd restando)”:

, . ¥ =mx =1 —mx =y .
Ye=mx-l=0x-m=x = . . . .
l=mx "=x " % —=mx " =x

No deja de ser curioso que los cercanos parientes planos del
nimero de oro sean tan numerosos y su familia espacial sea
tan reducida...

El niimero pldstico aparece esencialmente vinculado a la ter-
cera dimension, pero también lo encontramos en situaciones
geométricas planas. Como ejemplo, este problema que podria
también proponerse en la opcién B del cuarto curso de la
ESO.

Problema: Tenemos que descomponer un cuadrado de lado 1
cm. de acuerdo con las siguientes reglas:

(i) Hacemos un corte paralelo a uno de los lados para obtener
dos rectangulos con un lado comiin. (ii) En uno de los dos rec-
tangulos hacemos un corte perpendicular al anterior de mane-
ra que obtengamos un rectdngulo y un cuadrado con un lado
comun.

a) ;De qué forma se puede hacer, si queremos que los rectdn-
gulos obtenidos sean semejantes? ;Cudles serian las
dimensiones de las partes que se obtienen?

b) Modificamos la regla (i) haciendo 2 cortes paralelos al lado
para obtener dos rectdngulos iguales adosados y la norma
(ii) haciendo 2 cortes perpendiculares para dividirlo en un
cuadrado y dos rectdngulos. ;Cémo lo hariamos para que
los rectdngulos sigan siendo semejantes? ; Cuales son ahora
las dimensiones de las figuras obtenidas?

¢) Generaliza el apartado b) admitiendo n cortes en (i) y en

(ii).

d) Mantenemos la regla (i) inicial y modificamos la (ii) para
obtener dos rectdngulos estrictos ;De qué forma consegui-
mos que los tres rectdngulos obtenidos sean semejantes?
¢ Qué dimensiones tendrian los rectdngulos?
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En el apartado a), salvo giros y simetrias, solo podemos des-
componer el cuadrado de una forma, Figura 20.

A 1 B

E" AR _Eﬁﬁ Ehy _® ﬁa‘]—l.t.{-‘i"-'”ﬁlﬂ x =)
B F b FF oGC x 3 o ¥

EJ' 3-q-]=ﬂ_-ug,=1=¢_1'w=E=l1=¢
o v 3 F&G  @C

Figura 20

El primer corte solo puede realizarse de manera
que(x+y)/x=x/y=¢. Como x+y=1, tenemos que x=¢1= ¢-ly
por tanto y=2-¢. Los rectangulos son 1x(¢p-1), (¢-1)x(2-¢) y
(2-9)x(2-¢) : “Un cuadrado puede descomponerse en dos rec-
tangulos dureos y un cuadrado”.

En el caso del segundo apartado, la situacién del cuadrado
blanco es irrelevante. Lo supondremos a la izquierda, y salvo
giros o simetrias, la descomposicion es la Figura 21.

P L..... -
'X 4F BF  ix+y _x _ da+l . X
5 } === ——=— & —— =, (snds — =4)
3 £ GH HC x 3 & ¥
G H a'-2a I 0maeSeg, i et g =gy=p
I v ' GH me :
(] 1 C
Figura 21

Los dos primeros cortes deben realizarse tales que
(2x+y)/x=x/y=0. Encontramos en este caso el nimero de
plata. Ahora 2x+y=1, x=0-1= 0-2, y=5-20 y los rectangulos
son 1x(0-2), (0-2)x(5-20) y (5-20)x(5-26). Como el cuadrado
podria estar en el centro o a la derecha, tenemos 3 formas
equivalentes de hacerlo.

En cualquier caso: “Un cuadrado puede descomponerse en 4
rectdngulos de plata y un cuadrado’.

La generalizacion al caso de # cortes es inmediata y aparecen
los nimeros metélicos o,,,.

mEy X e+ | x :
Ll R PN (siedn —=a)oa -ma-l=0=2a=a,
X ¥ @ ¥

y obtenemos los valores x=(0,,)1=0,-1, y=(n>+1)-no,, : “Un
cuadrado se puede descomponer en 2n rectdngulos metdlicos
0y, y un cuadrado’.

Finalmente si seguimos las reglas del apartado d) solo pode-
mos descomponer el cuadrado como se ve en la Figura 22.
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Figura 22

Despejando P en la primera ecuacion del sistema y sustitu-
yendo en la segunda, tenemos

a3-a-1=0 = a=y = P=y2 = x=y2 y=y3, z=yL

NOTAS

Los tres rectangulos semejantes son:

Ixy2, yrlxy3, y3x(1-yl)

“Un cuadrado se puede descomponer en tres rectdngulos seme-
jantes, los tres con lados en razén ¢2”

Como era de esperar, no podremos aumentar el nimero de
cortes y seguir teniendo rectdngulos semejantes...

Este problema representa una forma sencilla y elegante de
presentar de forma unificada las dos generalizaciones signifi-
cativas de la proporcién durea, los nimeros metélicos o,,, y
los ntimeros mérficos. |

L un viatge a lespai. http://www.upc.edu/ea-smi/personal/clau-
di/materials.html. (P4gina personal de Claudi Alsina).

2Enel papiro de Ramsés IV, se describe la Cdmara de Oro que con-
tenfa la tumba del rey, asignidndole las dimensiones 16 codos de
largo, 16 codos de ancho y 10 codos de alto.

3 Figura cuya yuxtaposicién a una figura dada produce una figura
resultante semejante a la figura inicial.

4 El ingeniero francés Gérard Cordonnier en 1928 llama a este
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Matematicas en la musica

ntroducci()n

Las matematicas estan reconocidas como una ciencia, ade-
mads con un valor especial pues el resto de las ciencias necesi-
tan de ésta como base. No es tan explicito que las matemati-
cas sirvan como ayuda en las bellas artes, pero alli estan, cola-
borando a que las artes sean de verdad bellas y a la vez enri-
queciéndose de su presencia en la pintura, escultura, musi-
ca...

La belleza y disfrute que se puede conseguir con la demostra-
cion de un teorema, la resolucion de un problema, la creacién
de una conjetura...no tiene por qué ser menor (ni mayor) que
la que obtenemos al admirar un cuadro de Mir¢6 o al escuchar
una sinfonia de Beethoven.

Por tanto, si las matemadticas son el motor que hace que las
ciencias funcionen y avancen pero también son imprescindi-
bles para que las artes sean de verdad bellas, ;por qué encasi-
llar a las matematicas dentro de las ciencias? Como minimo
serfa igual de justo encontrarlas en la lista de las artes, o
incluso con mayor fundamento aqui si reconocemos su belle-
za y no nos encerramos en su sentido prictico.

Centrandonos en la musica, veremos alguna de las relaciones
que ésta tiene con las matemdticas, como la musica dificil-
mente existiria sin una base matematica que la apoye y cémo
en realidad una obra musical, si es hermosa y compensada,

podria ser considerada un trabajo matemadtico bien resuelto.
Los pitagdricos ya crearon una division del curriculo en qua-
drivium (aritmética, musica, geometria y astronomia) y tri-
vium (gramdtica, retérica y dialéctica), la misica permanecié
como un subconjunto de las matematicas durante la Edad
Media.

Einstein tocando el violin

Albert Einstein:

Las mentes matemdticas secas como el polvo suefian en blan-
co y negro, el masico clésico capaz prefiere sofiar en colores,
como lo hacen los grandes cientificos que prefieren la musica
clésica.

Angel Pastor Martin
IES Valle del Alberche, Navaluenga (Avila)
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Ritmo y nimeros

Una composiciéon musical estda dividida en compases, todos
ellos con una duracién idéntica, cada frase musical se compo-
ne de un numero determinado de compases, por lo general 4
u 8 y salvo excepciones, todas las frases de una misma obra
tienen el mismo nimero de compases.

Al comienzo de una pieza musical, tras la clave y la armadura, apare-
ce una fraccién que nos indica el ritmo a seguir en ella, aunque el
denominador no tiene por qué interpretarse como un valor numéri-
Co, sino que es un signo que representa a una figura musical, el 2 se
corresponde con una blanca, el 4 con una negra, etc. El numerador si
tiene valor numérico, nos indica el niimero de figuras expresadas en el
denominador que va a durar cada compas, es decir, la obra esta per-
fectamente medida y estructurada en frases y cada frase en compases.

El valor de las figuras que nos indican la duracién de cada
sonido sigue una progresién geométrica de razén 2, de la
siguiente manera:

o 44 1111 INIT7) TR

? 2! 2 4 2

pmprerpllppspopierroerEdppEmrny

2

IR I PnITIn nIm

Escala Musical y Pitagoras

Pitdagoras estudio la relacién que existe entre un sonido y la
longitud de la cuerda que lo produce con ayuda del monocor-
dio, que es un instrumento de cuerda con una sola cuerda, (En
cualquier instrumento de cuerda, a medida que ésta se acor-
ta, se va produciendo un sonido mas agudo).

Monocordio

A partir del sonido base que se producia con la cuerda en toda
su extension, ésta se acorta en distintas proporciones. Al soni-

do producido al acortar la cuerda a 2/3 de su longitud original
lo llamé diapente (intervalo de 5°). Al sonido producido al
acortar la cuerda 3/4 de su longitud original lo llamé diatesa-
rén (intervalo de 4°) y al acortarla a la mitad lo llamé diapasén
(intervalo de 82).

Meétodo geométrico definido por Pitdgoras para obtener los
intervalos de un instrumento.

Con estas nuevas referencias se siguen construyendo sonidos
hasta conseguir la escala llamada pitagérica, obteniendo la
siguiente relacion entre las notas.

Nota Do Re Mi Fa Sol La Si Do

Fraccion

1 8/9 64/81 3/4 2/3 16/27 |128/243| 1/2
de cuerda

Esta relacion entre las notas de la escala siguié en vigor prac-
ticamente hasta el barroco, donde fue sustituida por el siste-
ma temperado, que no es mas ni menos veraz, pero que tiene
una indiscutible ventaja para la ejecucién de la musica por
parte de los musicos. La principal diferencia entre estas dos
escalas es que en la temperada el sonido de, por ejemplo, DO
sostenido (DO#) es igual que el sonido de RE bemol (REb),
mientras que en la escala pitagérica estos sonidos son muy
parecidos pero no idénticos. Esta diferenciacién se puede
conseguir con dificultad en instrumentos de cuerda sin tras-
tes o de viento, pero es imposible de realizar en instrumentos
de cuerda con trastes o instrumentos de teclado.

Armonia y divisibilidad

Un sonido puede considerarse grave o agudo, es lo que llama-
mos altura del sonido, esta altura depende Gnicamente de la
frecuencia de las vibraciones del cuerpo emisor. La altura de
los sonidos se miden en hercios (Hz), que es el nimero de
oscilaciones, ciclos o vibraciones por segundo de un sonido
(ciclo/ segundo). Cuanto mayor sea esta magnitud, mas agudo
serd el sonido resultante. Para la interpretacién de una melo-
dia no es tan importante la frecuencia absoluta de cada una de
las notas como la relacién que existe entre ellas.



La gama de frecuencias que puede percibir el oido humano
comprende desde los 15 hasta los 20.000 Hz, aunque en musi-
ca los sonidos mdas agudos suelen alcanzar los 5.000 Hz. Los
sonidos por debajo de los 15 Hz se llaman infrasonidos, y por
encima de 20.000 Hz ultrasonidos.

La referencia que nos sirve para medir el valor absoluto de los
tonos son los 440 Hz que es la frecuencia que tiene un diapa-
s6n normal y se utiliza para afinar la nota LA situada en el
segundo espacio del pentagrama si leemos en clave de SOL.
Esta referencia no siempre ha sido la misma y ha evoluciona-
do desde valores mas bajos de frecuencia. Aun en la actuali-
dad, el criterio de los 440 no estd completamente unificado
pues hay orquestas que afinan a 438, 440, 442 o 444 Hz (hay
oidos humanos capaces de distinguir un cambio en la fre-
cuencia de vibracién de un 0°03% de la frecuencia original en
el rango medio, entre 500 y 8.000 Hz).

La gama de tonos que se utilizan hoy dia se generaliz6 a par-
tir de 1630, cuando el matematico francés Mersenne formulé
con precision las reglas para afinar en su obra “Armonia
Universal” Se trata de la escala uniformemente temperada,
con 12 semitonos iguales en cada octava y donde entre semi-
tonos consecutivos se mantiene una relacion constante de '¥2
en su frecuencia y entre tonos consecutivos se tendra como
consecuencia una relacién de ¢2 .

La relacion que hay entonces entre dos notas a una distancia
de 82 es (135)12 =2 (el doble de frecuencia la mdas aguda).

Cabe preguntarse por qué la distancia entre dos tonos es dis-
tinta: al ser proporcional, la diferencia entre dos tonos conti-
guos va aumentando segun subimos a notas mds agudas. La
escala musical es una escala logaritmica que va en progresion
geométrica de razén '¥2 y es en los valores de los logaritmos
donde mantiene las distancias absolutas. Si la frecuencia de
LA es 440 Hz, podemos calcular la frecuencia de SI como
440x( 32 )? = 49388 y la frecuencia de SOL: 440x( 32 )? =
392.

SOL LA SI
Frecuencia 392 440 | 493’88
Log, de la frecuencia 8’61 878 895

Diferencia de las frecuencias:

440 — 392 = 48
49388 — 440 = 53788

Diferencia del logaritmo de las frecuencias:

878 -861=0"17
895 -878=0"17
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Si escuchamos simultdneamente dos notas musicales, el
resultado sera un sonido mas o menos agradable. Los sonidos
que se consideran mds “agradables” de oir conjuntamente son
los que estan a una distancia de 8%, 5° justa y 4° justa, las fre-
cuencias relativas de dos notas a estas distancias son 2/1, 3/2
y 4/3 respectivamente y las frecuencias absolutas de estos
sonidos tienen muchos de sus divisores comunes (todos en el
caso de la 8* y dos terceras partes de ellos en el caso de 4* y
5%). Los intervalos de 3" y 6%, tanto mayor como menor, toda-
via se consideran “agradables”; la frecuencia relativa de sus
notas esta en razén 5/4 y 6/5 respectivamente para las 3"y en
razén de 5/3 y 8/5 respectivamente para las 6™, y sus frecuen-
cias absolutas tienen como divisores comunes en torno a la
mitad de sus divisores.

El resto de los intervalos (2* y 7%, o cualquier otro intervalo, si
es aumentado o disminuido), se considera disonante y puede
resultar como minimo extraio de escuchar para quien no esté
habituado a ello. Las frecuencias absolutas de dos notas diso-
nantes son nimeros casi primos entre si.

Cuando escuchamos una obra musical, se suelen escuchar
simultdneamente varias notas, estas notas deben estar cuida-
dosamente elegidas para conseguir un sonido agradable.
“Cualquier sucesiéon melddica o harménica que no produzca
una sensacion tonal forma un conjunto incoherente de notas
que el buen gusto rechazard siempre” (Arin y Fontanilla
1981). Cuando un estudiante comienza los estudios de armo-
nia, antes de hacer los primeros ejercicios a cuatro voces se
encuentra con una serie de definiciones sobre acordes conso-
nantes y disonantes, movimientos directos, inversos y obli-
cuos, etc. A continuacion aparecen una serie de proposiciones
o normas de obligado cumplimiento para que el ejercicio se
pueda considerar bien resuelto, como son: “se prohiben dos
octavas seguidas si se producen entre dos mismas voces’,
“igualmente quedan prohibidas dos quintas seguidas si se
producen de la misma forma’, “se prohibe también llegar a una
octava 0 a una quinta por movimiento directo”.. (Arin y
Fontanilla, 1981)

La armonia es entonces un conjunto de normas y reglas que
deben respetarse para conseguir un sonido coherente basado
en acordes consonantes, y esto no se consigue tanto escu-
chando la musica como contando los intervalos que se forman
en cada acorde y los saltos que va produciendo la melodia.

Notaciéon musical y funciones

La notacién musical se compone de una serie de signos con
los que se fija graficamente el sonido. Cada uno de los signos
escritos en un pentagrama tiene dos variables que nos indican
duracién y sonido. La duracién viene indicada por la figura
musical (redonda, blanca, negra, etc.) y el sonido por la colo-
cacion en el pentagrama de esta figura (do, re, mi, etc.). Si una
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partitura musical depende de dos magnitudes, éstas se pue-
den expresar en unos ejes cartesianos donde pondriamos el
tiempo (en segundos) en el eje de abcisas y el sonido (en her-
cios) en el eje de ordenadas.

o=
ﬂ 1
- -

(3

En el compds anterior existen los siguientes datos:

Indica que la duracién de 60 negras es un minuto (una negra
por segundo).

Es la clave, que siempre debe estar al comienzo de todos los
pentagramas, en este caso clave de SOL, que indica que en la
22 linea se coloca la nota SOL y a partir de ésta las demads, una
en cada espacio y una en cada linea, tanto ascendente como
descendentemente.

i

El numerador 3 indica que cada compds tiene 3 partes, el
denominador nos indica qué figura vale una parte, en este
caso el 4 dice que es la negra la figura que vale una parte.

|, 1
L 1
L THES

i
-

Las negras indican que van a durar un segundo cada una y al
estar situadas en la segunda linea nos dice que ambas son la
nota SOL. Las corcheas indican que cada una de ellas dura

medio segundo, y al estar situadas en el segundo espacio y la
tercera linea nos dice que las notas que deben sonar son LAy
SL

Este compads se podria escribir de la siguiente manera:

-
]

Frecuencia de Sol = 396 Hz; La = 440 Hz; Si = 495 Hz

Una partitura musical se puede entonces escribir como una
funcién definida a trozos en la que cada trozo representa a
una figura distinta de la partitura, la funcién resultante es
continua por la derecha y discontinua de salto finito por la
izquierda coincidiendo con el momento de cambio de nota en
la partitura. Cada trozo de la funcién es constante y su valor
es la frecuencia de la nota que tiene que sonar en ese momen-
to.

No siempre tiene por qué ser constante cada intervalo conti-
nuo de la funcidn, pues existen algunos recursos musicales
que expresados en la funcién harian que ésta creciera o decre-
ciera, como son por ejemplo el vibrato o el glisando.

El vibrato es un recurso que enriquece la musica haciendo que
una nota no suene lineal sino que su sonido oscila levemente
en torno a la altura exacta de la nota. La nota LA (con una fre-
cuencia de 440 Hz) ante un vibrato, sonaria regularmente mas
o menos entre 435 y 445 Hz. Esto se puede representar de la
siguiente manera.

La nota LA (440 Hz) si estamos en la misma pieza del ejemplo
anterior se representaria con la funcién:

fracwencia [M1)

- FTERE

pemEa (vl



Un glissando, (resbalando en italiano, que es el idioma en el
que se expresan los términos musicales) en los instrumentos
de cuerda, consiste en deslizar el dedo sobre la cuerda desde
una nota inicial a otra final, en notacién musical se suele
emplear una linea oblicua ondulada que va desde la nota ini-
cial a la final.

Se ha visto que, de forma tedrica, la escritura musical podria
ponerse en forma de funcién, pero en la practica resulta
mucho mas simple la notacién musical, creada expresamente
para transcribir la musica a un lenguaje escrito.

Composicion y juegos

W. A. Mozart, a los 21 anos, compuso un vals de 16 compases
al que titulé “Juego de dados musical” (K 294), que consistia
en escribir valses con la ayuda de dos dados. En cada lanza-
miento de dados se suma el valor de éstos y tenemos 11 resul-
tados posibles (de 2 a 12). Mozart compuso entonces once
compases diferentes para cada una de las 16 posiciones, es
decir, 11x16 = 176 compases en total. Tras los 16 lanzamien-
tos se escogen los 16 compases elegidos en el sorteo y sale un
vals. Un buen problema de combinatoria es calcular cudntos
valses distintos se pueden formar y razonar por qué no tienen
todos la misma probabilidad de aparecer. En total son 11 0 lo
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que es lo mismo (redondeando) 45.000 billones. Aunque 16gi-
camente no se han podido escuchar mds que una minima
parte de ellos, confiando plenamente en la genialidad de
Mozart, es seguro que todos pueden pasar por ser una pieza
musical al nivel de su autor.

John Cage también utiliza dados para alguna de sus obras vy,
siguiendo con el azar, pero ya con materiales mas acordes a lo
que es el siglo xx, el propio John Cage, Iannis Xenakis y cual-
quiera de los compositores de musica estocdstica utilizan el
ordenador con algoritmos programados para crear sus com-
posiciones.

J. S. Bach escribi6 el canon del cangrejo, una partitura a dos
voces en la que el acompanamiento repite a la voz principal
con exactitud, pero en sentido inverso, mantiene una simetria
tal que si se tocara de forma invertida el dnico cambio seria
que una de las voces tomaria la melodia de la otra y viceversa.
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Un juego parecido al anterior lo crea J. Haydn en la sonata
para piano en Do: el 2° movimiento es igual al primero, pero
interpretado al revés.
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El problema de la ruina del jugador

ntroduccion

Al final del tratado de Huygens, De Ratiociniis in Ludo Aleae,
cuya version en latin fue publicada por primera vez en 1657,
encontramos cinco ejercicios propuestos por el autor y no
resueltos, aunque en tres de ellos se da la solu-
cién. El ultimo de estos ejercicios pasé a la his-
toria del calculo de probabilidades como “El pro-
blema de la ruina del jugador” Se trata de un
juego entre dos jugadores a un numero indeter-

En De ratiociniis Huygens da la solucién del problema, pro-
poniendo la resolucidn al lector. Dado que es aqui, en ese tra-
tado, donde aparece enunciado por primera vez, la tradiciéon
ha situado en Huygens la autoria del mismo. Sin embargo, se
trata de un problema que Pascal propuso a Fermat, creyén-

dolo “mads dificil que todos los demds’, en el con-

*»  texto de la correspondencia que ambos autores
“ franceses mantuvieron de forma directa en 1654,

y de manera indirecta entre 1655 y 1656 (para
mads detalle de esta correspondencia, ver Basulto

minado de partidas, donde en cada partida se
juegan una moneda (quién la pierde le paga al
otro una moneda) y que s6lo concluye cuando
uno de los dos jugadores ha perdido todo su
dinero. Tenemos, pues, un juego que podria
tener duracion infinita. E1 problema plantea el
célculo de la probabilidad de que un jugador

BE
RATIOCINILS
1
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y Camunez, 2007). El problema se hace atin mas
conocido gracias a la ediciéon comentada de
James Bernoulli de De ratiociniis que constituye
la Parte I de su Ars conjectandi (Bernoulli, 1713).
Bernoulli tuvo alguna dificultad en su intento de
justificar la solucién, opinando entonces como
Pascal sobre la dificultad del problema (hay una

o by e
arruine al contrario sabiendo la cantidad de e A
monedas con las que parte cada uno (en un prin-
cipio Huygens establecia el mismo ntiimero de
monedas para ambos) y conociendo las probabilidades de
ganar en cada partida de cada uno de los jugadores, probabi-
lidades que no tienen por qué ser iguales, aunque si constan-
tes a lo largo de todo el juego. Se supone, ademas, que las par-
tidas son sucesos independientes entre si, o sea, el resultado
de una partida no influye en los resultados posteriores, cosa
que ocurre en un juego de puro azar, donde el jugador no va
aprendiendo con el desarrollo del juego.

traduccidn al inglés del texto de Bernoulli reali-
zada por Edith Dudley Sylla, 2006).
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Jestis Basulto Santos
José Antonio Camuiiez Ruiz
M= Dolores Pérez Hidalgo

Facultad de Ciencias Econdmicas y Empresariales. Universidad
de Sevilla.
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Cristiaan Huygens Jacob Bernoulli

El hecho de que el nombre de Pascal no esté asociado con este
problema tiene una fécil explicacién: Huygens no menciona
su fuente (y, probablemente, Bernoulli no la conoce) la cual
s6lo fue revelada con la publicacién de la correspondencia de
Huygens en 1888, en el primer tomo de sus Obras Completas,
publicacién llevada a cabo por la Sociedad Holandesa de las
Ciencias. Como esto ocurrié después de que Todhunter escri-
biese su History of the Mathematical Theory of Probability
(Todhunter, 1865), éste no recoge tampoco el origen, y este
libro ha sido la mayor fuente secundaria de informacién sobre
la historia inicial de la probabilidad desde entonces. No se
conoce si el problema tiene alguna historia previa a Pascal,
aunque parece un problema perfectamente natural entre
jugadores que buscan nuevos juegos mds excitantes. Tuvo una
especial importancia en el desarrollo de la teoria de la proba-
bilidad porque permitié a los matemadticos, en el inicio del
siglo XVIII, investigar sobre otro tépico de este nuevo calcu-
lo: lIa duracion del juego. “El tltimo de los cinco problemas
que Huygens dejo para resolver” escribe Todhunter, “es el mas
notable de todos. Es el primer ejemplo sobre la duracién del
juego, un asunto que posteriormente sirvié para mostrar la
elevada capacidad de De Moivre, Lagrange y Laplace”.

Hoy, como se ha dicho, tenemos la suerte de conocer la
correspondencia previa a la edicion del tratado de Huygens, la
que mantuvo con los sabios franceses y que justifica lo
comentado sobre la autoria del problema. A continuacién
mostramos dos fragmentos traducidos al castellano de dos
cartas que son relevantes de lo que estamos diciendo. El pri-
mer fragmento corresponde a una carta que Pierre de Carcavy
(amigo de Pascal y Fermat, que usé esa amistad para hacer de
intermediario entre ambos) envié a Huygens el 28 de sep-
tiembre de 1656, un aio antes de la publicacion del tratado de
este tltimo. Podriamos decir que aqui aparece una primera
version del enunciado del problema. Es el siguiente:

He aqui otra proposicién que él' ha hecho al sefior de
Fermat y que juzga sin comparacién mas dificil que todas
las demas.

Dos jugadores juegan con esta condicién de que la chance
del primero sea 11, y la del segundo 14, un tercero lanza los
tres dados para ellos dos, y cuando sale 11 el 1° marca un
punto y cuando sale 14, el segundo marca uno de su parte.
Juegan a 12 puntos, pero con la condicién de que si aquel
que lanza los dados consigue 11, y asi el primero marca un
punto, si ocurre que los dados hacen 14 en el lanzamiento
posterior, el segundo no marca un punto, sino que resta
uno del primero, y asi reciprocamente, de manera que si los
dados llevan seis veces 11, con lo que el primero ha marca-
do seis puntos, si después los dados sacan tres veces segui-
das 14, el segundo no marcard nada sino que restard tres
puntos del primero, si después también ocurre que los
dados hacen seis veces seguidas 14, no le quedard nada al
primero, y el segundo tendrd tres puntos, y si aparece atin
ocho veces seguidas 14, sin aparecer 11 entre medio, el
segundo tendrd 11 puntos y el primero nada, y si ocurre
cuatro veces seguidas 11, el segundo no tendrda mds que
siete puntos, y el otro nada, y si ocurre 5 veces seguidas 14
él habra ganado.

La cuestién parecié tan dificil al sefior Pascal que dudé si
el sefior de Fermat lo llevaria a cabo, pero él me envié en el
acto esta solucién. Aquél que tiene la chance de 11 contra
el que tiene la chance de 14 puede apostar 1156 contra 1,
pero no 1157 contra 1. Y que asi la verdadera razén del
reparto estaria entre ambas, pero como el sefior Pascal ha
sabido que el sefior de Fermat ha resuelto muy bien lo que
le habia sido propuesto, me ha dado los verdaderos nime-
ros para enviarselos, y para testimoniarle de su parte que ¢l
no habria propuesto una cosa que no hubiese resuelto
antes. Helos aqui.

150094635296999122.
129746337890625.

Pero lo que encontraréis més considerable es que el citado
sefior de Fermat tiene la demostracion, como también el
seflor Pascal de su parte, aunque hay apariencia de que se
estan sirviendo de métodos diferentes.

La demostracion de la que habla Carcavy, de Pascal y de
Fermat, nunca fue conocida. Edwards (1983) sugiere cémo
podrian haber resuelto ambos teniendo en cuenta los méto-
dos que usaron para resolver otros problemas del mismo con-
texto.

El segundo fragmento corresponde a la carta respuesta de
Huygens, que le envi6 a Carcavy el 12 de octubre de 1656. En
ella, Huygens, ademas de introducir una segunda version del
enunciado del problema, deja entrever cémo lo resuelve pero
no se muestra demasiado explicito. Parece que su preocupa-
cion en la misma es mostrar a su interlocutor que él también
sabe resolverlo. El fragmento es el siguiente:



La proposicién que é1* hace al sefior de Fermat me pareci6
en primer lugar bastante embarazosa, pero he visto pronto
que no es mas que una cuestion de esto, a saber, que cuan-
do uno de los jugadores marca un punto cuando ocurre 11
con tres dados y el otro lo marca cuando ocurre 14, y de
estos dos gana el que primero haya marcado 12 puntos de
ventaja sobre el otro, es necesario determinar la ventaja de
cada uno de ellos. Siendo el problema muy bonito en mi
opinidn, y viendo que el sefior Pascal lo habia juzgado tan
dificil que hasta dudd que el sefior de Fermat lo pudiese
conseguir, no he podido impedirme yo también la busque-
da de la solucién, aunque vos me haydis enviado aquellas
que los dos han efectuado. Me he servido siempre del
mismo teorema que estd arriba, y por medio de éste y del
dlgebra he encontrado la regla general para esta solucidn,
que es muy simple como vos veréis. Estando dadas tales
chances que se quiera de 2 o tres o varios dados, y algin
numero de puntos que finalizan el juego, es necesario ver
en primer lugar cudntos azares hay para cada una de las
chances u otros dos niimeros en la misma razén. Siendo
multiplicados los nimeros de estos azares cada uno por si
mismo tantas veces como puntos haya que finalizan el
juego, los productos tendrdn entre ellos la proporcién
requerida de las ventajas. Por ejemplo, en el caso que el
seflor Pascal propone hay 27 azares para la chance de 11,y
15 azares que dan 14. Ahora bien, como 27 es a 15 como 9
es a 5, es necesario multiplicar el 9 y el 5 cada uno 12 veces
por si mismo, porque se juega a 12 puntos; los productos
son 282429536481 y 244140625, que yo digo, expresan la
verdadera proporcion de las ventajas. También ellos tienen
entre si la misma razén que aquellos del sefior Pascal que
eran 150094635296999121 y 129746337890625, y son los
mds pequeiios que se pueden encontrar. Si la chance de
uno fuese 10, y la del otro 13, y si ellos jugasen a 10 puntos,
las ventajas serfan por esta regla como 3486784401 a
282475249, y si las chances fuesen 13 y 17, jugando a 12
puntos, la ventaja del uno a la del otro serd precisamente
como 13841287201 a 1. Lo que parecerd a primera vista
bastante extrafio.

El método con el que yo encuentro la regla me ensefia tam-
bién al mismo tiempo a hacer la demostracién que resulta-
rd, no obstante, muy larga

Establecidos los antecedentes, creemos interesante a nivel
didactico, de aprendizaje, de formacién complementaria vy,
por tanto, integra, que un alumno de tltimo afio de bachiller-
ato o de primer curso universitario conozca la génesis de este
problema y la resolucién que le dio el primer autor que lo
publicé. Una de las primeras consecuencias que un alumno
aprende cuando se inicia en calculo de probabilidades es el
Teorema de la Probabilidad Total. Pues bien, un uso adecua-
do y reiterado de ese teorema, junto con un buen manejo de
la suma de progresiones geométricas, conduce a una resolu-
cién eficaz y contundente, ademas de sencilla, de un proble-
ma de nombre atrayente pero de resolucion a priori compleja.
Esa es nuestra apuesta, que ya hemos experimentado en
alumnos de primer afio universitario: ensenar calculo de
probabilidades usando problemas “reales” con aparente difi-
cultad pero con resoluciones asequibles si se manejan ade-
cuadamente los instrumentales aportados. Por tltimo, si tras
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la resolucioén cldsica mostramos la solucidén agil y original que
le dio uno de los autores que mas aportaron al desarrollo tem-
prano del cilculo de probabilidades, Abraham de Moivre,
nadie con un minimo de sensibilidad matematica dejard de
sorprenderse. Este es el objetivo que nos proponemos y los
siguientes epigrafes lo van desarrollando en ese mismo orden.

Enunciado y resolucion de Huygens

El enunciado que este autor le dio para aparecer al final de su
Tratado (publicado por primera vez, como se ha dicho, en
1657) es el siguiente:

Habiendo tomado cada uno 12 fichas, A y B juegan con 3
dados con esta condicién de que a cada tirada de 11 puntos,
A debe dar una ficha a B, y que B debe dar una ficha a A en
cada tirada de 14 puntos, y que ganara aquel que sea el pri-
mero en poseer todas las fichas. Se encuentra en este caso
que la chance de A es a la de B como 244140625 es
282429536481.

La resolucién detallada aparece en unas hojas sueltas escritas
por Huygens en 1676 y que la edicién de sus Obras Completas
la incluye como Apéndice VI en el tomo XIV de las mismas,
tomo publicado en 1920. Queremos senalar que estas hojas
sueltas son presentadas como las primeras en la historia que
incluyen arboles de probabilidad para la comprensién y
demostracién de los resultados (Shafer, 1996).

Seguin se desprende de la lectura anterior de los fragmentos
epistolarios, cuando Huygens lee el enunciado propuesto por
Pascal, con la redaccién de Carcavy, inmediatamente lo enfo-
ca pensando que los puntos de los jugadores se acumulan en
la via ordinaria, pero el ganador sera el primero que lleve doce
puntos de ventaja (en 1656), y cuando él lo plantea en su De
ratiociniis (en 1657) lo da en términos de que cada jugador
arranca con doce puntos, y una ganancia de un jugador supo-
ne la transferencia de un punto de su oponente a él mismo, y
el ganador total es el que arruina al otro de todos sus puntos.
Las tres formas de este problema de Pascal son desde luego,
equivalentes, pero es en la dltima forma como el problema es
conocido como el de la “Ruina del jugador”

Describimos a continuacion la resolucion de este autor, adap-
tdndola a un lenguaje mds actual. Podemos decir que en la
formulaciéon de Pascal, los jugadores arrancan con el tanteo
(0,0), donde el primer 0 representa los puntos que tiene el pri-
mer jugador al inicio del juego y el segundo 0 de la pareja lo
mismo para el segundo jugador. El ganador es aquel que pri-
mero consigue 12 puntos (teniendo el otro 0 puntos). Pues
bien, ésta es también la forma que Huygens usa en su resolu-
cién de 1676.




SUMA 59
Noviembre 2008

Copia de un fragmento original del manuscrito de Huygens
donde resuelve el problema de la ruina del jugador y donde
aparece por primera vez en la historia los drboles de decisién

Dado que se lanzan tres dados y el jugador A necesita 11 pun-
tos, el nimero de resultados favorables al mismo es 15 de los
6° = 216 resultados posibles, mientras que el nimero de resul-
tados favorables al jugador B, que necesita sumar 14 puntos,
es 27. En total hay 15 + 27 resultados que favorecen a uno u
otro jugador. El resto, hasta los 216 posibles no favorecen a
ninguno de los dos. Por eso, este autor considera p = 15/42 =
5/14 como una medida de la chance del jugador A en cada
partida o lanzamiento de los tres dados, y g = 27/42 =9/14 la
medida equivalente para el jugador B. Es claro que p + ¢ = 1.
Supongamos que P(a,b) es la probabilidad que tiene A de
ganar el juego (de arruinar a B) cuando este jugador tiene a
puntos y B tiene b puntos. El problema es encontrar P(0,0).
Huygens habla en términos de chances, que identifica con
esperanzas del jugador en cada situacién. Si el total apostado
es la unidad, entonces la esperanza de un jugador en cada
situacion coincide con su probabilidad de ganar.

El autor comienza analizando el caso simple en el que el juego
se acaba cuando uno de los jugadores llega a 2 puntos. Da una
lista de todos los posibles resultados y sus probabilidades en
un diagrama de tipo arbol. El diagrama que presenta, con una
visualizacién actual, es el siguiente:

f‘lu' m =1

,.f
P, III-':..\_\_H
/ KHW Pl 1) =0, 0)
Pio, 0
.Pl!! L} =Pl 1)
Y —

A, 'Il’\

S~

=Pl 2) =0

Vemos que Huygens supone que P(1,1) = P(0,0), lo cual es
l6gico, dado que ambos casos, en (0,0) y (1,1), el primer juga-
dor necesita realizar el mismo esfuerzo para conseguir arrui-
nar al segundo.

Del esquema podemos deducir las siguientes igualdades,
usando el Teorema de la Probabilidad Total:

P(0, 0) = p-P(1,0) + g-P(0,1) =

=p(pP2,0) + ¢-P(1,1)) + q(p-P(1,1) + q-P(0,2))=
=p(p+q-P(0,0)) + g(p -P(0,0) + q-0) = p* + 2pq-P(0,0)

Teniendo en cuenta que p + g = 1, podemos obtener P(0, 0),
resultando:

P(0,0)= 2
P
Por tanto, la esperanza del primero es a la del segundo como
pesaq.

Después, Huygens estudia el caso en el que el ganador ha de
conseguir cuatro puntos de ventaja. Ingeniosamente, resuelve
considerando sélo uno de cada dos posibles estados del juego,
a saber los puntos (4,0), (2,0), (0,0), (0,2) y (0,4), y seiiala que
el arbol de sucesos serd similar al primero, salvo que todas las
chances son cuadradas. La justificacién para omitir los puntos
intermedios es, evidentemente, que para pasar de (0,0) a (0,4),
por ejemplo, es necesario pasar por (0,2). Huygens no ofrece
explicacidn, mas alld de un diagrama, aunque el planteamien-
to origina tres ecuaciones con la solucién:

P(0,0)=—
g’

Entonces, las chances de los dos jugadores estan en la relacion

g

Finalmente, sefiala que si es necesaria una ventaja de 8 pun-
tos, aplicando nuevamente el argumento anterior:

A

PlO0)=

-, yast

P+q

Si se requiere una ventaja de 3 puntos para ganar, él hace el
paso de (0,0) a (1,0) con probabilidad p y después a (3,0) con
probabilidad p? y de manera similar para las demds ramas
del diagrama, lo que le lleva a las ecuaciones:

pP(3 []'}+f1r P{I ),} I +q Pl[{]- 1)
g g

P(1,0) =

PPz, 1}+ g P{ﬂ *]-} Pl 0}
g g
P(0,0) = p-P(1,0) + q-P(0,1)

P(0,1) =

con la solucién:
r
PlO,0)=
0:0)=—F—




De aqui él generaliza para:

f J‘|" 3
p" + q"‘

Los casos considerados hasta aqui requieren la solucién de
tres ecuaciones. Si es necesaria una ventaja de 5 puntos para
ganar, el nimero de ecuaciones llega a ser considerablemente
mayor, y Huygens sefala que una soluciéon puede ser obtenida
como para n= 3 pero que tomaria un tiempo mucho mayor.
Finalmente, afirma que, en general, la ratio de las esperanzas
de A a B es p": g", aunque no vemos como concluir en general
que las esperanzas de A y B estdn en la razén de las potencias
lo que justifica la solucién aportada en su tratado de 5: 9™

Una resolucion actual

Uno de los grandes retos del jugador es el de hacer saltar a la
banca, o sea, conseguir que la banca se quede sin fondos. Por
tanto, nos permitimos plantear el problema como un juego
entre un jugador y la banca y nos familiarizamos con los dos
conceptos siguientes:

“Ruina del jugador’, cuando el mismo ha perdido todo su
dinero, quedando en manos de la banca.

“Hacer saltar a la banca’, cuando ésta ha perdido todos sus
fondos, pasando a manos del jugador.

Supongamos que el jugador comienza el juego con #n mone-
das, mientras que la banca dispone de m, donde n y m no tie-
nen que ser iguales, necesariamente. Suponemos que n+m=K.
Por tanto, K es el nimero total de monedas que hay en juego.
En cada partida se juega una moneda. Como antes, supone-
mos independencia de las partidas y probabilidad constante
en cada partida de ganar el jugador o la banca. Nos plantea-
mos, de nuevo, la probabilidad que tiene el jugador de hacer
saltar a la banca.

Sea p la probabilidad que tiene el jugador de ganar en cada
partida, sea g la probabilidad de la banca. Para simplificar el
problema, p+g=1, o sea, en cada partida o bien gana el juga-
dor, o bien la banca, no pudiendo darse un resultado que no
favorezca ni a uno ni a otro.

Sea w; la probabilidad de que el jugador haga saltar a la banca
cuando él dispone de i monedas. Por tanto, 1- w; es la proba-
bilidad de que la banca arruine al jugador cuando éste tiene i
monedas. Podemos escribir:

wo=0, pues el jugador ya ha perdido todas sus monedas, no
puede seguir jugando y, por tanto, no tiene ninguna posibili-
dad de hacer saltar a la banca.
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w;=p-Ww,, pues si al jugador le queda una moneda, la tnica
posibilidad de seguir en el juego es ganando la siguiente par-
tida. Por tanto, la probabilidad de hacer salta a la banca dis-
poniendo de una sola moneda es igual a la probabilidad de
ganar la siguiente partida (juntando entonces 2 monedas) por
la probabilidad de hacer saltar la banca cuando se dispone de
2 monedas.

Wy=p-W3+q-w;, pues, la probabilidad de que haga saltar la
banca con dos monedas es igual a la probabilidad de que gane
la siguiente partida (juntando entonces 3 monedas) por la
probabilidad de que haga saltar la banca con 3 monedas mas
la probabilidad de perder la siguiente partida (quedando
entonces con una sola moneda) por la probabilidad de hacer
saltar la banca con una moneda. Vemos, pues, que el conoci-
do Teorema de la Probabilidad total nos sirve perfectamente
para ir construyendo las igualdades que definen una recu-
rrencia en funcién del nimero de monedas que tiene el juga-
dor.

wyi=1, pues el jugador ya tiene todas las monedas, ha hecho
saltar a la banca.

Podemos generalizar y resumir escribiendo:

WOZO, WKZI,
Wi=p Wi tqwi g i=1,2, .., K-1

Este conjunto de igualdades, conocido como ecuacién en
diferencias, admite una resolucién algebraica sencilla que
pasamos a desarrollar.

Siempre es posible escribir w;=(p+q)-w,=p-w; + g-w;. Igualando
los segundos miembros de esta igualdad y la anterior, tenemos
PWi+ QW=p Wi 1+ Wi, O S€a, pW; - PWi=q'W; - q-w; ;. De
aqui, obtenemos:

Presentamos esta tltima igualdad para distintos valores de i:

Parai=1,w, -w, = i{wl -w,)= 4
b P fal

Wy, pues wy, =0,
Parai=2,w,—w, = i[wJ -w, )= [i] W,
r r

3
P B r
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-1
Para i-1, w, - w,, =i{“’f 1 W .]=[i] W,
y P

K-l

A " ] ]
Parai=K-1,1-w, = i{wx L =Wy :}z[—{ Wy, pues w, =1.
P WP

Si sumamos miembro a miembro las igualdades anteriores
obtenidas para los distintos valores de i, observamos que en el
primer miembro se van cancelando todos los términos menos
dos, mientras que en el segundo miembro podemos sacar fac-
tor comuin w;. Tenemos entonces:

T L[i] [i]
P F P

l=w, 1+i+[i] +...+[1]
P P P

que nos permite obtener el valor de :
1

Wy = 3 -1
1+ q +[ff] +___+(43‘]
P P P

Si la suma anterior hubiese llegado hasta la igualdad i-ésima,
tendrfamos:

Por tanto:

O sea:

2 i-1
W= w, 1+i+[iJ +...+[i]
P \P P

y sustituyendo el valor de w; obtenido arriba, tenemos:

- i-1
“_ff +(f{] +...+[!IJ
po\p P

i 2 K-i
1+ 1 +(q] +..,+['rf]
F \P F

Teniendo en cuenta que el numerador y denominador estan
constituidos por sumas limitadas de progresiones geométri-

cas con la misma razoén y el mismo primer término, la expre-
sion anterior se reduce a:

Y esta seria la solucidon del problema. En el caso particular
presentado por Huygens, donde p=5/14, ¢q=9/14, i=12y
K=24, dicha solucioén se traduce a:

Por tanto, la probabilidad del segundo jugador (de la banca en
este caso) de ganar es:

glE

y la razones de las suertes de ambos estdn en proporcién 5”: 9°.

A partir de la expresion general para w; nos atrevemos a ana-
lizar algunos casos particulares que creemos de interés.

+ Si p=¢, entonces la probabilidad del jugador de hacer sal-
tar a la banca se simplifica muchisimo:

W, = —
K

El resultado se obtiene sustituyendo en la expresion de w;
dada como cociente de dos sumas limitadas de progresio-
nes geométricas, pues, al sustituir en la tltima expresién
nos queda indeterminada. Este resultado nos indica que,
en igualdad de condiciones en cada lanzamiento, la pro-
babilidad de hacer saltar la banca es el cociente entre lo
que dispone el jugador y el dinero total en juego.

+ Si g>p, si considerdsemos i suficientemente grande, o
sea, el jugador con una fuerte suma de dinero, de forma

que:
[i] |
!J



podremos aproximar w; de la siguiente forma:

(a)] (4] B
P r) _(p)"
el (2
3 (3)
F F
Tenemos que dicha probabilidad es el cociente de proba-

bilidades en cada partida elevado al dinero con el que
cuenta la banca.

+ Sip<q, y si K, o sea la cantidad total de dinero en juego,
es suficientemente grande como para:

() -

entonces:

wrefg]

con lo que si el jugador dispone de una cantidad i de dine-
ro resulta casi seguro que hard saltar a la banca. La proba-
bilidad de que el jugador se arruine serfa:

3)

La resolucion de Abraham de Moivre (1711)

En su trabajo De Mensura Sortis, publicado en 1711 en la Phil.
Trans., encontramos la resoluciéon de Abraham de Moivre del
problema que nos ocupa. Dicha resolucién fue reproducida
en las distintas ediciones de su famoso tratado The Doctrine
of Chances (1718, 1738 y 1756). La demostracién aportada por
este investigador destaca por ser muy perspicaz y mucho mas
corta que las presentadas anteriormente. Merece la pena
detenerse y saborear esta forma tan ingeniosa de resolver el
problema.

Volvemos al caso de dos jugadores A y B, con probabilidades
Py q, respectivamente, de ganar en cada partida o lanzamien-
to. En lugar de monedas, De Moivre supone que los jugadores
cuentan cada uno de ellos con un cierto nimero de fichas y
cada una de un valor distinto. Asi, supongamos que al inicio
del juego el jugador A dispone de « fichas y el jugador B cuen-
ta con b fichas, de forma que el total de fichas en juego es a+b.
El juego concluye cuando uno de los jugadores se queda sin
fichas. Ambos jugadores han dispuesto las fichas en dos mon-
tones ordenados con las siguientes valoraciones para las mis-
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mas: En el caso del jugador A, la ficha que ocupa la base del
montoén vale g/p, la que estd por encima de ésta vale (g/p)*, la
siguiente que estd por encima de la segunda vale (g/p)*, y asi
sucesivamente, hasta la tltima ficha de su montén de partida,
la que estd por encima de todas, cuyo valor es (g/p)*. La valo-
racion de las fichas del jugador B lleva un orden contrario.
Asi, la que ocupa la posicién de més arriba, la que estd por
encima de todas en este segundo montdn, vale (¢/p)*'. La que
sigue, la que estd debajo de esta primera, tiene de valor
(¢/p)**. La siguiente mas abajo, (g/p)*”. Asi, sucesivamente,
vamos valorando hacia abajo en este segundo montén, de
forma que la dltima, la de la base del mismo, tiene el valor

(a/p)".

Abraham De Moivre

Se supone que en cada partida la ficha que ocupa la posicién
mds alta en el montdén del que la pierde es transferida al mon-
tén del que la gana ocupando entonces la posicién mas alta de
dicho montdn. O sea, en cada partida es apostada siempre la
ficha mds alta de cada montén. Entonces, en términos de
valoracidn, en cada partida, la apuesta del jugador B es siem-
pre (q/p) veces la del jugador A. Con este ingenioso razona-
miento, De Moivre, garantiza esperanza nula para cada juga-
dor en cada partida. Por ejemplo, en la situacién inicial del
juego, la esperanza del jugador A de ganar la primera partida

seria:
anl a
OROR
P P

(3] -3

lo mismo que para B, con lo que garantiza una partida justa.
La tltima igualdad nos dice que el producto de la probabilidad
del primer jugador en cada partida multiplicada por el valor
de la ficha conseguida es igual al producto que corresponde al
otro jugador.

O sea:
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Entonces, si P, es la probabilidad que tiene el jugador A de
ganar todas las fichas de B, cuando el primero cuenta con a
fichas, o sea, al inicio del juego, y si P, es la equivalente para
el jugador B, De Moivre razona que si la esperanza cero se
mantiene a todo lo largo del juego se ha de cumplir que mul-
tiplicado por el valor total de todas las fichas ganadas por A
(si A arruinase a B) ha de ser igual a por el valor de las fichas
ganadas por B (si B arruinase a A). O sea:

(2 (Y {2 (]

NOTAS

ol

Si sumamos las dos progresiones geométricas limitadas de
ambos miembros y tenemos en cuenta que P +P;=1, podemos
despejar P, y obtenemos:

]-[q]"
ﬂ:%
‘tl

Conseguimos asi, de nuevo, la solucion del problema, o sea, la
probabilidad de que el jugador A arruine al contrario. H

1 Se refiere a Blaise Pascal.

2 Se refiere a Blaise Pascal.
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Taller matematico de costura

ntroducci()n

Las pasadas Jornadas de Aprendizaje y Ensefianza de las
Matemiticas celebradas en Albacete (JAEM 2005), ademads de
servir para contactar con muchos compaiieros a los que solo
se ve en eventos de este tipo y asistir a actividades formativas
como conferencias, ponencias, talleres etc., me permitieron
sacar diversas ideas para trabajar con los alumnos en esos
momentos en que las actividades lectivas y la familia nos
dejan.

Tanto el stand de la editorial britanica Tarquin Publications
como el zoco “Paraboloides” me hicieron recordar aquellos
trabajos de pretecnologia que hacia de pequeno en los Padres
Escolapios de Logrono. jQuién me iba a decir que los trabajos
hechos sobre tablerillo con puntas e hilo nos proporcionaban
las graficas de parabolas, elipses, cardioides, etc.!

Con el paso del tiempo la idea se fue difuminando hasta que
la convocatoria de Divulgaciencia’07 realizada por la
Fundacién CajaRioja para conmemorar el Afo de la Ciencia,
ha subvencionado el proyecto y permitido poner en marcha
un Taller en el que hemos desarrollado todas las composicio-
nes que veremos mas adelante.

El trabajo ha sido realizado por un equipo formado por cua-
tro alumnos de segundo de E.S.O. actuando un servidor como
coordinador. Por un lado hemos utilizado tablas, puntas e

hilo para hacer la parte manual; por otra, papel y boli para
comprobar al estilo de la vieja escuela las férmulas; y, en ter-
cer lugar, el ordenador, que todo lo sabe y es mas seguro y
rdpido que nosotros, para realizar las composiciones.

En la Exposicién itinerante Divulgaciencia’07, que ha recorri-
do toda La Rioja desde el mes de noviembre de 2007 a abril
de 2008, se han presentado las composiciones planteadas
sobre madera, carton u otros soportes con la ayuda de puntas
e hilos de colores, un dossier con todo el material elaborado
y un equipo informatico con la aplicacion disefiada al efecto.

Para llegar a este punto hemos pasado por diversos pasos
intermedios como es conocer las diversas figuras mediante su
definiciéon como lugares geométricos y ver dénde se encuen-
tran a nuestro alrededor. Asi mismo, se ha hecho el desarro-
llo matematico que demuestra cémo las composiciones reali-
zadas son la envolvente de las rectas tangentes a determina-
das figuras.

Javier Garraleta Espinosa

IES Inventor Cosme Garcia, Logrorio

David Acha Herrera, Cristina Barrio Saralegui, Alodia
Rodriguez Najera y Guillermo Saez Quintanilla

IES Esteban M. Villegas, Ndjera
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Como es posible que dé pereza ponerse manos a la obra para
hacer las composiciones, se ha disefiado también una aplica-
cién web que permite, mediante el uso del software libre
Geogebra, construir cada figura. La aplicacién se puede ver en
http://perso.wanadoo.es/jgalarreta/index.htm y es necesario
tener instalado el motor de Java.

Estd claro que las matemdticas a primera vista no son tan
espectaculares como otras ciencias experimentales pero, en
este caso, han resultado agradables a la vista como se ha podi-
do comprobar en la Exposicién Divulgaciencia’07 donde el
trabajo ha sido merecedor de uno de los premios de la convo-
catoria que daba derecho a visitar la agencia espacial europea
en Noordwich (Holanda).

Cabe mostrar en este momento el carifio y afecto a nuestro
companero Carlos Usén, alma mater de Divulgaciencia junto
a Carmen Arnedo, ya que sufrié6 un accidente en el viaje a
Holanda al salir de Paris hacia Amsterdam.

A continuacién mostramos el contenido del taller aderezado
con unas fotos de las distintas composiciones.

Conicas

La circunferencia, elipse, parabola e hipérbola son curvas con
las que estamos familiarizados. El descubrimiento de estas
curvas llamadas cénicas es atribuido a Menecmo (350 a.C.) y
su estudio detallado a Apolonio (262-190 a.C.). El nombre de
conicas es debido a que se obtienen como interseccién de un
doble cono con un plano.

La Parabola

;Qué es una pardbola y donde puedo encontrarla?

El diccionario nos da como primera acepcién de pardbola,
que es la narraciéon de un suceso fingido, de que se deduce,

por comparacién o semejanza, una verdad importante o una
ensenanza moral.

No parece que esto tenga mucho que ver con lo que queremos
hacer, asi que buscamos una segunda acepcién: “Lugar geo-
métrico de los puntos del plano equidistantes de una recta,
llamada directriz, y de un punto fijo, llamado foco. Resulta de
cortar un cono circular recto por un plano paralelo a una
generatriz del mismo”.

FT T TR P T Y

SVERIGE

Gran variedad de cosas a nuestro alrededor muestran figuras
en forma de parébola:

-El agua que brota de una fuente.

-La trayectoria de un balén de baloncesto en un lanza-
miento a canasta.

-Una antena parabdlica.

;Cémo se hace la pardbola?

Lejos de construir la pardbola como nos describe la defini-
cién, vamos a hacerla utilizando tinicamente, como en el resto
de composiciones realizadas, una tabla del tamafio que consi-
deremos oportuno, unas cuantas puntas e hilo de colores.

Dibujamos sobre la superficie de la tabla un dngulo que tenga
por lados dos segmentos de, por ejemplo, diez centimetros de
lado. Cada uno de los segmentos lo dividimos en diez partes
iguales y clavamos una punta en cada una de las marcas, que
sobresalga entre 5 y 10 milimetros. También se puede optar
por hacer un agujero en cada uno de los puntos marcados en
lugar de clavar una punta.

Tras sujetar mediante un nudo el hilo en el primer punto de
uno de los segmentos, lo pasamos hasta el dltimo del otro seg-
mento, es decir, 0 con 10, a continuacién pasamos el hilo al
lado contiguo y unimos con el segundo del otro extremo (9
con 1), y asi sucesivamente (2 con 8, 7 con 3, etc.); hasta com-
pletar todos los puntos de ambos lados del angulo.




Habiendo tenido cuidado en que el hilo haya quedado tenso
en todos los fragmentos realizados, concluimos sujetando el
hilo mediante un nudo en la dltima de las puntas por las que
ha pasado y cortando el hilo sobrante.

El perfil que deja la figura es la envolvente de las rectas tan-
gentes a una pardbola.

Visto el proceso, es obvio que cuantos mds puntos se colo-
quen en cada uno de los lados del dngulo, la parabola queda
perfilada con mayor precision.

Con Geogebra definimos un deslizador ae [0,10] con incre-
mento de 0.2 y un segmento al que se le activa la traza:

Segmento|(a, a),(-(10-a),10-a)]

Al actuar lentamente sobre el deslizador se va formando la
misma figura que generamos en la tabla.

;Por qué nos sale una pardabola?

El desarrollo matematico requiere de ciertas destrezas en fun-
ciones, dlgebra y geometria. Veamos:

Si tomamos como puntos que corresponde unir en los lados
del angulo A(a, a) y Aa-10, 10-a) con ac [0,10], la recta que
pasa por ambos tiene la expresion:

x—a  y-—i

Ad'= =
=10 10-2a

que, quitando denominadores, nos deja:
AA'=(5-a)x +5y —10a + a’= 0

Repitiendo el proceso con otro par de puntos B(b, b) y B (b-10,
10-b) también con be [0,10], nos da:

BB'=(5-b)x +5y —10b + b’= 0

Resolviendo el sistema formado por las dos rectas anteriores
encontramos el punto C de corte entre ambas rectas, obte-
niendo:

F

C[n+b—1{1. lU—r:—b+£]

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto C
de corte cuando A y B estdn muy cercanos entre si, asi como
A’y B! Por tanto llegamos a la situacién limite B—A vy, por
tanto b—a. En tal caso:

C['J!n =10, 10=2a+ i]
5
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Eliminando a encontramos la relacion entre x e y:

x4 100

=0,05x" +5
20

que es una parabola de foco el punto F(0, 10), directriz la recta
d = y=0y vértice V(0, 5).

Composicidn de varias parabolas

A partir de este momento se nos abre un abanico tremendo de
posibilidades.

Podemos optar por hacer pardbolas con los lados contiguos
de cualquier poligono regular (tridngulos, cuadrados, hexdgo-
nos, octégonos, etc.) cambiando de color de hilo cuando se
quiera.

Se puede jugar utilizando como lados del angulo los lados de
un hexdgono coincidiendo cada dos en un vértice o conseguir
una figura estrellada rotando la parabola varias veces sobre un
punto central hasta completar los 360°.

La simetria axial o central también nos proporciona otras
nuevas posibilidades.
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La circunferencia
¢ Qué es una circunferencia y donde puedo encontrarla?

Lugar geométrico de los puntos del plano equidistantes de
un punto fijo llamado centro. Resulta de cortar un cono
circular recto por un plano paralelo a la base del mismo.

Practicamente podemos encontrar circunferencias en cual-
quier direcciéon en la que busquemos, empezando por los
botones de la camisa, el reloj que llevamos en la mufieca o uno
de los mayores inventos de la historia, la rueda.

Una sola circunferencia combinando colores

Marcamos en una circunferencia puntos equidistantes que
dividan la misma en 36 partes iguales y clavamos las corres-
pondientes puntas.

Con un hilo de un determinado color unimos los puntos, por
ejemplo, de once en once hasta pasar por todos ellos.
Cambiamos el color y elegimos los puntos de trece en trece
pasando también por todos. Vemos cémo se forman en el
interior del circulo inicial dos nuevas circunferencias.

Es importante la eleccién del “once” y el “trece” a la hora de
unir los puntos pues ambos nimeros son primos con 36y, de
esta manera, sin cortar el hilo, podremos pasar por todos los
puntos de una sola pasada.

Con Geogebra definimos un deslizador ac [0, 360] con incre-
mento 10 y el segmento, con traza:

Segmentol(4-+6cos(2*3.14a/360),6sin(2*3.14a/360)),
(4+6c0s(2*3.14a/360+220%3.14/360),6sin(2*3.14a/360+220*3.14/360))]

¢Por qué nos sale una circunferencia?

Si tomamos como puntos que corresponde unir en la circun-
ferencia de centro el origen y radio la unidad A(cos a, sen a) y

Alcos(a+110°), sen(a+110°)) con ae [0°, 360°], la recta que
pasa por ambos tiene la expresién:

& — COsa — XM
AA' = ¥

: cos(a+ 110°) — cosa N senla+ 110°) — senc

Utilizando diversas relaciones entre razones trigonométricas
obtenemos la expresion:

AA = xcos(a + 55°) + ysen(a + 55°) - cos55°=0.

Repitiendo el proceso con otro par de puntos By B’ de la cir-
cunferencia tenemos:

BB’ = xcos(b + 55°) + ysen(b + 55°) - cos55°=0.

Resolviendo el sistema formado por las dos rectas anteriores
obtenemos que las coordenadas del punto C de corte entre
ambas rectas cumple que:

¥ a+b+ 110"
=t ——————

X

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto C
de corte cuando A y B estdn muy cercanos entre si, asi como
A’y B’. Por tanto llegamos a la situacion limite B—>A vy, por
tanto b—a. En tal caso:

= tanla + 55°)

e

que, sustituyendo en la expresion de la recta:

AA = xcos(a + 55°) + xtan(a + 55°)sen(a + 55°) - cos55°=0 =
x = cos55°cos(a + 55°).

Asi, y = cos55°sen(a + 55°)con lo que &* + ¥° = cos’55°, que es
una circunferencia de mismo centro que la original y radio
€0s55°.

Diagonales de un poligono regular

Dibujemos sobre nuestra tabla los vértices de un poligono
regular de, digamos, doce lados y hagamos en dichos puntos
unos agujeros en lugar de clavar puntas. Al unir con el hilo
cada vértice con todos los demds podremos observar todos
los lados del poligono asi como sus diagonales.

Sobre cada vértice coinciden once segmentos, nimero impar,
asi que es imposible conseguir completar la figura pasando
una sola vez por cada uno de los lados o diagonales.




Si solo hacemos el proceso para alguno de los vértices y
cambiamos de color en cada uno de ellos quedan figuras
similares a un cactus.

Circunferencias concéntricas

Preparemos los agujeros en dos circunferencias concéntricas
de manera que la exterior tenga el doble de puntos de la inte-
rior, por ejemplo 72 y 36 respectivamente.

Unimos con el hilo el punto mas alto de la circunferencia
exterior con el mds alto de la interior que se encuentra en el
mismo radio. Pasamos por la parte posterior de la tabla el hilo
al agujero contiguo al inicial en el sentido de las agujas del
reloj uniéndolo con el segundo de la circunferencia interior en
el mismo sentido.

Si seguimos el proceso punto por punto hasta completar la
circunferencia exterior nos fijamos que hemos pasado dos
veces por todos los puntos de la circunferencia interior.

Otra variante es cambiar el sentido; mientras que en la cir-
cunferencia exterior seguimos el de las agujas del reloj, en la
interior nos movemos en el sentido contrario.

Con Geogebra definimos un deslizador a € [1,72] con incre-
mento 1y los segmentos, con traza:

Segmentol(-1+6sin(a2*3.14/72
(-1+3sin(a2*3.14/36),3cos
Segmentol[(12+6sin(a2*3.14/72
(12+3sin(-a2*3.14/36),3cos

~—

,6c08(a2*3.14/72)),
a2+3.14/36))]
6c0s(a2*3.14/72)),
-a2*3.14/36))]

A=~

Sentido contrario

Mismo sentido
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Girasol

Preparamos el mismo nimero de agujeros equidistantes sobre
cada una de las dos circunferencias concéntricas.

Unimos con el hilo de un determinado color cada uno de los
puntos de la circunferencia exterior con otro que se encuen-
tre un par de puestos mas alejado en la circunferencia interior
en el sentido contrario a las agujas del reloj. Repetimos el pro-
ceso hasta haber cubierto todos los puntos de ambas circun-
ferencias.

Repetimos el proceso con otro color de hilo pero uniendo
cada punto con otro que se encuentre cinco puntos mas aleja-

do.

Con Geogebra definimos un deslizador a € [1,36] con incre-
mento 1y los segmentos, con traza:

—

a2*3.14/36
2*3.14/36))
a2*3.14/3

2*3.14/36))

Segmento[(4+8cos(a2*3.14/36),8sin ),

)
(4+4cos((a+2)2%3.14/36),4sin((a+2

)

(

~

,8sin
(a+6

—

Segmentol[(4+8cos(a2*3.14/36 ),

(4+4cos((a+6)2%3.14/36),4sin

~
== = =

La cuadratura del circulo

La resolucion de este problema traté de abordarse, sin éxito,
repetidas veces desde la antigiiedad. Pero, tras haberse
demostrado que es imposible hallar, con sélo regla y compds,
un cuadrado que posea un area que sea igual a la de un circu-
lo dado, nosotros jlo hemos conseguido!, eso si, con un poco
de trampa.
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Otras posibilidades

Otras tablas podemos preparar con:
Dos circunferencias del mismo radio uniendo de forma orde-
nada un punto de una de ellas con uno de la otra.

Tres circunferencias formando tridngulos con un vértice en
cada una de ellas.

R - -
L 1 = ‘%
AN
&‘Q{:wf ,-"'( ::
'ﬁt“ - %*:‘ Ly

La elipse
¢ Qué es una elipse y dénde puedo encontrar elipses?

Lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de
distancias a otros dos fijos llamados focos es constante.
Resulta de cortar un cono circular recto por un plano que
encuentra a todas las generatrices del mismo lado del vér-
tice.

La trayectoria que sigue la Tierra alrededor del sol es eliptica,
de manera que el Sol se encuentra en uno de sus focos. Por
otra parte, a veces el diseno también se acuerda de la geome-
tria afrontando formas elipticas.

;Cémo se hace la elipse?

Veamos una de las posibilidades para elaborar una elipse a
partir de dos rectas paralelas.

Dibujamos en nuestra tabla dos rectas verticales paralelas
separadas unos diez centimetros la una de la otra. A su vez se
divide la tabla por la mitad con una recta horizontal. Esta
linea corta a las dos primeras en dos puntos que considerare-
mos como 0.

A partir del 0 simulamos una regla que nos indique en centi-
metros la medida por encima y por debajo de cada recta ver-
tical y hacemos agujeros en los puntos 5, 4, 3,2, 1, %, %, % y
un quinto.

Ahora unimos cada punto de una de las paralelas con su
inverso en la otra paralela. Es decir, 1 con 1, 2 con %, 3 con %,
4 con %, y 5 con un quinto.

El perfil que deja la interseccién de dos lineas consecutivas es
la envolvente de las rectas tangentes a una elipse.

Cambiando la distancia entre las rectas paralelas asi como la
unidad de medida utilizada en las mismas se obtienen elipses
de distintas excentricidades.

Se puede generar también elipses de distinta excentricidad
mediante otros métodos.

Con Geogebra definimos un deslizador a € [1,10] con incre-
mento 1y los segmentos, con traza:

Segmento|(5, a), (-5, 1 / a)]
Segmento|(5, -a), (-5, -1 / a)]

Segmentol(-5, a), (5,1 / a)]
Segmentol(-5, -a), (5, -1 / a)]

;Por qué nos sale una elipse?

De nuevo el desarrollo matemadtico requiere de ciertas habili-
dades. Veamos:

Si tomamos como puntos que corresponde unir en las rectas
verticales A(5, a) y A(-5, 1/a) y B(5, b) y BY(-5, 1/b) con
a, b e (0, 0) las rectas que los unen tienen la expresion:



-5 y- =5  y-I
A=2"2_r"8 Jpp 2 YO
10 -1 10 b1

i b

respectivamente.

Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones ante-
riores encontramos el punto C de corte entre ambas rectas,

obteniendo:
l-ab a+h
O S | e
[ Trab ' 1 +m’JJ

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto C
de corte cuando las rectas AA’y BB’ estan muy cercanas o, lo
que es lo mismo, b— a. En tal caso

C[:‘:]_ﬂt. '.!.r:.]
l+a 1+a
Eliminando a encontramos la relacién entre x e y: x’+25y°=25

que, si la escribimos de la forma:

nos muestra que es una elipse centrada en el origen y con
semiejes 5y 1.

La hipérbola
¢ Qué es una hipérbola y dénde puedo encontrar hipérbolas?

Lugar geométrico de los puntos de un plano cuya diferen-
cia de distancias a dos puntos fijos llamados focos es cons-
tante. Resulta de cortar un cono circular recto por un plano
paralelo a la altura del cono.

En los sistemas de posicionamiento de barcos, aviones, etc., se
utilizan sistemas hiperbdlicos en los que dos estaciones emi-
soras situadas en tierra se encuentran en los focos. También
podemos encontrar hipérbolas en las chimeneas de las cen-
trales térmicas, en determinadas construcciones civiles y
quizd, también, en el ala de las mariposas.

;Cémo se hace la hipérbola?

Veamos como elaborar una hipérbola a partir de una circun-
ferencia y dos rectas paralelas.

Dibujamos tres rectas paralelas igualmente espaciadas en
nuestra tabla. Hacemos agujeros en los 36 puntos equidistan-
tes de una circunferencia centrada en la recta central que
tenga el radio menor que la distancia entre las rectas parale-
las. Por ultimo, elegimos un punto F que esté en la recta cen-
tral fuera del circulo.
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Colocamos una escuadra o cartabén que alinee el punto F con
el punto més alto de la circunferencia y hacemos la perpendi-
cular por el mismo. Esta corta a la recta inferior en un punto
que se va marcando para hacer en €l el correspondiente agu-
jero.

Seguimos el proceso con el siguiente punto de la circunferen-
cia en el sentido de las agujas del reloj hasta acabar con el
punto que estd mas a la derecha de la circunferencia. El resto
de agujeros se pueden marcar por simetrias llevando las
medidas con un compds. Los segmentos que unen los puntos
de la circunferencia con los que nos han aparecido en las rec-
tas paralelas iniciales nos configura la composicién deseada.

El perfil que nos deja a derecha e izquierda la interseccion de
las rectas son las ramas de una hipérbola. Distintas excentri-
cidades se pueden conseguir acercando o alejando el punto F
a la circunferencia.

Con Geogebra definimos un deslizador a € [0,360] con incre-
mento 10 y las rectas con traza:

Recta[(5c0s(2*3.14a/360),5sin(2*3.14a/360)),
(5c0s(2*3.14a/360)+5sin(2*3.14a/360),5sin(2*3.14a/360)-5c0s(2*3.14a/360)-7)]
Recta[(-5c0s(273.14a/360),-5sin(2+3.14a/360)),
(-5c0s(2*3.14a/360)-5sin(2*3.14a/360),-5sin(2*3.14a/360)+5c0s(2*3.14a/360)+7)]

;Por qué nos sale una hipérbola?
Si tomamos como puntos con F(-7, 0), A(5cosa, 5sena) y

B(5cosfs, 5senf), con a, fe [-11/2, /2], tenemos que las rectas
perpendiculares a FA y FB, pasando por A y B son:




SUMA 59
Noviembre 2008

x—5heosa
r, = = !
Ssenc =heosar =7 7 ° Saenfi

¥ = haeno _a-5cosfl  y-Gsenfl

=heos fi =7

respectivamente.

Tenemos el sistema:

;

y, trabajando sobre él, obtenemos :

Sacose + 7x + bysence = 25+ 35cosa

Sxcos 4+ T x+ hysenfi =25+ 3bcos [

o+ f

¥ cosc — cosfi ¥
——=— e donde —— = tan
7—X seno—senf x=7

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto
de corte C(x,y) cuando los puntos A y B estin muy cercanos o,
lo que es lo mismo, a— S. En tal caso y /(x-7) = tana.

Asi:

¥ x-7

SENCE= 3 9 Y cosar= i’ﬁ
V(x=7)"+y Y(=-7) +y°

y por lo que, sustituyendo en la recta r;:

=Bl =TV =Gt ) .
o7y -5y =?x—25=:—:?,|.{1-—?]|‘+_1-'=?x—‘2!1

\Ill{x - ?}" +

Quitando la raiz cuadrada se obtiene , que es la hipérbola
Notar que el 24 que aparece es el resultado de 72 _ 52

Epicicloides

La epicicloide es la curva que sigue la trayectoria de un punto
unido a una circunferencia que rueda, sin deslizamiento, por
el exterior de otra circunferencia. Estas curvas, al igual que las
hipocicloides, fueron estudiadas entre otros por Durero,
Desargues, Huygens, Leibniz, Newton, L'Hopital, Jacob
Bernoulli, la Hire, Johann Bernoulli, Daniel Bernoulli y Euler
entre los siglos xv1 y XviIL

La cardioide
¢ Qué es una cardioide y donde puedo encontrarla?

Lugar geométrico descrito por un punto de una circunfe-
rencia rodante que gira exteriormente, sin deslizamiento,
sobre otra circunferencia fija del mismo radio.

La cardioide toma su nombre de su similitud con el corazén.
Se puede encontrar el patrén polar cardioide en algunos

modelos de micréfonos ya que reducen la captacion de soni-
dos laterales y posteriores. También podemos generar grafi-
camente la cardioide mediante el Conjunto Mandelbrot (figu-
ra fractal).

;Cémo se hace la cardioide?

Marcamos en el panel de madera una circunferencia median-
te 72 puntos equidistantes haciendo los correspondientes
agujeros. Supuesto que hemos numerado estos del 1 al 72,
unimos con el hilo cada uno con el que ocupa la posicion
doble, es decir, 1 con 2, 2 con 4, 3 con 6, 4 con 8, etc.

1 2 19 38 37 2 55 38
2 4 20 40 38 4 56 40
3 6 21 42 39 6 57 42
4 8 22 44 40 8 58 44
5 10 23 46 41 10 59 46
6 12 24 48 42 12 60 48
7 14 25 50 43 14 61 50
8 16 26 52 44 16 62 52
9 18 27 54 45 18 63 54
10 20 28 56 46 20 64 56
11 22 29 58 47 22 65 58
12 24 30 60 48 24 66 60
13 26 31 62 49 26 67 62
14 28 32 64 50 28 68 64
15 30 33 66 51 30 69 66
16 32 34 68 52 32 70 68
17 34 35 70 53 34 71 70
18 36 36 0 54 36 72 0



Con Geogebra definimos un deslizador a € [0,360] con incre-
mento 3 y un segmento con traza:

Segmentol[(4+6cos(2*3.14a/360),6sin(2*3.142a/360)),
(4+6c0s(4*3.14a/360),6sin(4*3.14a/360))]

¢Por qué nos sale una cardioide?

Si tomamos como puntos en la circunferencia A(cosa, sena) y
A’(cos2a, sen2a) con o € [0°,360°], la recta que pasa por ambos
tiene la expresién:

X — COSE ¥ — Senc

Ad'=s — =
cosdor —cosx  senlor — sence

que, con diversas transformaciones trigonométricas se nos

queda en:

, dex Sex ¥
AA' = xcos—+ ¥EEH — —cos—=10
2 2 2

Repitiendo el proceso con otro par de puntos B(cosp, senf) y
B’(cos2p, sen2p) nos da:

i af 3 ¥
BR'= xua.ﬂ—"f + ysen 3 _ ::os"f— =0
2 2 2

Buscando el punto C de corte entre ambas rectas:

Y

[—x.wr da+ 35 + YOOS Sa +3f ]( deos® S A _ 1 |+ SEH ath =0
3 + 1 J 2

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto
de corte cuando A y B estdn muy cercanos asi como A’y B! Asi
es que llegamos a la situaciéon limite B—A vy, por tanto f—a.

En tal caso:
. Bex Fe ) o
3| =xsen—+ yoos— |+ sen—=10
2 1) 2
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Resolviendo el sistema formado por:

Acx 3 oF
xcr;xT - y.wnT —cos—=10

Bex 3 1w
XIEH — — yeos — — —sen— =10
2 2 3 2

nos da como solucion:

Acx 3 oF
xcos— + ysen——cos—=0
2 2 2

Bex 3 1w
XIEH — — yeos — — —sen— =10
2 2 3 2

Buscando expresion polar:
) . , 1 , | —rp—
FExTey = ry 1+ Beos Ky ¥, por tanto r = Z‘” + deosa

que es una cardioide desplazada del eje vertical un tercio.

La nefroide
¢ Qué es una nefroide y donde puedo encontrarla?

Lugar geométrico descrito por un punto de una circunfe-
rencia rodante que gira exteriormente, sin deslizamiento,
sobre otra circunferencia fija de doble radio.

La nefroide toma su nombre de su similitud con el rifidén y de
ahi la especialidad en medicina interna de nefrologia.

;Cémo se hace la nefroide?
De forma andloga a como se ha elaborado la cardioide, uni-

mos con el hilo cada punto con el que ocupa la posicion tri-
ple, es decir, 1 con 3, 2 con 6, 3 con 9, 4 con 12, etc.
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Con Geogebra definimos un deslizador a € [0,360] con incre-
mento 3 y un segmento con traza:

Segmentol[(4+6cos(2*3.14a/360),6sin(2*3.14a/360)),
(4+6cos(6%3.14a/360),6sin(6*3.14a/360))]

¢Por qué nos sale una nefroide?

Si tomamos como puntos en la circunferencia A(cosa, sena) y
A’(cos3a, sen3a) con ae [0°,360°], la recta que pasa por ambos
tiene la expresién:

AA' = X — COsx ¥ — RNk

COSHF — cosce SeN3or — SN

que, con diversas transformaciones trigonométricas, se nos
queda en:
AA’ = xcos2a + ysen2a - cosa = 0

Repitiendo el proceso con otro par de puntos B(cosp, senf) y
B’(cos3p, sen3p) nos da:

BB’ = xcos2p + ysen2p - cospp = 0
Buscando el punto C de corte entre ambas rectas:

o+ i

(—asenlo + F)+ yeos(a + ﬁ‘]}'&cas# +sen——=1{)

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto
de corte cuando A y B estdn muy cercanos asi como A’y B’ Asi
es que llegamos a la situacién limite B—A vy, por tanto f—a.

En tal caso 2(-xsen2a + ycos2a) + sena = 0

Resolviendo el sistema:

xcosdor + ysenlo —cosx =1
xsendor — yeosdor - %seno: ={
nos da como solucién:
x= ‘lsemrsenhr + COSFC0S 20

1
y= _Esemcaﬂa + coscrsen 2o

Buscando la expresion polar:

L)

=ty = %{l + Z-k:as’rr} y, por tanto:

F=x"+y= I{l + 3605‘-’1'} , que es una nefroide.

Otras epicicloides
En el momento que hemos visto cémo elaborar la cardioide y
la nefroide, la cuestion es echarle ganas e imaginacién y ver lo

que pasaria al unir cada punto de la circunferencia:

« con su cuddruple (epicicloide de Cremona);

« con el que sea siete veces mayor;

Hipocicloides

La hipocicloide es una curva generada por la trayectoria que
describe un punto situado sobre una circunferencia que
rueda, sin deslizamiento, por el interior de otra circunferen-
cia.



La deltoide

¢ Qué es una deltoide y donde puedo encontrarla?

La deltoide es una curva que se obtiene por un punto de
una circunferencia rodante que gira interiormente, sin des-
lizamiento, sobre otra circunferencia fija de radio tres
veces mayor.

Es la forma que tiene el masculo del mismo nombre o, por
ejemplo, el ala delta, que a su vez toman el nombre de la letra
griega delta maydscula. La Cruz de Malta también tiene una
figura semejante.

;Cémo se hace la deltoide?

Marcamos en el panel de madera una circunferencia median-
te 36 puntos haciendo los correspondientes agujeros.
Supuesto que hemos numerado los agujeros del 1 al 36, vea-
mos como construir cada una de sus tres puntas o cuernos.

Dibujamos los didmetros que unen los puntos 6 y 24, 12 y 30
asi como 18 y 36 y los prolongamos a partir del 6, 18 y 30 el
doble de su longitud respectivamente. Hacemos las siguientes
parejas: 1 - 34, 2 - 32, 3 - 30, 4 - 28 y asi sucesivamente, pro-
longéndolas hasta donde cortan a los tres didmetros anterio-
res marcando dichos puntos de corte con unos agujeros.

1 34 13 10 25 22
2 32 14 8 26 20
3 30 15 6 27 18
4 28 16 4 28 16
5 26 17 2 29 14
6 24 18 36 30 12
7 22 19 34 31 10
8 20 20 32 32

9 18 21 30 33 6
10 16 22 28 34 4
11 14 23 26 35 2
12 12 24 24 36 36
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Con Geogebra definimos un deslizador ae [0,360] con incre-
mento 10 y una semirrecta con trazo:

Semirrecta[(3+2cos(-4*3.14a/360+3.14/2), 2sin(-4*3.14a/360+3.14/2)),
(3+2c0s(2%3.14a/360+3.14/2), 2sin(2*3.14a/360+3.14/2))]

¢Por qué nos sale una deltoide?

Si tomamos como puntos en la circunferencia A(cosa, sena) y
A’(cos(-2a), sen(-2a)) con a € (0°, 360°), la recta que pasa por
ambos tiene la expresion:

X — OOy — S ME
AA' = Y

: cos(=20r ) = coser - senl—2or) - sence

que, con diversas transformaciones trigonométricas se nos
queda en:

AA" = xcos— - YEEH 2= .|:'r::.-.:E
2 2 2

Repitiendo el proceso con otro par de puntos B(cosp, senp) y
B’(cos(-3B), sen(-3p)) nos da:

BR'= xcn.-:E — y5EH E = L:ﬂ.iﬁ
2 2 2

Buscando el punto C de corte entre ambas rectas:

L + yoos a+p = 5N 3a +3p iflincu.-.': a-p - ]]
4 4 t 4

i
X3eH

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto
de corte cuando A y B estdn muy cercanos asi como A’y B’.
Asi es que llegamos a la situacion limite B—A vy, por tanto
B—a. En tal caso:

Bex

xsen— + yeo 2 = 3sen
SEH— §— = JseH—
2 2 2

Resolviendo el sistema formado por:

o o Ber

XCOS— — YSEH — = L0§ —
2 2 2

o o Jor

X3eH — 4+ yoeos — = 3sen —
2 2 2




SUMA 59
Noviembre 2008

Encontramos que

. Ber o Jr

x = 35en— sen— + Cos——Cos—
Aer o dex I

¥ = 38N —COs— — COS — e —
2 2 2 2

que, con diversas transformaciones se queda en:

x = 2eose — cos 2o
¥ = dsence + sendo

que es una deltoide.
La astroide y otras hipocicloides

Con la ayuda del ordenador podemos dibujar una hipocicloi-
de con el nimero de cuernos deseados.

Con Geogebra conseguimos una astroide definiendo un desli-
zador ae [0,360] con incremento 10 y una semirrecta con
trazo:

Semirrecta[(3+3cos(-6*3.14a/360), 3sin(-6*3.14a/360)),
(3+3cos(2*3.14a/360),3sin(2*3.14a/360))]

¢Por qué nos sale una astroide?

Si tomamos como puntos en la circunferencia A(cosa, sena) y
A’(cos(-3a), sen(-3a)) con ae (0°, 360°), la recta que pasa por
ambos tiene la expresion:

. & — Coscr ¥ — Send

- cos(—3a) - cosc N sen(—3a) - sernce

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

que, con diversas transformaciones trigonométricas se nos
queda en
AA’ = xcosa + ysena = cos2a

Repitiendo el proceso con otro par de puntos B(cosp, senp) y
B'(cos(-3B), sen(-3p)) nos da:

BB’ = xcosp + ysenp = cos2p

Buscando el punto C de corte entre ambas rectas:

m‘(:n[ “ ; p ] + yt:ua‘[ %] = 2cos “ ;ﬂ serfee + 1)

El lugar geométrico que buscamos es el que genera el punto
de corte cuando A y B estdn muy cercanos asi como A’y B’ Asi
es que llegamos a la situaciéon limite B—>A y, por tanto f—a.

En tal caso xsena + ycosa = 2sen2a

Resolviendo el sistema formado por:

{ XCOSE + YSeH! = cosder

xsence + yoosoe = Jsenlo

Encontramos que:

XCOSK + ysence = cosler
Xsenor + yooso = 2senlo

que es una astroide. W

MILLINGTON, J. (2004): Curve Stitching, Tarquin
Publications. Norfolk (Inglaterra)
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menos si ganamos mas?

ntroducci()n

¢Por qué todos los gobiernos, independientemente de la indo-
le politica que tengan, intentan apuntarse ante la ciudadania
una rebaja del Impuesto sobre la Renta de las Personas Fisicas
(IRPF)?

La respuesta esta clara: el IRPF, es el mayor impuesto directo
a través del cual cualquier gobierno llena las arcas del Estado,
pero también al que la mayoria de los espafioles nos enfren-
tamos afo tras aino y, por tanto, el que mayor popularidad o
impopularidad puede generar a cualquier poder ejecutivo.

Con este articulo pretendemos analizar detalladamente que
la premisa de la rebaja del IRPF resulta enganosa, ya que es un
hecho probado que todos los gobiernos de forma pendular
nos intentan demostrar que ellos han conseguido lo que
todos anhelamos en cierta manera: “una rebaja impositiva’.

En lo que concierne a aspectos puramente pedagdgicos, que-
remos demostrar el cardcter interdisciplinar de dos materias:
las Matematicas y la Economia. A través de ellas los alumnos
de Bachillerato podrian entender, con ejemplos practicos, la
realidad a la que los contribuyentes espanoles nos enfrenta-
mos afio tras afo.

También pretendemos favorecer la actitud critica del alum-
nado de 1°y 2° de Bachillerato, mediante practicas de 6 suel-

dos tipo que van de los 10000 euros hasta los 40000 euros
anuales, con la finalidad de demostrar que estas “rebajas
impositivas” realizadas en el IRPF por los tltimos gobiernos
han resultado factibles y positivas pero sélo durante el primer
ano de su imposicion y no los restantes afos. Por otra parte
han favorecido mas a los espanoles de sueldos mds altos.

Ademais, consideramos fundamental demostrar dos premisas
evidentes:

12, La aplicabilidad a la vida real de una ciencia pura como
son las Matemadticas. A través de este articulo el alum-
nado podrd comprobar que el andlisis estadistico no
resulta un mero cimulo de datos.

22, La necesidad que presenta la Economia, como ciencia
social, de las Matemdticas para su propia evolucion.

Nos parece importante sefialar que con este articulo no pre-
tendemos explicar como se hallan los célculos del IRPF, ya
que existen multitud de textos que los realizan con claridad y
precisién, si no que lo que queremos es insistir en que las
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IES Carlos III, Cartagena (Murcia).
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rebajas del IRPF no son tan “maravillosas” como nos intentan
demostrar una y otra vez.

Este articulo estd dividido en varias partes:

12- Explicacion del concepto del impuesto sobre la renta
de las personas fisicas.

2°- Objetivo de estudio de este articulo, asi como calculo
del porcentaje de retencién del IRPF con ejemplos
practicos.

32- Obtencidn de los calculos numéricos y andlisis de lo
que sucede con los distintos tipos de sueldo.

42- Conclusiones a las que hemos llegado a lo largo de
estas lineas.

+Qué es el IRPF?

Es el Impuesto de la Renta de las Personas Fisicas. Se trata de
un impuesto de tipo directo (es decir, que tiene en cuenta las
circunstancias personales del ciudadano), y que grava la renta
obtenida por todos nosotros en cémputo anual. La obligacién
de realizar o no la declaracién de la renta viene estipulada por
unos minimos que el poder ejecutivo de turno acuerda de
manera anual.

+Qué pretendemos estudiar en este articulo?

En los dltimos anos, cada cierto tiempo los gobiernos han
modificado el IRPF anunciando sustanciales rebajas pero:
¢qué ocurre el ano que entra en vigor una reforma o rebaja del
IRPF? y ;qué sucede en los afios sucesivos?

Nos proponemos, a través de ejemplos practicos, estudiar
cémo han afectado tales rebajas a diferentes tipos de renta y
comprobar si se mantienen en el tiempo o se van diluyendo
como consecuencia de la inflacion.

Para facilitar la comprension, simplificaremos los célculos y la
multitud de casos posibles y nos impondremos las siguientes
limitaciones:

+ Estudiaremos la evolucién desde el ano 1999 al 2007,
ambos inclusive, abarcando 3 reformas: una de 1999 a
2002, otra de 2003 a 2006 y otra en 2007. Hay que des-
tacar que en el afio 1999 entré en vigor una reforma
del IRPF que modific6 completamente los criterios
seguidos hasta entonces y que se mantienen hasta hoy
dia.

« Utilizaremos siempre el euro como moneda. Por lo
tanto, durante los anos en los que se utilizaba la pese-
ta, convertiremos las cifras a euros (166,386 pesetas =
1 euro).

«+ Estudiaremos 6 casos posibles de rentas anuales bru-
tas: 10.000, 15.000, 20.000, 25.000, 30.000 y 40.000
euros, del afno 1999. Para el afio 2000 y siguientes,
actualizaremos las rentas incrementdndolas cada ano
segun la subida del IPC' del aio anterior, es decir,
supondremos que en estos 4 casos las personas man-
tienen el mismo poder adquisitivo (similar a mantener
un sueldo anual constante).

Los casos anteriores se referirdn a un contribuyente soltero,
viudo, divorciado o separado legalmente, menor de 65 afios,
sin minusvalia, sin descendientes ni ascendientes a su cargo,
cuya renta proviene s6lo de los rendimientos de un trabajo.
Supondremos una cuota anual a la Seguridad Social,
Mutualidades y Pasivos del 6% (porcentaje similar a la reali-
dad de un trabajador contratado por cuenta ajena e indefini-
do) del sueldo bruto.

+Coémo se calcula el porcentaje de retencion del
IRPF? Ejemplos practicos.

Afo 1999

Las retenciones sobre rendimientos del trabajo sufrieron un
cambio radical en 1999. Cada contribuyente tenia su porcen-
taje particular de retencién. Para calcular dicho porcentaje
hay que realizar una serie de operaciones aritméticas:

1°.- Calcular la base para hallar el tipo aplicable:

A los rendimientos brutos de trabajo anuales (incluidas las
pagas extras) deberdn restarse:

a) Las cuotas que paga el trabajador a la Seguridad
Social, Mutualidades y Pasivos (aplicaremos un 6%).

b) Una reduccién fija que va desde 3.005,06 euros a
2.253,80 euros (dependiendo del nivel de ingresos del
contribuyente). Y para rentas superiores a 12.020,24
euros, serd de 2.253,80 euros.

¢) Un minimo personal de sustento familiar de
3.305,57 euros.



Del resultado de restar de la base bruta de los rendimien-
tos las deducciones anteriores saldrd la base para calcular
el tipo de retencion.

2°.- Se aplica la siguiente escala de IRPF (aprobada en el regla-
mento del IRPF a finales de cada afio)

Base para calcu-| Cuotade | Resto base
lar el tipo de | retencién | para calcular
retencién tipo retencion
Hasta euros Euros Hasta euros |Porcentaje|
0,00 0,00} 3606,07 18
3606,07 649,09 9015,18 24
12621,25) 2812,744 12020,24 28,3
24641,50) 6214,47) 15025,30 37,2
39666,80) 11803,88 26444,53| 45
66111,33] 23703,92] Enadelante] 48

Veamoslo con un ejemplo:

A un trabajador que perciba una retribucién anual bruta de
25.000 euros se le restan: 1.500 euros (el 6%) de Seguridad
Social, 2.253,80 euros de reduccién de trabajo y 3.305,57
euros de minimo personal. El resultado es 17.940,63 euros que
serd la base para calcular el tipo de retencion. Si acudimos a la
tabla resultaria:

«Hasta 12.621, 25 paga 2.812, 74 euros.
+Resto 5.319,38 al 28,3% paga 1.505,38 euros.

+Total a pagar (suma de los anteriores conceptos):
4.318,12 euros.

Se divide los 4.304,24 euros entre 25.000 euros. El 0,1727 se
multiplica por 100. El resultado: 17,27%, serd la retencién que
debera practicarse en este ejemplo.

Haciendo célculos similares para otros sueldos anuales obte-
nemos los siguientes datos para 1999:

Sueldo | | Sueldo | Sueldo |

Tipo 1 % IRPF Tipo 2 % IRPF Tipo 3 % IRPF
10.00 7,05 15.000) 12,22  20.000 14,9

Sueldo | | Sueldo | Sueldo |

Tipo 4 % IRPF Tipo 5 % IRPF Tipo 6 % IRPF
25.000] 17,27 30.000 18,83  40.000] 22,42
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Anos 2000, 2001 y 2002

Durante estos tres anos se mantienen las mismas deducciones
que en 1999 y se utiliza una nueva escala de IRPE. Es la
siguiente:

Base para calcu-| Cuotade | Resto base
lar el tipo de | retencién |para calcular
retencion tipo retencion|
Hasta euros Euros Hasta euros |Porcentaje|
0.00] 0.00] 3678,19 18
3678,19 662,07 9195,49| 24
12873,68 2868,99 12260,65 28,3
25134,33] 6338,75 15325,81] 37,2
40460,13 12039,96 2697342 45
67433,56) 24178 En adelante) 48

Actualizando los sueldos anteriores un 2,9%, 4% y 2,7% segun
los IPCs de 1999, 2000 y 2001 respectivamente y procediendo
como en el ano anterior, obtendriamos los siguientes resulta-
dos:

Sueldo | | Sueldo | Sueldo |
Tipo 1 % IRPF Tipo 2 % IRPF Tipo 3 % IRPF
2000 |10.290 7,4515.435 12,49|20.580 15,1

2001 |10.701,61 8,03]16.052,40 12,87|21.403,20 15,63
2002 |10.990,54 8,41]16.485,81] 13,13|21.981,09 15,9

Sueldo | Sueldo | Sueldo |
Tipo 4 % IRPF Tipo 5 % IRPF Tipo 6 % IRPF
2000 |25.575 17,48)30.870 19,00/41.160 22,6

2001 |26.754,00 17,83|32.104,80 19,29]42.806,40 23,1

2002 |27.476,36 18,06]32.971,63] 19,56]43.962,17 23,41

Anos 2003 y 2004

Durante estos afios al sueldo bruto se le restan 2400 euros de
reduccion de trabajo (antes 2.253,80 euros) y 3.400 euros de
minimo personal (antes 3.305,57 euros), mds la Seguridad
Social. La nueva escala de IRPF se reduce de 6 a 5 tramos:

Base para calcu-| Cuotade | Resto base
lar el tipo de | retencién | para calcular
retencién tipo retencioén
Hasta euros Euros Hasta euros |Porcentaje|
0.0 0.00] 4000 15
4000 600 9800} 24
13800 2952 12000 28
25800] 6312 19200 37
45000 13416 En adelante] 45
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Actualizando los 4 tipos de sueldos de 2002 un 4% y 2,6%
segun los IPCs de 2002 y 2003, respectivamente, y calculando
los porcentajes de IRPF obtendriamos:

Sueldo | Sueldo | Sueldo
Tipo 1 7% IRPF Tipo 2 % IRPF Tipo 3

2003 |11.430,16 7,23|17.145,25] 12,34422.860,33) 15,23
2004 |11.727,35 7,62(17.591,02f 12,60]23.454,70 15,51

Sueldo | | Sueldo | Sueldo
Tipo 4 7% IRPF Tipo 5 % IRPF Tipo 6

2003 |28.575,41] 17,45|34.290,49] 19,09]45.720,66) 23,01

% IRPF

2004 29.318,37 17,67)35.182,05] 19,49}46.909,40 23,31

Ao 2005

Durante 2005 se mantienen las mismas deducciones que en
2003 y 2004 y se utiliza una nueva escala de IRPF:

Base para calcu-| Cuotade | Resto base
lar el tipo de | retencién |para calcular
retencién tipo retencion
Hasta euros Euros Hasta euros |Porcentaje|
0.00 0.00] 4080f 15
4080f 612] 9996 24
14076 3011,04 12240 28
26316 6438,24 19584 37
45900 13684,32| En adelante 45

Actualizando los 4 tipos de sueldos de 2004 un 3,2% segun el
IPC de 2004 y calculando los porcentajes de IRPF obtendria-
mos para 2005:

Sueldo % IRPF Sueldo % IRPE Sueldo

0
Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 % IRPF

12.102,62] 8,02|18.153,94 12,87[24.205,25] 15,77

Sueldo | , Sueldo | Sueldo
Tipo 4 7% IRPF Tipo 5 % IRPF Tipo 6

% IRPF

30.256,56) 17,88|36.307,87| 19,78}48.410,50] 23,53

Ano 2006

Durante 2006 se mantienen las mismas deducciones que en
2005 y se utiliza una nueva escala de IRPF:

Base para calcu-| Cuotade | Resto base
lar el tipo de | retencién | para calcular
retencion tipo retencion|
Hasta euros Euros Hasta euros |Porcentaje|
0] 4161,6 15
4161,6 624,24 10195,924 24
14357,52f 3071,26) 12484,8] 28
26842,32 6567, 19975,68f 37
46818, 13958] En adelante 45

Actualizando los 4 tipos de sueldos de 2005 un 3,7% segtn el
IPC de 2005 y calculando los porcentajes de IRPF obtendria-
mos para 2006:

Sueldo % IRPF Sueldo % IRPE Sueldo

0
Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3 % IRPF

12.550,42] 8,48/18.825,63] 13,02{25.100,84 16,07

Sueldo | , Sueldo | , Sueldo
Tipo 4 % IRPF Tipo 5 % IRPF Tipo 6

% IRPF

31.376,05] 18,12{37.651,26] 20,14450.201,69 23,8

Afo 2007

Durante este ano al sueldo bruto se le restan 2.600 euros de
reduccién de trabajo (antes 2.400 euros) y 5.050 euros de
minimo personal (antes 3.400 euros), mas la Seguridad Social.
La nueva escala de IRPF se reduce de 5 a 4 tramos:

Base para calcu-| Cuota de | Resto base
lar el tipo de | retencién | para calcular
retencion tipo retencion|
Hasta euros Euros Hasta euros |Porcentaje|

0] 0] 17360 24

17360 4166,4 15000 28

32360 8366,4 20000 37

52360 15766,4, En adelante] 43

Actualizando los 4 tipos de sueldos de 2006 un 2,7% segun el
IPC de 2006 y calculando los porcentajes de IRPF obtendria-
mos:
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Si sumamos las distintas variaciones (positivas o negativas)
del IRPF a lo largo de estos anos, obtenemos una subida o

Sueldo | , Sueldo | , Sueldo |

Tipo 1 % IRPF Tipo 2 % IRPF Tipo 3 % IRPF
12.889,28 8,33{19.333,92] 13,06{25.778,57 15,4

Sueldo | , Sueldo | , Sueldo |

Tipo 4 % IRPF Tipo 5 % IRPF Tipo 6 % IRPF
32.223,21] 17,52|38.667,85) 18,98|51.557,13] 25,8

Resultados del estudio
Si juntamos todos los célculos anteriores y los agrupamos por
tipos de sueldos obtendriamos:
1° Anélisis
+Tipo de sueldo 1: 10000 euros/anuales de 1999.
« El sueldo se mantiene invariable, es decir, s6lo aplicamos

la subida del IPC para que el contribuyente no pierda
poder adquisitivo.

ANO | 1IPC i‘il;z)d;’ % IRPF Valréa‘rfli;é“
1999 2,9% 10000,00 7,05
2000 4,0% 10290,00 7,45 0,4
2001 2,7% 10701,60 8,03 0,58
2002 4,0% 10990,54 8,41 0,38
Reforma con rebaja del IRPE. En vigor en 2003
2003 2,6% 11430,16 7,23 -1,18
2004 3,2% 11727,35 7,62 0,39
2005 3,7% 12102,62 8,02 0,40
2006 2,7% 12550,42 8.48 0.46
Reforma con rebaja del IRPFE. En vigor en 2007
2007 | [ 1288928 8,32 -0,16
Diferencia entre 1999 y 2007
(subida impositiva) 22

IPC. Indice de precios al consumo de cada afo. Subida del
nivel de vida anual.

Sueldo tipo 1. Nuestro andlisis comienza con un sueldo
tipo de 10000 euros, al que sélo se le aplica el IPC de
forma anual.

Porcentaje de retencién en el sueldo de cada contribuyen-
te (porcentaje de IRPF que se le debe descontar en cada
némina al sujeto pasivo).

bajada impositiva. En este caso una subida impositiva.

2° Andlisis

+Tipo de sueldo 2: 15000 euros/anuales de 1999.

El resto de caracteristicas, asi como las notas de la tabla ante-
rior las mantenemos en este 2* andlisis y en los restantes.

ANO IPC %lgl)d;’ % IRPF Va{;}fé"’“
1999 2,9% | 15000,00| 12,22

2000 4,0% | 1543500| 12,49 027
2001 2,7% | 1605240 | 12,87 0,38
2002 4,0% | 1648581 | 13,13 0,26

Reforma con rebaja del IRPE. En vigor en 2003

2003 2,6% 17145,25 | 12,34 -0,79
2004 3,2% 17591,02 | 12,60 0,26
2005 3,7% 18153,94 | 12,87 0,27
2006 2,7% 18825,63 | 13,18 0,31

Reforma con rebaja del IRPE. En vigor en 2007

2007 |

| 19333,92 | 13,06

-0,12

3° Andlisis

Diferencia entre 1999 y 2007
(subida impositiva)

0,84

+Tipo de sueldo 3: 20000 euros/anuales de 1999.

(subida impositiva)

ANO | 1IPC %lgl)d;’ % IRPF Va{;}fé"’“
1999 2,9% 120000,00 [ 14,94
2000 4,0% [ 20580,00| 15,19 0,25
2001 2,7% 21403,20 | 15,63 0,44
2002 4,0% 21981,09 ( 15,92 0,29
Reforma con rebaja del IRPE. En vigor en 2003
2003 2,6% |22860,33 | 15,23 -0,69
2004 3,2% 23454,70 | 15,51 0,28
2005 3,7% 24205,25 | 15,77 0,26
2006 2,7% 25100,84 | 16,07 0,30
Reforma con rebaja del IRPE. En vigor en 2007
2007 | [ 2577857 | 1544 -0,63
Diferencia entre 1999 y 2007 0,50
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4e Analisis

« Tipo de sueldo 4: 25000 euros/anuales de 1999.

5° Andlisis

(subida impositiva)

ANO | IpC i‘i‘;:)df % IRPE | VAo
1999 2,9% 25000,00 | 17,27
2000 4,0% 25725,00 [ 17,48 0,21
2001 2,7% 26754,00 | 17,83 0,35
2002 4,0% 27476,36 | 18,06 0,23
Reforma con rebaja del IRPE. En vigor en 2003
2003 2,6% 28575,41| 17,45 -0,61
2004 3,2% 29318,37 | 17,67 0,22
2005 3,7% 30256,56 | 17,88 0,21
2006 2,7% 31376,05 18,12 0,24
Reforma con rebaja del IRPF. En vigor en 2007
2007 | [3222321] 1752 | -0,60
Diferencia entre 1999 y 2007 025

« Tipo de sueldo 5: 30000 euros/anuales de 1999.

ANO | 1C i‘i‘;:)df % IRPF Va{éalf;é“

1999 2,9% 30000,00 [ 18,83

2000 4,0% 30870,00 [ 19,00 0,17

2001 2,7% 32104,80 | 19,29 0,29

2002 4,0% 32971,63 | 19,56 0,27
Reforma con rebaja del IRPE. En vigor en 2003

2003 2,6% 134290,49 (19,09 -0,47

2004 3,2% |35182,05 (19,49 0,40

2005 3,7% 136307,87 [19,78 0,29

2006 2,7% 137651,26 20,14 0,36

Reforma con rebaja del IRPF. En vigor en 2007

2007 |

| 38667,85 |

18,98

-1,16

Diferencia entre 1999 y 2007
(subida impositiva)

0,15

6° Andlisis

+Tipo de sueldo 6: 40000 euros/anuales de 1999.

ANO | 1IpC i‘;;id;’ % IRPE | VAo
1999 2,9% | 40000,00 [ 22,42
2000 4,0% | 41160,00 | 22,63 0,21
2001 2,7% 42806,40 | 23,10 0,47
2002 4,0% 43962,17 | 23,41 0,31
Reforma con rebaja del IRPE. En vigor en 2003
2003 2,6% | 45720,66 | 23,01 -0,40
2004 3,2% 14690940 | 23,31 0,30
2005 3,7% 48410,50 | 23,53 0,22
2006 2,7% 50201,69 | 23,80 0,27
Reforma con rebaja del IRPF. En vigor en 2007
2007 | [51557,13| 25:86 2,06
Diferencia entre 1999 y 2007 3,44

(subida impositiva)

Por tanto y como conclusion a los 6 andlisis anteriores, obser-
vamos cémo sdlo en los anos 2003 y 2007 resulta efectiva y
real una rebaja del IRPF para los contribuyentes.
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Conclusiones

En nuestro estudio hemos tenido como periodo de andlisis del
IRPF los afios comprendidos entre 2000 y 2007, ambos inclu-
sive. Como conclusiones tendriamos las siguientes:

Tabla 1: De 2000 a 2002 se ha producido una subida impositi-
va en todos los tramos de sueldo y en todos los aios referidos.
Las subidas mads significativas del IRPF corresponden al
tramo de sueldo mas bajo (10000 € de 1999) en los afios 2000
y 2001 y las menos significativas corresponden a los tramos
mds altos de renta del afio 2000.

Variacion porcentual del IRPF

Sueldo de|Sueldo de[Sueldo de[Sueldo de[Sueldo de|Sueldo de
10000 € | 15000 € | 20000 € | 25000 € | 30000 € | 40000 €

Afio 2000[ T 0,40% | T 0,27% [ T 0,25% | T 0,21% | T 0,17% | T 0,21%
Ao 2001| T 0,58% | 1T 0,38% | 1 0,44% | 1 0,35% | T 0,29% | T 0,47%
Afio 2002 7 0,38% | T 0,26% | T 0,29% | T 0,23% | 7 0,27% | T 0,31%

Tabla 1

Tabla 2: La rebaja del IRPF en el afio 2003 se produce en todos
los tramos de sueldos analizados. La mayor rebaja en el afio
2003 se produjo en el tramo de sueldo mas bajo (10000 €), asi
como la menor rebaja correspondié al sueldo mas alto (40000
€).

Variacion porcentual del IRPF

Sueldo de|Sueldo de[Sueldo de[Sueldo de[Sueldo de|Sueldo de
10000 € | 15000 € | 20000 € | 25000 € | 30000 € | 40000 €

Afio 2003[ 4 1,18% | 4 0,79% | 4 0,69% | 4 0,61% | L 0,47% | 4 0,40%

Tabla 2

Tabla 3: Con respecto a los anos 2004, 2005 y 2006 se produ-
cen subidas del IRPF en todos los tramos de sueldo y en todos
los anos estudiados. La mayor subida se produce en el ano
2006 y en el tramo de sueldo mas bajo.

NOTAS
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Variacion porcentual del IRPF

Sueldo de|Sueldo defSueldo de[Sueldo de[Sueldo de|Sueldo de
10000 € | 15000 € | 20000 € | 25000 € | 30000 € | 40000 €

Afio 2004 T 0,39% |1 0,26% |1 0,28% |10,22% |1 0,40% |1 0,30%
Afio 2005| T 0,40% |1 0,27% |10,26% |10,21% |1 0,29% |1 0,22%
10,46% |1 0,31% |10,30% |T0,24% |1 0,36% |1 0,27%

Afio 2006

Tabla 3

Tabla 4: En el ailo 2007 se producen rebajas del IRPF en todos
los tramos de sueldo a excepcién de los sueldos superiores a
40000 cuya subida del 2,06% es muy significativa y supone una
variacion en la tendencia del resto de tramos.

Variacion porcentual del IRPF

Sueldo de|Sueldo de[Sueldo de[Sueldo de[Sueldo de|Sueldo de
10000 € | 15000 € | 20000 € | 25000 € | 30000 € | 40000 €

40,16% | 4 0,12% [ 4 0,63% [ 4 0,60% | 4 1,16% | T 2,06%

Afio 2007

Tabla 4

« Las rebajas en el porcentaje del IRPF (como consecuencia
de una modificacién anunciada) son bruscas y las subidas
(consecuencia de no actualizar los minimos y las tablas
segun el IPC) son lentas. De ahi que la impresién que le
queda al ciudadano es que se ha producido una rebaja
notable en el IRPE.

« Estos resultados pueden ser dificiles de detectar por los
ciudadanos, ya que no siempre los sueldos suben el IPC.
Ademais, a veces, se cambia de sueldo por diversos moti-
vos: cambio empresa, nuevos complementos por ascen-
sos, cargos, antigiiedad, etc.

» Las Matemadticas y la Economia proporcionan una capaci-
dad critica que permite a los ciudadanos no ser manipula-
dos por las estructuras politicas o econémicas. B

1 Segtn datos del Instituto Nacional de Estadistica
(INE).
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MANIFIESTO
DE LA
FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEDADES DE PROFESORES DE M ATEMATICAS

SOBRE LA
UTILIZACION DE LAS CALCULADORAS GRAFICAS
EN LA
PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Convencidos de las posibilidades que ofrecen las calculadoras como recurso didactico para el drea de matematicas en sus distin-
tos niveles deseamos manifestar como Federacién de Sociedades de Profesores de Matematicas las siguientes consideraciones:

1. Las Universidades y las comisiones que regulan las pruebas de acceso han de velar para que las instrucciones para la realiza-
cién de las pruebas de acceso sean coherentes con los curriculos de Bachillerato. Por tanto, consideramos que deben aten-
der las indicaciones sobre el uso de las calculadoras y de otras herramientas informaticas que aparecen en el REAL
DECRETO 1467/2007, de 2 de noviembre, por el que se establece la estructura del bachillerato y se fijan sus ensefianzas
minimasl, asi como los desarrollos de los curriculos de Bachillerato de las Administraciones Educativas.

2. Consideramos que el uso en el Bachillerato de las calculadoras graficas supone la continuidad de un proceso que se inicia en la
Educacién Secundaria Obligatoria, donde la competencia digital forma parte de las competencias basicas que todo ciuda-
dano debe adquirir, de acuerdo con las recomendaciones del Parlamento y el Consejo europeos.

3. Consideramos que resulta contradictorio y es un grave perjuicio para el alumnado impedir la utilizacién el aprovechamiento
de las posibilidades que ofrecen las calculadoras graficas y simbdlicas en una prueba de acceso. Prueba que evalta los
conocimientos determinados en el curriculo bachillerato, en el que se incluye su uso para, entre otras cosas, ayudar a la
mejor comprensiéon de conceptos y a la resolucién de problemas complejos evitando célculos tediosos y repetitivos.

4. Consideramos que las Administraciones Educativas deben establecer los mecanismos necesarios para garantizar el uso de cal-
culadoras graficas en la prueba de acceso a la Universidad y que éste no suponga ningun tipo de discriminacién econémi-
ca, posibilitando en su caso que los recursos de los centros educativos pueden sustituir la adquisicién directa por parte del
alumnado cuando esto sea necesario.

5. Consideramos que la calculadora grafica y en su caso la calculadora con opciones de calculo simbdlico potencia la reflexién de
los alumnos con suficientes conocimientos matemdticos, ayudandoles a utilizar esos conocimientos en el proceso de rea-
lizacion de la prueba. Por el contrario, para aquellos alumnos que no tengan conocimientos suficientes el uso o no de la
calculadora resulta irrelevante. Por ello consideramos que no se justifica su prohibicion.

Por tanto, la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matemadticas SE MANIFIESTA A FAVOR DEL USO DE LAS
CALCULADORAS EN GENERAL Y ESPECIFICAMENTE DE LAS CALCULADORAS GRAFICAS Y SIMBOLICAS EN LAS
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD.

La Federacion Espanola de Sociedades de Profesores de Matemadticas estd a disposicion de las Administraciones Educativas y de
las Universidades para colaborar en la determinacion de las normas que regulen su uso en la Prueba de acceso a las Universidades.

Octubre, 2008

1 EneseRD puede leerse:
“Las herramientas tecnoldgicas, en particular el uso de calculadoras y aplicaciones informéticas como sistemas de dlgebra computacional o
de geometria dindmica, pueden servir de ayuda tanto para la mejor comprension de conceptos y la resolucién de problemas complejos como

»

para el procesamiento de célculos pesados, (...)
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Doblar y cortar (kirigami geométrico)

ara es la persona que en algiin momento de su vida no se
ha entretenido jugando con papel. A casi todos nos han ense-
nado de pequenos a hacer pajaritas o aviones de papel para
que estuviésemos un rato sin dar la lata. La papiroflexia o arte
de crear figuras doblando papel, también conocida por su
palabra japonesa de origami que proviene de las palabras oru
(doblar) y kami (papel), es un pasatiempo atrayente y relajan-
te que nos permite pasar el tiempo entretenidos, bien en la
espera sin limite en la consulta médica, en los repetitivos
claustros, en la vigilancia de soporiferos exdmenes o en algu-
nas kafkianas sesiones de evaluacién. Ya en esta seccién
hemos hablado anteriormente de este arte y de las posibilida-
des diddcticas que tiene dentro de la asignatura de matemati-
cas, y aunque mas adelante volveremos sobre el tema vamos
a cambiar de registro.

Hoy queremos hablar del kirigami que es el arte de crear figu-
ras recortando papel con tijeras. Para practicar este arte
debemos partir de un papel que no tenga ninguna marca (es
decir no vale dibujar previamente los cortes) y, cortando,
dejar la silueta o el esquema a desplegar de la figura que que-
ramos crear. Ejemplos bdsicos de este arte hemos hecho segu-
ramente casi todos. Muchos recordaremos haber tomado una
hoja varias veces dobladas, recortar un monigote y al abrir el
papel encontrarnos con un friso de monigotes unidos unos a
otros. En otras ocasiones habremos hecho o visto hacer cor-

tes en un papel doblado y al desplegar encontrarnos con un
bello calado para adornar cualquier mesa.

La palabra kirigami procede de la composicion de las palabras
japonesas kiru (cortar) y kami (papel). Existen muchas perso-
nas que han trabajado el kirigami desde el punto de vista edu-
cativo. En concreto podemos destacar al profesor peruano
José Luis Castillo Cérdova, que tiene varios videos colgados
en YouTube donde muestra su maestria creando figuras muy
diversas. Este profesor utiliza ademds otro término llamado
magquigami (mezcla del término quechua maki que significa
mano y de kami) que seria el arte de crear figuras rasgando el
papel con las manos. En la direccién:
http://mx.geocities.com/directores2004/kirigami.doc

hay un archivo de texto donde este profesor explica el uso
educativo del kirigami y del maquigami.

Grupo Alquerque de Sevilla

Constituido por:

Juan Antonio Hans Martin. CC Santa Maria de los Reyes.
José Muiioz Santonja. IES Macarena.

Antonio Fernandez-Aliseda Redondo. IES Camas.
juegos@revistasuma.es
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Posibilidades educativas del kirigami geométrico

Vamos a tratar un caso particular que mezclaria papiroflexia
y kirigami. La idea es doblar un papel en las partes que nece-
sitemos (no necesariamente iguales) y tras dar un corte recto
abrir el papel y encontrarnos con algin patrén geométrico
que hayamos propuesto previamente.

Por ejemplo, podemos plantear partir de un cuadrado y
doblarlo convenientemente para que al dar un corte al papel
doblado y desplegar el resultado nos encontremos con la figu-
ral.

Figura 1

Con este tipo de actividad se pueden desarrollar y potenciar
los siguientes aspectos educativos:

« Atencién y observacion

» Discriminacion

« Percepcidn visual

» Imaginacion y creatividad

« Paciencia y constancia

Y permite el trabajo en diferentes niveles de dificultad.

Para realizar una tarea de kirigami geométrico es imprescin-
dible utilizar la percepcién visual y realizar mentalmente el
proceso a seguir para llegar al resultado, el corte en si se utili-
za al final para ver si el resultado del reto que se nos ha plan-
teado es correcto.

El desafio es facil y rapido de comprender, la ejecucién y la
comprobacién también; no asi la fase de planificacién que
presenta algo mas de dificultad. Pero es cémodo de repetir en
busca de la solucién correcta. Ademds se usa el heuristico
tipico de resolucion de problemas de considerar el problema
resuelto y recorrer el proceso al revés.

Uno de los aspectos que se trabaja en todo momento es la
simetria del dibujo, ya que los ejes de simetria van a coincidir
con los lugares donde deberemos hacer los dobleces. En algu-
nos casos hay que tener en cuenta que la linea por la que se
dobla el papel no divide a la pieza en dos partes iguales, lo que
complica la resolucion del problema.

Metodologia

En primer lugar debemos proveernos de gran cantidad de
cuadrados. Nosotros solemos reciclar el papel, en concreto
cortamos toda la publicidad que llega a los buzones, periédi-

cos atrasados y folletos de todo tipo pues no se requiere de un
papel especial.

Entregamos a los alumnos, junto con el papel y las tijeras,
unas tarjetas-enunciado en las que se encuentran las figuras
que deben conseguir. El alumno elige una figura e intenta con-
seguir el doblez para que al cortar aparezca el patrén geomé-
trico elegido. Silo consigue se anota un punto y pasa a otro, si
no, tiene la posibilidad de intentarlo nuevamente. Hay que
tener en cuenta que en los mds casos complicados es posible
que se tengan que probar varios cortes antes de dar con el
resultado.

Las siluetas-problemas las tenemos agrupadas en tres niveles
de dificultad, segtn la cantidad de dobleces que haya que rea-
lizar antes del dar el corte. En cada tarjeta aparecen tres o cua-
tro figuras de idéntico nivel de dificultad.

Kirigami geométrico

A continuacién vamos a presentar las imagenes que hay que
conseguir. Recuerden que el juego consiste en tomar una hoja
cuadrada de papel (podria ser rectangular pues el objetivo es
que queden los cortes que se ven al desdoblar) doblarla y dar
un solo corte recto de forma que se obtenga una de las
siguientes imagenes.

Figuras de nivel facil
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Figuras de nivel medio

LW
A

anm
HE

]

AR NEIgiw
N 7] [\ L

DUC

f

Figuras de nivel dificil
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Estudio y construccion de las piezas

Esta actividad la conociamos desde hace tiempo pues algunos
amigos ya la habian utilizado en concursos de resolucién de
problemas, como el Open Matemdtico que se organiza desde
Requena (Valencia), y hay incluso pasatiempos de revistas en
los que habia aparecido. Pero como nos parecia que daba bas-
tante juego para trabajar la geometria hicimos un estudio sis-
temdtico con nuestros alumnos en los talleres de matemati-
cas.

Partiendo de una hoja cuadrada realizamos el estudio de
todos los dobleces que era posible realizar y de todas las figu-
ras que podiamos obtener. En las imagenes siguientes apare-
cen algunos de esos patrones con las imagenes que quedan.

Utilizando solo dos dobleces




SUMA 59
Noviembre 2008

Utilizando tres dobleces
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El resto de las figuras necesitan realizar, al menos, cuatro
dobleces antes de llegar a la solucién.

Para acabar mostramos uno de los estudios y asi dejamos los
demds para que nuestros lectores se entretengan.
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asta hace poco la idea de que todo pais estable tenia un
perimetro de frontera y una superficie determinada formaba
parte de las firmes creencias de todos nosotros. En estos sor-
prendentes tiempos en que vivimos hasta estas ideas firmes
sobre medidas empiezan a ser superadas. Durante décadas la
escasez de terreno inducia a construir edificios cada vez mds
altos y a ir aumentando la cotizacién de determinadas zonas
como las de los centros y la primera linea de mar. Esto esta
liquidado.

El creciente perimetro de Dubai

Si en un pequeno pais solo hay desierto junto al mar y por
debajo no hay petréleo ;Qué puede hacerse para atraer turis-
mo e inversiones?. La respuesta actual de Dubai ha sido:
hagamos grandes edificios de todo tipo (hoteles, bancos, tien-
das, museos, apartamentos,...) que sean espectaculares y dig-
nos de ser visitados, garanticemos la seguridad del lugar y que
no haya impuestos (paraiso fiscal). Los otros Emiratos Arabes
Unidos tienen petrdleo pero hoy los cruceros van a Dubai.

La siguiente idea inteligente en Dubai ha sido pensar en que
“sol y playa” son factores decisivos para atraer a acaudalados
personajes que viven en paises frios escalfindose los dedos
quemando billetes de 100 délares o de 100 euros. Pero estos
inversores, que ademds en Dubai no van a necesitar gastar en
rayos UVA, quieren grandes residencias junto al mar. ;Cémo
poder ofrecer primera linea de mar a todos? Este podria ser
un problema en cualquier sitio, pero no en Dubai. Como la
linea de costa natural es limitada en longitud lo que era nece-

El perimetro de Dubai y el area de Singapur

G

Figura 1

sario era ir creando (a partir del 2002) sobre el mar zonas
estrechas que permitieran alargar at infinitum (de momento
120 km) la linea de costa e ir edificando. Bienvenida la geo-
metria fractal al Emirato. Estos son los proyectos “The Palm”
de Dubai. Se disefid todo a priori y se empez6 a crear tierra en
el mar siguiendo una forma de palmera (Figura 1) aparecien-

Claudi Alsina
Universitat Politécnica de Catalunya
elclip@revistasuma.es
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do multitud de “islas” alargadas conectadas por puentes. Por
tanto lo realmente espectacular en Dubai no es tanto como ha
crecido la superficie si no el perimetro. De momento los tres
grandes proyectos son:

¢+ The Palm en Mumeirah: érea residencial de descanso y ocio,
con residencias ajardinas, hoteles, apartamentos, etc.

+ The Palm en Jebel Ali: lugar de visita y entretenimiento con
una ciudad del mar, parques temadticos, hoteles, etc.

¢ The Palm en Deira serd la mayor con 14 km de longitud, con
mads de 8000 residencias en 41 brazos de “la palmera”.

La creciente superficie de Singapur

Singapur era un pequeno lugar situado en una zona privile-
giada para pescadores, piratas, mercaderes, etc. Esto es lo que
encontr6 el britdnico Thomas Stanford Raffles en 1819.

Hoy la ciudad-estado de Singapur es un centro privilegiado de
comunicaciones por mar y por aire, con un puerto extraordi-
nario y uno de los aeropuertos mds bellos e importantes del
mundo, acogiendo la ciudad un exitoso distrito financiero.
Modernos rascacielos han ido eliminando la arquitectura tipi-
ca (solo queda una calle) y solo una vegetacidon exuberante de
orquideas permite recordar al visitante que no estid en
Rotterdam o Cincinatti sino en un centro neurélgico de Asia.

La gran sorpresa de Singapur es el propio “territorio”.
Singapur es hoy 33 km?2 mayor que en el siglo XIX al haber ido
expandiéndose sobre el mar. El gran aeropuerto ocupa 12 km?
ganados al mar.

Primero el pais quedé plano, al usarse sus montanas (hoy
exmontafias) para construir la nueva tierra en el mar. Pero
acabadas las existencias propias ;como pueden seguir ganan-
do terreno si ademads la zona de mar es cada vez mdas profun-
da? Ningun problema: compran arena y tierra en el extranje-
ro(!). Muchas islas indonesias y malasias han ido desapare-
ciendo o reduciéndose enormemente al vender su terreno o
sus colinas. Nuevos paises vecinos ofrecen, a los ddlares de
Singapur, sus existencias terrenales. ONG’s, organizaciones
ecologistas y todo tipo de colectivos protestan... pero
Singapur sigue creciendo. Lo de las urbanizaciones-palmera
de Dubai es una timida expansidén al lado de este desarrollo
que, por ahora, se propone ganar 60 km2 mds y un incremen-
to del 14% de costa.

olele

Al ser Dubai y Singapur lugares exdticos para nosotros pode-
mos caer en el error de creer que el tema nos toca de lejos. Si
usted tiene una propiedad en Espaiia en “primera” linea de
mar pdéngase a temblar. Esto de las palmeras de Dubai y de los
terrenos de Singapur pronto va a crecer en todos los sitios. De
hecho muchas zonas de puerto estan ya ganando terreno al
mar y en el afio 2000 ICME9 de Jap6n se celebré en la zona de
Makujari que era toda ella artificial y ganada al mar.

En clase siempre insistimos, con la inestimable ayuda de una
cinta atada, que un mismo perimetro en el plano puede abar-
car superficies diferentes, siendo los limites circulares los que
maximizan la extensién. Ahora nos ha salido un nuevo reto:
incluir las formas fractales en terrenos y evaluar incrementos
perimetrales y superficiales.

Como bien dijo von Neumann: “Si la gente no
cree que las matemdticas son simples es sélo
porque no se dan cuenta de lo complicada que
es la vida’.

ELCLIP R
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eguimos adelante con el recorrido que hemos comenza-
do por las TIC y su uso en el aula de matemadticas en esta sec-
cién MatemdsTIC. Si el primer nimero de la seccién lo dedi-
camos a una aplicacion de software libre para el desarrollo del
célculo mental y el segundo a una aplicacion para la practica
de la geometria interactiva, en esta tercera hemos optado por
una aplicacién ludica de contenido matematico.

Antes de entrar en materia, vamos a hacer referencia a dos
sitios de Internet en los que encontrar material de juegos con
carga matemadtica y que nos puedan servir de introduccion a
alguno de los temas que debemos tratar en el aula con nues-
tros alumnos. Si buscamos en Internet, existe gran cantidad
de espacios web dedicados a esta secciéon. De entre ellos,
hemos seleccionado dos, uno mas generalista y otro de indo-
le particular en el tema que trata.

El primero de ellos es la zona de juegos de DivulgaMAT que
podemos encontrar en la siguiente direccion:

http://divulgamat.ehu.es/weborriak/RecursosInternet/Juegos/

En la imagen 1 podemos observar lo que esta web nos ofrece.

Matematicas ladicas
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Imagen 1: Juegos en DivulgaMAT
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Esta seccion de la web de DivulgaMAT esta dirigida por el
grupo Alquerque de Sevilla, compuesto por Juan Antonio
Hans Martin, José Munoz Santoja, Antonio Fernindez-
Aliseda Redondo y José Blanco Garcia.

En ella encontramos varios recursos lidico-matematicos que
han sido publicados por este grupo en SUMA desde el afio
2000. En la seccion se recogen numerosos articulos con acti-
vidades aconsejadas para realizar con los alumnos en el aula.

El segundo de los sitios en Internet que os recomendamos es
un lugar en el que encontramos un Tangram que utilizaremos
On line. La direccién de este recurso es

http://www.digijuegos.com/game/2167/Tangram-Game.html

En la imagen 2 observamos la web referenciada.
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Imagen 2: Tangram On line

Para que podamos observar la pantalla del Tangram necesita-
mos tener instalado en nuestro equipo el plugin de Flash. Este
Tangram tiene implementadas 32 figuras distintas. Aunque
estd en inglés, la utilizacién del mismo es bastante intuitiva.
La pantalla aparece dividida en tres partes. En la primera de
ellas, la que se encuentra mds hacia la izquierda, contiene una
botonera con las distintas opciones de la pantalla. Debajo de

Gtans es un programa
desarrollado por Philippe
Banwarth que permite la
construccion de figuras con las
piezas del Tangram

esta botonera se encuentran las imdgenes que vamos a poder
realizar con el Tangram. Observamos 8 imagenes, pero al pul-
sar sobre el botén “next” aparecen otras 8 imdgenes y asi hasta
las 32 totales que contiene. En la segunda parte, situada a la
derecha de la anterior, encontramos las piezas del Tangram
formando un cuadrado y debajo aparecera la pieza que haya-
mos seleccionado para realizar. La tltima de estas partes,
situada a la derecha es el espacio de trabajo en el que debemos
ir situando las piezas para formar la imagen seleccionada.

En esta web, cuando estemos formando una figura, para girar
una pieza del Tangram, deberd estar primero seleccionada. En
ese momento pulsaremos sobre uno de sus vértices y girare-
mos la pieza arrastrando con el ratén. El movimiento que pre-
senta es continuo.

GTANS: un tangram de software libre

Uno de los elementos ladicos a los que solemos recurrir en
clase de matemadticas es el Tangram. En la imagen 3 observa-
mos uno de los momentos de utilizacién del Tangram en el
aula.
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Imagen 3: Utilizacién del Tangram

Este elemento lleva aparejado el tener disponibilidad suficien-
te para todos los alumnos o que ellos mismos creen el suyo
propio para, posteriormente, utilizarlo en el aula.

Para el propdsito que nos ocupa, vamos a recurrir a una apli-
cacion de software libre llamada Gtans. Gtans es un programa
desarrollado por Philippe Banwarth y que ha sido traducido
a numerosos idiomas. La web oficial de esta aplicacién es

http://gtans.sourceforge.net/



La aplicacién Gtans ha sido desarrollada para Linux y se
encuentra disponible en los repositorios de las distintas dis-
tribuciones, aunque también se puede descargar directamen-
te de la siguiente direccién:
http://distro.ibiblio.org/pub/linux/distributions/amigolinux/dow
nload/Applications/Games/gtans-1.2/?C=N;O=D

Cuando ejecutamos la aplicacién aparece la ventana que
observamos en la imagen 4.
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Imagen 4: Inicio del Gtans

Esta pantalla aparece dividida en tres partes que se distinguen
claramente. La primera, la parte superior, en la que aparece el
menu del programa. El segundo es la parte lateral derecha y la
tercera parte es la zona de trabajo, en la que contemplamos las
piezas del Tangram.

Gtans tiene implementadas
hasta 158 figuras distintas
que podemos construir con las
piezas del juego

Vamos a hacer un recorrido para ver lo que nos ofrece cada
una de ellas. Comenzaremos por la parte de la derecha. en ella
observamos una imagen que podemos hacer con las piezas del
Tangram. Gtans tiene implementadas hasta 158 figuras dis-
tintas que podemos construir con las piezas del juego. Debajo
de la imagen, en el contador numérico, podremos elegir la
pieza que deseemos construir.

Debajo de este contador, localizamos tres botones que sirven
de ayuda a los alumnos para facilitar la tarea a la hora de cons-
truir la figura. Cada boton tiene una funcién que es la siguiente:
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a.- “Deseleccionar pieza”: Al pulsar sobre este botén deja de
estar cualquier pieza que tuviéramos seleccionada en
ese momento en el drea de trabajo.

b.- “Mostrar una pieza”: Si pulsamos este botdn se resalta en
la imagen que deseamos construir una de las piezas que
la forman. En la imagen 5 podemos contemplar que al
pulsar esta opcion, se ha resaltado una de las piezas que
componen la figura. En esa imagen observamos que la
figura que se pretende construir es la 18.
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Imagen 5: Mostrar una pieza

“Mostrar el contorno”: Este botén permite al alumno
observar en el espacio de trabajo el contorno de la figu-
ra que desea construir. En la imagen 6 podemos obser-
var que se ha utilizado esta opcién con la figura 157.
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Imagen 6: Mostrar contorno

En la parte superior de la pantalla de la aplicacién observamos
un menu con el que podemos configurar los elementos que
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Nos encontramos ante un software
potente y robusto para utilizar en
el aula de matemdticas. El
numero total de figuras que nos
permite hacer gtans es 381

aparecen el la zona de trabajo. Para comprender la configura-
cién sobre la que podemos actuar, debemos conocer las accio-
nes que podemos efectuar sobre el drea de trabajo. Ya hemos
visto alguna, como la de mostrar una pieza o la de mostrar el
contorno de la figura que deseamos realizar con las piezas del
Tangram. Ya dentro de la construccién, para mover una pieza,
la debemos seleccionar previamente. Para ello solamente
debemos pulsar sobre ella con el botén izquierdo del ratén. La
pieza seleccionada cambia de color para indicarnos que estd
seleccionada. Si pulsamos con el botén derecho una pieza
seleccionada, se voltea y si pulsamos alrededor de una pieza
seleccionada, podemos girar la pieza moviendo el ratén. En la
imagen 7 observamos un momento en el que se esta girando
una pieza y podemos ver una linea que une el centro de la
pieza con el ratén. En este caso, la imagen que se pretende
construir es la 22.
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Imagen 7: Giramos una pieza

Ya explicadas las acciones que podemos efectuar sobre el drea
de trabajo, pasamos a explicar los diferentes elementos sobre
los que podemos actuar en la configuracién. La configuracién
la efectuamos sobre la accion “Preferencias” del mend princi-
pal. En este menu encontramos:

1.- Piezas: Nos permite la posibilidad de elegir el color o la
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textura que tendran las piezas del Tangram que tenga-
mos en el drea de trabajo. En el color podremos elegir
esta caracteristica de entre un circulo de posibilidades
que nos ofrecen. Con respecto a la textura, nos permi-
ten elegir una de entre diez basicas que contiene por
defecto la aplicacién, aunque nosotros podremos fabri-
carnos nuestra propia textura para las piezas, sin mds
que guardar el archivo de textura en la carpeta pixmaps
de gtans. En la imagen 8 observamos las posibilidades
que nos ofrece esta opcion.

ey

*UE= Lo

- Dlew & Lam

Imagen 8: Eleccién de textura o color de una pieza

2.- Pieza resaltada: Nos da la posibilidad de elegir el color o

4.-

textura que nos mostrard el programa cuando tengamos
seleccionada una pieza.

Fondo: Esta opcion nos permite elegir la textura o el
color que deseamos para nuestro espacio de trabajo.

Color del contorno de ayuda: Esta opcion nos permite
seleccionar el color con el que deseamos aparezca el
contorno de la pieza cuando lo necesitemos. Este con-
torno es el que observamos en el imagen 6. Si el color
del contorno es el mismo que el del fondo del drea de
trabajo, no le permitiriamos a los alumnos que utiliza-
ran la posibilidad de ayuda del contorno.

Color de silueta: La silueta es la figura que hayamos
seleccionado para dibujar y que aparece en la parte
superior derecha de la pantalla. Esta silueta, por defec-
to, es de color negro. Con esta opcién podremos elegir
el color de la misma.

6.- Fondo de silueta: Con esta opcién podremos seleccionar

el color del fondo de la silueta.
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7.- Fondo de figura resuelta: Cuando formamos la figura H

seleccionada con las piezas del Tangram sobre el espa- Ferms - -
. . . . P Feaalbiita
cio de trabajo, el fondo de la silueta cambia de color, Fonan
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informandonos de haber conseguido realizarla. Con s
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esta opcién, vamos a poder seleccionar el color que femniausin
deseamos que aparezca en el fondo cuando hayamos

resuelto la figura. [S—
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8.- Color de la pieza de ayuda: En la imagen 5 observamos

que le podiamos solicitar que nos indicara la posiciéon

sobre la figura de alguna de las piezas del Tangram. En

esta opcion, el programa nos permite elegir el color de

esa pieza de ayuda. si el color de la pieza de ayuda es el

mismo que el color de la silueta, no le permitiremos al

alumno utilizar la opcién de “Mostrar una pieza”. O EEETE 6 o o e ere P—

- . ., .. . Imagen 10: Precisién para colocar las piezas
9.- Tamano de la pieza: Esta opcidn nos va a permitir elegir

el tamaiio de las piezas del Tamgram como observamos

en la imagen 9. Esto va a suponer una ventaja de cara a 11.- Rotacién: Como hemos comentado anteriormente, la
la utilizacién de este software con alumnos con defi- seleccionada en el drea de trabajo puede ser rotada tal y
ciencia visual. como observamos en la imagen 7. En esta opcién vamos

a poder configurar la rotacién de estas piezas. Las posi-

bilidades que nos ofrece es rotar la pieza de forma con-

— tinua, es decir, el giro de la pieza va a ir pasando por
P todos los dngulos posibles, o bien rotar la pieza paso a

P Feaalbiitn : .
P . . paso, con lo que conseguiremos que cuando se rote una
SO S pieza lo haga a saltos, saltando los angulos de forma
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T R ‘ —— 12.- Archivo de figuras: Esta opcién nos permite elegir
Roamcas -1 . . . e .

il _ emwiapms | entre distintos archivos de figuras. En la imagen 11

e b b observamos varios de esos archivos de figuras que con-

‘ tienen: default.figures 158 figuras, alpha.figures 83 figu-

ras, misc.figures 102 figuras y similiar.figures 38 figuras.

A Por lo tanto, el namero total de figuras que nos permite
hacer gtans con los anteriores archivos es 381.
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Imagen 9: Tamafio de las piezas

10.- Precision: Cuando colocamos las piezas sobre el drea
de trabajo para formar la figura deseada, lo podemos
hacer con mds o menos rigor sobre la posicién que debe
ocupar la pieza. Esta opcién nos va a permitir configu-
rar esa precision. En la imagen 10 observamos las opcio-
nes permitidas.
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Imagen 11: Eleccién de archivo de figuras
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13.- Guardar configuracién: Nos permite guardar la confi-
guracion con las opciones que hayamos seleccionado en
cada uno de los anteriores doce campos.

Asi, nos encontramos ante un software potente y robusto para
utilizar en el aula de matemadticas.

Debemos indicar también que existe una version bajo Java de
gtans. Bajo la denominacidn jtans, se integra en paginas web
y puede ser visualizado con un navegador si se tiene instalado
el motor Java. En la imagen 12 podemos contemplar como se
visualizaria jtans con un navegador. En este caso hemos selec-
cionado una direccién web en la que se encuentra que es:

http://www.terra.es/personal/jgmoyay/tangram_es.htm

(web de José Gabriel Moya)
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Imagen 12: Web con jtans

Ni que decir tiene que la versién jtans tiene muy limitado el
tamarfio de la imagen respecto a gtans, este tltimo mds com-
pleto y robusto para su utilizacion en el aula.

MatemdsTIC R

FICHA EDUCATIVO - TECNICA

Nombre Gtans

Sistema Aunque es una aplicacién propia de Linux y para cada distribucion cuenta con el archivo de instalacién
en su repositorio, también encontramos una version para Windows y otra para Mac.

Descarga Repositorio de la distribucién de Linux correspondiente o:

& http://distro.ibiblio.org/pub/linux/distributions/amigolinux/download/Applications/Games/gtans-1.2/?C=N;O=D

Licencia GPL

Contenido Construccion de figuras con las piezas Tangram chino.

Nivel Multinivelar: primaria, secundaria.

, Los alumnos la utilizaran por pareja en sesiones cortas de 10 a 15 minutos. Uno de los alumnos realiza la

Metodologia . . . S

figura en el espacio de trabajo con las indicaciones dadas por el otro.
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Arte con

Pinto este cuadro Doménikos
Theotokopoulos, en griego Aounvikog
BOcotokdmovdog, El Greco, para el
Colegio de Agustinos de Maria de
Aragon, de Madrid, hacia 1598. Es un
cuadro de grandes dimensiones,
350x144 cm, y estd claramente dividido
en dos partes. En la inferior, El Bautista
vierte con una concha el agua del
Jorddn sobre la cabeza de Cristo. En la
superior, el Padre Eterno, rodeado de
dngeles, arcdngeles y algunos
querubines, contempla la escena desde
el cielo, complaciéndose en ella. Sobre la
cabeza de Cristo se superponen, un
manto rojo, signo del sacrificio, la
concha bautismal y La Paloma, que une
ambas escenas, la superior y la inferior
en las que se desarrolla el cuadro.

El Bautismo de Cristo, El Greco, ca. 1589, M.N. del Prado, Madrid

Francisco Martin Casalderrey
1ES Juan de la Cierva (Madrid)
fmc@revistasuma.es
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1 cuadro que miraremos con ojos matematicos en esta
ocasion es El Bautismo de Cristo, de El Greco y forma parte de
la coleccién permanente del Museo Nacional del Prado de
Madrid.

En 1596 encargaron a El Greco las pinturas que habrian de
decorar el Colegio de Maria de Aragdn. Se trataba del Colegio
de la Encarnacién, convento y seminario de agustinos aunque
popularmente, en los casi doscientos anos que existio, fue mas
conocido por el nombre de su patrocinadora dofia Maria de
Coérdoba y Aragén, una dama de la Corte de la reina Ana de
Austria (1549-1590), esposa de Felipe II, y de la hija de éste
ultimo y de Isabel de Valois, la infanta Isabel Clara Eugenia de
Austria (1566-1633).

El colegio se situaba cerca del Real Alcazar, residencia de los
reyes, en el noroeste de la ciudad, en el lugar que actualmen-
te ocupa el Palacio del Senado.
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Disposicién con respecto al Real Alcazar,
del Colegio de la Encarnacién o Colegio de Maria de Aragén

Si Dofia Maria de Aragdn fue la encargada de sufragar la obra
del convento, la concepcién y quizas la responsabilidad de su
desarrollo corri a cargo de un personaje singular: fray Alonso
de Orozco (1500-1591). Este fraile, escritor mistico, es una de
las figuras intelectuales mas interesantes del reinado de Felipe
II. En su proceso de beatificacion intervinieron como testigos,
entre otros, la infanta Isabel Clara Eugenia y los escritores
Lope de Vega y Francisco de Quevedo. Finalmente fue canoni-
zado en 2002 por Juan Pablo IL

Probablemente fue Alonso de Orozco el inspirador espiritual y
temadtico de las obras encargadas a El Greco. Y fue sin duda
aun con los pardmetros de la época un encargo sumamente
importante, tanto por la relevancia del Colegio y por su ubica-
cién, como por la entidad artistica del encargo y el precio
pagado. Doménikos cobré una buena cantidad de reales, por la

realizacién del retablo completo, que parece que constaba de
seis cuadros todos ellos de grandes dimensiones, ademds de la
arquitectura de sostén que los enmarcaba y que se ha perdido.

El Convento fue clausurado en 1809, por decreto del rey José
Bonaparte. En 1814 el retablo se habia desmontado, para tras-
formar el edificio en Salén de Cortes, transformdndose la plan-
ta original, rectangular con un abside, en un rectangulo con
dos semicirculos en los lados menores. Aunque el edificio
retomo por breves periodos su funcion de iglesia, el retablo no
fue nunca montado de nuevo. Las piezas que lo componian
fueron a parar a distintos lugares hasta recalar todas ellas en el
Museo del Prado, excepcién hecha de la titulada Adoracion de
los pastores, que se encuentra en el Museo Nacional de Arte de
Rumania, en Bucarest.

El Greco realiz6 su trabajo entre los afios 1596 y 1600 en su
taller de Toledo, trasladando una vez terminado éste, las dis-

Aoprvikog @goTokdmovog,
Doménikos Theotoképoulos, El Greco

tintas piezas hasta el convento. Parece ser que, ademas de los
seis cuadros que se conservan, el conjunto constaba de otro
mds, probablemente uno més pequefno que se situaba en el
centro sobre los demds y de unas cuantas esculturas.

Los seis cuadros conservados, aunque tratan temas muy fre-
cuentes en la iconografia cristiana, suponen una innovacién
absoluta. Las tres pinturas del piso inferior presentan una
doble escena, la terrenal y la divina, situando naturalmente la
segunda sobre la primera. La composicién en los tres casos
converge hacia el centro del plano del dibujo mostrando una
forma que recuerda a la de un reloj de arena. Tanto en La
Anunciacién como en El Bautismo de Cristo, esa zona de con-
vergencia central estd ocupada por el Espiritu Santo en forma
de paloma, que juega, desde un punto de vista compositivo, el
papel de nexo de unién entre lo divino y lo humano.
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Posible disposicién de los cuadros
en el retablo del
Colegio de Marifa de Aragén
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Sobre el hexaedro y el teseracto

El hexaedro regular o cubo es quizés el poliedro mas dibujado
en las pizarras escolares. Su representacién mads habitual en la
clase de matematicas es la que corresponde a la figura 1, es
decir, dos cuadrados desplazados uno con respecto al otro y
unidos por cuatro lineas. Es ésta una vision generativa del
cubo. Si un cuadrado se genera moviendo un segmento a lo
largo de una dimensién perpendicular al segmento una longi-

Figura 1

N

Figura 3

alumnos del teseracto o hipercubo de cuatro dimensiones,
que se genera desplazando un cubo, en una dimensién per-
pendicular a las tres del espacio habitual, una longitud igual a
su lado.

De cualquier modo, la representacion en perspectiva caballe-
ra que solemos utilizar para visiualizar el cubo (figura 1) no es
la dnica ni mucho menos. En la figura 2 vemos la que corres-
ponde a una perspectiva conica central. Es la forma en que
verfamos un cubo si acercamos suficientemente el ojo a una

tud igual al segmento, un cubo se puede generar moviendo un
cuadrado en una dimensién perpendicular al plano que lo
contiene una longitud igual al segmento que lo generd. Esta
visién generativa se puede completar hacia abajo consideran-
do el segmento, como cuadrado de dimensién uno, generado
por un punto que se desplaza una determinada longitud. Esta
idea nos permitird, generalizandonla, poder hablar a nuestros

)

Figura 2

Figura 4

de las caras. En la figura 3 se dibuja el cubo en perspectiva iso-
métrica. La tres caras que convergen en un mismo vértice
(figura 4) se ven con forma de rombo en esta representacion
plana del cubo.

De igual manera podemos hacer con el teseracto. La figura 5
nos muestra la representacion tridimensional en proyeccién
cénica central de un hipercubo. La figura 6 es la proyeccion
isométrica en 3-D del hipercubo. Las caras resultan ser todas
rémbicas y en la parte externa sélo aparecen doce, ya que el



resto de las caras se encuentran en el interior. Se forma asi un
rombidodecaedro. Esto sucede de la misma manera que lo que
sucedia en la figura 3, en la que sélo vemos tres de las seis caras
del cubo, ya que las otras tres quedan del otro lado del plano del
papel. Las tres caras cuadradas que convergen en un mismo
vértice en el caso del cubo (figura 4), en el teseracto, son cuatro
cubos que convergen en un mismo vértice (figura 7).

Figura 5

B

Figura 7

3-D del teseracto, que aqui solo puede ver reproyectadas en 2-
D. Quizas, si se decide a hacer con sus alumnos un estudio
generativo del cambio de dimensién estos recortables pueden
serle de ayuda. Yo lo he probado y resulta divertido, ademds de
ser un ambito perfecto para practicar la idea de generalizacion.

Por dltimo, la figura 8 trata de presentar dos cubos perpendi-
culares entre si, que se tocan a lo largo de una cara. De la
misma manera que dos caras adyacentes de un cubo, son per-
pendiculares entre si y se tocan a lo largo de una arista. A la
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Como las paginas de SUMA son planas, las figuras que vemos
son proyecciones en 2-D de las proyecciones en 3-D del tese-
racto 4-D. Pero esto no es un grave problema, si quiere ver
estas proyecciones en 3-D, basta que descargue el archivo
Complemento que aparece junto al titulo de éste articulo en la
pagina web de SUMA vy, con un poco de paciencia, monte los
recortables que alli se ofrecen. Podrd ver asi las proyecciones

Figura 6

a

Figura 8

superior le hemos dado el color celeste y a la inferior un
marrén terroso.

Mais de uno se deberia, llegados a esta altura, preguntar qué
tienen que ver cubos y teseractos con el cuadro El Bautismo
de Cristo pintado por El Greco para el retablo del convento de
la Encarnacién de Madrid hacia el 1598 y al que hemos dedi-
cado la primera parte de este articulo. La respuesta, un tanto
metafdrica, pero no por ello menos matemdtica, si atn no se
le ha ocurrido, la podra encontrar pasando la pagina.
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Parafraseando el cuento de Cortéazar El manuscrito hallado en
un bolsillo —que a su vez parafraseaba el titulo de la novela de
Jan Potocki El manuscrito hallado en Zaragoza—, la respuesta
la hemos camuflado en el titulo de este articulo: El Greco en
otra dimension.

Si miramos con ojos matematicos el cuadro veremos que las
escenas representadas en la parte superior e inferior no
corresponden a un mismo punto de vista, ni en el dibujo, ni en
la iconografia, ni desde el punto de vista de la teologia.

Son, de algiin modo, como los dos cubos que se tocan en una
misma cara, pero, que entre si, son perpendiculares: los cielos
y la tierra. El Greco nos presenta cada uno de ellos como una

realidad tridimensional separada de la otra, una arriba y la
otra abajo, pero con una cara cuadrada en comun que les hace
permanecer en contacto. Y en esa cara comun sita al Espiritu
Santo.

La cosmogonia de EI Greco seria, asi concebida, un espacio de
cuatro dimensiones —al menos—, en el que nuestro universo 3-D
serfa una hipercara que se desarrolla en tres ejes perpendicu-
lares, como las tres aristas de un cubo convergentes en un vér-
tice. Los cielos, serian otra realidad 3-D diferente, otra hiper-
cara transversal a la nuestra en el mismo universo tetradi-
mensional. Ambos, el cielo y la tierra, serian hipercaras adya-
centes de un mismo teseracto, compartiendo un plano en
comun, en el que habita la Tercera Persona de la deidad, que
es sblo Espiritu y como tal, puede vivir perfectamente en el
interior de un plano.

En nuestro anterior articulo nos preguntdbamos si Zurbaran
habia pensado y calculado cémo debia deformar los persona-
jes de La Defensa de Cddiz contra los ingleses para que, una
vez colgado el cuadro en el Salén de Reinos, se vieran sin
deformidades y respondiamos que si.

En esta ocasién es obvio que no podemos pensar que
Doménikos Theotokdépoulos estuviera pensando en cuatro
dimensiones cuando concibié su cuadro. Al menos no cons-
cientemente, pero intuitivamente, quizds basindose en las
lecturas misticas del padre Orozco, esta imagen virtual, que
hoy definiriamos 4-D, rond6 en su cabeza.

Y puesto que la matematica, en el proceso de abstraccion, no
hace otra cosa que pasar de la realidad a una metafora que la
representa, nosotros podemos hacer esta lectura del cuadro,
que ayuda a intepretarla, desde el punto de vista mistico-reli-
gioso, pero también geométrico-plastico. Asi, las figuras alar-
gadas caracteristicas de El Greco, estarfan justificadas por el
proceso de proyeccion, de igual manera que las caras cuadra-
das de un cubo se transforman en esbeltos rombos al proyec-
tarlos en isométrica.

Si la imaginacién de El Greco llegé siquiera a intuir algo de
todo esto, no cabe duda de que es porque a Doménikos Theo-
toképoulos como pintor, se mire con ojos matematicos o no,
hay que situarlo verdaderamente en otra dimensién.

ARTE CON OJOS MATEMATICOS ®
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Si cada ciudad es
como una partida de
ajedrez, el dia que
llegue a conocer sus
leyes poseeré
finalmente mi imperio,
aunque jamds consiga
conocer todas las
ciudades que contiene.

A veces le parecia que
estaba a punto de
descubrir un sistema
coherente y armonioso
por debajo de las
infinitas deformidades
y desarmonias...

En las ciudades invisibles VIII

didlogo entre Marco Poloy Kublai Jan

YRHTED CHENG YENLED HON0 ) [RpHun: (6

ara conocer un todo no es necesario el conocimiento exhaustivo de cada uno de los ele-
mentos que lo componen. Basta con determinar sus elementos fundamentales y saber qué leyes
determinan la relacién entre ellos y los demds. Solamente un todo pequeiio (finito) puede
conocerse por completo, elemento a elemento. Los todos mds vastos (infinitos), jamas. Kublai
se da cuenta de que no hay otro modo de conocer conjuntos tan grandes. El conjunto de los
numeros naturales se conoce a partir de un elemento (uno) y de una ley de formacién (uno mas
uno: dos). Un espacio vectorial se conoce a partir de los vectores de su base y del modo en que
operan (suman y multiplican) entre ellos y con los escalares de un cuerpo K.

Kublai necesita al viajero Marco Polo. No para llevar a cabo una tarea documental y exhaustiva,
sino para extraer de los informes del veneciano tanto la base (prototipos generadores) como las
relaciones (operaciones) de su imperio. La tarea de Kublai no es sencilla, pues no construye su
imperio de arriba abajo, como es costumbre en Matematicas, sino de abajo arriba. Partiendo de
las ciudades documentadas por Polo el emperador levanta un todo coherente y armonioso del
que las ciudades acaban siendo meros casos particulares, reflejos locales, subgrupos o subespa-
cios del grupo o espacio vectorial imperial. De la diversidad de lugares, gentes y costumbres,
Kublai sacard una base y las operaciones que le permitiran poseer finalmente su imperio.

Si las leyes se encuentran en el fondo o en la superficie no importa. Importan la coherencia y
armonia que revelan el orden subyacente en el caos. Las infinitas deformidades y desarmonias,
aunque extraordinarias, acaban siendo previstas. Al final, el caos inicial es tan sélo eso, inicial,
aparente. Kublai descubre el orden en el que se sostiene la selva igual que un matematico demues-
tra un teorema. Transforma en perenne una situacion a priori extraordinaria, anecddtica, insdli-
ta. Asi ocurre en el teorema de Varignon, el de Napoleén y el que afirma que los centros de los
cuadrados construidos sobre los lados de un cuadrildtero cualquiera son perpendiculares.

Conlfinar el caos y el azar a reductos insignificantes es uno de los objetivos de la Ciencia y de
algunas ramas de las Matemadticas. Consiste en buscar sistemas subyacentes coherentes y
armoniosos por debajo de las infinitas deformidades y desarmonias para, a partir de ahi, esta-
blecer los isomorfismos que declararan como iguales cosas aparentemente distintas. Pero
una sombra distorsiona el nitido horizonte del pensamiento de Kublai. ;Descubre érdenes
subyacentes o los impone como es propio de un emperador? H

Diseno y maquetacién FMC

Miquel Alberti Palmer
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lrene

Desde los confines del Universo la Tierra no
existe. Entrando en la galaxia parece un punto.
Ya dentro del sistema solar, y una vez superado el ani-
llo de asteroides, el punto se ha agrandado hasta convertirse en
un disco. Por fin, aterrizas sobre un plano.

Asi pensaba que seria Irene antes de visitarla, pues si uno se acerca, cambia. Mi hipétesis era
que la ciudad seria siempre ella misma y que los cambios producidos por la distancia serian
tan solo aparentes, fruto de mi aproximacion. Sin embargo, a cada paso mas distinta y com-
pleja la veia. Entonces cambié mi modelo por otro mas sutil y la concebi como una especie
de conjunto de Mandelbrot el cual, pese a su autosemejanza global, presenta detalles invisi-
bles a lo lejos y sélo distinguibles por la proximidad microscépica.

Si Irene cambia segun la distancia, debe ser la misma cuando se la contempla desde puntos
equidistantes de ella, sus cambios obedeciendo una ley de circunferencias concéntricas
extendidas a su alrededor. Acercandote en linea recta siguiendo un radio comun a todas ellas
ves una ciudad distinta a cada instante. Esto dificulta tus pasos, pues no logras enfocar bien
la ciudad. Sientes mareos y te detienes. Durante el reposo te das cuenta de que otros viaje-
ros también se han detenido. Unos mds cerca, otros mds lejos, de ti y de Irene. Las discre-
pancias sobre la ciudad desaparecen en cuanto se entra en ella y la distancia se hace nula.
Dentro de Irene sélo hay una tnica Irene.

No resulta facil hablar de Irene a quien no la ha visitado. Su férmula no depende sélo del tiem-
po, también del espacio: I(x, t). ;Cémo explicar que la ciudad
comun para todo el mundo y de la tnica que puedes

hablar es un limite: 1(0, £)? Los limites no se entienden
aisladamente, su sentido reside en la aproximacion.
Y cuando otro dia tus pasos levantan unas casas
en una colina pensards que es Irene, pues como
ella también cambia a medida que te acercas.
Mais tarde, al explicar tu viaje, no sabras si
hablas de ella o de Irene y te preguntaras si no
has hablado sino de Irene. Y es que una vez que
has estado en Irene ves que su caracteristica es
comun a todas las ciudades. Esa es tu conclusién,
que todas las ciudades son Irene. Y cierras tu dis-
curso con un consejo: dirigios a ella dando un rodeo
en espiral para mitigar asi el vértigo del viaje. W

Irene: funcion del tiempo y del espacio

9T\

...Irene es un
nombre de ciudad
desde lejos, y si uno
se acerca, cambia.

...quizds de Irene he
hablado ya bajo
otros nombres;
quizds no he
hablado sino de
Irene.



Wt Argia

Lo que hace a Argia
diferente de las otras
ciudades es que en vez
de aire tiene tierra.
La tierra cubre
completamente las
calles, las habitaciones
estdn repletas de
arcilla hasta el cielo
raso, ... encima de los
techos de las casas
pesan estratos de
terreno rocoso como
cielos con nubes.

...sobre las escaleras se
posa en negativo otra
escalera...
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En lugar de levantar sus edificios hacia el cielo,
Argia los hunde en la tierra. Pero no la vacia

para llenarla de aire. Para ti, su aire es de tie-

rra. Para un argiano, de aire es la tierra de la ciudad
en que tu vives. Con respecto a las ciudades corrientes como
la tuya, Argia es una ciudad negativa, una menos ciudad, una —ciu-
dad, una civitas minus. El color de su cielo el marrén terroso. Un cielo cuyos aludes (vientos
de tierra) agitan con gran peligro las rocas negras (nubes). Una fotografia de Argia parece la

imagen en negativo de una ciudad corriente.

Es verdad que en esa ciudad sobre las escaleras
se posa en negativo otra escalera, puesto que el
complementario de una escalera es otra esca-
lera. En las ciudades normales este comple-
mentario seria aéreo, pero en Argia las escale-
ras complementarias ascienden hacia las
entranas de la Tierra y son tierra pura. Las
arquetas que el recién llegado ve en el suelo no
cubren accesos a sistemas de alcantarillado,
gas, electricidad o cables de TV, sino que cie-
rran las casas de la ciudad negativa.
Desconociendo tal caracteristica pisotea esas
puertas horizontales para desesperacion de los
argianos, que acuden corriendo a ver quién
llama. Pero no le invitan a entrar. En lugar de
eso, le piden a gritos que haga el favor de pasar
de puntillas. Y él, no comprendiendo su len-
gua, confunde la algarabia con el ruido del
metro o de los desagiies como los que oye a
diario en casa.

Abandonas Argia sin conocer a nadie de los que
viven ahi enterrados, sin saber que también ta
vives en una ciudad que los de ahi abajo llama-
rian ciudad negativa, menos ciudad, —ciudad o
civitas minus. De saberlo, pensarias que quizd a
los pies de tu ciudad también se adentre en la
tierra otra ciudad opuesta y, por tanto, simétri-
ca de la tuya con relacién al plano en el que
ambas se asientan. W

Argia: —ciudad: —(-Argia )
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Olinda

Los barrios de Olinda son coronas circulares. En el exterior tienen mayor perimetro y menor
espesor, aunque mantienen sus proporciones. Con eso de que mantienen sus proporciones
quizd Calvino quiso decir que las dreas de los barrios deben conservarse. Al ser mayores los
perimetros de los barrios exteriores, éstos deben tener menor espesor para conservar el drea
de los interiores, de menor perimetro y mayor espesor. Se trata de un hermoso problema
geométrico: ;qué radios garantizan que las coronas de una serie de circulos concéntricos ten-
gan la misma drea?

Sea {r,},.x la sucesién de radios. Las dreas de dos coronas
consecutivas son iguales si:

2 2_ 2 2
T =0 =1, —T
2 62 2
= 27'" —ha

2 2
2 rn+l + rn—l
r, =
2

El cuadrado del radio de una corona tiene que ser la media
aritmética de los cuadrados de los radios de sus dos coro-
nas vecinas. La siguiente sucesion de radios cumple esta
propiedad:

r,=kyn+c, kc,eR"

Una configuracién plausible para Olinda es la de una serie
de coronas circulares cuyos radios son las raices cuadradas
de los ntimeros naturales (r,=1, k=1, ¢,=0): \n},_ . El drea de
cada barrio serd m.

Se da la circunstancia de que todas las tangentes a la cir-
cunferencia interior de cada corona (de color blanco en la
figura al margen) tienen idéntica longitud c.

En efecto, sean 1,17 t, son dos tangentes consecutivas.
Entonces, son catetos de tridngulos rectangulos de hipote-
nusas r,, y r,,, 7 respectivamente. Luego:

Olinda no es ... la
tnica ciudad que
crece en circulos
concéntricos, como los
troncos de los drboles
que cada ario
aumentan un
anillo...las viejas
murallas se dilatan
llevandose consigo los
barrios antiguos que
crecen en los confines
de la ciudad,
manteniendo sus
proporciones en un
perimetro mds vasto;
éstos circundan
barrios un poco
menos viejos, aunque
de mayor perimetro y
menor espesor para
dejar sitio a los mds
recientes que
empujan desde
dentro...
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2 _ .2 _ .2
tn rn+1 rn

2 _ 2.2
tn—l =1 T

Aplicando también el teorema de Pitdgoras se aprecia que el drea de cada corona equivale
precisamente al circulo que tiene por radio dicha tangente de longitud ¢

TR ~nr=n(R*~r*)=mt*

En Olinda me pregunté cémo seria una Olinda cuya extension no se desarrollase en el plano,
sino en el espacio. Me la imaginé como una ciudad cebolla. Asi que cambié coronas circula-
res por esféricas, perimetros por superficies, dreas por volumenes y cuadrados por cubos en
las férmulas anteriores:

n-1

éTt(r3 ) =§n(rf -’ )

El resultado que obtuve concordaba con la Olinda plana, pues la sucesion de radios mas plau-
sible para esa nueva Olinda era la de las raices ctbicas:

n

3 3
r.,tr
pd=-nl ol 5 L= =k 3n+c, kc,eR*

¢Y qué decir de las bolas n-dimensionales que se hinchan empujando los barrios mas viejos
manteniendo sus proporciones en hiper superficies mas vastas? Sus hiper volimenes se con-
servardn si se consideran raices enésimas.

Sin embargo, esas Olindas ctbicas y multidimensionales eran irreales e inventadas, fruto de
mis desvarios geométricos. La Olinda real era la ciudad anillada como el interior de un érbol

y sustentada, como los arboles, por raices. W

Olinda: la ciudad que crece como un drbol de raices cuadradas
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Tecla

La composiciéon de una funcién consigo

misma, la recurrencia ff, también desempefia

un papel destacado en la construccién de
esta ciudad.

Si, como se afirma, el proyecto de las obras lo dictan
las constelaciones, parece logico que las estructuras arquitectd-
nicas las evoquen con tejados sostenidos por cerchas renovadas segin
los descubrimientos de los astrénomos. Este es el proyecto, pero las estructuras
de Tecla no pueden reproducir fielmente el firmamento. Si lo hiciesen los edificios se derrumba-
rian. En las constelaciones abundan los cuadrilateros y escasean los tridngulos, por lo que usar
una constelacién como modelo estructural es tan s6lo una inspiraciéon romdntica inservible como
armadura. De ahi que los arquitectos, o bien reinterpreten las constelaciones incorporando en
ellas triangulaciones inexistentes, o bien las utilicen Gnicamente para poner nombres bellos a sus
disenos: Pegaso, Casiopea, Hércules, Osa menor, Libra. Bajo esos nombres se ocultan los de quie-
nes crearon tales estructuras: Pratt, Howe, Fink, Warren...

Contemplando las armaduras de Tecla me pregunté sobre la posibilidad de una cercha pita-
gorica hecha con tridngulos rectangulos idénticos. Tras unos momentos de analisis disefé
una con mitades de triangulo equilatero.

Y como en Tecla se realizan armazones que cubren otras armazones 'y vigas que apuntalan
otras vigas, me permiti disefilar una ampliacién de dicha cercha pitagdrica. Me detuve en el
nivel 4. Un armazén de 162=6-3" tridngulos rectangulos en la que se pone de manifiesto la
estructura hexagonal subyacente. No sé si podria sostener un techo, pero me parece tan bella
que le he puesto nombre: Hexagonum 306090.

Tecla: ciudad de arquitectura estelar

NS

...armazones que
cubren otras
armazones, vVigas que
apuntalan otras vigas.

Cae la noche sobre las
obras. Es una noche
estrellada. — Este es el
proyecto —dicen.



oY [rude

Puedes remontar el
vuelo cuando quieras,
...pero llegards a otra

Trude, igual punto
por punto, el mundo
estd cubierto por una
tinica Trude que no
empieza ni termina...
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Calvino habla de Trude bajo el epigrafe de
ciudad continua, aunque en el dmbito mate-
matico, el adjetivo apropiado es el de cone-

xa. Una funcién pueden calificarse como
continua o discontinua; un conjunto puede ser
conexo o desconexo. La coherencia entre ambos térmi-
nos estd en que la grafica de una funcién continua es un conjun-
to conexo:

fes continua en X conexo = flX) es conexo

Imaginarse un conjunto conexo es ficil. Puedes recorrerlo sin salirte de él. Estd hecho de una
sola pieza, sin agujeros ni intervalos. Trude no tiene principio ni fin. Cubre el mundo entero
sin interrupciones. Por tanto, Trude no es sé6lo la imagen conexa de una funcién continua
como es la funcion urbana, Trude es, ademds, exhaustiva, lo cubre todo. La ciudad superfi-
cie del mundo es una esfera carente de referentes donde situar un origen o un fin. Cualquier
lugar puede servir a tal propdsito. Trude es la aldea global.

Pero no es la ausencia de principio o fin lo que hace a Trude continua, sino la funcién que la
define. Una funcién f{x) es continua en un punto a si:

Ve>0,38>0: |x-a|<d = |f(x)- fa)<e

Una ciudad es el resultado (imagen) de la aplicacién de la funcidén urbana a una parte del
espacio llamada suelo (dominio). La funcién urbana transforma en ciudad aquel punto donde
se levanta una casa, se abre un camino, se canaliza el agua de un rio, se cava un pozo, se clava
un semaforo o donde unos peregrinos extienden una estera para descansar. No sélo el hom-
bre es su agente, también muchos animales.

Puesto que Trude es continua, mejor dicho, conexa, carece de ‘puntos ciudad’ aislados. Todo
entorno, por infimo que sea, de un punto urbanizado f{z) contiene otros puntos urbanizados
flx). Esta es la versidn en lenguaje corriente de la definicién abstracta y simbdlica de funcién
continua escrita mas
n arriba. Trude se consti-
tuye en racionalizacion
absoluta y exhaustiva
del espacio en el que se
asienta. Una banda de
Mobius urbana le sirve
[ de modelo: m

Trude: la ciudad continua
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didlogo entre Marco Polo y Kublai Jan

YIUNOTO GHLAG YIULCO 010 d [(NPED |

Saber cientifico versus saber socio cultural. Un tablero de ajedrez es mucho mas que un cua-
drado hecho con 32 cuadrados blancos y 32 negros sobre los que 16 piezas blancas y 16
negras trazan paralelas a los lados, diagonales y saltos.

El matematico podria expresar de diversos modos los posibles destinos de cada pieza desde
una posicidon cualquiera en el tablero, ya sea mediante vectores (componentes del movi-
miento origen-final desde la posicién ocupada por la pieza) o mediante coordenadas polares
(la distancia d y el angulo A del movimiento con respecto a la base del tablero):

0<k<7, ke N 0<ke N
(0,1)  Pedén  d=2, A=90° | d=1, A=90° | d=\2, A=45°, 135°
(+k, 0), (0, +k) Torre  d=k<7, A=0°, £90°, 180°
(2, +1), (1, +2) Caballo d=\5, A=+arctg(+1/2), +arctg(+2)
(xk, £k)  Alfil  d=k~2 (k<7), A=+45°, +135°
(xk, +k), (+k, 0), (0, +k) ~ Reina  d=k<7, A=0°, £90°, 180° / d=k~2 (k<7), A=+45°, +135°
(xk, £k), k=0,1  Rey  d=1, A=0°, +90°, 180° / d=\2, A=+45°, +135

Pero eso seria confuso y estipido. Hoy en dia el cédigo que sefiala la posicion de las piezas se
basa en una coordenada alfabética horizontal y otra numérica vertical. Dada la inutilidad de
las cébalas precedentes, algunos matematicos se preguntaran por los posibles movimientos de
cada pieza, o por el nimero de posibles movimientos de todas juntas. Incluso por el nimero
de partidas distintas posibles que acaben con la victoria de blancas, negras, o en tablas. Los
habrd quienes se creerdn matemdticos precisamente porque empiezan a sumar las compo-
nentes vectoriales de diversos recorridos y porque se formulan preguntas de ese estilo. Pero
nada de eso es Ajedrez. Comprender el intringulis geométrico de algo no significa conocerlo.

Otra cosa es conocer el tablero. Sin conocimiento cientifico el tablero no existirfa tal y como
es. ;Coémo garantizar la perfecta alineacion de las casillas, la misma longitud de sus cuatro
lados y sus dngulos rectos? ;Cémo asegurar el plano de la superficie resultante, un gran cua-
drado de cuadrados? Tareas imposibles sin Matematicas, aunque no baste con ellas. Calvino
expone un aspecto esencial del conocimiento artesanal. Su descripcion del tablero omite
cualquier detalle técnico. No es lo importante. Lo que importa es la habilidad y maestria del
artesano para aprovechar los defectos y virtudes de la madera, para ajustar perfiles distintos,
para casar asperezas. Los defectos no son inttiles ni despreciables. Su utilidad estd en com-
plementarlos con otros defectos y virtudes. Quien no sabe aprovecharlos no es artesano ni
maestro, tampoco profesor. Si el matemdtico se limita a lo suyo corre un grave peligro, como
sefiala Kobo Abe (2007) en El rostro ajeno, de ‘ver el tridangulo y no ver el pan’ cuando con-
templa un pan triangular. ;Tiene sentido hablar del tridngulo de un pan triangular sin refe-
rirse al pan? ;Y hablar de los cuadrados del tablero de Ajedrez y de los trayectos geométricos
de sus piezas sin considerar la madera ni el juego? No creo que sea éste el sentido de las
Matematicas.

EN LAS CIUDADES INVISIBLES &

Tu tablero, sire, es una
taracea de dos
maderas: ébano y arce.
La tesela en la que se
fija tu mirada
luminosa fue tallada
en un anillo del tronco
que crecio durante un
ario de sequia: sves
como se disponen las
fibras? Aqui protubera
un nudo apenas
insinuado: una yema
trato de despuntar un
dia de primavera
precoz, pero la helada
de la noche la obligé a
desistir... Aqui hay un
poro mds grande: tal
vez fue el nido de una
larva; no de carcoma,
porque apenas nacido
hubiera seguido
excavando, sino de un
brugo que royo las
hojas y fue la causa de
que se eligiera el drbol
para talarlo... Este
borde lo tallé el
ebanista con su gubia
para que se adhiriera
al cuadrado vecino
que sobresalia...
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ranada, julio de 2007. Un grupo de participantes en cier-
to congreso salen de un edificio de la universidad con extra-
nas estructuras en sus manos hechas de pajitas, de las de
beber, y una sonrisa que va desde una oreja hasta la otra. Uno
de ellos se encuentra con un conocido que le pregunta por la
estructura, a lo que el primero le contesta con gesto solemne
«Parece mentira que ti, todo un profesor de matematicas, no
veas que esto es una representacion tridimensional de un
hipercubo, o, mejor dicho, un tesseract», y estalla en carcaja-
das. Algo asi es lo que ocurrié en las tltimas JAEM a la salida
de uno de los talleres que presento la firmante de Mi bibliote-
ca particular de este numero, Covadonga Rodriguez-Moldes.
Visto el resultado en los profesores, imaginense en el alumna-
do de secundaria. Quien piense que los alumnos de hoy no se
ilusionan por nada, que pruebe este sencillo material.

Las JAEM tienen algunos detractores y hay quien piensa que
como las de los primeros afios ya no se celebran. Sin embar-
go, existen algunos aspectos en las que son insuperables.
Cuando uno coge rumbo a este oficio de profesor, en seguida
le empiezan a hablar de las bajas por depresion, de las agre-
siones, de la desmotivacién del alumnado..., en fin, que las
ganas se pueden marchar igual que han venido. Sin embargo,
en estas reuniones, ahora veraniegas, se puede ver a personas

Mi presentacion

Daniel Sierra Ruiz

que llevan muchos afos en ello, que van a seguir y, sobre todo,
que lo hacen con una gran ilusién. Sin duda, Covadonga (a
quien sélo conocia de acudir a sus talleres) es una clara repre-
sentante de este tipo de profesional: aquel que no descansa en
su busqueda de nuevos materiales que mejoren la practica
diaria, que, transitando por nuevas vias, intenta constante-
mente motivar a sus alumnos superando incluso los momen-
tos de desesperanza —provocados por unos adolescentes
inmersos en una sociedad que cada vez valora menos el
esfuerzo—, y que, ademads, no se cansa de compartir sus expe-
riencias con los demds (su activa y continua presencia en mul-
tiples foros asi lo atestigua). Al ver a personas como ella, es
cuando piensas que la profesiéon merece la pena.

Ademas, Covadonga transmite una imagen de modestia y
humildad que he podido comprobar en todos los compaiieros
gallegos que he conocido; como uno de ellos dijo en otras
JAEM (pongan acento gallego, por favor) «yo no inventé

Daniel Sierra Ruiz (coordinador de la secciéon)
IES Benjamin Jarnés, Fuentes de Ebro (Zaragoza)
biblioteca@revistasuma.es
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nada, jpara qué? Con la de cosas hay inventadas ya». Asi que
no sé si es por este andar como de puntillas que tienen o por-
que nos quedan tan lejos, pero parece que nos olvidamos de
ellos.

Por cierto, que ella va a ser la primera mujer que firme en la
seccion, lo que no deja de ser curioso, puesto que entre el pro-
fesorado de matemadticas el nimero de mujeres sigue crecien-
do, posiblemente superando el de hombres, por lo que, afor-
tunadamente, queda obsoleto aquel prejuicio sobre las capa-
cidades de cada uno de los sexos para nuestra ciencia.

Acepté ilusionada la invitacién de Daniel para ocupar este
espacio sin ser consciente de la enorme osadia que ello supo-
nia; ahora, cuando ya no hay marcha atras, afronto asustada la
tarea no sin antes detenerme a dar a conocer mis coordenadas
como elemento que soy de MAT5, el conjunto de estructura
todavia no suficientemente bien estudiada al que pertenece-
mos todos aquellos humanos que tenemos relacién de forma
consciente y directa con las matematicas. Conocer a quien va
a emitir opinién me parece la forma mdas adecuada de preve-
nir los posibles desajustes a las expectativas que pueda susci-
tar mi aportacién a la seccion.

Bien, paso pues a definirme a través de las cinco coordenadas
que me corresponden como elemento de MAT?. Estas son
(43°2536“N, 8°14/34/, 0, LIII, Py++). Las tres primeras me ubi-
can geograficamente a orillas del mar, en una peninsula habi-
tada por doce mil personas situada en el noroeste espafiol. La
cuarta es la de mi edad y, aunque pueda parecer una triviali-
dad, el criterio de usar nimeros romanos para esta coordena-
da me agrada: LIII es mas atractivo y liviano que XXXV y esto
no suele suceder al invertir el orden de las cifras de un nume-
ro en notaciéon decimal. Por dltimo, mi quinta coordenada, la

No voy a enumerar mds méritos, ni motivos; es sencillo ras-
trear su labor en el sinniimero de talleres, ponencias y activi-
dades de lo mas diversas. Sélo anadir que agradezco que haya
podido encontrar un hueco en su apretado calendario profe-
sional y personal para escribir esta colaboracién. Para mi es
una gran satisfaccion que Covadonga Rodriguez-Moldes Rey
nos ofrezca su biblioteca particular.

Mi biblioteca particular
Covadonga Rodriguez-Moldes Rey

controvertida componente matematica, es P,++. Conviene
recordar que, después de muchas discusiones, esta coordena-
da puede tomar los siguientes valores: P si el individuo es un
docente, E si es estudiante, I si se dedica a la investigacion y A
si se es una persona con aficién a las matemadticas —después
de la ultima revisiéon quedd descartada la U de usuario por
considerarse que la poseen todos los elementos de MAT5—.
Se recuerda también el significado de los subindices: 1 prima-
ria, 2 secundaria y 3 universidad y que se pueden anadir hasta
dos signos + que indican el grado de satisfaccién e implica-
cién del individuo con las matemadticas; asi, Py5 corresponde-
ria a un docente con actividad principal en secundaria pero
colaborando con la universidad y E5+ a una activa estudiante
universitaria.

A través de mis coordenadas se percibe que soy a una perso-
na de pueblo, profesora de matematicas en secundaria, entre-
gada a una profesién que me satisface plenamente y en edad
de compartir experiencias después de tres décadas de intensa
labor docente. Nada mds. Paso ahora a dar respuesta al cues-
tionario.



Si tuvieras que empezar tu biblioteca matemdtica ahora, ;con
que libro o libros de los de tus primeros afios como matemdti-
ca comenzarias?

Para contestar trataré de recordar cuales fueron los primeros
libros que despertaron mi curiosidad matematica..., jya estd!,
sin lugar a dudas, el primero, el segundo y el tercero fueron la
Enciclopedia Alvarez primer grado, segundo grado y tercer
grado respectivamente, reeditadas en 1997 por la editorial
EDAF. Recuerdo que cuando era nifia me detenia una y otra
vez en los dibujos de la parte de geometria, tanto es asi que
siguen fijados en mi memoria de forma que podria ubicarlos
sin error en la pagina correspondiente. La idea de un tnico
libro en ciertas etapas de primaria me parece que deberia ser
recuperada por muchas razones: acceso comodo y répido a la
parte preferida —literatura, ciencias, historia, matemati-
cas...— facilita a los padres la ayuda en las tareas escolares, no
se quedaria olvidado en casa, no supone un peso excesivo
para transportar y, sin lugar a dudas, resulta mas econémico
tanto para las familias como para el Estado.

...me encontré con unos libros
de texto de matemdticas,
tristes, s0sos, nada que ver con
los de hoy en dia...

Continto; llegué al bachillerato sabiendo que me gustaban las
matematicas y alli me encontré con unos libros de texto de
matematicas, tristes, sosos, nada que ver con los de hoy en
dia, pero que cumplieron su misién de mantener mi interés
por la materia. Ya en la facultad lamento profundamente
haber basado mis estudios en los apuntes recogidos en clase y
no directamente en los textos de autores matemadticos impor-
tantes. Espero que hoy en dia en las facultades haya cambiado
esta tendencia de estudiar casi exclusivamente «por apuntes».
También en secundaria muchos profesores siguen «dando
apuntes» basando en ellos su actividad docente y utilizando
poco los excelentes textos disponibles a los que en muchos
casos apenas se recurre mas que para marcar ejercicios y acti-
vidades de «hacer en casa».

Como consecuencia de lo dicho anteriormente, empezaria mi
biblioteca matematica con todos mis libros que texto escola-
res.

;Qué libro o libros de diddctica de las matemdticas consideras
destacables por lo que en su momento y en el desarrollo poste-
rior de la disciplina supusieron para ti?
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AMTEIFI YA, SINTETICA ¥ PREACTICA

SEGUNDO GRADO

En mis primeros afios de docencia intenté ser una buena pro-
fesora dentro del sistema sin atreverme a cuestionar los méto-
dos de ensefianza que estaba utilizando y que se basaba esen-
cialmente en repetir la ensefianza que yo habia recibido. En el
ano 1993 acudo a mis primeras JAEM, en Badajoz y todo cam-
bia para mi (por cierto, desde entonces no he faltado nunca a
la cita bianual que espero siempre con impaciencia). En
Badajoz descubri tres libros que cambiaron mi concepcién de
la ensenanza de las matemaéticas: Las matemdticas si cuentan.
Informe Cockcroft, Las matemdticas en primaria y secundaria
en la década de los 90. Kuwait 1986 del ICMI (Mestral, 1987)
y los Estdndares curriculares y de evaluacion para la educa-
cion matemdtica del NCTM editado por SAEM Thales
(Sevilla, 1991), conocidos como «Informe Cockcrofty,
«Informe Kuwait» y «Estandares» respectivamente.

Del Informe Cockcroft editado por el MEC en 1985 destaca-
ria:

..las cinco cosas que debia incluir la ensefianza de las
matemadticas en todos los niveles son:

« exposicién por parte del profesor

« discusion entre el profesor y los alumnos y entre estos
ultimos

« trabajo practico apropiado

« consolidacién y practica de las destrezas y rutinas bésicas
« resolucién de problemas, incluyendo la aplicacién de las
matemadticas a las situaciones de la vida cotidiana

« realizacién de trabajos de investigacion

En el «Informe Kuwait» elaborado en febrero de 1996 por los
expertos en educaciéon matematica entre los que estaba el
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ESTUDINS DE EDUCACION D E DI D

LAS MATEMATICAS
SI CUENTAN \

INFORME COCECROFT

[AS MATEMATIC
EN PRIVARIA
| SECUNDARIA

EN LA DECADA
DELOSH

KUWAIT i

profesor Ubiratin D’Ambrosio reunidos con el objeto de
analizar lo que deberian ser las matematicas en primaria y
secundaria en la década de los 90 pude leer:

...en cualquier grupo socio-cultural hay una gran variedad
de herramientas para clasificar, ordenar, cuantificar, medir,
comparar, tratar la orientacién espacial, percibir el tiempo,
planear actividades, razonar légicamente, relacionar acon-
tecimientos u objetos, deducir, actuar de acuerdo a los
recursos, dependencias y restricciones existentes, etc.
Aunque estas sean actividades matemadticas, las herra-
mientas no son normalmente herramientas explicitamente
matemadticas. En cualquier caso, constituyen los compo-
nentes basicos del comportamiento matemadtico, cuyo des-
arrollo deberia ser un objetivo prioritario en la ensefianza
de las matematicas en la escuela

y asi fue como me interesé por las etmomatemdticas. Por
ultimo, en los «Estandares» comprendi que

Los nuevos objetivos sociales de la ensefianza de las mate-
maticas son.

«» aprender a valorar las matematicas

«» adquirir seguridad en la propia capacidad

« ser capaz de resolver problemas mateméticos
« aprender a comunicarse matematicamente

» oportunidad para todos

« electorado bien informado»

A pesar de los mas de veinte afios transcurridos desde que
aparecieron estas publicaciones pienso que su contenido
sigue siendo til en los tiempos de cambio continuo que esta-
mos viviendo en nuestra profesiéon docente y su lectura sigue
siendo util y sugerente.

¢Algun libro de diddctica de las matemadticas ha influido en tu
desarrollo docente por encima de otros?

En la pregunta anterior me referi a tres publicaciones que sur-
gen del andlisis y posterior consenso de muchos expertos en
educacion matemadtica; ahora debo referirme a mis tres maes-

Cualquier persona interesada en
la cultura y en el conocimiento
humanistico no deberia excluir de
sus lecturas el conocimiento de los
aportes de las ciencias, y en
concreto de las matemdticas, a la
humanidad

tros, a las personas cuyas ensefianzas, opiniones e ideas sobre
la ensefianza de las matemadticas intento humildemente imi-
tar. Se trata de Pedro Puig Adam, Miguel de Guzman y Emma
Castelnuovo. A Puig Adam he tenido la oportunidad de estu-
diarlo y conocerlo a través del legado matematico de una tia
mia ya fallecida, Asuncién Rodriguez-Moldes, que inici6 su
periplo de profesora de matemadticas en el Instituto Laboral de
Ribadeo (Lugo) justo en el momento en que Puig Adam es



nombrado Asesor de Matemadticas en los Institutos Laborales
(1956) convirtiéndose asi en su maestro. Un libro de Puig
Adam que influye mucho en mi desarrollo docente es
Diddctica matemdtica euristica editado en 1956 por el
Instituto de Formacién del Profesorado de Ensenanza Laboral
(Madrid), en el que nos da a conocer treinta lecciones «acti-
vas» sobre la ensefanza de matemadticas en secundaria que
van desde la divisién y sus propiedades, potencias y célculo
con exponentes, nociones de proporcionalidad directa e
inversa, ecuaciones lineales y sistemas hasta los poliedros; en
esta leccion explica como crea el ommuipoliedro, una extraordi-
naria figura geométrica todavia no suficientemente conocida
tanto dentro como fuera de Espaia. Puig Adam en la intro-
duccién del libro previene de «el peligro de un vicio que en
ningin modo quisiera fomentar con este libro: el de la imita-
cién; uno de los mds graves y frecuentes en pedagogia» pues
«la buena didactica no admite soluciones rigidas» y reco-
mienda «Aprendan ante todo los profesores a observar aten-
tamente a sus alumnos, a captar sus intereses y sus reacciones,
y cuando sepan leer bien en ellos, comprobaran que en nin-
gln libro ni tratado existe tanta sustancia pedagdgica como
en el libro abierto de una clase, libro eternamente nuevo y sor-
prendente». Precioso ;no?.

A Emma Castelnuovo y a Miguel de Guzmaén he tenido la
dicha de escucharles directamente —de nuevo en las JAEM—
y, como no podia ser de otra forma, me convert{ en su segui-
dora. De Miguel de Guzman cito una obra de consulta conti-
nua en la que siempre encuentro algo que aprender. No esta
en mi biblioteca sino en mi cedeoteca, se trata de
Pensamientos en torno al quehacer matemdtico, el magnifico
trabajo de recopilacién que generosamente nos dejo el afiora-
do profesor en el que estd recogida tanta sabiduria, tantos
pensamientos, sugerencias y consejos que es una obra impres-
cindible para cualquier persona interesada en las matematicas
y en su ensefianza. De la entrafiable profesora Emma
Castelnuovo quiero mencionar unos libros con muchas ideas
y material de trabajo para llevar directamente al aula, se titu-
lan Matemdtica 1. Numeri e figure y Matemadtica 2. Figure e
formule de la editorial La Nuova Italia (1989), una fuente
inagotable de propuestas diddcticas concretas, el primero,
con casi ochocientas paginas, per la 1° e la 2* classe della
scuola media y el segundo, casi seiscientas paginas, per la 3¢
classe della scuola media.

;Qué libro de vision general de las matemdticas recomendari-
as a un no matemdtico interesado en leer algo sobre el tema?

Me resulta muy dificil contestar a esta pregunta porque hoy
en dia hay en el mercado muchisimas publicaciones en las que
las matemadticas tienen un papel importante. En cualquier
libreria se pueden encontrar libros para todas las edades y
condiciones: cuentos novelas, biografias..., no hay presupues-
to suficiente para su adquisicion ni espacio para colocarlos...,
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Emma Castelnuovo

Matematica
1. Numeri e figure

itampoco tiempo para leerlos! Sin embargo me atrevo a reco-
mendar un libro que ya ha aparecido en esta seccién con ante-
rioridad y que pienso debe alcanzar la categoria de «clasico»
—en el sentido de que no deberia faltar en ninguna bibliote-
ca—, es Viaje a través de los genios. Biografias y teoremas de
los grandes matemdticos de William Dunham (Editorial
Pirdmide, 1993). En los capitulos de este libro van aparecien-
do tanto aspectos biogrificos de Euclides, Arquimedes,
Cardano, Newton, Euler o Cantor como las explicaciones de
los aportes geniales a las matematicas de estas figuras. Segin
el autor «aqui presento los cldsicos genuinos (los “Hamlets” o
las “Mona Lisas”) de las matemadticas». Cualquier persona
interesada en la cultura y en el conocimiento humanistico no
deberia excluir de sus lecturas el conocimiento de los aportes
de las ciencias, y en concreto de las matematicas, a la huma-
nidad. Este libro es una magnifica oportunidad para ello.

Aparte de los mencionados, ;destacarias algiin otro libro por
su belleza, originalidad, repercusion...?

Pues si, un libro que encontré por casualidad en 1976 en unos
almacenes de Santiago llamados «El Pilar». En medio de mon-
tones de productos rebajados estaba un ejemplar del libro E/
hombre que calculaba de Malba Tahan, seud6nimo usado por
el brasileno Julio César de Mello e Souza que lo escribi6 en
1946. Cuando lo compré yo estaba en la mitad de una carrera
en la que crefa no habia espacio para la poesia y la belleza. Fue
un maravilloso descubrimiento. He utilizado este libro en mi
actividad docente en numerosas ocasiones y seguiré hacién-
dolo al margen de la practicidad o los curriculos pues, como
dice de si mismo el sabio calculador Beremiz en el libro
«Cuento los versos de un poema, calculo la altura de una
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estrella, cuento el numero de franjas de un vestido, mido el
area de un pais o la fuerza de un torrente, aplico en fin las for-
mulas algebraicas y los principios geométricos, sin ocuparme
del lucro que pueda resultar de mis célculos o estudios. Sin el
suefo y la fantasia, la ciencia se envilece. Es ciencia muerta.».
Es un libro que se reedita continuamente siendo la tltima edi-
cién de Verdn Editores en 2007.

Puedes dar alguna cita de tus lecturas que tenga que ver con
las matemadticas que hayas incorporado a tus referencias?

Hay una cita que puedo repetir de memoria sin equivocarme
que no estd relacionada especificamente con las matemadticas
sino con la tarea de ensefiar. Su autor, de nuevo, es Pedro Puig
Adam y aparece en la Circular n° 4 de la Asesoria de
Matematicas que €l envia al comenzar el curso 1956-57 salu-
dando al profesorado de matemdticas de los Institutos
Laborales y dice asi:

Cuando cada profesor se sienta creador de obra didéctica

en su clase, especificamente suya y como tal con peculiari-

dades y novedades que la distinguen de las demds, sentirdn

como nunca la belleza de nuestra tarea y se gozaran ense-
flando, como sus alumnos aprendiendo.

Me reconforta ese reconocimiento de que cada aula es distin-
ta de las demds, de que lo que sirve en un aula no sirve para
otra, nadie puede darnos recetas y tenemos que dedicar todos
nuestros esfuerzos a la creacién de obra diddctica para sentir
la belleza de nuestra profesion.

En tus lecturas ajenas a las matemdticas (literatura, arte...),
chas encontrado algiin libros recomendable en el que las mate-
madticas (como resultado o como inspiracion) jueguen un papel
interesante?

El autor que primero me viene a la memoria es Borges con dos
titulos, los relatos La biblioteca de Babel y El Aleph; se que
esta respuesta no es nada original pero no puedo aportar otra.
Cada vez que leo estos cuentos me asombro: ;como es posible
describir con tanta belleza conceptos como el instantineo y
eterno infinito?: «El didmetro del Aleph seria de dos o tres
centimetros, pero el espacio cdsmico estaba ahi, sin disminu-
cién de tamano. Cada cosa (la luna del espejo, digamos) era
infinitas cosas, porque yo claramente la veia desde todos los
puntos del universo» o «vi en el Aleph la tierra, vi mi cara y
mis visceras, vi tu cara, y senti vértigo y lloré, porque mis ojos
habian visto ese objeto secreto y conjetural, cuyo nombre
usurpan los hombres, pero que ningin hombre ha mirado: el
inconcebible universo».

También quiero referirme a un libro cuya lectura, hace més de
diez anos, fue importante para mi por hacerme reflexionar
sobre el desigual trato dado a las mujeres a lo largo de la his-
toria. El libro se titula Las vidas privadas de Einstein de Roger

Highfield y Paul Carter, editado por Espasa-Calpe (1996), en
el que se analiza, entre otros documentos, la correspondencia
entre Einstein y la que fue su primera mujer, Mileva Maric,
quien parece que, debido a sus conocimientos matematicos,
jugd un papel importante en los origenes de la teoria de la
relatividad. Me parece enormemente injusto el trato recibido
por una mujer intelectual tanto de su compafiero («...Ya han
pasado tres semanas y media, y una buena mujercita no debe

...nadie puede darnos recetas
y tenemos que dedicar todos
nuestros esfuerzos a la
creacion de obra diddctica
para sentir la belleza de
nuestra profesion...

dejar a su marido por mds tiempo. Las cosas en casa ain no
estan tan desordenadas como piensas. Podras limpiarlas en
un periquete») como de las instituciones (a las mujeres les
estaba prohibido matricularse en Heidelberg). Por desgracia
creo que en la actualidad todavia queda mucho trabajo por
hacer para lograr la igualdad debida.

;Qué libro te resulta mds interesante entre los tiltimos que has
leido sobre matemadticas?

Un libro que lei hace un ano, El cédigo de Arquimedes, de
Reviel Netz y William Noel, de la editorial temas de hoy
(2007). Se trata de un libro en el que los autores describen
todo el proceso realizado para descifrar e interpretar lo que
escondia detras de las plegarias cristianas el llamado palimp-
sesto de Arquimedes. Es un libro muy curioso con muchas
imégenes de todo el proceso desde que el palimpsesto, adqui-
rido en una subasta por un misterioso comprador es puesto
en manos de William Noel, experto curador del Museo de
Arte Walters en Baltimore, con el encargo de formar un equi-
po para descifrarlo y estudiarlo. Noel llama para esta tarea,
entre otros a Reviel Netz, matemdtico experto en Ciencia
Antigua en la universidad de Standford y «amigo de
Arquimedes». En el libro se cuenta la aventura maravillosa
que supuso el descubrir fragmentos nuevos de la obra de
Arquimedes que lo confirman como «el cientifico mas impor-
tante que jamds haya existido», capaz de anticiparse a la teo-
ria de conjuntos o de hacer calculos utilizando sumas infini-
tesimales como luego usara el cdlculo moderno o de hacer
operaciones con los infinitos actuales. Pero ademds de todo
esto, el libro me hizo reflexionar sobre la importancia del tra-



bajo en equipo, algo que creo no estamos trabajando en las
aulas con la intensidad que debiéramos —basta observar la
disposicion de los pupitres en las aulas en la mayoria de las
imagenes que aparecen en los medios de comunicacién—.
Tenemos que ser conscientes de la importancia del trabajo en
equipo o del trabajo cooperativo, es la manera de avanzar,
aprendiendo y compartiendo aprendizajes con los demads. Es
bueno para las matemadticas y para la vida.

Coméntanos algiin libro no matemdtico que hayas leido ilti-
mamente y que te gustara especialmente.

Hace muchos anos, cuando era una jovencita, mi padre, de
quien aprendi a valorar en un hogar mas que sus paredes los
libros que las cubren, me aconsejé la lectura del libro de
Stefan Zweig, Momentos estelares de la humanidad, pero yo
desconfié no solo del titulo del libro sino también del bigotillo
rectangular sobre el labio superior del autor y no lei el libro.
Este tltimo ano fue mi madre quien me incité vivamente a
leer Memorias de un europeo (Editorial Acantilado, 2005) del
mismo autor. Esta vez si hice caso, no podia ser de otra forma
ya que mi madre es una lectora muy perspicaz. Y tenia razon.
Me encontré con un tesoro: el testimonio de un intelectual, un
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mera mitad del siglo xX, viviendo y narrando la descomposi-
cién de Europa por las dos guerras, suspirando y trabajando
por el ideal de una Europa sin fronteras ni exclusiones. Son
muchos los personajes famosos que aparecen en estas memo-
rias y muchas las ensefianzas de este estudioso y filantropo.
Me parece un libro altamente recomendable en el que para mi,
la tinica pero importante pega es la escasa presencia femenina.
En las primeras paginas del libro, Zweig describe su paso por
la escuela: «No recuerdo haberme sentido “alegre y feliz”

ningin momento de mis afos escolares —mondtonos, despia-
dados e insipidos— que nos amargaron a conciencia la época
mas libre y hermosa de la vida, hasta tal punto que, lo confie-
s0, ni siquiera hoy logro evitar una cierta envidia cuando veo
con cuanta felicidad, libertad e independencia pueden desen-
volverse los nifios de este siglo», y habla asi de sus profesores
«No eran buenos ni malos, ni tiranos ni companeros solicitos
sino unos pobres diablos que, esclavizados por el sistema y
sometidos a un plan de estudios impuesto por las autoridades,
estaban obligados a impartir su “leccion” —igual que nosotros
aaprenderla— y que, eso si que se veia claro, se sentian tan feli-
ces como nosotros cuando, al mediodia, sonaba la campana
que nos liberaba a todos». Estas frases me hacen reflexionar,
pues no quisiera ser recordada asi por mis alumnos. La con-
clusién es la necesidad de seguir aprendiendo para mejorar en

escritor vienés con mucho ex1t9 en toda Europa, nacido en el desempeiio de nuestra querida y dificil profesion. m
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Escaparate 1:

Matematicas para todos. Ensenar en un aula multicultural

PROLOGO DE ALAN |, BISHOP

n estas fechas de inicio de curso puede ser un buen
momento para reflexionar sobre el modo en que la comuni-
dad educativa a la que pertenecemos afronta la diversidad
presente en nuestras aulas. La lectura de este libro ofrece una
perspectiva completa y profunda de un tipo de diversidad, la
de los alumnos inmigrados. Para el autor es primordial iden-
tificar el reto al que nos enfrentamos: romper una brecha cul-
tural que no se reduce de forma simplista a superar la barrera
del idioma.

La lectura del libro me ha recordado que cuando empezaba a
dar clases en secundaria y ante la reiterada y lapidaria frase
por parte de ciertos alumnos «no entiendo nada», sin entrar
en el asunto de la doble negacidn, replicaba que el texto se
orientaba de izquierda a derecha y de arriba a abajo, y que no
dudaba de su conocimiento del idioma castellano ni de los
digitos y simbolos matemadticos que aparecian en la pizarra
(todos mis alumnos eran espanoles). De una manera incons-
ciente tenia claro que no existia una barrera cultural, las difi-
cultades de aprendizaje tenian razones mds prosaicas.

El autor, Xavier Vilella Mir6, se apoya en numerosos trabajos
tedricos y en un dilatado periodo de puesta en practica para
ofrecernos una vision realista de los conflictos culturales que

MATEMATICAS PARA TODOS. ENSENAR EN UN

AULA MULTICULTURAL.

Xavier Vilella Mir6

ICE Universitat de Barcelona y Horsori Editorial,
Barcelona, junio 2007

ISBN: 978-84-96108-30-9

186 pdginas

sufren los alumnos inmigrados. El primer paso es romper
algunos mitos que impiden apreciar el problema al que nos
enfrentamos.

En el libro se hace énfasis en que la realidad multiétnica de las
aulas se engloba dentro de un conjunto mds amplio, la «diver-
sidad de diversidades», para dejar muy claro que cada una de
las diversidades necesita un tratamiento especifico y que en el
caso particular de los alumnos inmigrados no resulta adecua-
do considerarlos a priori alumnos con dificultades de apren-
dizaje.

De manera muy justificada el prélogo del libro esta escrito por
Alan J. Bishop, prestigioso investigador australiano en el area
de la Educacién Matematica que ha desarrollado gran parte
de su carrera en la Universidad de Cambridge. A lo largo del
mismo aparecen numerosas investigaciones de Bishop, y
Vilella se apoya en las mismas para poner de relieve el cardc-
ter cultural del curriculo matematico y como afrontar el reto

Pedro Latorre Garcia
IES Pilar Lorengar (Zaragoza)



de establecer un puente entre la cultura de origen del alumno
y la nuestra.

El objetivo principal del autor es conseguir una ensefianza
matematica significativa en la que cada alumno desarrolle al
méximo su potencialidad. Estamos buscando una educacién
equitativa e inclusiva, evitando el modelo del déficit cogniti-
vo: la diferencia es déficit.

En la primera parte del libro se establece con claridad la situa-
cién de los alumnos inmigrados y su evolucién desde infantil
hasta secundaria. El autor pone de manifiesto varios mitos
que deben ser revisados:

— Launiversalidad de las matematicas. Hay que ser cons-
cientes del componente cultural que tiene nuestra
asignatura. Desde los algoritmos, los simbolos de los
digitos hasta la forma de evaluar son caracteristicas de
nuestra cultura occidental, que estard en algunos casos
muy alejada de la que conocian nuestros alumnos
inmigrados.

— El ideal del grupo homogéneo. El «alumno medio» no
existe. La respuesta organizativa en algunos centros de
crear agrupaciones por niveles presupone que hay que
evitar la diversidad. Los estudios resefiados en el libro
apuntan en la direccién contraria. No hay que hacer
invisible la diversidad, sino aprovechar la riqueza que
aporta.

Una vez que se ha revelado el problema, aparentemente invi-
sible para muchos, en la segunda parte se indican algunas
pautas para resolverlo. Se trata de responder a las preguntas:
¢Cbémo facilitar la transicion entre diversas culturas matema-
ticas? ;Como gestionar la diversidad en el aula? También se
resalta que los estudios realizados evidencian que las medidas
para mejorar las posibilidades del aprendizaje de los alumnos
inmigrados resultan beneficiosas para todo el alumnado.

Una estrategia que se considera fundamental es la introduc-
cién de las matematicas de uso cotidiano en el aula. Esto
implica que el alumnado no sea un desconocido al que trata-
mos de transmitir unos contenidos descontextualizados sino
que la actividad docente tiene que adaptarse a la realidad de
fuera del centro. Y para poder conocer a nuestros alumnos es
necesario que los grupos sean reducidos.

Las investigaciones de Bishop indican una serie de actividades
matematicas presentes en todas las culturas y que suponen un
punto de partida para la elaboracién de un curriculum accesi-
ble a todos: contar, medir, jugar... La mayor parte de los estos
contenidos ya estdn en nuestro curriculo. La labor estriba en
desarrollarlos de forma adecuada, sin centrarnos en los aspec-
tos instrumentales.
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Dos elementos que se destacan para el aprendizaje son la
interaccién entre los alumnos y las expectativas positivas que
transmite el profesor. Por lo tanto hay que desarrollar activi-
dades en pequenos grupos que fomenten la interacciéon entre
iguales. Asimismo para favorecer y animar la participacién de
los alumnos en los debates con todo el grupo tenemos que
enfatizar todo elemento positivo de sus intervenciones y usar
los errores como fuente de nuevas preguntas.

Para el autor, una manera de articular los puntos anterior-
mente mencionados es la realizacion de «actividades ricas»:
Estan cerca de la realidad cotidiana, lo cual posibilita la parti-
cipacion, la aportacion de ideas. Son motivadoras y facilitan el
aprendizaje cooperativo aprovechando las diferentes perspec-
tivas que aportan nuestros alumnos. La contextualizacién no
deberia suponer simplificacién, todo lo contrario, seria un
primer paso hacia la modelizacion y la abstraccién. En el libro
tenemos numerosos ejemplos de «actividades ricas» y se rese-
fan varios libros en los cuales podemos encontrar mas.

Al planificar una actividad no se puede olvidar qué aspectos
se valorardn para realizar su evaluacion. En el caso de las
«actividades ricas» resulta necesario hacer una evaluacién
formativa que ayude a mejorar las actividades para conseguir
un mejor cumplimiento de los objetivos propuestos.

La lectura del libro puede resultar interesante para cualquier
docente. Presenta un modelo de educacién matematica aleja-
do del tradicional. Las ideas y pautas de actuacion presenta-
das para un aula multiétnica pueden servir para reflexionar
sobre cudl es el modelo educativo que nos gustaria implantar
en nuestro centro. |
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Escaparate 2:

Matematica inclusiva. Propuestas para una educacion matematica

accesible

ANOEL ALSIMA § WUBIA FLANAS

Narcaen

176 péginas

n su coleccién «Educacién hoy estudios», la Editorial
Narcea acaba de publicar el libro Matemdtica Inclusiva, escri-
to en coautoria por Angel Alsina y Ntria Planas, profesores de
las Universidades de Girona y Auténoma de Barcelona res-
pectivamente. Se trata de un libro interesante por diversos
motivos, pero fundamentalmente porque es capaz de integrar
reflexiones tedricas de gran complejidad con buenos ejemplos
de aula. A lo largo de sus pdaginas, se argumenta que una
Educacion Matemadtica inclusiva —basada en el pensamiento
critico, la manipulacién, el juego y la atencién a la
diversidad— tiene que destacar los contextos donde se pien-
san las practicas, los grupos de conocimientos implicados y la
especificidad de las personas en la reformulacién de conteni-
dos matematicos. Desde estos supuestos se plantea una visién
de la Educaciéon Matematica abierta e integradora, exigente
con el conocimiento matemdtico y atractiva y ttil para las per-
sonas. A mi entender, este libro complementa, actualiza y
amplia varios aspectos de otro libro publicado en la misma
coleccion hace una década, Matemdtica Emocional.

Matemdtica Inclusiva tiene multitud de valores afnadidos,
entre ellos, la referencia constante a las necesidades del alum-
nado y del profesorado de matematicas, pensadas en el con-

MATEMATICA INCLUSIVA. PROPUESTAS PARA UNA
EDUCACION MATEMATICA ACCESIBLE

Angel Alsina y Niria Planas

Narcea, Madrid, 2008

ISBN: 978-84-277-1591-2

texto dado por la época actual. Los cuatro primeros capitulos
—El pensamiento critico, La manipulacién, El juego y La aten-
cidén a la diversidad— dan voz a grupos de profesores con los
que se ha colaborado en la planificacién, el disefo, la imple-
mentacién y, sobre todo, la validacion de las actividades mate-
mdticas que se ofrecen; la voz de los alumnos estd especial-
mente presente en las fases de planificacion y de disefio, cuan-
do se da prioridad a sus intereses en la organizacion de la
priactica matemdtica escolar. Todas estas voces expertas se
articulan en un discurso comun con voces de profesionales e
investigadores en el drea de Diddctica de la Matematica o en
areas afines: voces clasicas como las de Josep Estalella y Pedro
Puig Adam; histéricas como las de Lev Vygostki y John
Dewey; institucionales como las de la OCDE y el NCTM nor-
teamericano; fundamentales como las de Hans Freudhental y
Paulo Freire; y actuales como las de Mogen Niss y Ole
Skovsmose, entre otras.

Viceng Font Moll

Universitat de Barcelona



Es especialmente reconfortante que los autores no eludan el
debate sobre la calidad. Cuando se ha hablado de calidad en
Educacion Matemdtica se han sugerido ideas muy distintas,
incluso opuestas. Muchas veces la calidad ha significado una
cantidad relevante de buenos resultados escolares; otras veces
con esta nocién nos hemos referido a la eficiencia de unos
ciertos programas curriculares con unos grupos de alumnos.
En Matemdtica Inclusiva, se examina la calidad desde otro
punto de vista, mucho mds cualitativo: una Educacién
Matematica de calidad es aquella que resulta accesible y com-
prensible para todo el mundo sin que ello lleve a prescindir
del aprendizaje de conocimientos matematicos bdasicos ni
redunde en una simplificacién del discurso de ensefnanza de
las matematicas. Mds tarde, se nos explica que la diversidad
de ritmos de aprendizaje y de intereses del alumnado obliga a
diversificar los modelos de ensefianza de las matematicas y los
tipos de actividades para que tenga sentido pensar en la con-
dicion de accesibilidad «para todo el mundo» y «todo el
mundo» pueda llegar a tener una visiéon global de la
Matematica, de su peso especifico en nuestra sociedad y de su
papel en el desarrollo de una educacidn critica.
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En el ultimo capitulo del libro, Hacia un enfoque integrado,
podemos leer el siguiente texto:

La mayoria de tareas matemadticas se centran en los cono-
cimientos sobre las matematicas y no en los conocimientos
sobre el mundo. Una de las consecuencias de este enfoque
es que se piensa sin contextualizar —ya sea manipulando,
jugando y/o atendiendo a la diversidad—, llegdndose a
penalizar en algunas ocasiones a quien piensa contextuali-
zando. Sin embargo, no hay confrontacién entre unos y
otros conocimientos, aunque a menudo se plantee de este
modo en el entorno escolar. Para trabajar bien las matema-
ticas han de trabajarse bien conocimientos de los mundos
fisico y social; muchos de ellos ayudan a anticipar el des-
arrollo de los procesos de pensamiento matemadtico y, des-
pués, contribuyen a validarlos [...]. Cuando alguien piensa
matematicamente, deberfa apelar a multitud de conoci-
mientos construidos a lo largo de su experiencia. Cualquier
respuesta o resolucién en matemadticas deberia surgir de
integrar procesos de inferencia basados en conocimientos
de ambitos distintos.

En los capitulos anteriores se han sentado las bases de estas
afirmaciones, algunas de ellas ciertamente controvertidas. M

Escaparate 3:

Actividades de Matematicas para Secundaria con Excel

ACTIVIDADES DE MATEMATICAS PARA
SECUNDARIA CON EXCEL

Miguel Barreras Alconchel

Coleccion 2 Puntos. Proyecto Sur Ediciones
ISBN 978-84-8254-368-0

109 péginas. Incluye CD-ROM

ntre las aplicaciones informaticas de utilidad para la
ensenanza y aprendizaje de las Matemadticas, la hoja de calcu-
lo ocupa un lugar destacado.

En los nuevos curriculos de Secundaria no sélo se cita como
herramienta diddctica ttil para el estudio de distintos conte-
nidos, sino que ademas, la hoja de célculo aparece en algunos
niveles como un contenido mads, interesante en si mismo, y
debe ser desarrollado en las aulas, por su potencialidad para el
manejo de tablas de datos numéricos y su representacion gra-
fica, especialmente en el bloque de Estadistica.
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No obstante, su presencia en los nuevos libros de texto es
menor de lo que cabria esperar a la vista de esos nuevos curri-
culos y no parece que su uso en nuestras clases esté generali-
zado.

Si una publicacién anterior del mismo autor (Matemadticas
con MS Excel de editorial RA-MA) se podia describir como
un curso practico sobre Excel (ver recensién en SUMA 51 [N.
de la R.]), en esta ocasién Actividades de Matemdticas para
Secundaria con Excel responde mejor a la demanda del profe-
sorado de materiales o propuestas diddcticas elaboradas para
su aprovechamiento inmediato en el aula. Planteamiento que
encaja en la linea de la coleccién «2 Puntos» de Proyecto Sur.

Miguel Barreras es profesor de Matematicas, desde hace bas-
tantes anos, en el IES Matarrarnia de Valderrobres (Teruel). Su
péagina web «Matematicas desde contextos» cuya direccion es:
http://www.catedu.es/calendas/ da fe de su capacidad pro-
ductiva y creativa: es una de las paginas con mayor cantidad
de recursos disponibles para el aula de Matematicas de
Secundaria. Desde ella se pueden descargar numerosas e inte-
resantes propuestas de actividades planteadas en torno a con-
textos o situaciones cercanas a la realidad del alumnado.

Actividades de Matemdticas para
Secundaria con Excel responde mejor
a la demanda del profesorado de
materiales o propuestas diddcticas
elaboradas para su aprovechamiento
inmediato en el aula

Ademas de esta linea de trabajo de Matemdticas desde con-
textos, Miguel ha trabajado especialmente en temas de
Probabilidad y de Historia de las Matemadticas (en su web se
puede conseguir un juego para ordenador dedicado a este
tema que ha sido galardonado en la tltima edicién de Ciencia
en accion).

Finalmente hay que destacar la faceta literaria de Miguel que
también es el ganador de la tltima convocatoria del concurso
de Relatos cortos de Divulgamat. En el apartado «MateLite»
de su web pueden encontrarse algunos de sus interesantes y
curiosos relatos con guifios o contenidos matematicos.

Volviendo al libro que nos ocupa, se trata de una coleccién de
actividades o propuestas didacticas pensadas especialmente
para la ensefianza de las Matematicas de 3.° y 4° de ESO, aun-
que también pueden ser aprovechables en Bachillerato.

Estd estructurado en siete partes atendiendo a los correspon-
dientes contenidos tratados: Ntimeros, Algebra, Funciones,
Geometria, Probabilidad, Estadistica y Optimizacidn.
Ademas hay un apéndice dedicado al Célculo mental.

Las actividades estan disefiadas con la idea de que sean los
propios alumnos quienes las vayan realizando de manera
auténoma: en la mayoria de los casos el alumno ha de empe-
zar abriendo una o varias hojas de célculo (incluidas en el CD
que acompana al libro) elaboradas para su manipulacion,
observacion y busqueda de diversos resultados que ha de
escribir en las mismas hojas para la evaluacién por parte del
profesorado. En algunos casos se explica el proceso para la
elaboracion de la hoja por parte de los propios alumnos.

Tanto en uno como en otro caso, no se trata de que el alum-
nado aprenda informatica. Los ordenadores permiten mini-
mizar los esfuerzos dedicados a los célculos, focalizando la
actividad en modelizar problemas, manejar o crear algorit-
mos, buscar soluciones, generalizar, trabajar con diferentes
categorias numéricas (constante, variable, pardmetro) y, en
definitiva, en hacer y aprender Matematicas.

Por otro lado, muchas de las hojas de célculo facilitadas en el
CD pueden ser herramientas de utilidad diddctica también al
margen de las actividades propuestas por Miguel, pudiendo
ser utilizadas por el profesorado para trabajar en el aula deter-
minados conceptos o temas o como apoyo a sus explicaciones.
Haremos una breve descripcion el contenido y enfoque de
cada uno de los bloques de actividades:

En el bloque de Numeros, se incluyen varias actividades, de
dificultad progresiva, dedicadas a la Aritmética y que se apo-
yan en contextos como, por ejemplo, consumo, facturas,
notas ponderadas o mezclas. También se incluyen numerosas
actividades dedicadas a sucesiones y progresiones. Quien no
conozca las funciones Buscar objetivo y Solver de Excel se vera
sorprendido por su tremenda potencialidad. Su utilizacién
puede servir para abordar una mayor cantidad y variedad de
problemas sin invertir excesivo tiempo en la realizacién de
engorrosos calculos, lo que puede redundar en la mayor com-
prensién de los conceptos tratados.

En el bloque de Algebra se facilitan varias hojas de calculo
disefiadas para su manipulacién por parte del alumnado. De
nuevo, es posible eludir los célculos y métodos clasicos para
abordar tanto la resolucién de ecuaciones de primer y segun-
do grado como los sistemas, centrando la actividad en la
interpretacion gréfica y en la busqueda de soluciones.
También en esta ocasién se recurre a la herramienta Buscar

Manuel Sada Allo
IES Zizur Mayor BHI (Zizur Mayor, Navarra)



objetivo para resolver las ecuaciones (incluidas algunas
inabordables con lapiz y papel).

La eleccidn del tipo de gréfico adecuado (Dispersién con line-
as suavizadas) convierte a Excel también en una buena herra-
mienta para la representacion gréfica de Funciones. En el CD
se facilitan un buen niimero de hojas ya disefiadas, a partir de
las que se pueden trabajar diversos problemas concretos cuya
resolucion pasa por el uso de funciones y la interpretacion de
sus graficas. También se estudian familias de funciones
dependientes de pardmetros (funciones lineales, cuadraticas,
de proporcidn inversa, exponenciales, etc.)

En cuanto al bloque de Geometria, aunque Excel no sea la
herramienta informatica méds adecuada para su estudio, se
abordan dos temas: el de las dreas planas y otro dedicado a las
curvas que se pueden dibujar con un espirégrafo. Ademas del
interés implicito de las propuestas didacticas, es destacable el
ingenio del autor para conseguir poligonos y curvas a partir
de las herramientas graficas de la hoja de célculo.

Las actividades sobre Probabilidad conducen a la experimen-
tacion y simulacion de diferentes situaciones o experimentos
aleatorios. La hoja de célculo es aqui de gran utilidad no sélo
para la recogida ordenada de los resultados, los calculos

Las actividades estdn
diseriadas con la idea de que
sean los propios alumnos
quienes las vayan realizando
de manera auténoma

correspondientes (frecuencias acumuladas, porcentajes, etc.)
y los oportunos graficos, sino también para la simulacién de
un nimero de experimentos tan elevado como se quiera,
mediante el manejo de numeros aleatorios.

Las actividades propuestas en el estudio de la Estadistica con-
sisten en la elaboracién guiada de una hoja para la recogida de
datos de una variable estadistica unidimensional y su trata-
miento para que sea el ordenador quien haga los célculos de
los diversos parametros estadisticos que con lapiz y papel
resultan rutinarios y tediosos. Posteriormente la misma hoja
puede resultar util para cambiar los datos por los correspon-
dientes a un nuevo estudio estadistico.

Algo parecido se consigue con otros ejemplos de variables
bidimensionales para los que la atencién se centra en la repre-
sentacion grafica de la nube de puntos y la recta de regresion.
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En el apartado de Optimizacion se comprueba la utilidad de la
herramienta Solver que permite resolver no sélo los clasicos
problemas de optimizacién que aparecen en los libros de
texto de Bachillerato sino otros muchos inabordables en esos
niveles como, por ejemplo, algunos en los que la funcién a
maximizar es una polindmica de tercer grado u otros en los
que se trata de hallar el punto de una curva més préximo a
otro dado.

Por dltimo, encontraremos dos hojas de calculo con las que se
puede trabajar el Cdlculo mental (en una de ellas con las cua-
tro operaciones entre nimeros enteros y en la otra con por-
centajes). Con ellas comprobaremos c6mo el uso de sencillas
macros (y nimeros aleatorios) puede permitir crear comoda-
mente, sobre una hoja de célculo, ejercicios de célculo autoe-
valuables (y que se generaran en tanta cantidad como se
desee).

La parte final del libro incluye una guia en la que se aporta una
ficha para cada actividad, en la que se cita el nivel recomen-
dado, el tema y los contenidos que se trabajan y una breve des-
cripcion que suele incluir alguna recomendacién o sugerencia
dirigida a los potenciales docentes que se animen a llevarla al
aula.

En resumen, con esta publicacién se facilita al profesorado de
Matematicas una considerable cantidad y variedad de activi-
dades para el aula basadas en el uso de la hoja de calculo.

Ademais del interés de las mismas, como propuestas didacti-
cas aprovechables directamente, sin necesidad de mayores
adaptaciones, las hojas de célculo ya disefiadas (y también
algunos de los trucos utilizados en ellas) pueden también ser-
vir como fuente de ideas para el disefio de nuevas hojas de cal-
culo y actividades. |
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Escaparate 4:

FERMAT vy los origenes del Calculo Diferencial

chenia

Pedro Miguel
Gonedler Urbaneia

Los origenes de las MATEMATICAS

eer un articulo o libro de P. M. Gonzdlez Urbaneja sig-
nifica encontrarse siempre ante un trabajo de gran calado
investigador, ya que es un conocedor profundo de la historia
de las Matematicas, de sus autores y obras. La profusion de
datos y citas, la mayoria obtenidas desde las fuentes origina-
les de los autores, nos senala siempre su afin de justificar, de
la manera mds clara y precisa, las aportaciones que en sus
libros o articulos nos presenta. Esto le permite mojarse cuan-
do hay que tomar partida por uno u otro matematico, cuando
el contenido presentado es atribuido a los dos.

Muchas veces ocurre que los autores de libros o articulos
citan el conflicto pero no se decantan por alguno de ellos y, en
este libro, tiene oportunidad de hacerlo pues la paternidad del
Calculo Diferencial sabemos que esta muy repartida. Siempre
se han citado a Newton y Leibniz como sus creadores pero,
como Pedro Miguel postula en este libro, dos de los proble-
mas (maximos y minimos, tangente a una curva), que hoy se
resuelven mediante el Calculo Diferencial, son resueltos por
Fermat con anterioridad al trabajo de Newton y Leibniz.

No debemos olvidar que, en ese momento, se llega al Calculo
Diferencial porque hay cuatro problemas a resolver por la
comunidad matemadtica: los dos antes citados, junto con el
célculo de las magnitudes instantdneas y el drea bajo una

shierts FERMAT Y LOS ORIGENES DEL CALCULO
DIFERENCIAL.

Pedro Miguel Gonzalez Urbaneja

Nivola, Madrid, 2008

ISBN: 97884-96566-79-8
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curva. Por tanto, eran muchos los matematicos, y en muchos
lugares diferentes, que trabajan sobre la misma tarea.

El libro consta de un Prefacio, donde ya marca las lineas que
va a trabajar y comienza a sefialar algunas de las fuentes que
llevaron a Fermat a realizar sus trabajos, en especial, los mate-
mdticos griegos: Euclides (Elementos), Diofanto (Aritmética),
Apolonio (Cénicas), Arquimedes, Pappus (Coleccion
Matemdtica), ademés de Viéte con su obra Teoria de ecuacio-
nes. No se debe olvidar que Fermat era conocedor de las len-
guas clasicas lo que le permitié ir directamente a las fuentes
originales prescindiendo de traducciones, evitando interpre-
taciones criticas que aparecian con las traducciones.

El capitulo primero titulado Introduccién consta, en lineas
generales, de una resefia del personaje, su vida en Toulouse, su
condicién profesional de juez, no de matemdtico, su relacion
con otros matematicos, especialmente con Carcavi, Descar-
tes, Mersenne (este dltimo fue el difusor de su obra), sus otras
creaciones (Geometria Analitica), las raices de sus trabajos, la
importancia de su época, etc. No debemos olvidar que Fermat

Fernando Fouz Rodriguez
Asesor de Matemdticas del Berritzegune de Donostia



nace y vive en el siglo xv1i, sin duda el siglo mds importante en
la historia de las Matematicas.

Conviene que nos centremos un poco en estos puntos ante-
riores que el libro desarrolla. La figura de Fermat es realmen-
te Ginica pues, como antes se ha sefialado, era juez y sus traba-
jos matematicos nunca se publicaron en forma de libro mien-
tras él vivid, salvo una pequeiia Memoria (1660) sobre rectifi-
cacién de curvas, como apéndice de un tratado de Lalouvére.
Es conocida la anécdota que muchas de sus ideas y creaciones
aparecian escritas en los margenes de los libros que lefa. Sus
trabajos los enviaba mediante cartas a otros matematicos,
especialmente a Carcavi y Mersenne, de manera que su obra
quedd desperdigada por toda Europa vy, sélo a su muerte, fue
su hijo Samuel el que recolect6 sus trabajos para publicarlos
conjuntamente. Este comportamiento es la causa de que su
obra fuese conocida con gran tardanza.

Respecto a los temas mateméticos que el autor cita en la intro-
duccidn, y que los desarrolla en los otros capitulos, son dos:
mdximos y minimos y trazado de la tangente a una curva. A
esta tarea le dedicé mucho tiempo, desde 1626 a 1640, y sobre
los que ya adelanta que «no se basan en consideraciones infi-
nitesimales sobre limites aunque si introduce la idea de movi-
miento de la variable».

Dentro de este capitulo de introduccioén, es obligado recordar
el énfasis que pone el autor en respetar los términos primige-
nios para no incurrir en interpretaciones que pueden llevar a
atribuir al autor conceptos que, en ese momento, no existian.
De esta manera se mueve en el filo de no utilizar toda la ter-
minologia arcaica de Fermat, que lo haria dificilmente com-
prensible, y una terminologia moderna que desfigure lo escri-
to por Fermat, especialmente con el uso del lenguaje simbdli-
co.

En los dos siguientes capitulos, segundo y tercero, desarrolla
los dos trabajos, antes citados, en los que se centré Fermat:
Madximos y minimos y Trazado de la tangente a una curva.
Para el primer tema se extiende en la presentacién vy justifica-
cion de las fuentes en las que se basa Fermat, fundamental-
mente en Viéte y su teoria de ecuaciones (método de la
Syncrisis) para la resolucion de problemas de condiciones
limites, ya tratados por los griegos en sus problemas de dio-
rismos. Este contenido le lleva a Fermat hasta Pappus. Pero no
s6lo son estos dos matematicos, a lo que Fermat se va a acer-
car, ya que también Apolonio, Euclides, Arquimedes, etc.,
aparecen en la fundamentacién de su trabajo.

Desde la perspectiva actual, en la que usamos un lenguaje
simbdlico amplio y determinados términos y conceptos que
nos parecen creados desde siempre, llama la atencién que, en
todo el desarrollo de Fermat para el calculo de méaximos y
minimos, el término infinitesimal no aparece por ninguna
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parte. Sin embargo, Fermat crea y utiliza el término de adi-
gualdad, concepto que se puede asociar a una cuasi-igualdad,
aproximadamente igual..., algo que parece intuir una direc-
cién de trabajo hacia lo infinitesimal.

El capitulo tercero trata de las tangentes a las curvas y, el tra-
bajo de Pedro Miguel, como ya sefiala en la introduccién, va
dirigido a responder a la pregunta: sen qué sentido el método
de tangentes deriva del método de mdximos y minimos?
Después de una introduccidn general concreta los ejemplos
de curvas de las que estudi6 el trazado de sus tangentes: para-
bola, elipse, curvas algebraicas (cisoide, concoide) y curvas
mecdnicas (cicloide).

Cada uno de los problemas esta explicado separadamente vy,
en criterio del autor, una de las ideas mds importantes de este
capitulo, es la evolucion que se realiza, en el trabajo de Fermat
al estudiar la tangente a la cicloide, con el concepto de adi-
gualdad hacia «la nocién infinitesimal de aproximadamente
igual». Esto ocurre porque establece los principios de que se
pueden sustituir las ordenadas de las curvas por las ordena-
das de las tangentes halladas y las longitudes de arco de las
curvas por las partes correspondientes de las tangentes ya
halladas. A partir de se momento Fermat va abandonando ese
concepto.

El libro concluye con un Epilogo, donde se recapitula lo mas
importante de la obra de Fermat y su influencia en la apari-
cién del Célculo Diferencial. A modo de resaltar la importan-
cia de su trabajo, respecto a la de otros matematicos posterio-
res, es interesante citar el parrafo, en el que coloca la cita de
E. T. Bell, donde sefnala que: cuando Fermat cred y aplicé el
Cdlculo Diferencial faltaban trece aros para que naciese
Newton y diecisiete Leibniz. Para finalizar el libro aparece una
completa bibliografia, dividida por temas, apartado en el que
Pedro Miguel es un experto de primer nivel.

Resumiendo podemos decir que el libro revindica la figura y
obra de Fermat, nos explica sus métodos de trabajo y nos pre-
senta los desarrollos matematicos para los célculos de los
maximos y minimos y trazado de la tangente a una curva. Es
un libro muy interesante y recomendable para el profesorado
de Matematicas ya que, ademds de mejorar su cultura mate-
matica, aporta ideas que pueden ser llevadas al aula.

Si siempre se cita a Arquimedes, Newton, Euler y Gauss como
los grandes matemdticos de la historia de las Matematicas,
creo que en el corazén de cualquier conocedor de las
Matematicas hay un querer especial por Fermat y su obra, por
este motivo, estoy seguro que este libro sera bien recibido. H
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El hilo de Ariadna

uando se utilizan las aportaciones, universalmente cono-
cidas, de los grandes cientificos, como Newton o Einstein, no
hay que citarles. Tampoco deberia ser necesario citar a perso-
nalidades de las letras de igual renombre, cuando nos apoya-
mos en las suyas. Pero, si la fuente no tiene esa universalidad,
pareceria una falta de respeto no hacerlo.

Hoy, gracias a la telarana mundial, es facil encontrar las fuen-
tes, si los textos estan tomados con suficiente literalidad. Por
€so yo propongo un juego, adivinar, buscando en la red cuan-
do sea necesario, las autorias originales de las distintas estro-
fas del siguiente poema que, ya aviso, es un collage o centon.

Pensaron que era la paciente esposa
de un héroe. La que espera noche y dia
tejiendo y destejiendo. La que ignora
que nunca vuelve el mismo que ha partido.
No credis mi historia
Ni yo esperaba a Ulises
Tantas Troyas y mares y distancias y olvidos...,
ni mi urdimbre de tela
desurdida de noche
se trenzaba en su nombre.

Por mi desafio,

atrapada me hallo,
sobre las cuerdas de seda

suspendidas en la brisa,
al acecho, m

SOy mi propio minotauro

El hilo que me atrapa debera liberarme

Xaro Nomdedeu Moreno

Societat d’Educacié Matematica de la Comunitat
Valenciana “Al-Khwarizmi”
ariadna@revistasuma.es
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Ahora que decaen los discursos posmodernos, gracias entre
otras cosas, a intervenciones tan espectaculares como la pro-
tagonizada por Sokal, podemos recuperar frases del pasado
como la que Cantor parece ofrecer a Aracné, como hilo de
Ariadna:

La ciencia de las matemadticas reside en su libertad,

pues,

de la cércel del problema, siempre aparentemente inso-
luble, esta ciencia nos lleva a la alegria liberadora de la
comprension.

Cuando no hay respuestas, el ser humano elabora mitos:
Aracné, famosa por su virtuosismo en las labores de tejer y
bordar, desafié a la diosa de estas artes, Atenea. Para castigar
su orgullo, la diosa transformé en araia a la joven, que, en su
nuevo estado, continué tejiendo.

Si atendemos a las maltiples cuestiones que hay que resolver
para emplazar y construir una telarana adecuadamente, con-
cluiremos que Aracné reunia condiciones para vencer a la
diosa de la sabiduria, era una experta matematica, resolvia,
entre otras la siguiente cuestion algoritmica:

//;,__

telarana :lado+0.1 :angulo \\ C"> / a"

end \ L /
\\ — /

—I—'-//

Para conocer mejor las habilidades matematicas de Aracné, os
recomiendo la lectura del cuento “La tejedora jactanciosa” de
Juan de Burgos y los capitulos 36 y 37 de Ritmos. Matemdticas
Imdgenes.

to telarana :lado :angulo
if :lado>40 [end]

fd :lado

rt :angulo

Otras heredaron su ingenio y mejoraron las técnicas del teji-
do, como Ada Byron, gracias a cuyas subrutinas, se revolucio-
né la industria textil y nacié la informatica, madre de la tela-
rana mundial, una red que puede extender las tradicionales
redes solidarias y en cuyas manos reside una de las llaves para
la libertad verdadera de la humanidad, sojuzgada por la tergi-
versacion torticera e interesada del término que en este capi-
tulo nos ocupa. Si somos capaces de aprovechar su potencial,
serd una herramienta para construir otro mundo posible con
otras reglas de juego. Tal vez, las redes y el hilo de Ariadna
contribuyan a nuestra liberacion.

La Web fue creada alrededor del simbdlico afio 1989 por el
inglés Tim Berners-Lee y el belga Robert Cailliau mientras
trabajaban en el CERN en Ginebra, Suiza. Nacia para respon-

Las hilanderas de Veldzquez
(el suefio de Aracné)

Luz Botaya Jiménez




der a la necesidad de intercambio de informacién entre uni-
versidades e institutos de investigacién de todo el mundo,
como el propio CERN, empenado actualmente en la busque-
da del bosén de Higgs. Experimento sobre el que se han cer-
nido criticas agoreras y esotéricas, anticientificas y catastrofi-
cas. También la WEB tiene, justificadamente, sus detractores.
Habréd que escardar el huerto de los discursos, limpiarlos de
malas hierbas, de retdricas inutiles, falaces y malintenciona-
das, para escuchar con claridad y sencillez lo que la ciencia
nos puede contar. Y habrd que analizar en profundidad el por
qué de los caminos seguidos por la investigacion cientifica,
para corregir su rumbo y colocarla de nuevo al servicio del
bienestar de toda la humanidad.

El lenguaje matematico, claro, preciso y conciso, el método
racional de las matematicas y la belleza de sus construcciones
son herramientas que, utilizadas adecuadamente, ayudan a
realizar dicha limpieza y a explicar el discurso cientifico, no
so6lo con claridad y sencillez sino con emocién poética.

Porque, como siempre, lo perjudicial no son los descubri-
mientos cientificos en si, sino el uso que de ellos se haga.

También el quehacer poético se enri-
quece cuando mira hacia las matema-
ticas. Asi lo vieron los poetas concre-
tos como Joan Brossa:

Si los poetas han dado el paso de
incorporar nuevos lenguajes al acto
poético para ampliar sus posibilidades de expresion y con ello
han conseguido una poesia mds sintética, mds polisémica,
mds rica, mas acorde con el mundo icénico en el que vivimos
¢por qué siguen anclados los libros de texto de matematicas,
en el problema con enunciado verbal? Muchas veces la mara-
na a desenredar es el propio texto.

El misterio del problema, ayu-

dado por una imagen, queda A
desvelado, el problema deja de b/
serlo, se descubre que no era '
un verdadero problema.
Guardemos nuestras energias
para resolver los verdaderos
problemas y aprovechemos las
caracteristicas de nuestra
materia, como han hecho los
poetas concretos y los humo-
ristas, jugando para proporcionar la maxima informacién en
el minimo espacio con el recurso del maximo de lenguajes:
verbal, visual, aritmético, geométrico, algebraico, topoldgico.

Multiculturalidad (Forges)

También el juego tiene detractores, y, otra vez, todo depende
del uso que de él hagamos.
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Foto: Lucia Morales

A los criticos del enfoque lidico en el aprendizaje, les reco-
miendo la lectura de “El Principito” en una de cuyas pdginas
podrén leer:
Conozco un planeta donde hay un Sefior carmesi. Jamas ha
aspirado una flor. Jamas ha mirado una estrella. Jamas ha
querido a nadie. No ha hecho, més que sumas y restas. Y
todo el dia repite como ti: “;Soy un hombre serio! “;Soy un
hombre serio!” Se infla de orgullo. Pero no es un hombre;
es un hongo.

A quienes la necesidad de rigor les paraliza, también. Ellos
encontrardn frases como:

Es preciso que soporte dos o tres orugas si quiero conocer
a las mariposas

Y para quienes se obsesionan con la disciplina parece estar
escrita la siguiente:
...si ordeno a un general que se transforme en ave marina

y si el general no obedece, no serd culpa del general. Sera
culpa mia.

Pero para ejercer la libertad, es necesario respetar la ajena, es
necesario establecer normas y nada mejor para aprender esto
que los juegos. En los que las reglas son las normas y pueden
ser modificadas de comuin acuerdo, dando lugar a nuevos jue-
gos.

Por ello os proponemos que juguéis hasta el préximo capitu-
lo.
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Problemas propuestos
La libertad
Este problema ha sido propuesto por José Luis Belmonte:

Cinco cuadrados iguales
se ubican unidos por
uno de sus vértices de
modo que formen en su
interior un pentdgono
estrellado con las cinco
puntas iguales.

¢Es rigido dicho pentd-
gono o tiene la libertad
de cambiar de forma?

Los tres problemas siguientes han sido propuestos por
Vicente Calixte Juan y Juan Carlos Orero

Gominolas

Isabel y Maria se enfrentan en un juego para el que utili-
zan tres montones de gominolas.

En el primer monton no hay mds que una gominola; en el
segundo dos; en el tercero 3.

L

%

Las reglas del juego son las siguientes:

1. Cada jugadora ha de retirar o una sola gominola o todas
las gominolas de cualquiera de los montones.

2. La jugadora que retira la tiltima gominola pierde.

3. Le toca a Isabel iniciar la partida.

¢De qué monton ha de retirar Isabel sus gominolas si quie-
re ganar la partida?

Tres en raya

Los “Tres en raya” se juegan sobre un cuadrado grande,
dividido en nueve cuadrados pequerios.

1) Cada uno de los jugadores que intervienen en él pone su
marca (por regla general, una equis o un circulo) en una de
las casillas.

2) El jugador que consigue colocar tres marcas formando
una linea (horizontal, vertical o diagonal) gana la partida.

3) Las marcas se colocan alternativamente, mientras que-
den huecos en el tablero, y no se haya conseguido el tres en
raya.

4) Al llegar su turno los jugadores procuran colocar su
marca en una linea que contenga

a) dos de sus propias marcas
b) dos de su oponente a fin de impedirle ganar, dando

siempre preferencia al caso a sobre el b.

En la partida sélo falta por colocar la ultima marca

W |o
-~
Q|0 | ¥

¢Cudl de estas marcas x 6 o ganard el juego?
Damas
¢Cudl es el niimero minimo de jugadas para intercambiar

las posiciones de estas cuatro fichas del juego de las
damas?

Las capturas son obligatorias.
Al final las cuatro fichas tienen que ser necesariamente
damas dobles.

Belleza de un rectangulo
Belleza de un rectingulo (Propuesto por Claudi Alsina y

Enrique Trillas en Fuzzy Sets and Mathematics Education.
For The Learning of Mathematics. Montreal, 1992)

¢ Cémo podriamos definir el grado de belleza de un rectdn-
gulo?



Soluciones de los problemas del nimero anterior

Numeros para contar

Existe un famoso problema que consiste en contar el niime-
ro de cuadrados cuyos lados estdn sobre una malla cua-
drada. ;Existe algiin niimero figurado que pueda expresar
la solucion?

Tamario del lado 1 2 3 4

INumero de cuadrados
Total: 30
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Si la base tuviera n bolas, la férmula que nos daria la suma
total es:

n(n+1)(2n+1)
6

Los ntmeros piramidales son hijos de Descartes que los
generaliz6 a partir de los nimeros poligonales que nos dejo
Diofanto como legado en una de sus obras.

Al hilo de este problema, nos ha llegado una generalizacion,
trabajada en la clase de segundo de BUP en el Instituto
Espafiol de Andorra en el afio 1989 por dos alumnas de Pilar
Moreno
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Acertijo

En las antiguas cajetillas de cerillas, solian venir acertijos que,
como es de suponer, iban dirigidos al ingenio del publico en
general. Se suponia que no habia que utilizar ningtn aparato
matematico, sino el puro razonamiento mental. Uno de ellos
decia ast:
En un corral hay conejos y gallinas, contdndose en total 22
patas. ;Cudntas gallinas y conejos hay?

jFalta un dato! ;O no?
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Algunas alumnas recuerdan un problema parecido, pero con
un dato mas:

En un corral, un campesino tiene gallinas y conejos. Si
entre unos y otros tenemos 40 cabezas y 108 patas, ;cudn-
tas gallinas y conejos tenemos?

GRUPO 1: La estrategia que siguieron fue la que ilustra el
dibujo adjunto. A partir de ella el problema parecia facil:

108/4=27 es decir, es como si hubiera 27 conejos, pero
como un conejo equivale a dos gallinas, 27/3=9
SOLUCION: 9 conejos y 18 gallinas.

Obviamente han introducido una falsa hipdtesis y han olvida-
do un dato, precisamente el que reclamaban.

GRUPOS 3y 5:
Acttan por tanteo ingenuo. ;Es muy largo profe!, dicen con
cara de aburrimiento.

GRUPO 2:

Plantean un sistema de ecuaciones. Terminan rapido, pero sin
grandes emociones. La mecanica del método ha hecho todo el
trabajo. So6lo han tenido que ser disciplinados siguiendo los
pasos preestablecidos.

GRUPO 4:

Acttan por tanteo inteligente: comienzan por simplificar a la
vista del dibujo. Es lo mismo decir que las patas suman 108,
que hablar de que los pares de patas son 54. Las cabezas
siguen siendo 40. Se trata de descomponer el cuarenta en los
dos sumandos adecuados; por lo pronto, el nimero de galli-
nas no puede ser impar, pues al sumar el doble de conejos, sal-
dria un ndmero impar, por tanto, distinto de 54.

gallinas conejos 2-conejos gallinas+2-conejos=54
2 38 76 Imposible! Se pasa de 54
4 36 72 idem
22 54/3=18 36 idem
24 16 32 idem
26 14 28 26+28=54

Tras la exposicién de los grupos, la profesora insiste en que
no, no falta ningdn dato al problema propuesto, asi que... hay

que seguir pensando...La sencillez y claridad que ha aportado
al problema la solucién anterior, actia como inductor para
abordar el problema sin hacer uso de la herramienta algebrai-
ca.

n° de gallinas | n° total de patas - n° | n° patas de

(patas de galli-| de patas de gallina = | conejo/4 =n° | soluciones
nas) n° patas de conejo de-conejos
1(2) 22-2=20 20/4=5 (1,5)

2 (4) 22-4=18 18/4=4,5 imposible
idebe ser impar!jdebe ser multiplo de 4!jdebe ser entero! (entero, entero)
3 (6) 22-6=16 16/4=4 (3,4)

5 (10) 22-10=12 12/4=3 (5,3)

Pronto adivinan las restantes soluciones (7,2) y (9,1). La pro-
fesora pregunta:

¢Podrian sumar 23 las patas de los animales?

La ecuacion gréfica del inicio es de gran ayuda para la discu-
sion que se plantea en clase. La conclusién:

El niimero de patas debe ser par, porque es el niimero de
patas de una coleccion de gallinas. Asi que, no puede ser
23.

Luego, la profesora propone una extension:

Intenta resolver el problema suponiendo que las gallinas y
los conejos son extragaldcticos y tienen, respectivamente 5
y 6 patas y que en total suman 87.

Ahora si, ahora si que hay que sacar la artilleria pesada, para
eso esta el dlgebra, para resolver los casos que son demasia-
do arduos para un razonamiento mental.

5x+6y=87
Pero... jfalta una ecuacién!

Si, falta una ecuacién para resolver el sistema que tenéis en
mente, pero tenemos mas datos: las gallinas y los conejos son
unidades que no se pueden fraccionar. La solucién, como
habéis visto, no puede ser media gallina ni 7,3 conejos. Esto,
que en principio es un inconveniente, podemos utilizarlo a
nuestro favor, como una informacién muy valiosa; estas ecua-
ciones, con estas caracteristicas, con uno o mas de un grado
de libertad, y con soluciones enteras, son conocidas como
ecuaciones diofdnticas, en honor a Diofanto.

Si x:M:17—y+2__y=17—y+t tzz;y
5 5 5
t X y
y=2-5t x=15+6t . . z
-3 negativo
negativo




Tragedia convertida en comedia

El material necesario son diez gorros negros y nueve
blancos. Diez personas se sientan en corro a la vista del
resto de participantes. A cada una de las personas del
corro se le pone un gorro en la cabeza. El resto de par-
ticipantes da una palmada y la persona que concluya
que su gorro es negro se pone de pie. Si no se levanta
nadie, el resto de participantes da una nueva palmada,
y asi sucesivamente. Si hay cinco personas que llevan
gorro negro, se levantardn las cinco, a una, cuando
oigan la quinta palmada. ;Qué razonamiento les lle-
vard a tal actuacion?

Un razonamiento doble, por arriba y por abajo, deja clara la
situacion. Supongamos que s6lo hay un gorro negro. Todos lo
ven salvo quien lo lleva puesto, por lo tanto él no ve ningiin
gorro negro, pero, sabe que hay al menos uno, de modo que
no puede ser otro que el suyo. Al oir la primera palmada, se
levanta. Supongamos ahora que sélo hay dos gorros negros A
y B, cada uno de ellos ve un gorro negro, por tanto cada cual
espera que a la primera palmada se levante. Pero no ocurre
asi, es decir, su companero veia otro gorro negro: A veia el de
B por eso no se levanto; B veia el de A e hizo lo propio. A la
segunda palmada se levantan los dos, pues les quedé claro en
la primera que el otro gorro negro lo llevaban puesto ellos.

Razonemos por arriba. A, B, C, D, E, F y G llevan gorro negro.
¢Coémo razonaran? Supongamos que seguimos el pensamien-
to de G. G ve 6 gorros negros, por lo tanto espera que A, B, C,
D, Ey F vean 5. De ellos elegimos a F. Si G estuviera en lo cier-
to, F pensaria que A, B, C, D y E sélo ven 4 gorros negros,
puesto que los ven todos salvo el propio. De ellos, por ejem-
plo D pensara que A, B y C sélo ven dos gorros negros y ello
nos lleva a ver que, por ejemplo C cree que A y B sdlo ven un
gorro negro y por eso no van a levantarse a la primera palma-
da, como vimos en el parrafo anterior. Tampoco lo haran A, B
y Calasegunda, ni A, B, Cy D alatercera,ni A, B,C,DYyE
ala cuarta y tampoco A, B, C, D, E y F a la quinta. Se levanta-
rdn los seis a la sexta, una vez cerciorados todos de que el
gorro negro que falta es el que llevan puesto ellos mismos.

El siguiente esquema representa con C; (i=1, 2, 3, 4y 5) a cada
uno de los 5 compaiieros. Es un esquema completo de las rela-
ciones de pensamientos que llevan al resultado visto.
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Una variante divertida, introducida por Colera, consiste en
dar mensajes secretos a los portadores de gorro negro indi-
cdndoles que no cumplan la orden de levantarse al oir la pal-
mada y a los que llevan gorro blanco les dice, también en
secreto, que, en caso de tener que levantarse, lo hagan suje-
tdndose el gorro. ;Qué creéis que pasa con este cambio en las
reglas del juego? ;Qué creéis que piensan los espectadores al
ver el resultado?

Trozos de tarta

;Cudntos trozos de tarta podemos obtener como mdximo
practicdndole sélo cuatro cortes?

La primera observacion a este enunciado estd vinculada al
pasatiempo mencionado en el nimero anterior, en el cual
existe una premisa, la de la igualdad de las partes, que aqui no
existe. Se trata inicamente de ver cudl es el maximo nimero
de porciones obtenidas al realizar 4 cortes. Es decir, cudl es el
méximo niimero de regiones en que se puede dividir el espa-
cio ordinario si lo cortamos mediante 4 planos.

Resolveremos un problema isomorfo: vamos a sustituir la
tarta de queso por un queso de bola. Procederemos por
induccion: si en lugar de un espacio euclideo de dimensién 3,
empezamos por el de dimensién uno, la recta, y comenzamos
por 0, 1, 2, 3, ... puntos de corte para la 1%, 23, 32 particion,
vemos que:

. ., IN° de pun-N° de intersecciones con|N° de regiones lineales L(n)
IParticion| . . .
tos las regiones anteriores |determinadas por n puntos
1e 0 0 1
22 1 1 2
32 2 1 3
42 3 1 4
n n 1 L(n)= n+1

Seguimos con el espacio R2, ahora los instrumentos de la par-
ticion seran las rectas

. ., |Nerectas: |N° de intersecciones con N d.e regiones planas
Particion . . determinadas por n rectas:
n las regiones anteriores
P(n)

12 0 0 1

2@ 1 1 1+1=2

32 2 2 2+2=4

42 3 3 4+3=7

N P(n)= P(n-1) + n =

n+l n n =1+(1+2+3+4+5....4n)
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¢Se cumple la misma férmula en R3?

. ., |Ne° planos:|N° de intersecciones con| N g delespacio
Particién . . determinadas por n planos;
n las regiones anteriores
R(n)
2 0 0 1
22 . 1 1LF1=2
32 2, b 2+2=4
42 S 4 4+4=8
58 4 7 8+7=15
n+l n n R(n)= R(n-1) + P(n-1)
El queso de bola.
i
‘ -
!
()

El problema puede generalizarse a hiperesferas de dimensién
h y nimero de cortes n.

Dinamarca

Piensa un niimero entero comprendido entre 1 y 9, multi-
plicalo por 9, réstale 5, suma sus cifras hasta obtener un
nimero de una sola cifra, piensa un pais europeo que
empiece por la letra del alfabeto que ocupa ese lugar, luego,
piensa un nombre de gran mamifero que empiece por la
siguiente letra del alfabeto.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Invariablemente, el pais elegido es Dinamarca y el mamifero
el elefante. La profesora, sin mirar los cuadernos, dice

iEn Dinamarca no hay elefantes!

La risa de quienes han resuelto correctamente el problema
llena la clase. Quienes se equivocaron en los cédlculos no
entienden la risa, pero, puesto que reir es un placer, se esfuer-
zan en repetir sus cuentas hasta formar parte de la comunidad
carcajeante.

Este divertimento me ha sido proporcionado por un amigo
“de letras” convencido de que su aversion a las matemadticas
no reside en ellas, puesto que es capaz de disfrutarlas, sino en
la imagen que de ellas se hizo en una etapa escolar en que era
dificil que el juego entrara en las aulas. Gracias, Miquel
Palomero. Actualmente escribe novelas absurdas y tan hila-
rantes que su carga critica se filtra entre las carcajadas sin
ofrecer resistencia.
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omo sucede en general con los autores de la antigiiedad
el establecimiento de una relacién de los escritos de al-
Khwarizmi es una labor detectivesca. No se conserva, por
supuesto, ningdn manuscrito que haya salido de su mano,
sino sélo, en el mejor de los casos, copias realizadas por otros.
Y estas copias, pueden estar hechas por alguien con conoci-
mientos de la materia del libro o por copistas de profesion,
que podian no entender nada de lo que estaban copiando.
Mais aun, lo habitual es que la copia que se conserve haya sido
a su vez copiada de otra copia.

Hay libros que se conocen tnicamente porque algin autor
posterior lo cita, ya sea en libros que contintan el trabajo de
al-Khwarizmi o lo evocan, o bien en repertorios bibliograficos
escritos por historiadores. Y estos libros, a su vez, también se
conservan a través de una tradicién de copias.

O puede suceder que lo tinico que se conserve sea una traduccion a
otra lengua, que, a su vez, se conserva a través de una tradicion de
copias. También cabe que se hayan conservado libros que no son
copias sino adaptaciones comentadas o traducciones que no preten-
den ser fieles sino ser adaptaciones a otra lengua. O incluso que dis-
pongamos de un libro en el que se ha incorporado una parte de algin
libro del autor anterior, mds o menos textualmente, mencionandolo o
sin mencionarlo.

Hay que afiadir ademds que todo esto varia con el tiempo.
Siempre es posible que aparezca en alguna biblioteca o en
algin depésito de libros un nuevo manuscrito del que no se
tenia noticia.

El trabajo pues de los historiadores que preparan la edicién de
un libro de un autor de la antigiiedad acaba siendo siempre la
elaboracion de un texto a partir de los materiales de los que se
dispone, que se acompaiia de la explicacion de las fuentes que
se han utilizado, las decisiones que se han tomado para ela-
borarlo, y las variantes que cabe considerar. Y este trabajo, en
ocasiones, no estd exento de polémica.

Todas estas posibilidades estdn presentes en el caso de al-
Khwarizmi. En esta entrega de Historias, voy a dar cuenta de
lo que yo conozco del asunto. Hablaré pues de los libros de al-
Khwarizmi y la elaboracién de las ediciones publicadas por
los historiadores, pero apenas de su contenido.

Luis Puig
Universitat de Valéncia Estudi General
historias@revistasuma.es




SUMA 59
Noviembre 2008

Los libros de al-Khwarizmi

Al-Khwarizmi es conocido sobre todo por su libro de algebra
y por el libro en que introduce el sistema de numeracién posi-
cional y cifrado de los hindues y el célculo aritmético en ese
sistema, y es razonable que asi sea por la importancia que
ambos libros han tenido en la historia de las matemadticas. Sin
embargo, se tiene noticia de que escribié un buen ntimero de
libros en varias disciplinas.

Esta es una lista de los libros de los que yo tengo noticia. Doy
de ellos una transliteracion del titulo drabe, una traduccién
del titulo y unas someras indicaciones.

Kitab al-Mukhtasar fi hisab al-jabr wa'l-muqgabala (Libro
conciso de cdlculo de restauracion y oposicion).

Ellibro de dlgebra. Segtn el prélogo debié escribirlo entre 813
y 833, ya que se lo dedica al califa al-Ma'man, y ésos son los
anos en que fue califa. Roshdi Rashed dice que “Mukhtasar’,
“conciso” no forma parte del titulo, sino que fue una decisién
de Rosen, en su edicién de 1831, el usar para el titulo una frase
del prélogo donde al-Khwarizmi dice que va a “componer en
el célculo de al-jabr y al-mugabala un libro conciso” en el que
tiene que “encerrar todo lo que es sutil en el célculo y lo que
en €l es lo mas noble”. Segin Rashed, esto son “las normas de
una redaccién elegante” (Rashed, 2007, p. 9), y no significan
que el libro sea un compendio, como da a entender el colocar
la palabra “conciso” en el titulo, y como titula Rosen su tra-
duccién inglesa (Mohammed Ben Musa’s Compendium on
Calculating by Completion and Reduction). El libro habria que
llamarlo, como lo hicieron los matemédticos inmediatamente
posteriores a al-Khwarizmi que lo citan, Kitab al-jabr wa’l-
mugqabala (Libro de restauracion y oposicion), y asi lo ha
hecho él en su edicién reciente (Rashed, 2007)".
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Figura 1
Reconstruccién del mapa del mundo

Kitab al-hisab al-‘adad al-hindi (Libro del cdlculo con los
niimeros hindiies).

Escrito también después de 813. El libro en que explica el sis-
tema de numeracién hindd y el célculo aritmético con él. No
se conserva ningun manuscrito arabe de este libro. Veremos

en el apartado “El libro de célculo hindud. La edicién de A.
Allard” lo que ha llegado hasta nosotros.

Kitab al-jam* wa't-tafriq (Libro de la reunién y de la separa-
cion).

Perdido. La opinién de Djebbar (2005) y de Rashed (2007) es
que debia contener un célculo aritmético anterior a la intro-
duccion del célculo hindu.

Kitab sirat al-ard (Libro de la configuracion de la tierra).

Escrito alrededor de 817, segtin Djebbar, o terminado en 833,
segin Ayyubi (1990). Se conserva una copia drabe en la
Biblioteca de la Universidad de Estrasburgo, y una traducciéon
latina en la Biblioteca Nacional de Madrid. En esta geografia,
al-Khwarizmi sigue la teoria de los siete climas, y usa datos de
Ptolomeo, pero otros que no estan en el Almagesto. Es proba-
ble que haya participado en la expedicién organizada por al-
Ma'mun para comprobar los datos del libro de Ptolomeo. En
ninguna de las copias hay mapas, y se especula sobre si al-
Khwarizmi incluirfa un mapa del mundo. Hay una recons-
truccién hecha por Hubert Dannicht, a partir de las coorde-
nadas que aparecen en el libro de al-Khwarizmi (figura 1), y
un mapa del mundo (figura 2) atribuido a los gedgrafos del
califa al-Ma'mun aparece en Masalik al-absar de Ibn
Fadlallah al-‘Umari (ca. 1340)%

Figura 2
Mapa del mundo atribuido a los gedgrafos del califa al-Ma'min

Istikhraj ta’rikh al-Yahiud (Determinacion del calendario
judio).

En este libro, escrito alrededor de 824 y descubierto alrededor
de 1940, al-Khwarizmi muestra conocer también el mundo
hebreo, ya que describe las reglas de célculo de las longitudes
medias del sol y de la Luna a partir del calendario judio.
Youschkevitch (1976, p. 51) llega a decir que no excluye que
al-Khwarizmi conociera el hebreo, lo que explicaria también
el parecido de la parte de geometria de su libro de dlgebra con
el Mishnat Ha Middot, el primer libro de geometria que se
conoce en hebreo, escrito alrededor del afio 150°.



Zij as-Sindhind (Tablas hindiies)

Escrito después de 813. El libro mdas importante de astrono-
mia de al-Khwarizmi. Ademads escribié otros menos conoci-
dos, perdidos o redescubiertos recientemente, que cito a con-
tinuacion. De éste hablaré en el apartado siguiente.

Macrifa si‘a al-mashriq fi kull balad (Determinacion de la
amplitud ortiva en cada ciudad).

No tengo mds noticia de este libro y de los dos siguientes que
la que da Rosenfeld (1993), seguin la cual se encuentra en unos
manuscritos en Estambul (ver también Ahmedov, ad-
Dabbagh, & Rosenfeld, 1987).

Macrifa samt min qibal al-irtifac (Determinacion del azimut
segun la altitud).

‘Amal si‘a ayy mashriq shi'ta min al-burij fi ayy ard shi'ta bi’l-
handasa (Construccion geométrica de la amplitud ortiva de
cada signo y para cada latitud).

‘Amal al-sa‘at fi basit al-rukhana (Construccion de las horas
en el plano del cuadrante solar).

Segin Rashed (2007, p. 6, n. 10) éste libro y el siguiente estan
en la coleccion Aya Sofya 4830 de la biblioteca Siileymaniye
de Estambul.

Tara’if min ‘amal Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi:
ma‘rifat al-samt bi-al-asturlab (Nuevas adquisiciones de
Muhammad ibn Miisa al-Khwarizmi: el conocimiento del azi-
mut mediante el astrolabio).

Kitab ‘Amal al-asturlab (Libro sobre la realizacion del astro-
labio).

No se conserva ninguna copia. Mencionado por al-Nadim, en
su Kitab al-Fihrist. En este libro, publicado en 938, al-Nadim
pretendié recoger en un indice todos los libros escritos en
arabe hasta ese momento.

Kitab al-rukhama (Libro sobre el cuadrante solar).

Perdido, salvo que coincida como dice Rashed (2007, p. 376)
con el libro ‘Amal al-sa‘at fi basit al-rukhdna, que esta en la
biblioteca Siileymaniye de Estambul. Mencionado también
por al-Nadim en su catélogo.

Kitab al-‘Amal bi’l-asturlab (Libro sobre la utilizacién del
astrolabio).

Identificado por unos fragmentos reproducidos por el astré-
nomo del siglo 1x al-Farghani.
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Kitab al-Tarikh.

Mencionado también por al-Nadim, se trata de un libro de
historia, escrito después de 826.

Las tablas astronémicas de al-Khwarizmi

Segin Djebbar (2005, pp. 20-21), como el nombre de al-
Khwarizmi no figura en la lista de miembros del equipo de
astronomos encargados por al-Mamin de elaborar unas
tablas astrondmicas, debi6 de trabajar en las suyas de forma
independiente. Estas tablas se basan sobre una obra hindd
ofrecida en 773 al califa al-Mansir, que fue traducida al drabe
por Muhammad al-Fazari. Al-Khwarizmi, sin embargo, no
uso solo esa obra hindg, sino también tomé de la astronomia
persa recogida en las Zij ash-Shahi (Tablas del Sha) las ecua-
ciones de maximos, entre otras cosas, y de la astronomia grie-
ga del Almagesto de Ptolomeo, disponible en el mundo drabe
desde el siglo v, las declinaciones del sol y las ascensiones
rectas. Ademas tomé datos del libro de Brahmagupta (598-
668) Brahmasphutasiddhanta (La apertura del universo) para
el movimiento de los siete planetas.

No se conserva ninguna copia de este libro. Si se conoce, es a
través de una version de esas tablas de al-Khwarizmi, que se
habian introducido en al-Andalus en la época de “Abd al-
Rahman II, que escribié alrededor del ano 1000 el astrénomo
de al-Andalus, nacido en Madrid, Maslama al-Majriti.
Maslama no se limité a traducir el libro de al-Khwarizmi, sino
que cambi6 el meridiano de referencia, que era el que pasa
por la localidad de Uyyain en la India, por el “meridiano de
agua’, situado al oeste de las Islas Canarias, e introdujo otros
cambios para el uso de las tablas con Cérdoba como centro
religioso (Dorce, 2008). Pero tampoco se conserva ninguna
copia drabe de la reelaboracién de Maslama, sino s6lo una tra-
duccion latina, hecha probablemente por Adelardo de Bath en
1126, de la que se conservan varios manuscritos. Suter la
edit6 en 1912, y hay una traduccién inglesa con comentarios
hecha por Neugebauer de esa edicion latina de Suter, suple-
mentada con un manuscrito del Corpus Christi College de
Oxford (Neugebauer, 1962).

El libro de calculo hind. La edicion de Allard.

Si lo que nos ha llegado de las tablas astronémicas de al-
Khwarizmi, escritas en el siglo 1x en Bagdad y para el Oriente
arabe, es una traduccion latina del siglo x11, de una version
drabe de alrededor del ano 1000, adaptada por un astrénomo
de al-Andalus para su uso en el otro extremo del mundo
drabe, lo que tenemos del Kitab al-hisab al-‘adad al-hindi, el
libro de célculo con los niumeros hinddes, es también algo ale-
jado del original escrito por al-Khwarizmi.
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Tampoco en este caso se conserva ninguna copia en drabe. Si
se conservan, sin embargo, varios textos en latin que estan
relacionados con el libro de al-Khwarizmi, aunque André
Allard, que ha editado recientemente los cuatro mds impor-
tantes, mantiene que todos ellos son textos hibridos en los
que lo que puede provenir del libro que escribiera al-
Khwarizmi estd combinado con cuestiones que proceden de
otras tradiciones aritméticas (Allard, 1992).

Los cuatro libros que ha editado Allard se conocen por las
palabras con las que empiezan, lo que se llama el Incipit en la
terminologia de los estudiosos de manuscritos, y son los
siguientes:

Dixit Algorizmi..., es decir, Dijo al-Khwdarizmi... (al que me
referiré como DA).

Liber Ysagogarum Alchorismi..., es decir, Libro de la introduc-
cion de al-Khwarizmi... (LY).

Liber Alchorismi..., es decir, Libro de al-Khwarizmi... (LA).
Liber pulueris..., es decir, Libro de polvo... (LP).

El primero de ellos, Dixit Algorizmi... ha sido estudiado y se
ha editado en varias ocasiones, la primera por el principe
Baldassarre Boncompagni en 1857. Sélo se conserva un
manuscrito de él, en la Biblioteca de la Universidad de
Cambridge, que es del siglo x11, y bastantes historiadores lo
han considerado como una traduccién directa al latin del libro
de al-Khwarizmi. Sin embargo, Allard mediante un examen
detallado de ciertas series de expresiones que aparecen en este
manuscrito y en los de los otros tres libros latinos, dice que
hay dos fuentes distintas que se manifiestan no sélo en los
otros tres libros, sino también en éste, y llega a afirmar que en
él no so6lo estd presente la traduccién del libro de al-
Khwarizmi, sino que también hay partes que tienen que pro-
ceder de la tradiciéon de Boecio y de la Aritmética de
Nicémaco. De todas maneras, DA sigue siendo, segin Allard,
la mejor fuente del libro de al-Khwarizmi. El traductor podria
haber sido Adelardo de Bath o Robert de Chester, segiin opi-
nion bastante extendida, pero Allard también afirma que no
hay ninguna razén de peso para preferir estos traductores a
cualquier otro traductor conocido de la época (Allard, 1992,
p. vi, n. 31).

Crossley y Henry, que publicaron una traduccién inglesa de
este manuscrito un par de anos antes de la edicién de Allard,
también afirman que no es una traduccion directa del texto
drabe de al-Khwarizmi, sino una copia de una traduccién lati-
na hecha por un copista que no estaba familiarizado con las
cifras hindodrabes y “que no entendia demasiado la aritméti-
ca que estaba copiando” (Crossley y Henry, 1990, p. 107). De
hecho, en la mayoria de los folios del manuscrito en donde

deberian estar las cifras hay huecos, que el copista dejaba para
escribir las cifras mds tarde en tinta roja, cosa que nunca llegd
a hacer. Youschkevitch, que publicé también un facsimil de
este manuscrito, ya decia que “no se trata de una traduccion
fiel del drabe, los diversos errores y afiadidos hechos al texto
lo testimonian. Pero se ignora si se deben al primer traductor
o al copista” (Youschkevitch, 1976, p. 15).

Figura 3.
Liber Alchorismi, Biblioteca Nacional de Paris (s. XIII)

Si ésta es la situacion del mejor testimonio que tenemos del
libro de al-Khwarizmi, el andlisis de los otros tres libros por
parte de Allard concluye con el descubrimiento de incorpora-
ciones atin mds variadas de las presentes en Dixit Algorismi...
En particular, desglosa el Liber Ysagogarum Alchorismi..., del
que hay cinco manuscritos de los siglos XiI a XVI, en tres sub-
tipos (que representaremos por LY I, LY ITy LY III), y ve en él
un conjunto de influencias variopintas, que habrian sido reco-
gidas probablemente “alrededor de 1143 en los medios tole-
danos cercanos a Avendauth” (Allard, 1992, p. xx). Este
Avendauth no estd muy claro quién pueda ser, pero Allard
senala como hipétesis mas convincente que se trate del filé-
sofo judio Abraham ibn Datd, que vivié en Toledo entre 1140
y 1180.

El Liber Alchorismi..., del que hay nueve manuscritos de los
siglos XII a XVvI, sale mejor parado del andlisis de Allard, aun-
que éste también se entretiene en desmontar la hipétesis de
que su autor fuera Juan de Sevilla (Iohannis Hispalensis) a
quien se atribuye desde que Boncompagni editara en 1857
uno de los manuscritos que se conservan de él en la Biblioteca
Nacional de Paris, cuyo comienzo es “Incipit prologus in libro
alghoarismi de pratica arismetrice qui editus est a magistro
Iohanne Yspalensi’, en el que se le menciona (Boncompagni,
1857, p. 25). Allard aduce que eso sélo sucede en ese manus-
crito, pero no en los otros ocho manuscritos que también se
conservan de este libro, en los que en todo caso se habla de un
“maestro Juan’, a secas. Asi, por ejemplo, la primera pagina del



manuscrito del Liber Alchorismi... que reproducimos aqui
(figura 3) y que se encuentra también en la Biblioteca
Nacional de Paris, codificado como Lat. 15461, estd escrito en
Italia en la primera mitad del siglo X111, y comienza asi: “Incipit
prologus in libro alchorismi de pratica arismetice qui editus
est a magistro Iahanne’, es decir, “Comienza el proélogo del
libro de al-Khwarizmi’, como en el otro manuscrito, pero en él
se menciona que ha sido editado por un “Maestro Juan’, sin
especificar qué Juan. Allard propone llamar Juan de Toledo a
ese “Maestro Juan’, aunque no haya constancia de nadie con
ese nombre (Allard, 1992, p. x1x). De paso, senalaré que este
manuscrito es del siglo xi11, segiin Allard, y no del siglo xii,
como dice Charbonier (2004), de cuyo folleto para profesores
editado por el IREM de Clermont Ferrand hemos tomado la
figura. Lo que es del siglo x11 es la traduccién latina hecha en
Toledo, pero no esta copia.

El Liber pulueris, por su parte es mas breve, estd inspirado en
las mismas fuentes que LA, y de él sdlo se conservan dos
copias del siglo x1v.

El andlisis de Allard estd resumido graficamente por él en el
arbol genealdgico de los manuscritos y sus influencias que
incluimos aqui (figura 4), y que muestra la distancia entre el
libro de al-Khwarizmi y los libros de que disponemos para
saber algo de éL

Figura 4

En cualquier caso, la huella de al-Khwarizmi quedé en los
incipit de estos libros en la forma latinizada de su nombre,
Algorismi o Alchorismi, que pronto dejé de significar “de al-
Khwarizmi” para adquirir como significado el contenido de
esos libros. Asi proliferan los libros de Algorismos, como el
Algorismus Vulgaris de Juan de Sacrobosco (comienzo del
siglo x111), del que se conocen unos doscientos manuscritos y
varias ediciones impresas entre 1488 y 1582. Y a partir de ahi
la palabra “algoritmo” va adoptando el significado que hoy en
dia tiene en la terminologia de las matematicas.

SUMA 58
Noviembre 2008

El libro de algebra. Traducciones y ediciones.

Del libro de élgebra de al-Khwarizmi si que se conservan
manuscritos drabes, pero eso no significa que el estableci-
miento de un texto lo mds cercano al original posible no esté
exento de problemas. Hasta hace poco tiempo la edicién del
dlgebra de al-Khwarizmi de que se disponia era la que hizo
Frederic Rosen en 1831, acompanada de su traduccion al
inglés (Rosen, 1831). Esa edicién estaba hecha a partir de un
unico manuscrito (figura 5) que se conserva en la Bodleyan
Library de Oxford (Hunt. 212, fol. 1'-54"), que es de 1342, es
decir, mas de cinco siglos posterior a la fecha de redaccién por
parte de al-Khwarizmi.

Figura 5.
Portada del dlgebra de al-Khwarizmi

Aunque el manuscrito estd en muy buen estado y el copista
hizo un trabajo cuidadoso, con el texto nitido en tinta negra y
los titulos y las figuras en tinta roja, y con la escritura vocali-
zada a menudo, e incluso indic6 el dia exacto en que acab¢ la
copia (19 Muharram del 743 de la Hégira, es decir, 24 de junio
de 1342), no cupo nunca duda de que el tiempo transcurrido
desde el original tenia que haber producido cambios, pérdidas
o incorporaciones por su paso por multiples manos de copis-
tas.

El libro fue editado de nuevo en Egipto en 1939 por “Ali
Mustafa Masharrafa y Muhammad Mursi Ahmad en arabe a
partir del mismo manuscrito, en una edicion ligeramente mas
cuidadosa que la realizada por Rosen (Masharrafa y Ahmad,
1939), que apenas modificaba la situacién.

A falta de manuscritos drabes mas antiguos, los historiadores
recurrieron al estudio de las traducciones latinas medievales,
una de las cuales result6 ser especialmente buena. En efecto,
se conservan tres traducciones latinas diferentes del algebra
de al-Khwarizmi. La mas antigua es de Robert de Chester (ca.
1145), seguida de cerca por una de Gerardo de Cremona (ca.
1170). La tercera parece ser de Guglielmo de Lunis (ca. 1250),
aunque esa atribucion no estd exenta de controversia, y, lo que
la hace particularmente interesante, hay una traduccién de
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ella a un italiano medieval (al vernaculo, o “volgare” como
dice Raffaella Franci, que la ha publicado recientemente?).

Recientemente las dos primeras han sido editadas por
Barnabas Hughes usando todos los manuscritos que se cono-
cen actualmente, tres en el caso de la traduccién de Robert de
Chester (Hughes, 1989), y quince en el caso de la de Gerardo
de Cremona (Hughes, 1986). Pero esas tres traducciones ya se
conocian desde hace tiempo. En 1838, Libri publicé una edi-
cién de la de Gerardo de Cremona (no muy buena, segtin
Hughes, 1986, p. 211); en 1850, Boncompagni publicé la de
Guglielmo de Lunis como si fuera de Gerardo de Cremona, y
Karpinski, en 1915, publicé la de Robert de Chester a partir de
un Unico manuscrito.

La traduccién de Robert de Chester comienza asi: “In nomine
dei pii et misericordis incipit Liber Restaurationis et
Oppositionis Numeri quem edidit Mahumed filus Mysi
Algaurizm’, es decir “En nombre de los pios y misericordiosos
comienza el libro de Restauracién y Oposicion, que compuso
Mahoma hijo de Moisés, al-Khwarizmi” Robert de Chester
traduce los términos arabes al-jabr y al-muqabala al latin por
“restauracion” y “oposicién’, y, como hemos visto que dice
Roshdi Rashed, no indica en el titulo del libro que sea “conci-

7

SO.

La de Gerardo de Cremona se titula “Liber Maumeti filii
Moysi Alchorismi de Algebra et almuchabala’; es decir, “Libro
de Mahoma, hijo de Moisés, Alchorismi, de Algebra y almu-
chabala” Gerardo de Cremona opt6 por no traducir los térmi-
nos arabes al-jabr y al-muqabala al latin, sino que los transli-
teré. Podemos hacer la hipédtesis de que Gerardo pensé que
esos términos tenfan un significado técnico en el texto de al-
Khwarizmi, que hacia poco aconsejable traducirlos por pala-
bras del latin que tenian significados en su uso fuera de las
matematicas, que él no queria que los evocara el lector y por
eso se decidi6 por la transliteracion. El hecho es que su deci-
sién tuvo como consecuencia la creacion del término con que
acabaria conociéndose no s6lo una operaciéon del célculo
expuesto por al-Khwarizmi en su libro, sino la disciplina
matematica que en cierta manera funda: el Algebra.

La traduccién de Gerardo de Cremona ya es importante por
este hecho, pero ademads, la edicién de Barnabas Hughes y el
posterior estudio de Jens Heyrup comparandola con el
manuscrito arabe de la biblioteca Bodleian de Oxford, ha
demostrado que la traduccién de Gerardo se puede conside-
rar que estd mucho mas cerca del texto escrito por al-
Khwarizmi que el manuscrito de Oxford (Hoyrup, 1991). De
hecho, el mejor manuscrito de la traduccién de Gerardo, que
se conserva en la Biblioteca Nacional de Paris (Lat. 9335 fols.
116v-125v) es del siglo X111, y se supone que el manuscrito
arabe que usé Gerardo para su traduccion era del siglo XL
Hoyrup ha mostrado que el cuidado y la meticulosidad de las

traducciones de Gerardo garantiza que ésta es lo mejor que
tenemos hasta la fecha para conocer el dlgebra de al-
Khwarizmi.

Esa era la situacién hasta hace poco en que empez6 a tenerse
noticia de la existencia de otros manuscritos arabes del alge-
bra de al-Khwarizmi®. Sin embargo, la reciente edicién hecha
por Roshdi Rashed a partir de los cinco manuscritos que ha
podido consultar® (méds uno’ de poco valor), no le quita a la
traduccion latina de Gerardo de Cremona el lugar privilegia-
do que ya tenia, a pesar de que ahora hay también un par de
buenos manuscritos (uno de 1222), y, ademads, un manuscrito
de un comentario escrito por al-Khuzai, en el mes del
Ramadan del 607 de la Hégira (febrero/marzo 1211), que
Roshdi Rashed ha encontrado en Estambul (Yeni Cami 803),
en el que éste va transcribiendo el texto de al-Khwarizmi,
intercalando sus comentarios.

En el arbol de la figura 6 estd resumida la genealogia de los
manuscritos que se conservan en arabe, mas la posicién en
ella de la traduccién de Gerardo de Cremona (Rashed, 2007,
p. 90). Los manuscritos que Rashed ha usado son:

A: Oxford, Bod., Hunt 214 (de 1342)

B: Berlin, Landberg 199 (tardio)

O: Medina, “Arif Hikmat, 4-jabr (1222)

H: Medina, ‘Arif Hikmat, 4-jabr (1767, pero correspondiente
a una tradicién anterior)

M: Teheran, Malik 3418 (sélo contiene el capitulo de geome-
tria o medida)

S: Smith, New York, Columbia

L: Gerardo de Cremona

K: Gerardo de Cremona (problemas del apéndice)

Figura 6

Nota final

No he pretendido ser exhaustivo en esta entrega de “Historias
de al-Khwarizm1’, ni entra dentro de mi competencia, sino
s6lo mostrar que la historia de los textos no es simple. De lo

que me dejo en el tintero, mencionaré sélo que no hay tra-



duccidn castellana alguna del dlgebra de al-Khwarizmi. La hay
inglesa, la de Rosen de 1831 que he citado y que ha sido
recientemente reeditada en facsimil en varias editoriales®
También la hay francesa muy reciente, la de Rashed (2007).
Tengo noticia de que hay una traduccién persa, cuya referen-
cia no he podido localizar, y de una traduccién rusa, que
segun Hughes (1989, p. 23) es de Rosenfeld y se publicé en
1964. Ya he mencionado la casi primera traduccién en verna-
culo hecha en Italia, que ha editado Raffaella Franci (2003) y
de la que también habla Hissette (2003).

Senalaré finalmente que queda otra tradicion medieval por
explorar, que es la hebraica. Tony Lévy afirma que no se cono-
ce ninguna version hebrea del dlgebra de al-Khwarizmi en el
primero de sus estudios sobre el dlgebra drabe en los textos
hebraicos (Lévy, 2003), pero también habla de un manuscrito
que él ha encontrado en el que hay una adaptacion hebrea de
la parte del libro de al-Khwarizmi en que se exponen las seis

NOTAS
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ecuaciones canénicas y su procedimiento de solucidn, y afir-
ma que, aunque no aparece la palabra dlgebra, ni se cita a al-
Khwarizmi, puede ser una traducciéon directa o una adapta-
cién hecha por Ibn Ezra (1089-1164) o un contemporineo
suyo, y, por tanto, ser contemporanea de las traducciones lati-
nas. Como Ibn Ezra se fue de Espafia en 1140 al norte de Italia
y luego a la Provenza en 1148, esta version hebrea del dlgebra
de al-Khwarizmi, podria haber sido compuesta en Espaia
(Lévy, 2002 y 2003).

Esto es lo que los historiadores nos han puesto disponible
para conocer la obra de al-Khwarizmi. Las vicisitudes que he
esbozado aqui de la historia de los textos conviene tenerlas
presentes a la hora de hacer afirmaciones sobre lo que dijo al-
Khwarizmi. En una préxima entrega de estas historias, podré
entrar a hablar pues de lo que Dixit Algorizmi.

HISTORIAS &

1 Ya que sigo aqui a Roshdi Rashed, conviene sefialar que el trabajo prolifico de
este historiador ha estado trufado de agrias controversias con otros historia-
dores (Sesiano, Hojendijk, Toomer), en las que se han cruzado por ambos
bandos acusaciones de trabajo poco cuidadoso, falta de rigor, apropiacién del
trabajo del otro, etc. No conozco ninguna recensién de la edicién de Rashed
que estoy citando en ninguna revista especializada, hasta la fecha.

2 No he podido consultar esta enciclopedia de la época mameluca. La referen-
cia aparece en:
http://web.uni-frankfurt.de/fb13/igaiw/geschichte_arabisch/geschichte_arabisch.html,
la pagina del Institut fiir Geschichte der Arabisch-Islamischen
Wissenschaften (Instituto para la Historia de las Ciencias Arabo-islamicas),
que dirige Fuat Sedgin, en el que se estd publicando una monumental
Geschichte des Arabischen Schrifttums (Historia de los escritos 4rabes).

3 Solomon Gandz publicé esta geometria hebrea junto con la parte de geome-
tria del libro de algebra de al-Khwarizmi, acompaiiadas ambas por su tra-
duccién al inglés, en Gandz (1932), y afirma que esa parte del libro de al-
Khwarizmi estd simplemente copiada de ella, sin embargo pensaba que lo
habia leido en una traduccién al sirio o al persa y no en hebreo (Gandz ,1932,
pp. 63-64).

4 Ver Franci (2003). La traduccién estd en un manuscrito de comienzos del
siglo xv. Franci indica que “la primera traduccién en verniculo completa y
declarada del Al-jabr actualmente conocida estd contenida en el manuscrito
Fon. Prin. I III. 198 de la Biblioteca Nacional de Florencia y es de finales del
siglo xiv” (Franci, 2003, p. 29), con lo que el que ella ha editado serfa unas
décadas posterior, pero tiene el interés de que se sabe exactamente de qué
texto latino fue traducido.

Primera pagina del dlgebra de al-Khwarizmi

5 De hecho Anbouba (1978) ya mencionaba hace treinta afios un manuscrito
que estaba en Berlin.

6 Rashed (2007, p. 83) dice que conoce la existencia de otros dos, pero que son
dificilmente accesibles, porque ambos se encuentran en Kabul, Afganistén (o,
al menos, se encontraban). Uno, dice, forma parte de una coleccién privada,
y lo tuvo entre sus manos en un viaje que hizo entre la caida de la monarquia
y el comienzo de la invasién soviética, pero nunca le enviaron la copia fotos-
tatica prometida. El otro deberia haber estado en la biblioteca del antiguo
Palacio Real, en la que Rashed nunca tuvo autorizacién para entrar. Rashed
concluye diciendo “se comprende que actualmente, después de la nueva inva-
sién, sea imposible trabajar sobre el terreno” Rashed (2007, p. 83).

7 Se trata del manuscrito que luego llama S y que estd en New York, Columbia.
Rashed dice que este manuscrito es una copia que el historiador David
Eugene Smith hizo de la edicién de Rosen. Rashed no parece haber leido a
Gandz (1932) que cuenta que Smith compré ese manuscrito en Lahore
(India) a un persa que se lo vendié como antiguo, para descubrir posterior-
mente que habia sido timado, al comprobar que era de hecho una copia pos-
terior a 1831 de la edicién de Rosen.

8 A titulo de curiosidad diré que, aparte de tener una fotocopia de la edicién
original de 1831, que consegui hace afos en la biblioteca de Matemadtica
Educativa del CINVESTAV de México, tengo una edicién en facsimil publi-
cada en 2003 por The University Press of the Pacific, Honolulu, Hawaii.
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n el n° 54 de SUMA (febrero de 2007, pp. 123-130) pre-
sentdbamos esta obra y una propuesta de trabajo para el aula,
basada en algunas de las multiples sugerencias matematicas
que aparecen en sus paginas. Vamos a completar el guién pre-
sentado en aquellas fechas con unas nuevas propuestas de tra-
bajo. Sugerimos, para los que no conozcan la obra, que con-
sulten el nimero de SUMA citado anteriormente, pues alli se
presentaban y se comentaban en profundidad sus principales
caracteristicas: argumento, personajes, etc, asi como las pre-
ferencias en cuanto a nivel educativo y contexto mds apropia-
do para llevarla a la practica.

Algunos lectores estaran pensando que en esta seccién vamos

Matematicas a medianoche 2° parte
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a emular a algunos directores de cine, amenanzando con
sacar a la luz una saga con El curioso incidente del perro a
medianoche como excusa, pero pueden estar tranquilos
porque no es esa nuestra intencidn...

Las cuestiones presentadas mas abajo no son un nuevo guién
sobre la novela, sino que forman parte del guién original pre-
parado sobre esta obra, pero no aparecieron en el n° 54 de
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SUMA por falta de espacio; de ahi nuestro interés por com-
pletarlo ahora. Las actividades versan sobre temas matemati-
cos que aparecen en la novela y completan los planteados en
el anterior.

En cualquier caso no olvidemos que estamos ante un perso-
naje adolescente con Sindrome de Asperger, muy apropiado
para que el alumnado en general se encuentre con alguien
especial, como algin companero de su clase. Es curioso que

algunos alumnos y alumnas, cuando hacen el trabajo y expo-
nen sus opiniones e ideas sobre el personaje, lo catalogan
como un chico con altas capacidades, con una inteligencia
superior a la normal y dejan claro que les gustaria parecerse a
él en algunos aspectos. Como ejemplo ilustrativo, presenta-
mos las respuestas dadas por un alumno de 4° de ESO a las
cuestiones n° 9 y 10 del presente guién, concretamente sobre
la idea de ser listo (pag. 41 del libro) y sobre las matemadticas
(pag. 86):

En los dos textos podemos leer referencias hacia el personaje
principal. En el que habla de la idea de ser listo escribe:

Si nos fijamos, Christopher posee las dos cualidades [se
refiere a listo e inteligente, que explica un poco antes] por
lo que es un niflo pero mucho mads listo que la mayoria de
los adultos.

Y en el otro texto manuscrito, sobre lo que son las matemati-
cas, dice:
Yo creo que [el que] Christopher, con su edad, nos haya

demostrado todo lo que sabe, demuestra que no es un nifo
corriente sino que tiene una inteligencia enorme.

Cuando se les comenta en clase las caracteristicas de
Christopher, se sorprenden y recapacitan sobre los prejuicios
sociales a los estas personas se pueden ver sometidas y toman
conciencia, a medida que conocen el tema, para rechazarlos
con rotundidad. Y es que esta obra es un magnifico ejemplo
para trabajar el respeto a las diferencias, el rechazo a la discri-
minacién social que sufren algunos colectivos de personas,
etc.

Sin mas dilacién pasamos a detallar el guién de actividades
que completa el anteriormente publicado.



Las potencias de un naumero

Calculé potencias de 2 en mi cabeza porque me tranquili-
zaba. Logré llegar hasta 33554432 que es 235 ... (pag. 153)

Como podemos ver, Christopher era capaz de llegar hasta el
resultado de 245> mentalmente. jCasi nada ...!

Nombre Simbofo | Potencias binarias y valores decimales
byte b 20=1
Kbyte KB 210=1 024

290=1 048 576
29=1073 741 824

Megabyte MB
Gigabyte GB

Terabyte B 2%= 1098 511 627 776
Petabyte PB 2%=1 125 899 506 842 624
Exabyte EB 260=1 152 921 504 606 846 976

270=1 180 591 620 717 411 303 424
2%0=1 208 925 819 614 629 174 706 176

Zettabyte ZB
Yottabyte YB

A) Sinceramente, ;hasta qué potencia de 2 eres capaz de cal-
cular mentalmente? Hazlo y contesta después.

Para compensar que no somos capaces de llegar a 245, vamos
a calcular otras cosas de esos ndmeros.

B) ;Cuadles son las posibles cifras de las unidades de los nume-
ros que son potencias de 2? Aprovecha el resultado para cal-
cular la cifra de las unidades de 245.

Hay varios problemas famosos en los que intervienen poten-
cias de 2. Uno de ellos es el del problema del inventor del aje-
drez.

C) Investiga su enunciado y la resolucién del mismo.

D) Si en vez de operar con potencias de base 2, lo hiciéramos
con potencias de base otro numero (menor que 10), ;qué ocu-
rrirfa?

Completa la tabla siguiente teniendo en cuenta las indicacio-
nes que te damos mds abajo y lo podras deducir razonada-
mente:
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Una propuesta de trabajo en el aula
—

BASE DE LAS POTENCIAS
2 3] 4 5 6 | 7|8 9

EXPONENTES
o Nl o]s|w|v| -~

En esta tabla, los niimeros de la primera fila son las bases de
las potencias, los nimeros de la primera columna son los
exponentes de las mismas y los demds, que debes calcular, son
las cifras de las unidades de las potencias; por ejemplo, la cifra
de las unidades de 35 es un 3, que hemos puesto en su corres-
pondiente lugar de la tabla. Andlogamente hemos calculado
las unidades de las potencias 8%y 73, que son 6 y 3 respectiva-
mente.

E) Con la tabla anterior no tendrds ninguna dificultad para
calcular las terminaciones de los siguientes nimeros:

71000, 4457, @743, 34130, 07047, 98132,

Mas calculo mental

¢Cudnto vale 251 por 8647 (pag. 92)

Vuelve a leer como efectia nuestro protagonista esta opera-
cién mentalmente.

A) ;Qué te parece? ;T haces habitualmente ese tipo de ope-
raciones mentalmente?

B) Vamos a proponerte algunas operaciones parecidas, para
que td nos expliques como las haces mentalmente:

- 56324 multiplicado por 2
- 4138 multiplicado por 99
- 6234 dividido entre 2

- 643 multiplicado por 101
- 5648 dividido entre 4

- 354 multiplicado por 29
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Recuerda que debes poner el resultado y explicar cémo los
haces mentalmente.

Te vamos a contar un método para obtener mentalmente el
resultado de multiplicar un ntiimero de dos cifras por 11. Para
ello te vamos a poner varios ejemplos:

42 -11 = 462
5811 =638

3411 =374
7511 = 825

63 -11 =693
3911 =429

C) Con esos ejemplos, ;has podido averiguar en qué consiste
el método? Explica razonadamente su validez.

D) Aplicalo para calcular los productos: 87 - 11 y 6811

E) Atrévete a investigar como puedes obtener el resultado de
multiplicar un nimero de tres cifras por 11. jAnimo!

La mentira y los mentirosos

Yo no digo mentiras. Madre solia decir que era asi porque
soy buena persona. Pero no es porque sea buena persona.
Es porque no sé decir mentiras. (pag. 32).

Asi comienza el capitulo numerado como 37 (segtn el orden
adoptado por Christopher); vamos a aprovecharlo para refle-
xionar sobre la mentira como cuestién de debate en ldgica y
sobre personajes mentirosos. Puedes estar tranquilo/a; las
preguntas no van ser sobre la frecuencia de tus mentiras, ni si
eres mentiroso o no...

La primera situacion estd sacada de la Segunda Parte de El
Quijote, mdas concretamente del capitulo XLV. Trata sobre
una situacién que debe resolver Sancho Panza siendo gober-
nador de la insula Barataria, ya que a él corresponde impartir
justicia y resolver los conflictos y litigios. Esta es la situacién
que le presentan sus vasallos y que él debe resolver:

Sefor, un caudaloso rio dividia dos términos de un mismo
sefiorio (...). Sobre este rio estaba una puente, y al cabo de
ella, una horca y una casa de audiencia, en la cual de ordi-
nario habia cuatro jueces que juzgaban la ley que habia
puesto el duefio del rio, de la puente y del sefiorio, que era
en esta forma:

“Si alguno pasare por esta puente de una parte a otra, ha de
jurar primero adénde y a qué va; y si jura verdad, déjenle
pasar, y si dijere mentira, muera por ello ahorcado en la
horca que alli se muestra, sin remisién alguna” Sucedid,
pues, que tomando juramento a un hombre, juré y dijo que
iba a morir en aquella horca que alli estaba, y no a otra
cosa. Repararon los jueces...

Normalmente, la gente te mira
cuando te habla. Sé que tratan de
captar lo que estoy pensando, pero
yo soy incapaz de captar lo que
estdn pensando ellos (pdg. 38)

A) Si los cuatro jueces no sabian que hacer, ;como crees que
debe resolver Sancho la situacién aplicando la légica? En
matemadticas, a las situaciones de este tipo se les denominan
paradojas.

B) Realmente en El Quijote, el gobernador Sancho piensa en
lo que haria su sefor y decide que... Busca td en un ejemplar
de El Quijote y averigua lo que pasé para poder asi acabar la
frase anterior.

La otra situacién que presentamos ocurrié en un pais imagi-
nario donde hay habitantes de dos clases: los que siempre
dicen la verdad y los que siempre mienten.




Una ventana a la Teoria matematica del Caos

He aqui una férmula para una poblacién de animales:

Nnueva = )V(Nvie/a )'(1 - Nvieja) (pég' 132)

La ecuacién anterior se llama de P. F. Verhulst, que fue un
cientifico que estudi6 el crecimiento demografico y la planted
en 1845.

Para simplificar las cosas y que todos la entenda-

mos mejor, vamos a escribir la férmula asi \'\q‘\
N'=AN-1-N), donde N es la pobla-
cién vieja (del ano anterior), N es la
poblacién nueva (del afo siguiente) y A
es una constante que llamamos de ferti-
lidad, que puede cambiar con las condi-
ciones ambientales, de alimentacién, depreda-
dores, climadticas, etc. Suponemos, para trabajar
con ndmeros sencillos, que Ny N’ son nimeros entre 0
y 1y que representan los millones de individuos de esa espe-
cie.

A) Comprueba que si A<l, la poblacién es cada vez mds
pequena y se extingue. Hazlo para los casos A=0,5 y N=0,8,
calculando la poblacién en aios sucesivos.

B) SiA=1,5y la poblacién inicial es 0,1, puedes comprobar que
al cabo de 3 afios la poblacién sera de 0,21676. ;La poblacion
va creciendo? Comprueba que se va estabilizando hacia el
valor 0,3333. {Y esto ocurre aunque el tamafio inicial sea otro!
Compruébalo.

C) Verifica que si A=2,5 la poblacién se estabiliza en las cerca-
nias del valor 0,6.
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D) En el caso A=3,2, puedes comprobar que la poblacién se
estabiliza en valores cercanos a 0,5 y 0,8; un afio en uno de
ellos y al siguiente en el otro.

E) En el caso de A=3,5 la poblacién se acerca a cuatro valores:
0,38; 0,83 y otros dos valores que debes descubrir por tus pro-
pios medios.

F) Comprueba que para A=3,57 aparece el caos; es decir, no
podemos predecir el resultado de un afio sabiendo el del afio
anterior.

Como dice Christopher en el libro, esto fue
estudiado en el siglo XX por el bidlogo
Robert May junto con otras personas. Estos
resultados, junto con los de otras situacio-
nes, fueron la base para la aparicién de un
nuevo campo de las matematicas que estudia
este tipo de fenémenos y que se denomina
Teoria del Caos.

G) Describe alguna otra situacion en la que poda-
mos encontrar el caos.

H) Escribe sobre el significado del “efecto mariposa” y su rela-
cién con la teoria del caos.

Un paseo por el azar y las probabilidades

Nos vamos a poner a pensar en el azar en general y en las pro-
babilidades. Por ejemplo, cuando hablamos de probabilidades
usamos frases como las siguientes:

b. Ocurre casi siempre.
d. Ocurre siempre.

a. No puede ocurrir.
c. No ocurre muy a menudo.
e. Ocurre muy a menudo.

También se suele decir:

1. Muy probable.
4. Probable.

2. Improbable. 3. Imposible
5. No muy probable.

A) Establece una relacion entre las frases con letra y las de los
nimeros, si significan lo mismo. Puede ocurrir que una
misma letra se relacione con varios ntiumeros.

La teoria de probabilidades surgié a partir del andlisis de jue-
gos de azar... Pascal, a peticion de un jugador profesional lla-
mado el Caballero de Meré, analizé, junto con otros matema-
ticos de la época, las posibilidades de ganar en unos juegos de
dados. Como resultado de todo ello nacié el estudio matema-
tico del azar.
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Para que te desafies a ti mismo, te presentamos unos ejemplos
de problemas sencillos sobre azar y probabilidades

B) Ana y Pedro juegan con un dado: si sale un 2, un 3, un 4, un
5 6 un 6, entonces gana Ana 1€. Si sale un 1 gana Pedro.
¢Cudnto deberia ganar Pedro para que el juego sea justo, o
dicho de otro modo equitativo?

C) Un profesor mandd, como tarea, tirar una moneda a Anay
a Pedro (100 veces a cada uno). Deben anotar un 1 si sale cara
y un O si sale cruz. Al dia siguiente, cuando el profesor solici-
t6 los resultados, le entregaron las siguientes secuencias:

Ana:
10101101100011010110001110110001101001110100101010
10010011101110100100110101110010011010110011001011

Pedro:
11100100001110100001100111000111100000010111001000
1111111000010011101000001111000010101101000001111

El profesor, al observar las secuencias dedujo que uno de ellos
habia hecho trampa y no habia lanzado la moneda, sino que
habia escrito los resultados que le habian parecido. ;Quién
hizo trampa? ;Cémo lo ha sabido?

D) Si suponemos que el nacimiento de un nifno es igual de
probable que de una nifia, de los sucesos siguientes, jcudl
crees que es mds probable?:

1. Que de los 10 primeros bebés nacidos en un hospital haya
7 o mds nifas.

2. Que de los 100 primeros bebés nacidos en un hospital haya
70 o mas nifas.

3. Que de los 100 primeros bebés nacidos en un hospital haya
700 o mads nifas.

Las ecuaciones de segundo grado: una particular
forma de pasar el rato

Entonces practiqué un poco de mates en mi cabeza, resol-
viendo ecuaciones de segundo grado, utilizando la férmula

2
oo bEND —dac 40 199

2a

En el libro se habla de ecuaciones de segundo grado como si
todo el mundo las conociera...

A) ;TG sabes lo que es una ecuacién de segundo grado?

Si tu respuesta es negativa contesta las a las cuestiones By, C;,
.., Y si es positiva contesta a las preguntas B,, C,, ...

Para que a partir de ahora sepas algo sobre las ecuaciones de
segundo grado, te podemos decir que son ecuaciones en las
que figura la x elevada al cuadrado. Por ejemplo:

2x2+x=x2-5x; x2+5x=-6;

-6x+x2+9=0; x2-9=0

En general, si ordenamos la ecuacion, agrupamos y operamos
los términos semejantes, podemos escribirla de la forma:
ax2+bx+c=0, siendo a, b, c nimeros reales y 4 distinto de cero.
La férmula de arriba sirve para resolver la ecuacion, o lo que
es lo mismo, calcular el valor de x que la verifica, al sustituir
en la formula a, b, ¢ por sus valores concretos.

B,) ;Por qué crees que a debe ser necesariamente distinto de
cero?

C,) Tanteando y dando valores adecuados a x, encuentra las
soluciones de las ecuaciones de segundo grado siguientes:
x2-9=0; x2-x=0; x2-2x+1=0

D;) Aplicando la férmula del principio, resuelve las ecuacio-
nes:

x2-5x+6=0;
x24+2x+1=0;

x2-x-2=0;
x2+x+1=0

E;) Analizando los casos anteriores y alguno mas si hace falta,
1 y

¢podrias decirnos cudntas soluciones puede tener una ecua-
cién de segundo grado?

Las siguientes cuestiones son para los que ya conocen lo que
es una ecuacion de segundo grado...

B,) Aplica la férmula para resolver las ecuaciones que apare-
cen en la pagina 201 del libro.

C,) Algunas ecuaciones de segundo grado se llaman incom-
pletas. ;Qué significa eso? Resuelve, sin usar la férmula, algu-
nas ecuaciones de segundo grado incompletas y explica el
método en funcidn de la forma que tengan.

D,) ;Cudntas soluciones (iguales o distintas) puede tener una
ecuacién de segundo grado? ;De qué depende?

El origen de la férmula para resolver ecuaciones de segundo
grado, tal y como la conocemos hoy en dia, se basa en un pro-
ceso con operaciones algebraicas, con letras y nimeros, que
tiene sus antecedentes en los métodos que us6 en el siglo IX
un matematico arabe, de cuyo nombre se deriva la palabra
algoritmo, al que vamos a recordar ahora. Por cierto, las fotos
pertenecen a un monumento dedicado a su memoria.



E,) ¢De qué personaje estamos hablando? ;En qué lugar del
mundo estd esa estatua conmemorativa? Y ya que estamos
hablando de ecuaciones..., la palabra algebra proviene del titu-
lo de un libro de matemadticas que escribié él. ;Cudl es el titu-
lo del que hablamos?

Este matematico resolvié ecuaciones de segundo grado utili-
zando un método geométrico basado en figuras. Por ejemplo,
imaginemos que tenemos que resolver la ecuacién x2+6x-
16=0. La idea fundamental consiste en dibujar los términos de
la ecuacién mediante figuras sencillas: x2 es el drea de un cua-
drado de lado x, 6x es el drea de un rectangulo... Para ello
construimos la figura siguiente:

x 3 Es un cuadrado de
lado x+3, cuya super-
ficie se puede calcular
de dos maneras: ele-
x vando el lado al cua-
drado o sumando las
dreas de las partes que
lo componen (los
valores estin en el
x+3 interior de cada zona).

ix g |3

Tenemos por tanto:
(x+3)2=x2+3x+3x+9=x2+6x+9

Restando 16 a ambos lados, obtenemos:
(x+3)2-16 = x2 + 6x + 9 -16

Como x2+6x-16=0, queda:

(x+3)2-16=9; (x+3)2 =25
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Por tanto x + 3 = + v/25 ; X+3=%5

Luego x = 3 * 5; con lo que las soluciones de la ecuacién son
los valores x; = 8, x, = -2. Debemos hacer la salvedad de que
la solucién negativa no se consideraba en esa época, ya que no
estaba claro el significado y la naturaleza de los nameros
negativos. Ademads, en este caso, x representa la longitud del
lado de un cuadrado y no puede ser negativa. En la actualidad,
al resolver cualquier ecuacién de segundo grado siempre se
consideran las dos soluciones reales, sean positivas o negati-
vas.

F,) Resuelve la ecuacion x2+4x-21=0 usando el mismo méto-
do que hemos hecho anteriormente. Ten en cuenta que 4x
debes representarlo mediante dos rectangulos de area 2x, que
anadiras al cuadrado de lado x.

Demuestra el siguiente resultado:
“un tridngulo cuyos lados pueden
escribirse en la forma n2+1, n2-1y
2n (donde n>1) es rectdngulo”
Demuestra, mediante un ejemplo
opuesto, que el caso inverso es falso.

(pdg. 257)

G,) Aunque pueda parecernos mentira, la formula general
proviene de este método de resolverlas, y casi puedes conse-
guir deducirla si resuelves las siguientes cuestiones:

- Resuelve usando el método geométrico la ecuacién
x2+4x+c=0, siendo ¢ cualquier ndmero.

- Resuelve con el mismo método la ecuacion x2+bx+c=0, sien-
do b y ¢ cualesquiera nimeros. Hay que tener en cuenta
que uno de los lados de los rectangulos serd b/2 y que
manejar esta expresion tiene mds dificultad, por lo que
debes extremar el cuidado al operar con ella.

- Te queda el reto final: resolver la ecuacién ax2+bx+c=0.
Veras que obtienes finalmente la famosa férmula, pero no
es un proceso facil. La primera dificultad es darle forma
geométrica a la expresién ax?, y para ello debes multipli-
car por a toda la ecuacidn, antes de hacer otra cosa; asi
a?x2 es el drea de un cuadrado de lado... Sigue y lo conse-
guiras.
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Si no has conseguido llegar a buen puerto con la cuestién
anterior, te proponemos que, a cambio, resuelvas la siguiente:

H,) Estudia la relacién que existe entre las soluciones de las
ecuaciones ax2+bx+c=0 y cx2+bx+a=0. Una vez que creas
haberla encontrado debes demostrarla rigurosamente.

Un juego “..para despejarme un poco la cabeza”

En el libro aparecen algunos juegos, como por ejemplo el de
Los soldados de Conway (pag. 182). Te proponemos que hagas
un estudio de las reglas de este juego y contestes a las cues-
tiones que te proponemos en el guion siguiente:

A) Queremos tener tres fichas (o soldados) situadas una linea
mds arriba de la linea principal. ;Cémo podemos conseguir-
lo?

B) Explica un forma sencilla de llegar dos lineas mas arriba de
la linea principal. Te puedes fijar en el primero de los ejemplos
de la pagina 183.

C) ;Podrias intentar llegar tres lineas mds arriba de la prime-

ra linea horizontal? Dibuja el tablero resultante y explica cua-
les son las ideas clave para conseguirlo.

Los examenes... {Uf!

Cuando abri el examen y lo lef todo no supe cémo respon-
der a ninguna de las preguntas, y ademas no podia respirar
correctamente. Queria pegarle a alguien o ... (pag. 255)

Esas o parecidas sensaciones son las que suelen provocar los
verdaderos problemas cuando intentamos resolverlos.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

¢Te ocurre a ti lo mismo? Cuéntanos alguna experiencia tuya
durante algin examen.

La idea de ser listo

El sefior Jeavons dijo que yo era un chico muy listo.

Yo dije que no era un chico listo. Tan sélo advertia cémo
son las cosas, y eso no es ser listo. S6lo es ser observador.
Ser listo es ver cémo son las cosas y utilizar la informacién
para deducir algo nuevo. (pag. 41)

Te vamos a pedir tu opinidn sobre esta cuestion. Lee con dete-
nimiento el parrafo de la pagina 41, reflexiona y contesta:
:Qué es ser listo?

B) ;Tu te consideras una persona lista?

Sobre las matematicas

El sefior Jeavons decia que a mi me gustaban las matemati-
cas porque son seguras. Decia que me gustaban las mate-
mdticas porque consisten en resolver problemas, y esos
problemas son dificiles e interesantes, pero siempre hay
una respuesta sencilla al final. Y lo que queria decir es que
las matemadticas no son como la vida, porque al final en la
vida no hay respuestas sencillas.

Eso es asi porque el sefior Jeavons no entiende los nime-

ros. (pag. 86).

A) ;Te parecen ciertas las anteriores afirmaciones? ;Cémo
dirfas ti que son las matemaéticas?

LITERATURA Y MATEMATICAS W

Una fuente de informacién a tener en cuenta es internet. La
buisqueda adecuada puede dar buenos frutos, aunque muchas
veces nos encontremos con muchas superficialidades. La
adquisicién y el fomento de criterios personales para cribar la
informacion de la red, son recursos que debemos cultivar en
nuestro alumnado, y debe formar parte del proceso de bus-
queda e indagacién que queremos que desarrollen.

En cuanto a la bibliografia con soporte escrito hemos selec-
cionado la siguiente, que es la usada también para la propues-
ta de trabajo del n° 54 de SUMA, de febrero de 2007 (en el n°

54 de SUMA no hubo espacio para exponerla):

ALLEN PAULOS, J. (1996): Un matemdtico lee el periédico. Tusquets
Editores, Barcelona.

BRIGGS, J. y PEAT, ED. (1990): Espejo y Reflejo: del caos al orden.
Gedisa, Barcelona.

GALENDE DIAZ, J.C. (1995): Criptografia. Historia de la escritura
cifrada. Complutense, Madrid.

POLYA, G. (1965) Cémo plantear y resolver problemas. Trillas,
Mexico.
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ALEJO ELENA SANT]  LLUiS . FERERICE
SAURAS BALLESTERDS MILLAN HOMAR  LUPPY

n los tltimos meses el cine espafiol nos ha ofrecido dos
peliculas con abundantes referencias matematicas: La habita-
cion de Fermat y Los crimenes de Oxford. Ambas pertenecen
al género de intriga y en ambas los protagonistas son mate-
maticos que resuelven enigmas. Cualquiera de ellas supon-
drfa por si misma un hecho singular; su coincidencia en tan
poco tiempo alimenta la ilusién de que nuestra ciencia empie-
za a ser algo interesante para el gran puablico [1]. Aunque al
hacer esta interpretacion tal vez nos pueda el optimismo y en
realidad el hecho sélo responda a una tendencia de mercado:
los “retos” intelectuales (light, claro estd) como objeto de con-
sumo (sudokus, juegos de entrenamiento mental para mini-
consolas, suplementos de prensa y concursos del tipo Mueve
tu mente, etc).

Intriga y matematicas

LA HABITACION DE FERMAT

Directores: Luis Piedrahita y Rodrigo Sopena

Actores: Lluis Homar, Federico Luppi, Alejo Sauras, Elena Ballesteros
y Santi Milldn

Guidn: Luis Piedrahita y Rodrigo Soperna

Produccién: Manga Films. Esparnia 2007

Distribucién: BManga Films

Estreno en Espana: 16 de noviembre de 2007

Ciertamente en La habitacion de Fermat los enigmas son
pasatiempos matemadticos bien conocidos; pero hay referen-
cias y personajes que nos asoman al mundo e inquietudes de
los matematicos profesionales. Sin embargo, Los crimenes de
Oxford, cuyo guién se basa en una obra literaria de autor
matematico [2], raya a una altura superior porque trasciende
el enigma concreto para plantear cuestiones de Filosofia de la
Ciencia, como son la verdad matematica y su relacién con el
mundo tangible.

José Maria Sorando Muzas
IES Elaios, Zaragoza

decine@revistasuma.es
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La habitacion de Fermat
ﬁ

Argumento.- "Pasar a la Historia por resolver un problema,
debia ser el suefio de cualquier matemadtico". Esta frase de uno de
los personajes orienta sobre las motivaciones de un peculiar
encuentro donde los invitados han sido convocados por su habi-
lidad matematica. La cita es una trampa mortal para los asisten-
tes, quienes, encerrados en una habitacién menguante, sélo
podran salvar la vida a través del ingenio, resolviendo problemas
("piensa o muere” es el lema en el cartel y en la web del film). Y
entre todos los problemas, el principal: ;quién los ha convocado?
y ¢por qué quiere su destruccion?

Comentario.- La anterior descripcién sugiere que esta pelicula
toma como modelo a su predecesora Cube. Pero, siendo eviden-
te la similitud en la situacién, hay importantes diferencias en el
desarrollo. Si en Cube al terminar seguiamos ignorando cémo y
por qué los personajes habian sido encerrados en la trampa, en
La habitacion de Fermat el cémo es detallado al principio y el por
qué constituye el nudo de la intriga, que tiene un desenlace claro
y explicito. En Cube las Matematicas eran la llave para lograr la
salida, pero aqui son ademds el leiv motiv de la situacion. Son la
aficion, profesion y obsesion de los protagonistas e incluso pro-
porcionan detalles de ambientacion: la geometria de la situacion
en un espectacular plano cenital, el pomo geométrico de la puer-
ta, una barca llamada Pitdgoras, la biblioteca de obras matemati-
cas, etc. En Cube, la tensién de los personajes en la semioscuri-
dad del laberinto se transmitia a los espectadores en la oscuridad
de la sala. Pero en La habitacion de Fermat, pese a que la situa-
ci6n también es claustrofébica, no nos llega aquel clima agobian-

te; la accién tiene algunos saltos al
exterior y hay incluso algtn leve toque
de humor.

Las referencias matemadticas son
abundantes. La pelicula comienza con
el enunciado de la Conjetura de
Goldbach y una frase de advertencia:
";Sabéis lo que son los nimeros pri-
mos? porque si no lo sabéis lo mejor
que podéis hacer es iros de aqui’. Mds
adelante se mencionan el Teorema de
Incompletitud de Godel y el Problema
de Kepler sobre el apilamiento de esfe-
ras. Fundamentales en la historia son
los problemas o acertijos, casi todos
bastante conocidos, de los que se pre-
sentan nueve:

1. Descubrir la pauta de esta serie numérica: 5,4, 2,9, 8,6,7, 3, 1.

2. El problema del pastor, la oveja, la cabra y la col en la barca:

Un pastor, un lobo, una oveja y una col deben pasar un rio
en una barca donde sélo caben dos a la vez; y uno de ellos
debe ser el pastor, que lleva la barca. No pueden coincidir
en las orillas solos el lobo con la oveja, ni la oveja con la col,
cuando el pastor vaya a recoger al que falta, pues en cada
caso el primero comeria al segundo. ;Cémo se debe hacer
el transporte?

3. Un enigma 1dgico de identificacién de cajas mal rotuladas, ya
citado en la pelicula Dentro del laberinto (Jim Herson 1986):

Tres cajas cerradas de caramelos estdn etiquetadas con tres
rétulos: anis, menta y mezcla de ambas clases. Ninguno de
los rétulos estd colocado en la caja que le corresponde.
;Cudntos caramelos tenemos que sacar de las cajas para
saber su contenido exacto?

4. Descifrar un mensaje formado por 169 digitos binarios.

5. Identificar el interruptor activo en un circuito eléctrico antes
de ver la luz:

En una habitacién hay una bombilla. Fuera de la habitacién
hay tres interruptores, pero s6lo uno enciende la bombilla.
Estamos fuera de la habitacién y sélo se nos permite entrar
en ella una vez. ;Cémo podemos saber cudl es el interrup-
tor que enciende la bombilla?



6. Cronometrar 9 minutos con el uso
combinado de dos relojes de arena,
uno de 4 minutos y otro de 7.

7. Un célebre problema de divisibilidad,
que fuera elogiado por Einstein:
Dice un matemadtico: "El producto de
las edades de mis tres hijas es 36 y su

suma es el nimero de la casa donde
vives”,

Su interlocutor, responde: “Me falta
un dato”.

De nuevo, el matemadtico: “Es cierto.
La mayor toca el piano. ;Cudles son
las edades de mis hijas?”.

8. Un problema de edades con una solu-
cién poco convencional:
“Una madre es 21 afios mayor que su hijo. Al cabo de 6

afios la edad de la madre sera cinco veces la que tenga el
hijo. ;Qué estd haciendo el padre ahora?”

9. El dilema del prisionero que debe elegir entre dos puertas (una
lleva ala libertad y la otra lleva a la muerte) guardadas por un
carcelero mentiroso y otro veraz. Al prisionero se le permite
hacer una tnica pregunta a uno de los dos carceleros. ;Qué
debe preguntar para conseguir la libertad?

Resulta algo inconsistente que sean estos acertijos, sacados de los
libros de Matematica Recreativa los que ponen a prueba a unos
superdotados en Matematicas, pero ésta es una concesiéon del
guién para que el ptblico pueda involucrarse en los problemas y
a la vez para que se puedan resolver en el tiempo rdpido que
imponen los plazos de la amenaza. Segtin declaraciones del codi-
rector Luis Piedrahita, para seleccionarlos realizaron un casting
de mds de mil enigmas.

También se nombra a varios matemadticos famosos: Galois,
Fermat, Hilbert, Pascal, Cantor, Godel, Taniyama y Turing. Y,
icomo nol, los desérdenes mentales de algunos de ellos.

Los cuatro protagonistas principales constituyen una galeria de
arquetipos: el joven genio (un Alejo Sauras matematico “supers-
tar” con sus fans incluidas, situacién poco creible), el mateméti-
co maduro que ansia la gloria (Lluis Homar), la chica presa de sus
sentimientos (Elena Ballesteros) y el genio practico que desdefia
la ciencia tedrica (Santi Millan). No son héroes ni personajes edi-
ficantes. Cada uno de ellos muestra su debilidad en algin
momento: la ambicidn, el fraude, la cobardia, la mentira o la falta
de escrupulos. Pero no se pretende describir los matices de la
complejidad humana, ni profundizar en ninguna realidad, sino
mantener la intriga hasta el final, algo que se consigue de forma
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digna y eficaz, y, como novedad, en un contexto matematico. Fue

razon suficiente para recomendar esta pelicula a nuestros alum-
nos de Secundaria, mientras estuvo en pantalla.

Propuesta para el aula

Cuando esta pelicula sea accesible en DVD, cabr4 la posibilidad
de usarla en el aula. Se podria hacer deteniendo la imagen tras el
planteamiento de cada enigma. De esa forma, los alumnos, ima-
ginariamente transportados a la accién de la pelicula, podrdn
resolver por si mismos cada reto y se reanudard la proyeccion
una vez resuelto. Cada referencia matemadtica y cada problema
ofrecen ademads oportunidades para sugerir busquedas de mas
informacién o de nuevos problemas.

Si las apreturas del horario, escaso para llegar a cubrir todo el
programa de Matematicas, nos desaniman para realizar una acti-
vidad como la propuesta, sugiero desarrollarla en el tiempo de la
Actividad de Estudio, alternativa a la clase de Religion; ese tiem-
po escolar indefinido en el que, en nombre de la libertad de ense-
nanza, al profesor se le prohibe ensefiar contenidos curriculares
de cualquier materia. Los acertijos de esta pelicula no son enca-
sillables como tales. W
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Los crimeres de Oxford
*

Los CRIMENES DE OXFORD - THE OXFORD MURDERS

Director: Alex de la Iglesia

Actores: Elijah Wood (Martin), John Hurt (Seldom), Leonor Waitling (Lorna),
Julie Cox (Beth).

Guion: Alex de la Iglesia, Jorge Guerricaechevarria (Novela: Guillermo
Martinez [2])

Produccién: Tornasol Films /Estudios Picasso /Oxford Crimes /La Fabrique de
Films. Espana - Francia - Reino Unido 2007.

Estreno en Espana: 28 de enero de 2008

Argumento.- Martin, estudiante norteamericano (argentino
ELIAH WOOD 1oHN HURT LEOMOR WATLING  1uLIE COX en la novela), llega a la Universidad de Oxford con el propési-
to de que Seldom, prestigioso profesor de Ldgica, dirija su
tesis doctoral. Su relacién comienza con un enfrentamiento
ideolégico. Después, ambos descubren el asesinato de la
anciana Mrs. Eagleton. La sospecha de que puede ser el pri-
mero de una serie de crimenes les lleva a indagar juntos sobre
las pautas del asesino, sus motivaciones y la manera posible de
cortar la serie. Ello dara ocasién para que alumno y profesor
sigan contrastando sus ideas filosoficas y cientificas. Sumido
en esta trama intelectual, dos personajes femeninos enfrentan
a Martin con el mundo de los sentimientos y debe tomar deci-
siones.

Comentario.- Los crimenes de Oxford es mas que una pelicu-
la de asesinatos (como tal, seria simplemente discreta); es
sobre todo la escenificaciéon de una batalla de ideas, entre el
idealismo neopitagérico de Martin y el escepticismo de
Seldom. El mundo y sus acontecimientos, jtienen un sentido
en si mismos?; ;0 so6lo tienen sentido en nuestra mente, a pos-

108 C RIMEN ES i teriori, por nuestra voluntad de ordenarlos y darles una fina-

F ORD lidad?

DIRIGIDA POS Al Seldom nos recuerda que cualquier serie de numeros (a;, a,,
as...) puede ser continuada con cualquier otro niimero que
elijamos (a,), existiendo en cada caso un criterio légico que
los relaciona (un polinomio interpolador P(x) tal que P(1) = a;
, P(2) = ay, P(3) = a3, P(4) = a,). Por ejemplo: la serie 2, 4, 6, 8...
serfa continuada por casi todo el mundo con 10, siguiendo el




criterio de los nimeros pares, pero también podria ser conti-
nuada, por ejemplo, con 543; en tal caso el criterio seria otro
evidentemente mds complejo, pero no “mas verdadero”
Entonces, si “todos son ciertos’, ;qué significado tiene querer
conocer la verdad?

El profesor opina que sélo existe la verdad légica, basada en el
correcto uso de las reglas de inferencia. Conforme nos aleja-
mos del abstracto mundo de la Logica Matematica y nos acer-
camos al mundo de lo cotidiano, desaparecen las certezas
absolutas; todo queda sumido en la ambigiiedad y el caos. Y
concluye: “La Filosofia ha muerto. De lo que no se puede
hablar es mejor callar”

Martin piensa que hay un orden que preside la naturaleza.
Llega a decir “Creo en el nimero pi” y hace referencias a la
razén aurea y la Sucesion de Fibonacci. Seldom, mas potente
en su argumentacion, le replica: “sHay armonia y belleza en el
crecimiento desordenado de un céncer? Esas ideas son solo
miedo. Es triste, pero es lo que hay” [3]

En esa contienda de ideas, cada uno interpreta desde su posi-
cién los hechos de la trama policiaca y lo hacen con referen-
cias a grandes hitos de la Ciencia. Pero no se trata de simples
citas cultas, sino que aportan claves para el andlisis de los cri-
menes y su contexto. De modo que quedan integrados en el
guién, no son verborrea gratuita. Su conocimiento previo
facilita la comprension del film, qué duda cabe; pero no es un
requisito necesario, pues son explicados de forma suficiente,
asequible aunque no trivial. Bien viene para ello que el direc-
tor, quien en esta ocasion contiene su reconocida vena humo-
ristica, tenga la formacién de Licenciado en Filosofia por la
Universidad de Deusto. En una entrevista declara:

Conseguir en dos frases, en dos minutos, explicar el
Teorema de Incompletitud de Godel o el Principio de
Indeterminacién de Heisenberg de una manera sencilla y
rapida era complicado, pero habia que hacerlo. Cuando los
productores me decfan: Nos gusta mucho el guién pero,
;puedes quitar todo eso de las Matemadticas?, les contesta-
ba que eso es lo que hay que explicar porque si no no se
entiende la pelicula.

Las criticas en prensa que tildan a esta pelicula de incom-
prensible o muy dificil de seguir, parecen revelar dificulta-
des personales o carencias culturales de algunos criticos;
porque, sonroja recordarlo, la Ciencia también es Cultura.
Hay otras criticas severas en foros de cinéfilos, que repro-
chan a Los crimenes de Oxford su clasicismo y falta de origi-
nalidad, afiorando el desfile de “frikis” de anteriores pelicu-
las de Alex de la Iglesia. Pronto recuerdan su reverenciada
Pi. Fé en el caos, como ejemplo de lo que debe ser una peli-
cula con Matematicas; suponen que Matemdticas en el cine
debe ser sinénimo de demencia y hermetismo. Unos y otros,
en mi opinién, no hacen justicia a una pelicula de excelente
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factura que logra traer al gran publico cuestiones de Filosofia
de la Ciencia (en realidad, claves para interpretar la vida); un
empeqio bastante complejo, logrado con solvencia.

Cine y Literatura

La novela en que se basa esta pelicula es primordialmente de
intriga policiaca, aunque protagonizada y resuelta por mate-
madticos. Pero la pelicula, como se dijo, se centra sobre todo en
otro nivel: el antagonismo entre las ideas de Seldom y Martin,
y asi queda de manifiesto nada mds empezar, en la escena de
la conferencia, esencial en el film y que no estd en la novela.
La fuerza de esta escena a su vez estd subrayada por una
espectacular escena bélica incluida en ella, con Ludwig
Wittgenstein escribiendo ajeno al fragor de la batalla en la I
Guerra Mundial. Pero también plantea otra disyuntiva vital,
en palabras del director: “qué es mejor, svivir la vida, o pensar
la vida?”

El guidn respeta e incluye casi todos los personajes y episo-
dios de la novela (excepto el sérdido relato del hospital y el
capitulo sobre la magia) pero introduce algunos elementos
nuevos y enfatiza otros, logrando mayor intensidad dramética
y emocional. Asi, por ejemplo: el didlogo acerado entre Beth y
Mrs. Eagleton; el escarceo amoroso entre Beth y Martin; los
detalles erdtico-gastronémicos del encuentro intimo entre
Lorna y Martin; el resentimiento de Podorov y su insinuacién
como sospechoso; Martin va a la basqueda de Seldom, cuan-
do en la novela su encuentro es casual, etc.

Discurso cinematografico

Como thriller, es un film peculiar: la accién estd més en los
didlogos que en los sucesos. Aunque se mantenga la incerti-
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dumbre hasta el final, cualquier atento espectador descubre
pronto quién asesiné a la primera victima. Pero, ;cudl ha sido
el verdadero desencadenante de las muertes siguientes?: el
orgullo intelectual?, ;la ayuda a una amiga especial?, sel amor
de un padre desesperado?, ;la voluntad de encontrar una légi-
ca a los acontecimientos? Todo ello es cierto, la verdad no es
unica. El escepticismo de Seldom se impone. Ese cinismo
marca en lo profundo una continuidad con la obra anterior de
Alex de la Iglesia, aunque en lo formal se trate de una pelicu-
la de corte clasico, aparentemente alejada de Accién mutante,
El Dia de la Bestia, etc. Su clasicismo rinde homenaje al
maestro Hitchcock (persecucion por los tejados, escalera de
caracol, etc), en cuya obra también hay presencia matematica.

En el rodaje y montaje de la escena de la conferencia, el direc-
tor despliega su maestria: hay 18 posiciones diferentes de la
camara. Apoyado en la singular estructura del aula, vemos
cémo, conforme avanza en su argumentacién, Seldom invade
el terreno del auditorio, que es el de Martin; con lo cual se
consigue una efectiva plasmacion visual de su predominio
intelectual.

Otra escena brillante es el plano-secuencia de dos minutos
que precede al hallazgo del primer asesinato, en el que el azar
hace cruzarse a todos los personajes sin que se lleguen a
encontrar, seguidos por la cimara en una sucesioén de trave-
llings.

Presencia de las Matematicas

Veamos los principales elementos matematicos presentes en
Los crimenes de Oxford:

- El problema del descifrado de la clave cambiante de la

maquina Enigma utilizada por los nazis en sus trans-
misiones durante la IT Guerra Mundial. Fue resuelto
por un equipo de matemadticos encabezado por Alan
Turing. La anciana Mrs. Eagleton lo recuerda en pri-
mera persona. En el n° 47 de Suma (pags. 130-131)
comentabamos el film Enigma (Michael Apted
2001).

- El Tractatus logico-philosophicus de Ludwig
Wittgenstein, magna obra para la fundamentacion
de la verdad légica, es la cita de arranque en la con-
ferencia de Seldom en que apoya su tesis.

- Elementos que se nombran de pasada: dimensio-
nes fractales, ecuaciones, series logicas, etc.

- Se usan escenarios geométricos (escalera en hélice
y mosaico bajo ella) en la persecucion durante el
concierto.

- Se citan tres series famosas: la de Fibonacci, la de las image-
nes especulares de las primeras cifras y la simbdlica-pitagdri-
ca.

- El Teorema de Incompletitud de Godel es citado a propdsito
del abismo entre lo verdadero y lo demostrable (“Cualquier
enunciado puede ser valido”).

- El Principio de Indeterminacion de Heisemberg: se supone
que la publicacién en prensa de la pauta del asesino le llevara
a modificarla (el hecho de la observacién influye en el com-
portamiento del objeto observado).

- El Efecto Mariposa (Edward N. Lorenz) da en la escena final
la clave Gltima para la interpretacion de los hechos.

- Mencion especial merece el Teorema de Fermat y su demos-
tracion publica por Andrew Wiles en 1993 en la Universidad
de Cambridge. Se recrea ese momento histérico de las
Matematicas, algo inédito en el cine, pero se cambian los
nombres: “Bormat” en lugar de Fermat y “Wilkins” en vez de
Wiles. La razén de estos cambios de nombres es que los ase-
sores legales de la productora aconsejaron pedir permiso a
Andrew Wiles para que saliera en pantalla un actor que le
represente, y Wiles no dio ese permiso. Precisamente la
accion se sitda en 1993 para respetar la cronologia de aquella
demostracion, lo cual segiun confesaba el director supuso
complicaciones en la ambientacién (15 afos ya es tiempo,
pero tampoco es mucho... ;qué cosas han cambiado?). Pero
aunque se hayan modificado los nombres, queda muy claro de
quiénes se estd hablando. El contenido de la pizarra que se ve
en pantalla es réplica exacta de la que escribiera Wiles duran-
te su histérica conferencia. También son correctas las refe-
rencias que hace sobre el tema el despechado personaje de



Podorov: la correspondencia entre clases modulares y curvas
elipticas, los resultados previos de Taniyama y la existencia de
un error en la demostracion primera de Wiles (lo resolveria
tras dos anos de arduo trabajo, acuciado por el impacto mun-
dial de su primera comparecencia, dejando resuelto el proble-
ma definitivamente en 1995).

- Los matemadticos que aparecen en la pelicula son de varios
tipos: Seldom, la autoridad académica, es duro con su opo-
nente en el debate, resabiado y descreido. Martin, el estudian-
te al que su confianza en la Ciencia ha llevado desde Arizona
a Oxford, representa por contra la opcién vitalista (“Prefiero
meter la pata para ser feliz que no hacer nada”); alcanza un
éxito instantdneo con las mujeres, poco convincente, y por
dos veces debe elegir entre la chica o su inquietud intelectual,
dando una de cal y otra de arena. Y no faltan los “matemati-
cos locos”: el atormentado Podorov, al que Seldom ha negado
la gloria académica, y Frank Kalman, el cientifico autoloboto-
mizado, continuador de los trabajos de Wittgenstein. La obse-
sion matematica, que lleva a Martin a escribir férmulas de tra-
yectorias sobre las paredes de la pista de paddle resulta cari-
caturesca.
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Por dltimo, como profesor de Matemadticas que busca en el
cine escenas aprovechables para la clase, debo decir que aun-
que las Matemdticas estén presentes en toda la pelicula, para-
déjicamente, no hay ninguna escena que, fuera del contexto
del film, me haya parecido util para el aula.

[1] Ademds, el director Alejandro Amendbar, ganador de un
Oscar por Mar adentro, ha comenzado el rodaje de Agora,
drama histérico entorno a la figura de la primera matema-
tica y astrénoma conocida, Hypatia de Alejandria.

[2] Los crimenes de Oxford. Guillermo Martinez. Editorial
Destino 2004. Premio Planeta Argentina 2003, bajo el titu-
lo original de Crimenes imperceptibles.

[3] Las investigaciones desarrolladas desde 1993 por Antonio
Brid (Departamento de Matematica Aplicada de la Univer-
sidad Complutense de Madrid, www.mat.ucm.es/~abruespi/)
apuntan a que el crecimiento tumoral no es desordenado,
sino que su contorno sigue una pauta fractal.
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nalizar las proporciones numéricas que aparecen en la
Musica no resulta una idea original. Basta con hacer una bus-
queda en internet de “musica y fracciones” o “musica y pro-
porciones” para darse cuenta de la cantidad de autores que
han escrito cosas muy interesantes al respecto. Buena parte de
estas aportaciones se centran en las proporciones que apare-
cen en las distintas maneras de afinar, en las escalas o en la
propia estética de las composiciones. Por esta razon, en esta
seccién no intentaremos abordar estos temas, sino que trata-
remos de proporcionar material e ideas para que poddis adap-
tarlas al aula.

La gran cantidad de situaciones en las que el mdsico estd uti-
lizando las fracciones, hace practicamente imposible hacer
una descripcién exhaustiva. Por eso, nos conformaremos con
presentar el uso de fracciones que rigen la duracion de las
notas musicales y las que afectan a la altura de los sonidos, ya
sea en las notas de la partitura o en la eleccion de los mismos.
Esto significa que, por el momento, no trataremos las propor-
ciones que surgen del hecho de escuchar varios sonidos
simultdneamente o de las que rigen los diferentes efectos que
busca el compositor.

Las fracciones de la musica

Tal vez sea la miisica la matemdtica del sentimiento

y la matemadtica la miisica de la razon

Pedro Puig Adam (1900-1960)

Las fracciones y los tiempos del pentagrama

Desde las primeras lecciones de musica, el estudiante comien-
za, normalmente de forma inconsciente, un ejercicio de arit-
mética de fracciones sin el que seria imposible interpretar el
pentagrama. Las figuras con las que se escriben las notas
musicales guardan entre si una relacién que viene dada por
potencias de 2. Asi, las notas y sus respectivos silencios, veri-
fican las equivalencias siguientes:

[ Redonda Blanca Negm Corches Semicorchen Fusa Semifusa |

o =2J =4J= 3:‘= Iﬁﬁ=32ﬁ=ﬁ4-&

Notas

—-=2a=4t=8y =167 =324=0644

Silencios

Se toma como unidad la redonda y en este caso, el musico
cuenta con las siguientes partes de redonda para hacer las
composiciones:

1111 1 1

_{ ’2’4’8’16’32’64}

Vicente Liern Carrion
Universitat de Valéncia Estudi General
musymaticas@revistasuma.es
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Aparece asi una relacion directa con las fracciones que, no
obstante, no es la primera que aparece en la partitura. Antes
de las figuras, en el pentagrama aparecen la clave (que indica
el lugar en el que se sitia una nota concreta), la armadura (que
advierte sobre las notas que deben interpretarse con altera-
ciones) y el compés. Este se expresa normalmente con una
fraccién cuyo denominador expresa cudl es la figura que se
utiliza como unidad de tiempo y el numerador expresa cudn-
tas de estas figuras completan cada una de las divisiones del
tiempo en que se distribuye la musica. Por ejemplo, en el pen-
tagrama siguiente, el compas de 2/4 indica que la unidad rit-
mica es la negra, 1/4 de redonda, y que la musica esta dividi-
da en partes iguales, compases, que se completan con 2
negras.

Pentagrama 1

Cada uno de los compases estard formado por fracciones del
conjunto N cuya suma sea' 2/4. Por ejemplo, en los cuatro
compases del Pentagrama 1, aparecen las siguientes formas de
sumar 2/4:

1 1 1 1

1 1 1 1
Sttt ——+—+—
4 8 8 16 16 16 16 4

Carolina Bert6 y Jorge Sanz, estudiantes de Musica
interpretando un fragmento que incorpora series de fracciones y
notacién musical habitual.

Pero, en lo que respecta a medir los tiempos, las operaciones
que hacen los musicos no se reducen a la suma de fracciones.
En ocasiones, las duracién de las figuras se alarga como ocu-
rre con el dosillo, que hace que dos notas del mismo tipo ocu-
pen el tiempo de tres notas de ese tipo, o se acorten. Ejemplos
de esta dltima opcién son el tresillo, el cuatrillo, que estan for-

mados por un grupo de tres y cuatro notas del mismo tipo,
respectivamente, y realmente deben interpretarse en el tiem-
po ocupado por dos y tres notas de este tipo, respectivamen-
te, o el cinquillo y el seisillo, formados por cinco y seis notas
que en ambos casos ocupan el lugar de cuatro notas. Estas
modificaciones se expresan mediante un numero que indica el
efecto y un corchete que abarca las notas afectadas. Vedmoslo
en un pentagrama:

Pentagrama 2

Aparece un tresillo, que afecta tres corcheas, y un cinquillo
formado por cinco semicorcheas. Por tanto, la manera de
sumar 2/4 en los tres compases del pentagrama es la siguien-
te:

2 1 2(1 1 1 1 4(1 1 1 1 1
S=t ot Eo | ==+ —+— |=
4 4 3{8 8 8) 4 5(16 16 16 16 16

De acuerdo con esto, resultaria mas sencillo definir el dosillo,
tresillo, etc. advirtiendo que el valor de las notas afectadas
debe multiplicarse por una de las fracciones siguientes:

DOSILLO | TRESILLO |[CUATRILLO|CINQUILLO| SEISILLO
3/2 2/3 3/4 4/5 4/6

Pero, sin duda, esta forma de definirlos no resultaria comoda
para los profesores de mtusica, sobre todo porque el estudian-
te de Musica, muchas veces conoce el tresillo antes de cono-
cer las fracciones.

Las proporciones y la altura de las notas

Si centramos nuestro interés en la altura de las notas, de
nuevo aparecen las proporciones y las operaciones con frac-
ciones.

Las frecuencias de las notas que forman parte de la octava se
obtienen multiplicando una frecuencia fijada f por niimeros
que estdn en el intervalo [1, 2[. A estas notas se les llama sis-
tema de afinacion o simplemente afinacion. Desde luego, la
forma de elegir los sonidos afinados no es tnica y, de hecho,
en la orquesta cldsica conviven varias afinaciones diferentes
(Goldéraz Gainza (2004), Liern (2005)). De entre éstas, nos
quedaremos con dos: el temperamento igual de doce notas,
que es la afinacion que se utiliza como patrén en practicamen-
te toda la musica occidental, y la afinacién pitagdrica, en la que
contindan afinando los instrumentos de cuerda sin trastes.



Si partimos de la nota Do, con f = 264.6265 Hz, para obtener
las notas del sistema temperado o doce notas de la afinacién
pitagorica, basta con multiplicar f por las fracciones o poten-
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Lo que ha hecho el musico es multiplicar las frecuencias de las
notas que aparecen en el Pentagrama 2 por la fraccién

cias que aparecen en la tabla siguiente: frecuenciadel mi
frecuendiadel do
Do [Do*| Re |MiP| Mi | Fa | Fa# | Sol [Sol*| La | SiP | Si
12 NOTAS 37 2 5 4| 92 61 3|38 3 4 5 que en el caso de la afinacién pitagé-
PITAGORICAS 1 vl el el e Bl el B sl vl sl rica es 81/64 y en el del sistema tem-
2 2713 |12 3|2 212 2 372 1/3 i
perado 21/3. Por lo tanto, para la afi-
nacién pitagérica tendremos la
TEMPERAMENTO | 1 |1/12]92/12 | 93/12 | 94/12 | 95/12 | 96/12 | 97/12 | 98/12 [ 29/12 [p10/12]911/12 .
IGUAL serie:

Teniendo en cuenta esto, un instrumento que afina en el sis-
tema pitagorico, al interpretar el Pentagrama 2 produce la
siguiente serie de notas:

3,27 243

fff f 27 .27

81 .4 .3
Fral3 30 3 g2 eSS

Sin embargo, para los instrumentos que afinan en el sistema
temperado, la serie seria la siguiente:

5 7 7 5 7 9 11
f212f212f212f212f212f212f'212f212f2f
0f,2§f,2§f

Aunque el intérprete no tenga necesidad de pensarlo, de
nuevo en la propia esencia de las notas vuelven a aparecer las
fracciones. Pero este hecho atn se hace mds patente cuando el
musico se encuentra con que tiene que interpretar la musica
a una altura diferente de la original, por ejemplo cuando
forma parte de un grupo instrumental o acompaifia a algin
cantante. Esto significa que debe subir o bajar cada nota de la
partitura original un intervalo fijo. Este efecto se conoce como
transporte o transposicion.

Como un intervalo musical es un cociente entre las frecuen-
cias de dos notas musicales, desde el punto de vista matema-
tico, la transposicién no es mas que la multiplicacién por una
fraccion. Por ejemplo, si queremos subir las notas que apare-
cen en el Pentagrama 2 una tercera mayor’ (intervalo que se
da entre las notas Do y Mi), el musico interpretard lo siguien-
te:

Pentagrama 3

81 81,4 ,3 ,3
G SIS 2 3 s 0r 2 r 2y |

y para el sistema temperado, la serie estaria formada por:

9

f212f212f212f212f212f212f212f212f2f
Of212f212f

La solucién a un problema secular: las fracciones
continuas

De entre todas las formas de elegir los sonidos afinados, nos
quedaremos con la mas antigua: la afinacion pitagdrica. Este
sistema de afinacién puede describirse de la forma siguiente:

Afinacion pitagoérica: Dada una frecuencia f, que
consideramos como nota patrén, estard afinada
cualquier nota que se obtenga subiendo o bajando f

cualquier nimero de quintas justas, es decir las que
sean de la forma f(3/2)", siendo # un nimero ente-
ro.

En general, cuando se describe una afinacion, se divide el con-
junto de las frecuencias audibles en subconjuntos que tienen
una octava de amplitud, es decir

[0y, 20+l f ez
Con esto, si analizamos el intervalo [f, 2 f[, para saber lo que
ocurre en el resto de intervalos basta con multiplicar por una
potencia de 2 adecuada. Por esta razon se habla del nimero de
notas afinadas que hay en una octava. Y los calculos ain se
pueden simplificar mds si hacemos f=1.
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Con lo dicho, la afinacién pitagérica estd formada por los
sonidos (3/2)" transportados a la octava [1, 2[. Para este trans-
porte no hay mas que dividir (3/2)" por una potencia de 2 ade-
cuada, de modo que se verifique:

1< E ik<2, mke Z
212

En esta desigualdad, para cada valor #, el valor de k esta deter-
minado univocamente. Basta multiplicar por 2k y tomar loga-
ritmos en base 2 para obtener las inecuaciones siguientes:

2k S(;) <2k”—>kslog2(%) <k+1

Ahora bien, como k es un nimero entero, se trata de la parte
entera por defecto de log,(3/2)", es decir k =E[nlog,(3/2)]. Asi,
podemos expresar la afinacién pitagérica con la sucesion
siguiente:

Afinacién pitagérica: a, =2"u R Era ] o 7

La gran cantidad de situaciones en
las que el muisico estd utilizando
las fracciones, hace prdcticamente
imposible hacer una descripcion
exhaustiva

Planteando el problema

Tal y como la hemos descrito, en la afinacién pitagdrica apa-
recen infinitas notas en una octava. Sin duda, esto haria que
no pudiese utilizarse en la practica. A lo largo de muchos
siglos, los musicologos han tratado de fijar cudl deberia ser el
numero 6ptimo de notas en una octava. Esto significa que
para llegar al consenso de que sean doce las notas que utiliza
la mayoria de la musica occidental a partir del siglo XVIII, ha
habido muchos intentos fallidos (Goldaraz Gainza (2004)). Y
la solucién, como podiais esperar, estaba en las fracciones.

Si conseguimos aproximar log,(3/2) por una fraccién irredu-
cible p/q, los términos de esta sucesién aparecen repetidos a

partir de ¢, es decir
ﬂozﬂq, ﬂlzﬂq+1,...

por tanto, si aceptamos la aproximacion, s6lo son necesarias
¢ notas por octava:

{a},

Pero, ademads de reducir las notas a una cantidad finita, debe-
mos asegurarnos de que estdn bien distribuidas. Sabemos que
la fraccién que elegimos para aproximar a log,(3/2) marca la
cantidad de notas en una octava, pero al reducir toda la afina-
cién a g notas, no debemos pasar por alto ninguna cantidad
de notas que, siendo menor que ¢, aproxime mejor a log,(3/2).

A continuacion veremos que estas condiciones son las que se
consiguen con las fracciones continuas.

NOTA: El razonamiento que hemos seguido para la afinacién
pitagdrica sigue siendo vélido para cualquier afinacién
que esté generada por un sélo intervalo. Por ejemplo, en el
temperamento mesotdénico de 1/4 de coma, generado por
la quinta 45 , deberiamos aproximar logz(% ) por una
fraccion continua.

Fracciones continuas simples

A partir de que en el siglo XVIII® se estableciesen las bases
tedricas de las fracciones continuas, han sido muchos sus
campos de aplicaciéon dentro y fuera de las Matematicas
(Redondo Buitrago, Haro Delicado, 2005). A esto se anade
que son faciles de calcular. De hecho, las fracciones continuas,
hasta no hace demasiado tiempo, formaban parte de los pro-
gramas oficiales de Matemadticas de ensenanza secundaria,
especialmente de los de Formacién Profesional.

Una fraccion continua (simple) es una expresiéon de la forma
siguiente:

¢+
C.

1

Cyne

2

donde los niimeros ¢;, i >1 son ntimeros enteros positivos
En realidad, las fracciones continuas son una sucesiéon de

numeros racionales, llamados convergentes, que se obtienen
de la forma siguiente:

Esta sucesion converge a un numero real o que queda deter-



minado por la fraccién continua, y la forma con la que los
convergentes van aproximandose a a es alternativamente por
defecto y por exceso, es decir

Pero a nosotros, lo que nos va a interesar es que cualquier
numero real tiene asociada una fraccién continua que serd
finita o infinita, dependiendo de que el nimero sea racional o
irracional, respectivamente.

Veamos en un ejemplo como se calculan estas fracciones.
Para obtener la fraccién continua de 17/12, no hay mds que
hacer divisiones sucesivas de la forma siguiente:

Los convergentes son los siguientes:

1<Z<ES1—7<E
5 12 12 2

Cuando hay muchos convergentes, en lugar de calcularlos
operando directamente con fracciones, se suelen obtener por
recurrencia mediante las siguientes féormulas (Ivorra (2006)):

n, nc,+1 B _ MG,

= , 123
di—lci + di—2

’

2
)
dZ CZ di

Entre las muchas propiedades de las fracciones continuas,
para nosotros serd fundamental la siguiente (Baker, (1984),
Ivorra (2006)):

Propiedad: Dado #;/d; un convergente de la fraccién
continua del nimero real positivo a, cualquier frac-
cién a/b de manera que
a

——a
b

ni
—~-o
di

<

verifica que di<b

Es decir , que si una fraccién a/b aproxima a o. mejor que un
convergente, su denominador b debe ser mayor que el deno-
minador del convergente.
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La solucion a dos problemas

En primer lugar, calculamos algunos convergentes de la frac-
cién continua asociada a log,(3/2). Esto puede hacerse, bien
con la ayuda de alguna aplicacién informatica como
MATHEMATICA® o bien dando un valor aproximado de
log,(3/2) y tratdndolo como un ndmero racional. Por ejemplo,
podemos suponer que

log, (3/2) = 0.5849625

En cualquier caso, los 10 primeros convergentes de su frac-
cién continua son los siguientes:

1 7 31 38 3 9126 179 24 3
l<=<—<—<—<..<log, 3 <a<——<—<—X<

—-<1

2 12 53 665 15601 306 41 5

El denominador de cada uno de los convergentes nos indica
cudl es el numero de notas por octava para una cierta preci-
sién. Por ejemplo, como 5 notas resultan insuficientes, se
recurre a 12 notas por octava. Esta es la razén matemaética por
la que casi toda la musica actual utiliza doce notas. Si quisié-
ramos mayor precisién deberiamos recurrir 41, 53, etc., pero
estas divisiones son poco habituales en la practica.

..para llegar al consenso de que sean
doce las notas que utiliza la mayoria
de la musica occidental a partir del
siglo XVIII, ha habido muchos
intentos fallidos. Y la solucion, como
podiais esperar, estaba en las
fracciones.

La ventaja de haber utilizado fracciones continuas es que
tenemos garantizado (por la Propiedad) que cualquier valor
intermedio entre dos denominadores de los convergentes no
mejoraria la aproximacién a la quinta justa, porque si n;/d; es
un convergente, no existe ninguna fraccién p/g con g < d; que

verifique
p 3 n, 3
=—log,| = |<|—+-log,| =
2t 3|t 2

Queda asi zanjada la cuestién de encontrar un nimero 6pti-
mo de notas por octava.
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Pero atin se puede ir mas alld. Si nos quedamos con 12 notas,
la aproximacion a log,(3/2) es 7/12. Con esto, si en la expre-
sion de la afinacién pitagdrica sustituimos el logaritmo por su
valor aproximado, obtenemos

2n%—£[n%] 11 _ {2:2}11
0

n= n=0

y éste es exactamente el sistema de afinacién que utiliza en la
gran mayoria de la musica occidental: el temperamento igual
de doce notas.

MUSYMATICAS W

NOTAS

! No conviene simplificar la fraccién que expresa el compés porque,
a pesar de que dos fracciones equivalentes representan la misma
duracién, ritmicamente no responden a la misma realidad. Por
ejemplo, el compds de 3/4 estd formado por tres tiempos y cada
uno de ellos lo ocupa una negra, mientras que el compds de 6/8
tiene seis tiempos y cada uno esta ocupado por una corchea.

* Las denominaciones de los distintos intervalos pueden encontrar-
se, por ejemplo, en Randel (1999) o en:

http://es.wikipedia.org/wiki/Intervalo_musical#Tipos_de_intervalos
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Foto de grupo de todos los participantes

Eel 24 al 28 de junio se ha celebrado en Murcia la XIX
Olimpiada Matemadtica Nacional, convocada por la
Federaciéon Espafola de Sociedades de Profesores de
Matematicas, FESPM, y organizada por la Sociedad de
Educacién Matematica de la Regién de Murcia, SEMRM, en
la que participaron 58 alumnos acompanados de 26 profeso-
res de las diferentes Sociedades de profesores junto con los
invitados del Pais Vasco, Principado de Andorra y los
Institutos Espanoles en el Extranjero de Marruecos.

Murcia ha estado presente desde la primera Olimpiada
Matematica Nacional, primero a través del Departamento de
Did4ctica de las Matematicas de la Facultad de Educacién de
la Universidad de Murcia y a partir del ano 1999, en que se
constituy? la Sociedad de Educacién Matemadtica de la Region
de Murcia, comenzamos a involucrarnos en el desarrollo de la
fase regional, siendo en el afio 2001 cuando asumimos plena-
mente la realizaciéon de la Olimpiada, tanto en su fase regio-
nal como en la fase nacional. Asi pues, en Murcia hemos cele-
brado la misma edicién de las dos fases, la XIX Olimpiada.

XIX Olimpiada Matematica Nacional
para alumnado de segundo de ESO
Region de Murcia, 24 al 28 de junio de 2008

Para la preparaciéon y desarrollo de la XIX Olimpiada
Matemadtica Nacional hemos contado con el patrocinio tanto
de la Consejeria de Educacién, Ciencia e Investigacién como
de la Consejeria de Cultura, Juventud y Deportes y con la
colaboracién de Ayuntamientos, empresas y compaieros de
la Sociedad.

Expresar desde aqui, nuestro mdas sincero agradecimiento a
todas las personas que de una manera u otra, se han implica-
do tanto en la organizacién, como en el desarrollo, en el
patrocinio, colaboracién y que nos han inundado de regalos
en cada uno de los lugares que hemos visitado y que todo ello
ha hecho posible que la XIX Olimpiada Matemdtica Nacional
haya llegado a buen puerto para satisfacciéon de todos.

Ascension Fernandez Vicente
Coordinadora del equipo organizador de la
XIX Olimpiada Matemdtica Nacional




Programa

ler. Dia, martes, 24 de junio

15:00 Llegada al Centro de Alto Rendimiento (CAR) “Infanta
Cristina” Mar Menor. Asignacion de habitaciones.

19:30 Recepcién de los participantes en el CAR de Los
Alcazares.

20:00 Entrega de credenciales y presentacién del programa.
(Se entregara a cada participante y acompaiiante una
camiseta que llevara el logotipo de la Olimpiada junto
al programa detallado y una carpeta con informacién
turistica de Murcia).

21:00 Cena en el CAR.

23:00 Reunién de profesores

23:30 ;A dormir!

2°, Dia, miércoles, 25 de junio

8:00 Desayuno en el CAR.

9:30 Inauguracion oficial, presidida por el Rector Magnifico
de la Universidad de Murcia, en la Facultad de
Educacion de la Universidad de Murcia.

10:00 Realizacién de la prueba individual en la Universidad
de Murcia.

12:00 “Bocadillos y refrescos”

12:30 Visita a algunas de las instalaciones de la Universidad
de Murcia.

14:00 Almuerzo en la Universidad de Murcia.

17:00 Visita al Museo Salzillo.

18:30 Actividades Matemadticas en la calle. (Plaza de Santo
Domingo)

21:30 Cena en el CAR.

23:30 ;A dormir!
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3er. Dia, jueves, 26 de junio

8:00 Desayuno en el CAR.

9:30 Recepcidn en el Ayuntamiento de Cartagena.

10:00 Visita guiada a la ciudad de Cartagena. Viaje en barco.
12:45 Visita a la Universidad de Cartagena.

14:00 Comida en la Universidad Politécnica de Cartagena.
16:30 Actividades ndutico-deportivas.

21:00 Cena en el CAR.

23:30 ;A dormir!

4° Dia, viernes, 27 de junio

8:00 Desayuno en el CAR.

9:30 Realizacion de la prueba por equipos en Los Alcdzares.

12:30 Viaje en barco.

14:00 Almuerzo en el CAR.

16:30 Talleres de juegos matematicos. Baiio en la playa.

19:00 Sesion sobre Resoluciéon de Problemas. Discusion y
andlisis de los problemas planteados en las pruebas.

21:00 Cena institucional de despedida en Los Alcazares.

24:00 ;A dormir!

5° Dia, sabado, 28 de junio

8:30 Desayuno en el CAR.
10:00 Visita guiada a la Catedral y centro de la ciudad de
Murcia.
12:30 Recepcidén en el Ayuntamiento de Murcia.
- Acto de entrega de premios y obsequios a todos los par-
ticipantes.
- Clausura de la XIX Olimpiada Matematica Nacional.
- Vino espanol



Desarrollo de las actividades

El primer dia, 24 de junio, fueron llegando los alumnos y pro-
fesores al Centro de Alto Rendimiento, C.A.R., de Los
Alcazares, lugar donde estuvimos alojados en un marco
incomparable a la orilla del Mar Menor. Por la tarde, la
Concejala de Educacién del Ayuntamiento de los Alcazares
nos dio la bienvenida y se repartieron las acreditaciones y
diferentes materiales.

El segundo dia, después del desayuno nos fuimos a Murcia,
donde pasamos la jornada. Llegamos a la Facultad de
Educacién de la Universidad de Murcia y tras la Inauguracion
oficial a cargo de personalidades de la Universidad y la politi-
ca, tanto local como autonémica, los alumnos pasaron a rea-
lizar la prueba individual. La Universidad de Murcia nos ofre-
cié la comida. A media tarde nos fuimos a ver el Museo
Salzillo para contemplar las famosas imagenes de este escul-
tor murciano.

Paralelamente a la Olimpiada, con la intencién de acercar las
matematicas a todas las personas y contando con el patroci-
nio del Ayuntamiento de Murcia, organizamos dos dias de
Matematicas en la Calle en su céntrica Plaza Santo Domingo,
que visitamos después del Museo Salzillo y donde realizamos
algunas de las actividades que alli habia, como por ejemplo,
montaje de un omnipoliedro, sacar coches de un atasco, prac-
ticar con diferentes juegos de ldgica, contemplar las exposi-
ciones de fotografia matematica, de mosaicos de Escher, etc.
Al finalizar, volvimos al C.A.R.

El tercer dia pasamos la manana en Cartagena, donde fuimos
recibidos por la Concejala de Educacién, visitamos el

Matematicas en la calle
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MATEMATICAS EN LA CALLE
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Murcia, Plaza de Santo Domingo
25 4y 26 d¢ junio dx 2008

A partir de las 6 de la tarde

del Mar Menor

Ayuntamiento, dimos un paseo por la modernista Calle
Mayor y un viaje en barco por el puerto natural de Cartagena.

A mediodia, fuimos a la Universidad Politécnica de
Cartagena, donde nos enseiaron sus dependencias, la
Biblioteca y nos mostraron una serie de experimentos en los
que ellos vienen trabajando, haciéndonos participes de los
mismos y a continuacién nos ofrecieron la comida.

Por la tarde volvimos al CAR donde los alumnos, y algunos
profesores, se animaron a participar en las actividades nauti-
cas de vela y piragiiismo que teniamos previstas por las tran-
quilas aguas del Mar Menor.

El cuarto dia, en la misma playa de los Alcdzares, realizamos
la prueba por equipos, que tenian por nombre el de diferentes
personajes relevantes de la Regién de Murcia, como Alfonso
X El Sabio, Ibn Ben Arabi, Isaac Peral, Juan de la Cierva,
Francisco Salzillo, San Isidoro, Cardenal Belluga, Saavedra
Fajardo y Conde de Floridablanca cuyo bicentenario celebra-
mos este afio en Murcia, ocasién idonea para que visitéis
nuestra region. Se realizaron diferentes pruebas matemadticas
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como por ejemplo, estimar la cantidad de personas
que pueden caber en un lugar determinado o calcu-
lar la distancia a la Isla del Barén situada en el
Centro de Mar Menor, isla a la que, una vez acabada
la prueba, bordeamos en el paseo que dimos en
barco por esta laguna salada.

Tras la comida en el CAR, Albert Violant organizo
un taller de matemdticas con diferentes juegos de
ingenio que atrajo durante toda la tarde la atencién
de alumnos y profesores.

Por la noche tuvimos la cena de clausura, donde les
hicimos un reconocimiento a aquellas personas que
a lo largo de estos anos hicieron posible, no sélo que
se comenzase la olimpiada, sino que de forma con-
secutiva haya cumplido su edicién decimonovena.

El quinto dia fue el de la despedida, la hicimos en
Murcia y en su Ayuntamiento celebramos el Acto de
Clausura que presidi6 la Teniente de Alcalde de
Educacién y personal junto con el Director General
de Promocién Educativa e Innovaciéon de la
Consejeria de Educacion, Ciencia e Investigacion, el
Presidente de la Federacion Esparfiola de Sociedades
de Profesores de Matematicas y el presidente de
nuestra sociedad. En este acto, se felicito a todos los
participantes haciéndoles entrega de un diploma y
diferentes regalos. Después se nombraron aquellos
alumnos a los que se les dio una mencién por haber
destacado en las diferentes pruebas, ya fuese indivi-
dual o por equipos.

Durante todos estos dias hemos tenido el segui-
miento de los medios de comunicacién, prensa,
radio y televisidn, especialmente las televisiones
Region de Murcia y el Canal Sur de Andalucia con
reportajes especiales sobre la Olimpiada y las
Matematicas en la calle.

Los equipos que tuvieron mencién especial fueron:

Equipo Ibn Ben Arabi:
Daniel Rodriguez Cavaria de Andalucia
Carlos Maestro Pérez de Castilla Le6n
Carlos Velasco Parras de Extremadura
Celia Traver Abella de Comunidad Valenciana
Clara Carrera I Moreno de Catalufia
Conchi Dominguez Sanchez de Murcia
Daniel Guerra Bernardo de Madrid

Equipo Isaac Peral:
Cristina Blanco Iglesias de Extremadura
Antonio Garre Andrés de Murcia



Prueba por equipos

Daniel Roldén Gutiérrez de Cantabria

Héctor Gutiérrez Munoz de La Rioja

Enrique Jiménez Izquierdo de Castilla Leén
Eudald Romo I Grau de Cataluna

Eva Marina Gonzélez Isla de Castilla La Mancha

Los alumnos que tuvieron mencién de honor, a titulo indivi-
dual y por orden alfabético fueron:

Miguel Carbajo Berrocal de Asturias
Ramiro Martinez Pinilla de Castilla Leén
Luis Martinez Zoroa de Murcia
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Mario Romdan Garcia de Andalucia
Roberto Tébar Martinez de Castilla La Mancha

Para acabar le dimos el relevo a la Sociedad Isaac Newton de
Canarias, en la persona de Arnulfo Santos Herndndez, que
serd la que se encargue de la realizacién de la XX Olimpiada
Matemdtica Nacional. Nos vemos en las Islas Afortunadas.

Para ampliar informacién puedes visitar la pagina web de

nuestra sociedad:
WWW. semrm.com |

Actividades nduticas



Convocatoria de los cargos de
la FESPM correspondientes a

Convocatorias

+ Secretaria de Relaciones Interna
+ Secretaria de Actividades con A
+ Secretaria de Actividades y For
+ Secretaria de Publicaciones

Los Estatutos de la Federacién Espariola de Sociedc
su articulo 11, los cargos unipersonales, entre los

7 del Reglamento de la FESPM se especifican las ar
son: Publicaciones, Revista SUMA, Prensa, Relaci

La Junta de Gobierno de la FESPM, en la reunié
convocar la Secretaria de Relaciones Internac
Secretaria de Actividades y Formacion de Profes

De acuerdo con lo establecido en el Articulo 8 del

Podra ser candidato a las Secretarias, cualquie
giiedad al menos. La solicitud, dirigida al Presic
te documentacion:

1. Certificado en el que conste que es socio
2. Un proyecto en el que se exponga su line
3. En el caso de la Secretarfa de Publicacio

ingresos y gastos (que puede ser anual,

Las candidaturas se podrdn presentar hasta el 31 ¢
secretaria@fespm.es o bien fmc@fesy
La Junta de Gobierno de la FESPM elegira a los dis

candidatos/as presentados/as, oido previamente e
2009.

4. de octubre de 2008
Francisco Martin Casalderrey
Secretario General de la FESPM




Convocatoria del

VI Premio Gonzalo Sanchez Viazquez

Se trata de premiar la labor docente y los valores huma-
nos: la entrega desinteresada, el amor, el espiritu toleran-
te, la buena disposicion, etc. hacia sus alumnos, compa-
fleros, amigos y, en general, hacia la ensenanza de la
Matematica. Es decir, el magisterio en sentido amplio.

La periodicidad del Premio serd la misma que la de las
Jornadas para el Aprendizaje y Ensenanza de las
Mateméticas (JAEM).

El Premio consistird en el nombramiento de Socio de
Honor de la FESPM vy placa conmemorativa u objeto ale-
gorico.

Podran concurrir al Premio los profesores dedicados a la
ensenanza de las Matematicas en cualquier nivel educativo.

Las candidaturas podrdn ser presentadas por una socie-
dad federada y se dirigiran al Presidente de la FESPM. Los
promotores presentaran el curriculo e informes que esti-
men pertinentes, entre ellos el informe de la junta direc-
tiva de la sociedad o del conjunto de socios proponentes.

El plazo de presentacion de candidaturas finalizara el 31
de enero de 2009.

Z

8.

9.

La Junta de Gobierno de la
Federacion Espariola de Sociedades

de Profesores de Matemdticas convoca el VI Premio

Gonzalo Sanchez Vazquez,
en homenaje de quien fue su Presidente de Honor,
de acuerdo con las siguientes bases:

La concesién del Premio se hard por la Junta de
Gobierno de la FESPM. Para ello, el candidato debera
obtener mayoria absoluta en la correspondiente vota-
cién. De no alcanzarse mayoria absoluta en primera
votacidn, se procederia a una segunda; de no obtener
mayoria absoluta se declarara desierto.

Para la concesion del Premio, la junta de Gobierno aten-
der3, entre otros, a los siguientes criterios:

Su labor docente (dedicacion a la ensefanza de la
Matemética).

Valores humanos (tolerancia, entrega a los demads,
talante, espiritu de didlogo, respeto a los comparne-
ros, alumnos, etc.). Constatados por sus avalistas.
Curriculo con hechos, anécdotas, etc. referidos por
los proponentes que pongan de manifiesto estos
valores humanos del candidato.

Se publicard en SUMA el resultado de la concesion del
Premio y una semblanza del premiado.

10. La entrega del Premio se llevard a cabo en el acto de

apertura o clausura de las XIV JAEM, que se celebraran
en Girona en julio de 2009. H

@
S
~
S
S
)
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JAEM

GIRONAZ2009

Toda la informacion en nuestra web:

www.Xivjaem.org

Educacion matemdtica: Competentes en
un mundo global

XIV JORNADAS SOBRE EL
APRENDIZAJE Y LA
[ENSENANZA DE LAS

WIATEMATICAS

Girona, del 1 al 4 de julio de 2009

Convocatoria de los Premios de Matematicas para estudiantes de

Educacion Secundaria
Tercera edicion (curso 2008-2009)

1. Objetivos: Fomentar entre los estudiantes de secundaria
el interés por las Matematicas y los temas relacionados
con ellas.

2. Participantes: Estudiantes que durante el afio académi-
co 2008/09 estén cursando estudios del segundo ciclo
de ESO o de Bachillerato y que preparen un trabajo de
investigacion o experimental sobre un tema relaciona-
do con las Matematicas. Cada trabajo puede tener un
minimo de 2 y un maximo de 5 autores, y debe ser
coordinado por uno o varios tutores.

3. Premios. Se concederdn un maximo de 4 premios, de
500 euros cada uno, a los mejores trabajos presentados,
teniendo en cuenta, en especial, el esfuerzo de los par-
ticipantes en relacién con su curso o nivel. Se premia-
rad a los Centros de los equipos ganadores.

Dto. Matematicas Universidad Auténoma de Madrid

4. Solicitudes: Desde el dia 10 de noviembre hasta el dia 18

de diciembre de 2008 rellenando la solicitud que se
encuentra en la pagina Web abajo mencionada.

5. Trabajos definitivos: Desde el dia 1 de abril hasta el dia

30 de abril de 20009. El trabajo definitivo se presentard
en soporte electronico. Se debe acompafiar de un
informe del profesorado que ha guiado el trabajo que
detalle el material complementario, si procede, resu-
men del trabajo, objetivos, metodologia y conclusio-
nes. Deberd también acompanarse de un presentacion
electrénica en tamarfio pdster Al para exposicion.

Informacién detallada en:
www.uam.es/matematicas



NORMAS DE PUBLICACION

. Los articulos se remitiran por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, Apartado de Correos 498, E-46900 Torrent
(Valencia), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

. Los graficos, diagramas, fotografias y figuras se enviardan impresos en hojas separadas (una para cada grafico), en tinta negra
sobre papel blanco. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual forma, si tiene que llevar un pie de
ilustracion, éste se resenard en la hoja donde aparece la ilustracién. Indiquense los créditos de las fotografias y dibujos.

. Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original impreso ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos no seran informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejaran la conveniencia o no de
la publicacién del trabajo, o recomendardn posibles modificaciones, etc.

. Adjunto al articulo se redactard un resumen, de un maximo de 625 caracteres contando los blancos, que no necesariamente
tiene que coincidir con la introduccién al articulo. De este resumen se remitird también su traduccién al inglés.

. Los datos de identificacion del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto;
correo electronico; sociedad federada a la que pertenecen (si procede) y el resumen en castellano y en inglés deberdn ir escritos en
una misma hoja aparte.

. Se enviard también en soporte magnético (disco de tres pulgadas y cuarto con formato PC, CDRom o DVDRom) una copia de
los archivo de texto que contenga el articulo y del que contega la hoja con los datos y los resumenes, asi como tantos archivos
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Boletin de suscripcion

Tarifas Suscripcion anual Numero suelto
Particulares 25 € 10 €
Centros 40 € 15 €

Europa 50 € 20 €
Resto del mundo 60 € 22 €

Fotocopiar esta hoja y enviar:
por correo a:  Revista SUMA. Apartado de correos 498
46900-Torrent (Valencia)
por Fax al: (+34) 912 911 879
por correo-e a: administracion@revistasuma.es

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Nombre y apellidos: NIF/CIF:
Direccion: Teléfono:
Poblacion: CP:
Provincia: Pais:
Correo electrdnico: Fax:

Importe (€)

[0 Suscripcién a partir del afio (3 nimeros)
O N.os sueltos

Total

[0 Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto)

[0 Transferencia bancaria (CCC 2077-0347-11-1101452547)

[J Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista SUMA

O Giro postal dirigido a Revista SUMA Fecha y firma:
Nombre y apellidos:

Cédigo Cuenta Cliente: Entidad: L1 11 | Oficina: L1 11 ] DC:Li| Cuenta:li 11111111
Banco/Caja:
Agencia n.’ Direccién:

Poblacién: Provincia:

Senores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que, periédicamente, les presentard la
Federacion Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el pago de mi suscripcion a la revista SUMA.

Atentamente (fecha y firma):







Federacién Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas

SN 1130-488X
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s SUMA. Revista sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matemdticas.



