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Topologia para 2° de ESO con la técnica del
puzzle de Aronson

ntroducci()n

Miguel De Guzman (1992) ya apuntaba una tendencia a recu-
perar el pensamiento geométrico y la intuicion espacial en los
contenidos de la programacién del drea de Matematicas.
Seriala, que si bien es evidente el abandono de la geometria
intuitiva a favor de un mayor formalismo en los programas
actuales, cada vez mds, se considera ineludible la recupera-
cion de contenidos espaciales e intuitivos de la Matemdtica.

En esta linea se desarrolla la asignatura optativa de Estruc-
turas Espaciales que se oferta en el curriculo de secundaria de
la Comunidad Valenciana (DOGV, Orden del 9 Mayo de
1995).

Esta asignatura completa y amplia el tratamiento matematico
del espacio contenido en el curriculo de secundaria’, abar-
cando el estudio de la evoluciéon de las formas en el espacio,
de su papel modular en la composicion de estructuras y del
desarrollo de la percepcion espacial de objetos.

Algunos de los objetivos® generales de esta optativa son
(DOGYV, Orden del 9 Mayo de 1995):

- Describir el espacio utilizando diferentes lenguajes: geo-
métrico, ordinario, grafico, numérico, algebraico, etc., y
analizarlo desde diferentes Opticas: relaciones, propieda-
des, secciones, perspectivas, etc.

- Comprender las relaciones entre las formas desde diver-
sas Opticas: regularidad, simetria, proporcién, armonia en
su disposicion, etc. Utilizar la composicién, descomposi-
cién, movimiento, deformacién y desarrollo de configura-
ciones geométricas para analizarlas y obtener otras nue-
vas.

- Clasificar figuras y cuerpos atendiendo a distintos crite-
rios.

- Desarrollar el sentido del espacio al construir, dibujar,
medir, visualizar, comparar, transformar y clasificar figu-
ras geométricas.

- Valorar la importancia de trabajar en equipo para la dis-
cusién de las ideas, para la resolucién de los problemas y
para la realizacién de las construcciones, con actitud de
cooperacidn, tolerancia y solidaridad.

- Desarrollar una actitud de curiosidad e interés hacia la
investigacion de formas y configuraciones geométricas.

Estos objetivos se concretan en los contenidos que se traba-
jan en esta actividad, concebida para su aplicacién en una
clase de 2° ESO. Se pueden clasificar en tres tipos: concep-
tuales, procedimentales y actitudinales.

Elena Thibaut Tadeo
IES Comarcal Rocafort-Godella-Burjassot
SEMCYV al Khwarizmi
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Los contenidos conceptuales que se trabajan en ella son:

1

Conocer intuitivamente algunas caracteristicas topologi-
cas de superficies

Conocer lo que es un grafo y el comportamiento de algu-
nos de ellos sobre superficies.

Calcular la caracteristica de Euler en otras superficies
poliédricas.

Identificar algunas superficies poliédricas mediante su
caracteristica de Euler.

Distinguir entre algunas superficies con bordes y sin bor-
des.

Distinguir entre algunas superficies orientables y no orien-
tables.

1

1

1

Los contenidos de tipo procedimental son:

- Realizar figuras poliédricas con papel y acetato.
- Visualizar el espacio tridimensional mediante la manipu-
lacién de superficies transparentes

Y los contenidos actitudinales son:

- Favorecer la autonomia en el aprendizaje.

- Aprender a aprender de los compaieros.

- Relacionar a alumnos de edades y precedencia diversa.

- Integrar alumnos de niveles diferentes.

- Fomentar la igualdad de géneros.

- Incitar la curiosidad hacia otras construcciones matemati-
cas no habituales

Para el desarrollo de esta actividad he escogido la téc-
nica diddctica cooperativa del puzzle de Aronson.

Dindamica de la experiencia

Elemento motivacional

La motivacion consiste en suscitar interés hacia la consecu-
cién de un objetivo. Existe motivacion si existe una necesidad
que ha de ser satisfecha. ;Qué puede crear la necesidad de
conocer ciertas superficies en alumnos de 12-13 afios? En este
caso he elegido como estimulo la pelicula MOEBIUS de
Eduardo Mosquera (1996).

En ella se crea una situacion dramdtica sorprendente y surre-
alista, explicable en cierta medida por las caracteristicas de
una cinta de Moebius. En el metro de Buenos Aires desapare-
ce un tren entero. Los responsables piden ayuda a un mate-
mdtico para que desentraie la complejidad de las redes de
taneles que puedan haber ocasionado la pérdida. La explica-
cién del matematico sugiere la existencia de una estructura en

forma de cinta de Moebius que con un cambio de vias deja
encerrados en un bucle a los trenes que estén recorriendo ese
tramo. Se sugiere la existencia de otra dimension, la existen-
cia de un no-espacio, con lo que otra posible explicacion seria
la existencia de “tdneles” pertenecientes a una superficie
como la botella de Klein (Thibaut, 2006). El guién de la peli-
cula estd basado en un relato de A. J. Deutsch titulado A
Subway Named Moebius, publicado en la revista Astounding
en diciembre de 1950°, en el que también se pueden consultar
los detalles matematicos de la historia.

Se trata de apelar a la curiosidad de los alumnos en clave de
desafio, y proponerles respuestas a sus interrogantes. La peli-
cula dura 88 por lo que se emplea en ella una sesion y media.

En las dos ocasiones que he puesto en préctica esta actividad,
he dedicado media sesién a poner en comun sus impresiones
sobre la pelicula. En ambos casos, los alumnos mostraron
interés por comprender qué ocurria y el porqué. Después de
comentarles brevemente cémo se construye una cinta de
Moebius, algunos incluso interpretaron que el argumento de
la pelicula era recurrente y ciclico, como parece ser que ellos
habian entendido que “funcionaba” una cinta de Moebius.

Elemento manipulativo

La utilizacién de materiales recortables que puedan ser utili-
zados para experimentar tiene la ventaja de facilitar la visua-
lizacion de ciertas estructuras y de centrar la atencién en los
conceptos que se estan trabajando.

Para su uso en la actividad cooperativa los alumnos constru-
yeron una cinta de Moebius con acetato transparente y una
botella de Klein poliédrica (imagen 1) construida a partir del
recortable de la imagen 2.

En la elaboracién de la botella de Klein se emple6 una sesién.

Imagen 1.-Botella de Klein poliédrica en acetato transparente
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Imagen 2.-Recortable para construir la botella de Klein poliédrica.
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Actividad cooperativa: puzzle de Aronson

Las virtudes del puzzle de Aronson no son pocas. Entre ellas
destacan las siguientes (Garcfa, Traver y Candela, 2001)

- Implica al alumno en el proceso de aprendizaje de forma
activa y dindmica

- Le proporciona autonomia y responsabilidad en el apren-
dizaje propio.

- Le involucra de manera responsable en el aprendizaje del
companero.

El primer grupo de alumnos de Estructuras Espaciales de
2°ESO estaba compuesto por doce alumnos, cuatro chicos y
ocho chicas, con los que formé seis grupos de dos alumnos.
Cuatro de estos grupos son parejas mixtas. En la eleccién de
las parejas se buscé combinar caracteres relacionales opues-
tos. Al mas extrovertido de cada pareja le asigné el rol de
secretario: se encargaria de tomar las notas necesarias que
servirdn mds tarde para su estudio. Y a los mds introvertidos
los designé como portavoces: se encargarian de exponer las
dudas y plantear las cuestiones necesarias en nombre de la
pareja.

El segundo grupo de alumnos, también de estructuras espa-
ciales de 2° ESO esta formado por dieciséis alumnos, cinco
chicos y once chicas, con los que formé cuatro grupos de cua-
tro alumnos. En este caso se busco que en cada grupo hubie-
se una persona mds extrovertida, otra mas aseada en la pre-
sentacion de los trabajos, otra mds creativa y otra con necesi-
dades educativas especiales, cuidando que estuviesen a gusto
juntos por su afinidad amistosa. La persona extrovertida se
encargaba de moderar, la mas creativa de exponer el trabajo
en la pizarra, la mdas aseada fue el portavoz y la persona con
necesidades educativas fue el secretario.

En ambos casos he utilizado tres sesiones para el desarrollo
completo de esta parte de la actividad. La necesidad de reali-
zar ejercicios manipulativos para la comprension de los con-
ceptos, que conllevan un tiempo extra en la elaboracién de
material y su posterior utilizaciéon en el grupo, condicionaron
la extensién temporal de todo el ejercicio.

La dindmica consiste en entregar a cada componente del
grupo, parte del total de los contenidos que han de aprender
y desarrollar. El material de trabajo que he utilizado es con-
creto y breve para que no resulte excesivamente denso en un
curso de primer ciclo de la ESO.

En el primer caso reparti el material en dos partes, de forma
que cada componente de la pareja debian convertirse en
expertos en:

a. Definicion de Topologia, caracteristica de Euler y superfi-
cie no orientable.

b. Superficie con bordes, definicién de grafo, tipos de grafos.

En el segundo caso, la informacioén la dividi en cuatro partes
porque los grupos estaban formados por cuatro alumnos. De
forma que cada componente del grupo debia convertirse en
expertos en:

a. Definicion de Topologia, caracteristica de Euler.
b. Definicion de Topologia, superficie no orientable.
c.- Definicién de Topologia, Superficie con bordes.

d.- Definicion de grafo, tipos de grafos.

La informacién completa de la que disponian cada grupo es la
siguiente:

De manera informal, la topologia se ocupa de aquellas pro-
piedades de las figuras que permanecen invariantes, cuan-
do dichas figuras son plegadas, dilatadas, contraidas o
deformadas, de modo que no aparezcan nuevos puntos, o
se hagan coincidir puntos diferentes.

El topdlogo considera los mismos objetos que el geémetra,
pero de modo distinto: no se fija en las distancias o los
angulos, ni siquiera de la alineacién de los puntos. Para el
topdlogo un circulo es equivalente a una elipse; una bola no
se distingue de un cubo: se dice que la bola y el cubo son
objetos topolégicamente equivalentes, porque se pasa de
uno al otro mediante una transformacién continua y rever-
sible. Marta Macho Stadler. Sigma 20, Febrero 2002

/& . . . 7 .
L/ En un poliedro equivalente a una esfera (cubo, pirdmide,
tetraedro, prisma...) se puede sumar el nimero de caras y vér-
tices, y al resultado restarle el nimero de aristas.

C+V-A=
El resultado siempre te daré dos.

C+V-A=2
Puedes comprobarlo con cualquier poliedro.

Durante mucho tiempo se pensé que para cualquier figura tri-
dimensional este resultado seria siempre el mismo. Pero de
hecho esto sélo es cierto para figuras equivalentes a una esfera.

Al resultado de realizar esta operacion se le llama caracteris-
tica de Euler.



Cuenta el numero de aristas de tu botella de Klein y averigua
cual es su caracteristica de Euler.

(% La cinta de Moebius tiene una propiedad curiosa. Si colo-
co dos flechas sobre ella, ambas orientadas hacia arriba, y una
de ellas la desplazo por toda la cinta, cuando se encuentra con
la anterior, lo hace invertida.

Prueba a hacer el dibujo sobre las cintas de papel transparen-
te.

Esto quiere decir que esta superficie es no orientable. Puedes
comprobarlo sobre una cinta de Moebius. La botella de Klein,
también es no orientable.

Un cilindro, jsera no orientable?
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7 Antiguamente los hombres pensaban que la tierra era

plana. Crefan que si viajaban mas alld del horizonte caerian
en un vacio incomprensible. Pero ahora sabemos que no es
asi, que la tierra es casi una esfera y que podemos caminar
sobre ella sin miedo a encontrarnos con uno de sus bordes*.

La esfera es una superficie cerrada, esto es, que no tiene bor-
des. En cambio un disco plano, es un superficie con bordes.

Fijate en la cinta de Moebius. Parece una carretera. Si te sales
de ella vas a parar a una zona que estd en el aire. Esto es que
tiene bordes. A un cilindro le pasa lo mismo. Desde este punto
de vista, tanto el cilindro, como la cinta de Moebius son
superficies con bordes al igual que un disco plano.

;Cbémo crees que es la botella de Klein?

Una botella de Klein estd formada por dos cintas de Moebius.
Puedes cortar una de ellas y comprobarlo.

{#Un grafo es un conjunto de puntos unidos por lineas. Cada
punto puede representar una ciudad, una estacién o un orde-
nador de una red. O cualquier conjunto de objetos que se
hallen conectados. Las lineas que los conectan pueden repre-
sentar carreteras, vias o cables. O cualquier elemento fisico
que conecte ciertos objetos. A los puntos se les llama vértices.
Y a las lineas aristas.
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Hay muchos tipos de grafos. Un grafo completo serd aquel en
el que todos sus vértices estén unidos con el resto de vértices
por una arista.

Un grafo conexo serd en cambio el que permita recorrer todas
sus aristas y sus vértices una sola vez sin levantar el lapiz del

papel.

Y por ultimo, un grafo planar serd aquel en el que no se cru-
zan ninguna de sus aristas.

En el plano (o en una esfera), no se puede tener un grafo pla-
nar y completo de mds de 4 vértices. En cambio en la cinta de
Moebius y la botella de Klein si se puede.

Para convencerte, construye una cinta de Moebius en acetato
transparente e intenta unir los 6 puntos segun el cédigo de
colores. Piensa que la cinta de Moebius tiene una sola cara por
tanto basta con que tu veas que se unen.

« N

Cémo explicas que sea posible también en la botella de
Klein?

Cuando cada alumno tiene la informacién que va a trabajar,
los grupos originales se deshacen para formar los grupos de
expertos, que estin formados por aquellos alumnos con la
misma informacién asignada.

En estos grupos, los alumnos debatirdn, investigaran y desa-
rrollaran los contenidos asignados, ayudados por sus compa-
fieros y por el profesor.

Para orientarles en la comprensidn se les plantea a cada grupo
preguntas concretas relacionadas con el material que han de
trabajar. Las preguntas que utilicé fueron las siguientes

:Qué es la topologia?

+Qué es la caracteristica de Euler?

;Cémo es una superficie no orientable?

¢Qué significa que una superficie tenga bordes?

:Qué es un grafo?

¢En qué superficies se puede dibujar grafos completos
y planares?

Dentro de cada grupo deberan llegar a un consenso en sus
respuestas y tener claros los conceptos. El profesor juega un
papel fundamental, constatando en cada grupo que todos los
alumnos saben explicar lo que han aprendido. Durante el des-
arrollo de esta fase, es necesario orientar a los grupos de
expertos incitdandoles a utilizar las botellas de Klein y las cin-
tas de Moebius construidas de acetato transparente pintdndo-
las o recortandolas; a contar vértices, aristas y lados de polie-
dros; a experimentar, en suma, con sus manos los problemas
que se plantean en el material escrito. La tendencia del alum-
no es hacer una primera lectura y contestar las preguntas
copiando mecdnicamente la respuesta del texto. Como eso no
es posible en todos los casos, han de realizar las actividades
practicas y elaborar las respuestas ellos mismos. Si bien este
procedimiento es propio del aprendizaje por descubrimiento,
no por ello invalida la técnica cooperativa, pues se produce en
la fase en la que los grupos de expertos deben elaborar res-
puestas como resultado de un razonamiento deductivo.

Durante la segunda sesion las parejas o grupos vuelven a reu-
nirse y cada componente le explica al companero lo que ha
aprendido como experto. En este caso también el profesor
debe supervisar que se produce un intercambio de conoci-
miento eficaz.

En la primera experiencia hubo parejas que no se ensefiaron
todo lo que se habia trabajado en el grupo de expertos, por lo
que hizo falta revisar en cada pareja si habian puesto en
comun todo lo aprendido y recordar la necesidad de retomar
aquellas cuestiones que no se habian tenido en cuenta.

En la segunda experiencia hubo un grupo que no funcioné
correctamente porque no se llevaban bien entre ellos. En los



resultados del examen se constaté que al no cooperar no
pudieron aprender los contenidos necesarios.

La orientacidén en la que cada alumno expone su tema al com-
paifiero es la contraria a la que se ha realizado en el grupo de
expertos. Primero se ponen en comun las respuestas a las pre-
guntas y después se razonan dichas respuestas con los resul-
tados de las practicas. Por ejemplo:

¢En qué superficies se pueden dibujar grafos completos
planares? En aquellas como la cinta de Moebius o la bote-
llas de Klein que tienen caracteristica de Euler igual a 0.
Esto se puede ver en este dibujo que he hecho en la cinta
de Moebius. ;Ves? (Imagen 3)

Imagen 3.-Cinta de Moebius con grafo

Algunos alumnos se conformaron en un primer momento
con las respuestas dadas sin cuestionarse el porqué de su con-
testacion. De ahi la importancia del profesor para confirmar
el aprendizaje, y en caso contrario, redirigir el curso de la con-
versacion de la pareja para retomar aquellos puntos que no
han quedado claros.

Evaluacion

Para evaluar los contenidos conceptuales opté por una prue-
ba objetiva individual, que constaba de cuestiones directa-
mente relacionadas con las preguntas que planteé a los alum-
nos en los grupos de expertos.

En el primer ano un 75% de alumnos aprobaron la prueba y en
el segundo afio un 81,25%.

Para evaluar los contenidos procedimentales me basé en la
habilidad en la construccion de la botella de Klein y las cintas
de Moebius asi como en su utilizacién en los grupos de exper-
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tos. Me llamé especialmente la atencién un alumno que reali-
z6 tres veces el dibujo de los grafos sobre la cinta de Moebius
hasta quedar convencido totalmente del resultado.

Para evaluar los contenidos actitudinales me basé en la obser-
vacién de actitudes positivas mientras trabajaban en grupo y
en los comentarios que me hicieron durante una conversacion
que mantuve con ellos en la que les pregunté sobre el des-
arrollo de la actividad.

En el primer grupo me dijeron que consideraban que habian
aprendido los contenidos bastante bien, que destacaban el
hecho de haberse ayudado mutuamente y que se habian sen-
tido igual que siempre. Algunos puntualizaron, cuando les
pregunté como era eso de “igual que siempre’; que les hubiese
gustado trabajar con su grupo habitual, el elegido por ellos,
pero reconocieron que al final se habian sentido a gusto,
como siempre. También me hicieron notar que la elaboracion
de la botella de Klein les habia resultado muy costosa.

Observé que las tensiones entre los grupos de chicos y chicas
habian desaparecido y que no se manifesté la competitividad
marcada por la prepotencia masculina y reforzada por el com-
plejo de inferioridad femenino que me encontraba habitual-
mente.

La segunda vez que realicé la actividad intenté respetar sus
amistades y aun asi hubo un grupo que no acabé de congeniar.
La reflexion fue que deberian haber dejado sus diferencias a
un lado y haber trabajado en comdn.

La integraciéon de tres alumnos con necesidades educativas
especiales fue completa y pudieron participar y disfrutar de la
ayuda del resto de sus comparieros.

Conclusiones

Viendo los resultados de la evaluacion se puede decir que esta
es una técnica que resulta eficaz. Ademds consigue generar
ambiente de trabajo e incitar al trabajo. Respecto a los alum-
nos que no llegaron a adquirir los conocimientos minimos se
puede reflexionar acerca de cuestiones individuales como
pueden ser el absentismo o los problemas de aprendizaje a
nivel general. Quizds en estos casos se requieran otras técni-
cas u otros niveles curriculares que no se puedan dilucidar
s6lo con los resultados de esta actividad. Seria necesario acu-
dir a una evaluacion global del alumno y, si la junta evaluado-
ra lo estima conveniente, a un diagndstico por parte del
departamento psicopedagdgico.

Esta técnica es susceptible de ser aplicada para el aprendizaje
en cualquier drea. Las referencias de su aplicacién en
Matemadticas se encuentran para niveles universitarios
(Sanabria, Conejero y Camp, 2004). Para un nivel de secunda-
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ria y con contenidos matemadticos que hagan referencias a
cuestiones geométricas o topoldgicas, me parece especial-
mente adecuada porque permite combinar el aprendizaje por
descubrimiento y el trabajo en grupo cooperativo a la vez que
se proporciona un texto elaborado que el alumno debe traba-
jar. Estos conocimientos incipientes sobre Topologia requie-

NOTAS

ren para su aprendizaje en un nivel de 2° ESO tanto de mani-
pulaciones deductivas como de definiciones de los nuevos
conceptos. La técnica del Puzzle de Aronson permite introdu-
cir ambas orientaciones con las ventajas del aprendizaje coo-
perativo: autonomia, responsabilidad e interaccién mutua. H

1 REAL DECRETO 116/2004, de 23 de enero, del Ministerio de
Educacién y Cultura y Deporte, por el que se desarrolla la orde-
nacién y se establece el curriculo de la Educacién Secundaria
Obligatoria. (BOE ne 35, de 10/2/2004)

2 Orden de 9 de mayo de 1995, de la Conselleria de Educacién y
Ciencia, por la que se regulan las materias optativas en la
Educacién Secundaria Obligatoria (DOGV n° 2544, de 5/7/95)
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