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Cuando emprendas tu viaje hacia Itaca

debes rogar que el viaje sea largo,

lleno de peripecias, lleno de experiencias.

No has de temer ni a los lestrigones ni a los ciclopes,
ni la célera del airado Posidon.

Nunca tales monstruos hallards en tu ruta

si tu pensamiento es elevado, si una exquisita
emocion penetra en tu alma y en tu cuerpo.

Constantinos Kavifis

stamos seguros que cuando se gesto la revista SUMA y salio por primera vez
alld por el ario 1988, nadie pensaba que llegaria a ocupar el lugar que hoy en dia
ha alcanzado dentro del mundo de la Educacion Matemdtica. Sin embargo, gra-
cias al esfuerzo de los equipos que la dirigieron anteriormente, encabezados por
Rafael Pérez en Granada, Sixto Romero en Huelva, Julio Sancho y Emilio
Palacidn en Zaragoza, y nuestros antecesores Francisco Martin e Inmaculada
Fuentes en Madrid, con el apoyo de la Federacion Espariola de Sociedades de
Profesores de Matemdticas, SUMA goza de una presencia y un prestigio de pri-
mer orden. Y esto, que se podria intuir a partir de la calidad del contenido y su
cuidada presentacion, se puede contrastar con indicadores objetivos que nos lo
demuestran: su indice de valoracion actual es de 70°25 sobre 100, valoracion en
funcion de su contenido cientifico a juicio del profesorado universitario y perso-
nal investigador del drea, segun datos del Instituto de Estudios Documentales
sobre Ciencia y Tecnologia del CSIC. Por ello estamos orgullosos y agradecidos a
la FESPM por la confianza depositada en nosotros al nombrarnos directores de
SUMA, y esperamos incrementar la calidad y los resultados hasta ahora alcan-
zados.

El equipo que ahora inicia esta aventura estd compuesto por Tomds Queralt y
Onofre Monzé como directores y Gregori Garcia como administrador. Queremos
agradecer a Inmaculada Fuentes, Francisco Martin, Cristina Torcal y Antonio
Alamillo su absoluta predisposion y ayuda en la transferencia de informacion




para iniciar nuestra tarea. Sin su colaboracion hubiera sido imposible emprender esta
travesia. Debemos mencionar la buena disposicion de Antonio a continuar con la gestion
de la web, actividad que realiza con excelente resultado y de la que nos sentimos todos
satisfechos.

Nuestro proyecto de revista parte de la distribucion actual, por lo que el lector no apre-
ciard grandes cambios, mds bien algunas variaciones que permitan observar la incorpo-
racion de un nuevo equipo: cambio del logotipo de la revista, inicio de nuevas secciones y
desaparicion de otras, cambio del consejo de redaccion y del consejo editorial. Pensamos
que la estructura actual sigue siendo vilida para un proyecto futuro de cuatro arios, por
lo que mantendremos los apartados en los que tiltimamente estaba dividida la revista:

«Articulos, con las aportaciones de nuestros lectores, que esperamos sean cada vez mds y
sin las que la revista no tendria sentido.

«Poliedro, con diferentes secciones a cargo de autores de reconocido prestigio. Nos gusta
la perspectiva de ofrecer diferentes enfoques a todo lo que tiene que ver con las matemd-
ticas, con el dnimo de ampliar la posibilidad de relacionarlas con otros campos de cono-
cimiento.

«Las actividades de la Federacion, de las que daremos debida cuenta mediante las con-
vocatorias e informes de los distintos actos que la Federacion lleva a cabo. La revista
SUMA constituye la mejor carta de presentacion de nuestra Federacion, y seguird siendo
su mdximo organo de expresion a través de la cual se emitirdn las opiniones y posiciona-
mientos que pensemos deban adoptarse respecto de cualquier cuestion que tenga que ver
con la Educacion Matemdtica en nuestro pais.

No queremos perder de vista la potencia que supone disponer de una pdgina web cuya
accesibilidad permite que nuestra revista esté presente en cualquier parte del mundo de
manera inmediata. Pretendemos mantener el nivel de calidad alcanzado, e intentar
mejorarlo incorporando paulatinamente opciones y servicios que faciliten el acceso a la
informacion de nuestros usuarios.

La revista SUMA es una revista sobre la enseiianza y el aprendizaje de las matemadticas,
tal y como indica su titulo, con el que se quiere plasmar la mision que tiene encomenda-
da. Se trata de una revista de cardcter cientifico aunque también hay una vertiente divul-
gativa a la que pretendemos contribuir, puesto que pensamos que los profesores de mate-
mdticas estamos obligados a dar a conocer lo que sabemos. Nuestro deseo es que la revis-
ta mantenga este equilibrio, siempre con la finalidad de enriquecer a nuestros lectores
tanto personal como profesionalmente.

Hemos izado nuestras velas y orientado nuestra nave hacia un horizonte desconocido,
ilusionados en la aventura que supone lanzarse al océano, cuando nosotros solamente
habiamos navegado por nuestro pequerio mar. Este mar Mediterrdneo que nos acompa-
fia, y esta luz de Valencia que por intensa algunos dicen que deslumbra, os llegue a todos
vosotros, lectores, a través de nuestra revista SUMA. m
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Plus

os hados han querido que mi primera actividad publica como nuevo
Secretario General de la Federacion Espariola de Sociedades de Profesores
de Matemdticas sea precisamente escribir este editorial de SUMA, nuestra
revista y la de todos sus lectores, a la que junto a Inma Fuentes, he dedi-
cado unos cuantos arnos. Ningun lugar podia resultarme mds grato para
este estreno.

Un proyecto deja de serlo cuando se institucionaliza. Todas las actividades
que promovemos comienzan siendo eso: un proyecto; pero solo unas pocas
llegan a la fase de consolidacion, de institucionalizacion. Y la prueba que
certifica que esa fase se ha superado, es sin duda, la normalidad con la que
se producen los relevos de personas, de equipos responsables y, en nuestro
caso, dado nuestro cardcter federal, de lugares de edicion.

En ese sentido SUMA hace mucho tiempo que dejo de ser un proyecto para
pasar a ser una institucion en el dmbito de la educacion matemdtica en
Espania y mds alld.

Tomds Queralt y Onofre Monzo nos presentan con este niimero la primera
de las entregas de lo que va a ser su trabajo al frente de SUMA. Deciamos
Inma y yo en el editorial del niimero anterior que sabiamos con conoci-
miento de causa lo que les esperaba. SUMA supone un gran esfuerzo para
mucha gente que colabora escibiendo su contenido, pero también una gran
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cantidad de trabajo de coordinacion, de administracion, de maquetacion,
de aporte de ideas, de trabajo de direccion. Es necesario para ello un derro-
che de ilusion y robarle tiempo a las noches y a los fines de semana.

La compensacion de todo esto es el momento en que tienes un nuevo niime-
ro en las manos y ves coémo ha quedado, cuando te llegan mensajes de los
lectores que te dicen que lo que has hecho les ha gustado. Escasa satisfac-
cion pensardn algunos, pero mds que sobrada hemos pensado todos los que
hemos estado al frente de esta tarea. Sé que es esto también lo que estan
pensando ahora, con este niimero 57 en las manos, Tomds y Onofre.

Los cambios de personas no son nunca meros relevos. Los nuevos equipos
tratan de consolidar lo que se hacia, pero también de incorporar nuevas
ideas, de renovar y de innovar a partes iguales.

Deciamos que SUMA llega mds alld —plus ultra— de nuestras propias fron-
teras. Desde la Federacion Espariola de Sociedades de Profesores de
Matemdticas, como editores de la revista, estamos convencidos de que
SUMA con este nuevo equipo también ird mds alld de lo que ha llegado
nunca.

Tomds y Onofre quizds avin no lo saben, pero el subsconciente les ha dela-
tado. Fijaos en el nuevo logotipo que han diseniado: SUMA™.

Demos pues la bienvenida a esta SUMA Plus. m

Francisco Martin Casalderrey
Secretario General de la Federacion Espariola
de Sociedades de Profesores de Matemadticas
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de la guerra civil espanola (y II)

En el presente articulo se realiza un estudio sobre los matemdticos que emigraron de Espaiia a consecuencia de la guerra civil, que
va acompariado de pequerias biografias de la mayoria de ellos, y de un comentario sobre las razones que motivaron su marcha.
El trabajo, centrado principalmente en los profesores de la Universidad de Madrid —entonces la mds importante y con mayor
poder de decisién—, se completa con un andlisis de la situacién matemdtica en las décadas anteriores, y con unas notas acerca
de las depuraciones y cambios estructurales realizados al finalizar la contienda.

This article presents a study on the emigration of the Spanish mathematicians because of the civil war. Short biographies of most
of these mathematicians are written explaining the reasons why they left.

This work, focusing specially on the professors of the University of Madrid —the most important and influential at that time—
also analyzes the situation of Spanish mathematics in previous decades, with some comments on the depurations and structural

changes by the end of the conflict.

l exilio a Argentina

La mayoria de los intelectuales espaiioles exiliados se estable-
ci6 en distintos paises americanos; buena parte de los ellos lo
hizo en México, y el resto en Argentina, Chile, Colombia,
Cuba, Reptiblica Dominicana, Venezuela y Estados Unidos. Y
la acogida de unos y otros generalmente estuvo propiciada
por el prestigio particular del personaje, por conexiones pro-
fesionales creadas antes de la contienda, por relaciones per-
sonales con otros intelectuales ya instalados en esos paises o,
cuando menos, fue amparada por la mediacion de institucio-
nes especialmente creadas con ese objetivo.

A Argentina, en concreto, se desplazé un nimero considera-
ble de cientificos, humanistas y, en fin, diversas personalida-
des del mundo de la cultura o la politica, algunos de ellos de
gran relevancia. Por ejemplo, Luis Jiménez de Asta o
Francisco de Ayala, catedraticos de Derecho; el historiador
Claudio Sénchez-Albornoz, ex-rector de la Universidad de
Madrid y ministro republicano; Niceto Alcald-Zamora, ex-
presidente de la Republica; Felipe Jiménez de Asda, catedréti-
co de Medicina; Angel Ossorio y Gallardo, presidente de la
Academia de Jurisprudencia y del Ateneo de Madrid; etc.

El nimero de matemadticos que emigré a Argentina no parece
que haya sido muy elevado, aunque en torno a Rey Pastor se
reuni6 un grupo muy brillante de jévenes matematicos que ya

El niumero de matemdticos que
emigro a Argentina no parece que
haya sido muy elevado, aunque en
torno a Rey Pastor se reunio un
grupo muy brillante de jovenes
matemdticos que ya despuntaban
en Espana.

NOTA DE LA REDACCION: Este articulo reproduce el publicado en la
revista Hispania Nova y con el permiso de ésta:

“Sobre el exilio matematico de la guerra civil espafola” en
Gélvez, Sergio (Coord.), Generaciones y memoria de la represion
franquista: un balance de los movimientos por la memoria.
Dossier monogréfico Revista de Historia Contempordnea
Hispania Nova, ISBN: 1138-7319
hitp://hispanianova.rediris.es/6/dossier/6d026.pdf

La pimera parte aparecié en el ntimero 56, de noviembre de 2007.

Javier Peralta
Universidad Auténoma de Madrid
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despuntaban en Espaiia; alguno de los cuales alcanzaria mas
tarde renombre internacional. Me refiero en particular a Lluis
Santalé, Manuel Balanzat, Ernest Corminas y Pere Pi Calleja,
de los que Rey ya conocia su valia matematica; aquéllos, bajo
la direccién del maestro, crearian en los afios siguientes una
auténtica escuela matematica de gran influjo en la matemati-
ca argentina. Conviene precisar ademds que fue Rey Pastor
quien propici6 el viaje a Buenos Aires, parece ser que corrié
con los gastos del mismo e incluso les ayud6 a buscar puestos
de profesor en distintas universidades argentinas.

También emigraria a Argentina otro ilustre matematico del
que mas tarde hablaré: Francisco Vera, que asimismo seria
ayudado por Rey Pastor. Sin embargo, por su edad —llegaria
con mas de cincuenta aios—, su situacion cientifica —desem-
barcé siendo ya una figura consagrada— y su especializacién
—destacéd fundamentalmente en historia de la ciencia—, su
caso es muy diferente al de los anteriores, y no parece deba ser
incluido en el mismo grupo.

También emigro a Argentina otro
ilustre matemadtico Francisco Vera
que destaco fundamentalmente en

historia de la ciencia.

El primero en marchar fue Manuel Balanzat de los Santos.
Nacido en Bargas (Toledo) en 1912, Balanzat estudia Ciencias
Exactas en la Universidad de Madrid y obtiene una beca
durante los altimos cursos de licenciatura y los aios de reali-
zacién del doctorado en el Laboratorio Seminario Mate-
madtico. Se traslada a Paris, también con una beca de posgra-
do de la JAE, en donde trabaja con Fréchet en 1934 y 1935 en
la teoria de espacios topoldgicos.

Durante la guerra civil combate en el frente, en el bando repu-
blicano, en diferentes batallas, y finalizada la contienda se exi-
lia a Paris. Con la ayuda de Rey Pastor marcha a Buenos Aires,
y se incorpora unos meses a su Universidad en el Seminario
de Matemadticas que dirige aquél. En 1940 se establece en la
Universidad Nacional de Cuyo, y es uno de los fundadores del
Instituto Nacional del Profesorado, en donde imparte cursos
dirigidos a profesores de ensefianza secundaria.

Desde entonces hasta practicamente el final de sus dias publi-
ca numerosos articulos de investigacién y diversos libros,
como Introduccién a la Matemdtica Moderna, editado en
1946 (se adelanta en unos quince afnos a la tendencia de la
denominada Matemdtica moderna, que se extenderd por todo
el mundo) o El niimero natural y sus generalizaciones (1953).
En 1955 inicia un recorrido que le llevara a trabajar en distin-
tos centros: primero, como profesor y jefe de la seccién de

Matematicas del Instituto de Fisica de San Carlos de
Bariloche; después, de 1960 a 1962, es invitado por la
Universidad de Caracas, donde imparte cursos de Anélisis
matemadtico, Andlisis funcional y Teorfa de distribuciones;
mas tarde, de 1962 a 1966, se traslada a Francia y es profesor
de la Universidad de Clermont-Ferrand; y finalmente regresa
a Argentina y toma posesion de la catedra de Analisis mate-
mdtico de la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional
de Buenos Aires para trabajar en ella hasta su jubilacion, en la
que continta después en activo como profesor emérito.

Balanzat fue también miembro de la Academia de Ciencias de
Buenos Aires y ocup6 diversos cargos de representacion,
como los de secretario y vicepresidente de la Unién
Matematica Argentina. Falleci6 en Buenos Aires en 1994.

El siguiente matematico en llegar a Argentina de los mas arri-
ba citados, y con toda seguridad el de mayor relieve, es Luis
Antonio Santalé Sors, de quien a continuaciéon haré una
breve semblanza'.

Luis Antonio Santalé (1911-2001)

Santalé nace en Gerona en 1911 y después de cursar la edu-
cacién preuniversitaria en su ciudad natal se traslada a
Madrid y estudia Ciencias Exactas, que finaliza en 1934. En la
capital se instala en la Residencia de Estudiantes, en donde
participa de su ambiente cultural, y entra en contacto con Rey




Pastor, quien jugard un papel importante en su vida futura.
Trabaja en el Laboratorio Seminario Matematico, y en pocos
meses se ird haciendo patente su valia; asi, a pesar de su juven-
tud, es vocal del Comité de Redacciéon de la Revista Mate-
madtica Hispano-Americana, junto a R. San Juan, S. Rios, P.
Puig Adam y T. Rodriguez Bachiller.

Al acabar la licenciatura habia entrado como profesor en el
Instituto Lope de Vega de Madrid pero, aconsejado por Rey
Pastor, deja el Instituto y se traslada a Hamburgo, pensionado
por la Junta, para trabajar con Blaschke. Bajo la direccion de este
ultimo, y avalada por Pedro Pineda, catedratico de Geometria
diferencial, presenta la tesis en la Universidad Central, que trata
de Geometria integral, y en cuyo campo Santald seria mas tarde
una de las mayores autoridades mundiales (segiin Chern fue el
lider de la Geometria integral desde 1950).

Poco después estalla la guerra civil, es reclutado en la
Aviacién y da clases de Matematicas para la formacién de
nuevos mandos en la Aviacion republicana. Mds tarde se exi-
lia a Francia y es internado en un campo de concentracion, de
donde se escapa, y finalmente llega a Paris con la ayuda de sus
dos maestros: Rey y Blaschke, asi como de Cartan. Luego se
embarcara en Burdeos con rumbo a Argentina, y el 12 de
octubre de 1939 es recibido en Buenos Aires por Balanzat,
con quien estableceria una gran amistad a lo largo de su vida.

Rey Pastor le habia buscado el puesto de investigador princi-
pal en el recién creado Instituto de Matemdtica de la
Universidad Nacional de Litoral, en Rosario, del que es subdi-
rector bajo la direccion de Beppo Levi, y alli continuara hasta
1949. En 1948 visita con una beca Chicago y el Instituto de
Estudios Avanzados de Princeton, donde coincide con
Einstein, Godel, Weyl... Aprovecha al médximo las oportuni-
dades que se le brindan y escribe articulos de investigacion de
gran impacto.

Aunque recibe varias ofertas para quedarse en EEUU, vuelve
a Argentina para trabajar en la Facultad Fisico-Matematica de
la Universidad Nacional de la Plata como profesor de
Matematicas superiores. En 1957 se traslada a la Facultad de
Ciencias de la Universidad de Buenos Aires, en donde realiza
una importante labor docente e investigadora, y en 1976, a su
jubilacion, es nombrado profesor emérito; situacion en la que
continda dirigiendo trabajos de investigacién y dando confe-
rencias y cursos a profesores.

Su impresionante produccion cientifica abarca —segin él
mismo afirma— los siguientes campos: Geometria integral,
Geometria diferencial, Geometria de los cuerpos convexos,
Teoria de nimeros, Probabilidades geométricas y Teoria del
campo unificado; a los que habria que anadir Educacién
matematica, asi como otros diversos trabajos de divulgacion
matematica de gran interés. En total, escribié casi doscientos
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cincuenta articulos; veinticinco libros (Introduction to Inte-
gral Geometry, Geometrias no euclidianas, Geometria Pro-
yectiva, Geometria Espinorial, Integral Geometry and
Geometric Probability...), algunos de ellos traducidos a varios
idiomas, y dirigi6é doce tesis doctorales.

Fue académico titular de la Academia Nacional de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales y de la Academia Nacional de
Educacion, ambas de Buenos Aires; académico correspon-
diente de las Academias de Ciencias y Artes de Barcelona,
Coérdoba (Argentina), Lima (Pert) y Madrid y Miembro hono-
rario de la Academia de Ciencias de América Latina; y ocupd
la vicepresidencia y presidencia de la Unién Matemdtica
Argentina y de la Academia de Ciencias Argentina. Fue inves-
tido doctor honoris causa por diez universidades: Buenos
Aires, Politécnica y Auténoma de Barcelona, Sevilla... y un
largo etcétera.

Su produccion cientifica abarca:
Geometria integral, Geometria
diferencial, Geometria de los
cuerpos convexos, Teoria de
numeros, Probabilidades
geomeétricas y Teoria del campo
unificado; a los que habria que
aniadir Educacion matemdtica.

Aunque se ubicd definitivamente en Argentina, en donde se
casé y tuvo tres hijas, es de destacar su anoranza por Espafia,
que se pone de manifiesto, por ejemplo, con motivo del regre-
so de Terradas de Argentina a Espafia —de ello se hablard en
péginas posteriores—; hecho sobre el que dird afios después’:
En aquellos momentos envidié su suerte. Pensé que nos
veriamos alli al cabo de poco. Pero el destino fue otro. No
lo volvi a ver... (Terradas falleci6é en 1950).

En cualquier caso, volvié algunas veces a su pais para impar-
tir distintas conferencias y asistir a diferentes congresos.

El 22 de noviembre de 2001, a los 90 aiios de edad, falleceria
en Argentina un hombre extraordinariamente afable, senci-
llo, caballeroso y delicado en su trato y nos distinguié a
todos con una amabilidad nada forzada ni artificial’; de
verdadero prestigio internacional y sin duda el matemdtico
hispano mds conocido en el mundo matemdtico extranjero.
(Rey Pastor, Alvaro Ude y José M.» Torroja)’; (...) un gran
gedmetra, una gran persona, un gran matemdtico (...) (W.
Benz), en quien se encuentra (...) la conjuncién del genio y
el trabajador, el poeta y el cientifico, en un gran espiritu
humano inigualable (..,)5. Asi fue Luis Santald.
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Ernesto Corominas Vigneaux nace en Barcelona en 1913, en
cuya Universidad estudia la licenciatura en Matematicas y la
carrera de Arquitectura. Al acabar los estudios comienza la
guerra civil y se incorpora como oficial de zapadores el
Ejército republicano; motivo por el cual tiene que exiliarse al
acabar la contienda. Pasa primero a Francia, luego a Chile y
mds tarde, en 1941, a Argentina. Alli es contratado como pro-
fesor de la Facultad de Ciencias Econémicas de la Universidad
Nacional de Cuyo, con sede en Mendoza, de reciente crea-
cidén, en donde da clase de Estadistica.

De 1941 a 1946 permanece en Mendoza, y luego se incorpora
durante un afio al Instituto de Matematica de Rosario. A con-
tinuacién es contratado como attaché de recherches en el
CNRS de Francia y pasa a trabajar en Paris con A. Denjoy,
quien le dirige la tesis, que trata de teoria de la derivacion y
conjuntos ordenados. Mads tarde, estd un afio en la Fundacion
Guggenheim en el Instituto de Estudios Avanzados de
Princeton (1958) y luego se traslada a Venezuela, en donde
trabaja cinco afios como profesor de la Universidad Central de
Caracas’. En 1964 se le nombra profesor de la Facultad de
Ciencias de la Universidad de Lyon, en cuyo destino perma-
nece como profesor emérito después de su jubilacion en 1982;
y acaba sus dias en esa misma ciudad en 1992.

Corominas colabora activamente en el seno de la Unién
Matematica Argentina, y su labor en Venezuela y Argentina, y
también en la Universidad de Lyon, es pionera en algunos
aspectos. Su obra, no muy extensa, versa principalmente
sobre conjuntos ordenados y teoria de la derivacién, y com-
pleta en cierta medida la debida a su maestro Denjoy’.

Me ocuparé a continuacion del ltimo en llegar a Argentina,
bajo el patrocinio de Rey Pastor, de aquel grupo de jévenes
matematicos al que me referi con anterioridad®.

Pedro Pi Calleja nace en Barcelona en 1907, y estudia
Ciencias Matemadticas y Arquitectura en su ciudad natal. A
continuacion marcha a la Universidad de Berlin, en donde per-
manece los anos 1933-1935 con una beca de la JAE, y recibe
cursos de matemadticas de Schur y Bierberbach y cursos de
arquitectura en la Technische Hochschule. Regresa a Espana,
presenta su tesis doctoral, titulada Convergencia de integrales
dependientes de un mddulo variable, que es publicada en la
Academia de Ciencias de Barcelona, y es nombrado profesor
encargado de curso de la Universidad de Barcelona, y director
de la seccién de Matematicas del Instituto de Estudios
Catalanes a propuesta de Esteban Terradas. En estos afos cola-
bora con la Sociedad Matematica Espanola como vocal de su
Revista —junto a Antonio Torroja Miret— en la ciudad de
Barcelona’.

Al comenzar la guerra civil coopera con el bando republicano
como técnico de construcciones, y al finalizar la contienda se

exilia a Paris y trabaja con Lebesgue en el Instituto Henri
Poincaré. Luego contacta con Rey Pastor, y se embarca hacia
Argentina en un accidentado viaje que dura mds de un aio,
para llegar al fin a Buenos Aires en 1942. Con la ayuda de su
maestro se le nombra profesor de Andlisis matemadtico y
Geometria descriptiva de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad Nacional de Cuyo, con sede en San Juan, en donde
realiza una meritoria labor, que es resaltada en la Revista de la
Union Matemdtica Argentina. En esos anos escribe algunos
articulos en dicha publicacién y en la Revista de Matemdticas
y Fisica Tedrica de la Universidad Nacional de Tucumdn; asi
como varios libros, el mdas interesante de los cuales probable-
mente sea Introduccion al Algebra vectorial (1945).

En 1949 se traslada a la ciudad de La Plata para trabajar en la
Facultad de Ciencias Fisicomatematicas de su Universidad, en
donde imparte los dos cursos de Introduccién a la
Matemdtica Superior (doctorado en Matematicas) que des-
arrolla con gran competencia. Permanece alli siete afos y
escribe en ese periodo, en colaboracién con Rey Pastor y
César Trejo, su obra mas importante: Andlisis matemdtico 1,
ITy III; texto y a su vez enciclopedia en el que se trata todo el
Analisis matemdtico, cldsico y moderno, desde una perspecti-
va muy actual. También durante ese tiempo tiene una desta-
cada participacion con la Revista de la UMA, y de 1953 a 1956
es secretario de la Unién Matematica Argentina.

En 1956 regresa a Espaia y se presenta a diversas oposiciones.
En 1958 es catedratico de la Universidad de Murcia de Andlisis
matematico I y II para desempefiar Matemadticas especiales;
poco después es catedratico de Andlisis matematico I y I de la
Universidad de Zaragoza y, finalmente, catedritico de la
Escuela Superior de Arquitectura de Barcelona, hasta su jubi-
lacién en 1970. Fallece en la Ciudad Condal en 1986.

En este entusiasta profesor habria que resaltar, a modo de
resumen, no solo su faceta de matemético profundo, sus cola-
boraciones con distintas instituciones o su presencia en pres-
tigiosos foros cientificos (por ejemplo, desde 1974 era acadé-
mico correspondiente de la Real Academia de Ciencias de
Madrid). También son de subrayar sus excelentes dotes diddc-
ticas, de las que dejé constancia tanto en sus clases como en
sus magnificos tratados matematicos universitarios.

A continuacién haré un breve apunte biografico de Francisco
7 7 10
Vera Fernandez de Cérdoba .

Francisco Vera, nacido en Alconchel (Badajoz) en 1888, fue
matematico, periodista, filésofo y, principalmente, historiador
de la ciencia. Pero antes de nada, posiblemente proceda sefia-
lar en relacién con esa tltima faceta, que nunca escribi6 sobre
historia sin contrastar la informacién, acudiendo constante-
mente a las fuentes iniciales; razén por la cual llegé a contra-
riar a otros autores no tan bien documentados [el caso mds




destacado a este respecto seguramente sea el de su conferen-
cia, pronunciada en el Ateneo de Madrid, titulada Los histo-
riadores de la Matemdtica Espaiola, como réplica al discur-
so de recepciéon de Echegaray en la Real Academia de
Ciencias: De las Matemdticas puras en Espaiia (1866), en el
que este ultimo afirmaba la inexistencia de mateméticos espa-
noles de un cierto relieve; si bien asimismo intervino en algu-
na otra polémica desde las paginas del diario EI Liberal].
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DIVULGACION CIENTIFICA |
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Historia de la Matemdtica en Espaiia, de Francisco Vera

Vera era republicano, mason, tedsofo, antifranquista y pro-
fundamente liberal, y fue condenado a muerte, entre otros
motivos, por haber escrito el cddigo criptografico del Ejército
republicano. Tenfa razones por tanto para exiliarse, y asi lo
hizo a finales de enero de 1939, cuando se vislumbraba clara-
mente la victoria de Franco. Su primer destino, como el de
casi todos los emigrantes republicanos, fue Francia (en su
caso, probablemente influyera asimismo en esta decisién el
hecho de haber estado trabajando en Paris anteriormente, de
1912 a 1914, en la editorial Hispano-Americana); y de alli se
trasladé a la Republica Dominicana, en algunos de cuyos
periédicos (La Opinidn, Listin Diario...) existen testimonios
de la buena acogida que se le dispenso.
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A su esposa, sin embargo, no le iba bien la altura de ese pais,
motivo por el cual decide marchar en 1941 a Colombia, en
donde trabaja como profesor de la Universidad Nacional y la
Escuela Normal Superior, ambas de Bogotd, ademds de
impartir numerosos cursos y conferencias. De alli se desplaza
a Cuba, Brasil y otras naciones iberoamericanas, hasta que en
1943 se instala en Argentina, donde es recibido y ayudado por
Rey Pastor. Es entonces profesor de la Universidad de La Plata
y del Colegio de Estudios Superiores, y poco después profesor
de la Universidad de Buenos Aires, ciudad en que ya fija su
residencia hasta su fallecimiento en 1967.

Vera era republicano, masén,
tedsofo, antifranquista y
profundamente liberal, y fue
condenado a muerte, entre otros
motivos, por haber escrito el
codigo criptogrdfico del Ejército
republicano.

Antes de su exilio Vera habia sido director de Anales de la
Universidad de Madrid, y a lo largo de su vida escribe mds de
treinta y cinco obras sobre Matematicas, Historia de la
Ciencia y Filosofia cientifica; labor que, como se ha dicho, se
extiende también como periodista y articulista (son de men-
cionar, por ejemplo, sus interesantes crénicas en relacién con
la estancia de Einstein en Madrid en 1923 y la teoria de la rela-
tividad); ademds de como divulgador cientifico y excelente
conferenciante. De su inmensa produccidn cientifica destaca-
ré lo que me parecen sus cuatro contribuciones mas destaca-
bles: su tesis, debidamente argumentada, de la existencia de
matemadticos esparfioles de algtn relieve a lo largo de la histo-
ria; el haber descubierto que Fibonacci podria haber copiado
diversas ideas y ejemplos del judio catalan Savasorda; la luci-
dez con que vislumbré la importancia futura de la Topologia
—materia que s6lo desde 1942 habia tomado carta de natura-
leza— al incluir un capitulo sobre esta materia en su Breve his-
toria de la Geometria (1948); y, por ltimo, sus excelentes tra-
tados sobre Historia de la Ciencia.

El exilio a otros paises

Como de algiin modo ya se ha dicho, la mayoria de los mate-
mdticos que emigraron a causa de la guerra civil se marché en
un primer momento a Francia; sin embargo, mds tarde casi
todos se trasladarian a América. De estos dltimos, el exilio
mds importante se localizé en México y, en menor parte —si
bien, muy cualificado—, lo hizo en Argentina. Aunque tam-
bién hubo algunos que se refugiaron en otros paises america-
nos, principalmente en la Reptblica Dominicana.
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Uno de los que se quedaron en Francia fue un interesante
personaje que, al menos institucionalmente, estuvo muy vin-
culado a nuestra comunidad matemadtica: el general Emilio
Herrera Linares. Nacido en Granada en 1879, estuvo estre-
chamente ligado al inicio de la aeronautica esparfiola; asi, fue
jefe del aerédromo de Cuatro Vientos y director de la
Escuela Superior Aerotécnica, y a él se debe el proyecto e
instalacion del primer tanel aerodindmico existente en
Espaiia, en el que Juan de la Cierva estudi6 los rotores de sus
primeros autogiros.

El general Herrera también fue miembro de la Real Academia
de Ciencias de Madrid, y uno de los personajes destacados de
nuestra vida matemética, pues ocup6 una de las vicepresiden-
cias de la Real Sociedad Matemadtica Esparfiola bajo el manda-
to de Octavio de Toledo. [Hay por cierto un hecho curioso en
relacion con su actividad en la Sociedad que no me resisto a
contar, y es el siguiente: en la sesién del 14 de abril de 1928,
Herrera comunica que la seccién de Aeronattica (?), a través
de los seriores Herrera y Kindeldn, ha puesto a disposicion de
la Sociedad un globo libre para la realizacion de pruebas cien-
tificas'"; recurso que sin duda debi6 de ser utilizado a suma
satisfaccion, puesto que en el acta del 5 de mayo de ese afio se
da cuenta del cumplimiento de esa extrana actividad matema-
tica en estos términos': Se comunica a la Sociedad que (...) se
realizé con toda felicidad la excursion en globo libre (...) y se
acordd dar las gracias al coronel Kindeldn y al General
Director de Preparacion en campariia por las facilidades que
dieron y la acogida que dispensaron a los expedicionarios).

En el inicio de la guerra civil Herrera se encontraba en
Santander dictando el curso Aerodindmica y Aviacién en la
Universidad Internacional de Verano, y acompaiié a su rector
Blas Cabrera en la evacuacién del personal de la misma.
Aunque mondrquico —habia sido gentilhombre de cdmara del
rey Alfonso XIII-, permanecio fiel a la Republica y se incor-
poré en los primeros meses de la contienda a su destino en
Madrid. Al finalizar la guerra se exilié en Paris y colabor¢ acti-
vamente en el seno de la Unién de Intelectuales Espaiioles,
con el Instituto de Estudios Hispénicos de la Sorbona, con las
revistas LEspagne Républicaine e Independencia... Nombra-
do socio de honor del Ateneo Espaiol de México, en los ulti-
mos anos de su vida fue jefe del Gobierno republicano en el
exilio, y fallecié en Ginebra en 1967.

Retomando el asunto planteado en esta seccién, me ocuparé
ahora de los refugiados en la Reptblica Dominicana; de los
que hay que decir en primer lugar que la mayoria de ellos lle-
garon en expediciones colectivas sufragadas por el Servicio de
Evacuacion de Republicanos Espaiioles. En total, los emigra-
dos a este pais debieron ser del orden de unos cuatro mil;
nimero muy elevado si se tiene en cuenta que alli estaba
implantado un régimen dictatorial, encabezado por Trujillo
(notese a este respecto que, sin embargo, otros Gobiernos ibe-

roamericanos mds o menos democraticos impidieron la
entrada de exiliados republicanos o la limitaron a casos indi-
viduales). No obstante, conviene precisar que la emigracion a
la Reptblica Dominicana fue muchas veces pasajera, dada la
escasez de recursos del pais y la consiguiente dificultad para
encontrar trabajo'.

Posiblemente el matematico mds importante de los que se
refugiaron inicialmente en esa nacién haya sido Francisco
Vera; si bien estuvo ademads en otros paises, especialmente en
Argentina, en donde pasaria la mayor parte del exilio; razén
por la cual ha sido incluido en la seccidn precedente. El resto
de los emigrados a la Republica Dominicana tienen una
menor proyeccion cientifica; ademads, en general, no destaca-
ron estrictamente en Matemadticas, sino en dreas colindantes,
como Astronomia, Topografia o Cartografia.

El general Herrera también fue
miembro de la Real Academia de
Ciencias de Madrid, y uno de los
personajes destacados de nuestra
vida matemdtica, pues ocupo una
de las vicepresidencias de la Real
Sociedad Matemdtica Espaniola
bajo el mandato de Octavio de
Toledo.

El mas sobresaliente de esos tltimos es Amds Sabras Gurrea,
nacido en Logrono en 1890 y fallecido en Santo Domingo en
1967. Sabras fue catedratico de Matematicas de Instituto, en
Huelva, Madrid y Barcelona, siendo elegido en 1933, precisa-
mente, presidente de la Asociacion de Catedréticos de
Instituto. También fue vocal y, desde principios de 1935 hasta
el comienzo de la guerra, vicepresidente de la Sociedad
Matematica Espanola bajo la presidencia de Lopez Soler.

Tuvo cierta relevancia politica, pues en las elecciones munici-
pales del 12 de abril del 31 que trajeron la Republica, fue ele-
gido concejal de Huelva, y luego alcalde de la ciudad, cargo del
que dimiti6 para presentarse a diputado por Logroiio por el
PSOE. Resultd elegido, y en 1933 cambi6 esa circunscripcion
por la de la provincia de Huelva.

Después de la guerra civil emigré a la Reptblica Dominicana,
y trabaj6é como profesor de Matematicas y de Astronomia en
la Universidad de Santo Domingo, y como profesor de la
Escuela Superior de Peritos Contadores de esa ciudad. Fundé
el laboratorio de Astronomia de la Universidad y desemperid




la jefatura del departamento de Astronomia y Geofisica del
Instituto Geografico de Santo Domingo'’.

Ese dltimo Instituto habia sido creado en 1940 por otro mate-
matico e ingeniero militar espanol: Ramén Martorell Otzet,
también exiliado a la Repudblica Dominicana. Nacido en
Barcelona en 1901, se dedic6 principalmente a la Cartografia,
y fallecié en México en 1967.

En la fundacién del anterior Instituto colaboraron con
Martorell otros dos refugiados: el teniente coronel de Estado
Mayor Aurelio Matilla y el matematico Domingo Martinez
Barrio'”. El segundo, nacido en Madrid en el afio 1900, sobre-
sale principalmente en el campo de la Topografia; de él hay
que decir que ademas de su trabajo en el Instituto Geogrifico,
fue profesor de Matematicas en la Escuela Superior de
Ciencias Econémicas de Santo Domingols.

El ultimo matematico emigrado a la Republica Dominicana
del que tengo referencia es José V. Montesino Samperio,
quien mads tarde se trasladaria a Venezuela. Nacido en Leén en
1913, trabajé fundamentalmente en Estadistica'.

A Venezuela también se exilié Angel Palacio Gros, matema-
tico y profesor de la Universidad de Madrid, que fue conde-
nado a varios anos de carcel por su participacion militar al
lado de la Republica. Al salir de la carcel se marché de Espania
y fue profesor del Instituto Pedagégico Nacional y de la
Universidad Central de Caracas, asi como de la Universidad
de Maracaibo. En su destierro escribio tres libros: Apuntes de
geometria del espacio y teoria geométrica de las secciones coni-
cas, Curvas planas y alabeadas y teoria de superficies y
Ejercicios de Andlisis matemdtico; y los Gltimos anos de su
vida los pas6 en Espaiia™.

En otras naciones americanas distintas a las ya mencionadas
no es facil hallar matematicos exiliados de la guerra civil. Tan
solo he encontrado a estos dos: José Riera Fernandez”', naci-
do en la ciudad asturiana de Langreo en 1911 y emigrado a
Bolivia, en donde fue profesor de la Universidad de San
Andrés, en La Paz, y director del Instituto Espaiiol de Bolivia;
y el también ingeniero Juan Serrallos, nacido en 1896 en
Barcelona y exiliado a Estados Unidos™.

Por ultimo, acaso debieran citarse asimismo dos personajes
muy significados en el campo de la Filosofia: José Ferrater
Mora y Juan David Garcia Bacca, por sus aportaciones a la
Légica matemdtica, disciplina sobre la que practicamente no
se habia investigado en Espana desde su introduccién por
Ventura Reyes y Prosper a finales del siglo XIX™. El primero
de los anteriores, nacido en Barcelona en 1912, finalizaba sus
estudios de Filosofia cuando estallé la guerra civil, y se exilié
a Cuba (1939), Chile (1941) y Estados Unidos (1947)*", y final-
mente regresd a nuestro pais; posiblemente su trabajo mas

SUMA 57
Febrero 2008

conocido en el drea mencionada sea el libro Ldgica matemdti-
ca, escrita en colaboracién con Huges Leblanc. De Garcia
Bacca™, nacido en Pamplona en 1901 y exiliado a Ecuador
(1939), México (1942) y Venezuela (1947), hay que destacar
sus dos obras: Historia filosdfica de las Ciencias e
Introduccion a la légica matemadtica.

Ademds de los aproximadamente cien
catedrdticos que se exiliaron, unos
cien, que permanecieron en Esparia,
fueron sancionados o sujetos a
proceso. Parece evidente que la
Universidad espariola quedo en una
triste situacion y que el Gobierno
franquista hubo de acometer una
importante reorganizacion, que
asimismo se extendio a la mayoria de
las restantes instituciones cientificas.

Termina la guerra

Pedro Sainz Rodriguez habia sido nombrado ministro de
Instruccién Publica del primer Gobierno franquista el 17 de
febrero de 1938, y durd en el cargo hasta el 28 de abril de 1939,
en que se hizo cargo del Ministerio Tomas Dominguez
Arévalo, conde de Rodezno, a la sazén primer ministro de
Justicia de Franco. Al abandonar este tltimo el Ministerio, el
9 de agosto de 1939, el departamento pasé a llamarse
Ministerio de Educacién Nacional, y se puso a su frente, hasta
el 19 de julio de 1951, a José Ibanez Martin, catedratico de
Geografia e Historia del Instituto San Isidro de Madrid.

Sobre las normas legislativas al finalizar la guerra civil y
durante los meses posteriores, referentes a los profesores, hay
que decir que en el BOE del 3 de febrero de 1939 se disponia
que los funcionarios del Ministerio de Instruccién Pudblica
que hasta ese momento no hubieran pedido su rehabilitacién
o no se hubiera resuelto su expediente, debian pedir su rein-
greso antes del 18 de julio. Ademas, por Ordenes del 4y 22 de
febrero de 1939, no pocos catedriticos que se habian ido exi-
liando desde el comienzo de la guerra son expulsados, y tam-
bién un namero respetable de aquellos que se quedaron en
Espaia son encarcelados o apartados del servicio. A todo ello
habria que anadir que en la Ley de 10 de febrero y en la Orden
de 18 de marzo de 1939 se especificaba igualmente que la
pasividad de quienes no hubieran colaborado con la victoria
de los vencedores, pudiéndolo haber hecho, sobrellevaria una
sancion grave; asimismo, el ministro de Instruccién Publica




SUMA 57
Febrero 2008

creaba la Comision Superior Dictaminadora de los expedien-
tes de depuracion y se precisaba el procedimiento para tales
depuraciones.

Para hacerse una idea de cudl era el numero de catedraticos
existentes al finalizar el conflicto armado, habria que tener en
cuenta entonces, ademés de los aproximadamente cien que se
exiliaron, cudntos fueron separados de su catedra. Segin
manifiesta el doctor José Puche Alvarez —catedratico de Me-
dicina y exrector de la Universidad de Valencia, separado del
servicio el 29 de junio de 1939 y emigrado a México— en una
carta a Ernesto Garcia Camarero’®, del total de catedraticos de
Universidad que permanecieron en Espaia, unos cien fueron
sancionados o sujetos a proceso; y estas cifras no varian sus-
tancialmente en otros autores. Asi, por ejemplo, J. Claret”
considera que los aproximadamente 600 catedréticos (entre
activos y excedentes) que habia antes de la contienda se que-
daron en 1940 en poco mas de 380; y el mismo autor recoge
otras opiniones parecidas™ como las de S. Riera quien afir-
ma” que de 575 catedréticos en activo y 40 excedentes en
1935 se habria pasado, respectivamente, a 319 y 20 en 1940;
etc. V. Lloréns, por su parte, estima que la cifra inicial estaria
comprendida entre 500 y 575, y que después de la guerra, a
consecuencia de la emigracion, la jubilacién, la destitucién o
la defuncién por muerte natural o violenta —especialmente
significativos son los fusilamientos de los rectores de Oviedo:
Leopoldo Alas (hijo de Clarin) y de Granada: Salvador Vila-,
la cantidad se habria reducido aproximadamente a la mitad™.

En cualquier caso, parece evidente que la Universidad espa-
nola quedo en una triste situacién y que el Gobierno fran-
quista hubo de acometer una importante reorganizacion, que
asimismo se extendi6 a la mayoria de las restantes institucio-
nes cientificas.

Por si fuera poco lo anterior, hay que anadir a todo ello que
ademds pudo adoptarse alguna otra medida represiva particu-
lar contra aquellos profesores que estuvieran sometidos a sos-
pecha. Tal es, por ejemplo, la decision de la primera Junta de
Gobierno de la Universidad de Madrid, que después de felici-
tar al Ejército Nacional y a su Invicto Caudillo y recordar a los
docentes fallecidos durante la dominacion del Gobierno rojo,
acuerda la reduccién del cincuenta por ciento de los haberes
a los profesores con expedientes abiertos atn sin resolver’'.
(He de advertir que buena parte de los datos de los que dis-
pongo se refieren a la Universidad Central y otras institucio-
nes madrilefias —por otro lado, las de mayor significaciéon
cientifica de Espana—; razon por la cual es probable que las
omisiones que pudieran producirse en el futuro afecten prio-
ritariamente a universidades y corporaciones correspondien-
tes a otras provincias.)

En algunas areas, como Fisicas, tales medidas produjeron un
cambio radical en las instituciones dedicadas a su estudio e

investigacion. Asi por ejemplo, en la Facultad de Ciencias de la
Universidad de Madrid, en donde residia en mayor medida su
poder cientifico, el Gnico catedrético de la seccién de Fisicas
que colaboré con los vencedores fue Julio Palacios Martinez
(1891-1970), catedratico de Termologia. De los cuatro restan-
tes de esta seccion, Blas Cabrera, Arturo Duperier, Miguel
Catalén y Esteban Terradas, los dos primeros se habian exilia-
do y fueron expulsados, Catalan colaboré con el bando nacio-
nal en tareas humanitarias, pero al final de la guerra fue san-
cionado, y Terradas se encontraba fuera de Espafa y, como
enseguida se verd, tardaria alrededor de un afo en volver.

El general Herrera también fue
miembro de la Real Academia
de Ciencias de Madrid, y uno de
los personajes destacados de
nuestra vida matemdtica, pues
ocupo una de las
vicepresidencias de la Real
Sociedad Matemdtica Espariiola
bajo el mandato de Octavio de
Toledo.

Entre los matematicos, sin embargo, la represion y sus efectos
derivados en las instituciones correspondientes no fueron tan
importantes; acaso porque la mayoria de sus personajes mas
ilustres, al menos en la Universidad de Madrid, no parece que
se significara social ni politicamente. Pero comencemos
recordando quiénes eran los catedréticos de la seccién de
Mateméticas de su Facultad de Ciencias’”: Faustino Archilla y
Salido, Geometria de la posicién; José Gabriel Alvarez Ude,
Geometria descriptiva; Sixto Cdmara Tecedor, Geometria
analitica; Daniel Marin Toyos, Andlisis matematico 3°: Ecua-
ciones diferenciales), José Barinaga Mata (Analisis matemati-
c0), Pedro Carrasco Garrorena (Fisica matemadtica), Francisco
de Asis Navarro Borrds (Mecdnica racional), Pedro Pineda
Gutiérrez (Geometria diferencial), Olegario Ferndndez Bafios
(Estadistica matemdtica), Tomds Rodriguez Bachiller (Ana-
lisis matemdtico 4°: Teoria de las funciones) y Ricardo San
Juan Llosa (Analisis matemaético).

De todos los anteriores sélo se exilié6 Pedro Carrasco, que fue
separado del servicio, junto a Honorato de Castro —y otros
cientificos como Moles o Bolivar— el 4 de febrero de 1939
(BOE del 7 de febrero), por los antecedentes completamente
desfavorables y en abierta oposicién con el espiritu de la nueva
Espaiia de los encausados™; y expulsado, en compafifa de
Honorato de Castro y otros profesores universitarios el 29 de




julio de 1939, por su desafeccion al nuevo Régimen y por la
pertinaz politica antinacional y antiespaiola en los tiempos
precedentes al Glorioso Alzamiento Nacional™.

Respecto de los catedraticos universitarios de Matemadticas
que se quedaron en Espana, el que considero caso mds signi-
ficativo de los que tengo informacién es el de Roberto Araujo
Garcia, catedratico de Andlisis matemdtico de la Universidad
de Valencia, parece ser que comprometido con el bando repu-
blicano™, y uno de los diecinueve profesores sancionados
—doce de ellos catedraticos— de esa Universidad. Asi, aunque
el 11 de junio de 1939 la Auditoria del Ejército no encuentra
en su caso materia delictiva, el 7 de diciembre se le abre expe-
diente, y el 4 de julio de 1940 (BOE del 16 de julio) se le sepa-
ra del servicio y se le condena a seis afios y un dia de prisién™
por auxilio a la rebelion y por haber ocupado el cargo de
interventor del Patronato universitario el 5 de marzo de 1938.
El juez instructor le acusa entonces de vinculacién con el
Partido Radical Socialista, de colaboracion con las izquierdas
en general y de ser protestante; argumentos que Araujo con-
testa desde la prisién, aduciendo que las imputaciones corres-
ponderian mds bien a una apreciacion puramente subjetiva
del Juzgado. En definitiva, no se le reintegrara al servicio hasta
el 17 de julio de 1946, una vez finalizada la condena®.

Araujo, que habia trabajado con Rey Pastor en la Laboratorio
Seminario Matemdtico, es una de las jovenes promesas de
nuestra vida matematica® cuando nace la Sociedad Matema-
tica Espafiola (escribe, por ejemplo, “Homologia de superfi-
cies de segundo orden” en el primer numero de su Revista™).
Habia obtenido la catedra del Instituto de Granada en 1921,
antes de ser catedratico de la Universidad de Valencia y, desde
ésta, se trasladé a la Universidad de Zaragoza una vez termi-
nada la sancién impuesta al acabar la guerra. Sobre él se pro-
nunciaba entrafiablemente el Prof. J. J. Etayo, alumno suyo en
Zaragoza:

iQué excelente persona D. Roberto! Hombre bondadoso,
entregado a nosotros y a quien seguramente no supimos
aprovechar bien. Todavia, de tarde en tarde, me obsequia-
ba con su visita en la Facultad de Madrid, a donde solia ir
para hurgar con su inveterada costumbre en la biblioteca, y
asi se me une ahora al primero este ultimo recuerdo, en
que le veo viejecito, fallindole a veces la memoria, pero
interesado y carifioso y con una suerte de halo poético que
nunca le falt6. Algin dia desaparecié suavemente, como
siempre hacia, y nadie supimos cuando ni cémo. Quede
para €l este recuerdo profundo y vivamente afectuoso’.

Otro de los relevantes matematicos sancionados es el valliso-
letano José Barinaga Mata (1890-1965), sucesor de Octavio de
Toledo, desde 1931, en la citedra de Andlisis matemadtico de la
Universidad Central. Barinaga, de quien ya se ha hablado,
pasé toda la guerra en Madrid; fiel al Gobierno de la
Republica fue separado del servicio y su expediente se trasla-
dé al Tribunal de Responsabilidades Politicas correspondien-
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te*'. Habia sido por ejemplo secretario general de la Univer-
sidad de Madrid desde septiembre de 1938, y profesor del
Instituto Obrero de Madrid"* y es definido por sus acusado-
res como uno de los mds exaltados revolucionarios®. En con-
secuencia, fue separado del servicio durante una larga etapa,
por lo que tuvo que volver (...) a sus 49 arios (...) a ganarse la
vida en las academias preparatorias de su juventud, y asi
durante casi siete aiios, hasta su rehabilitacion en 1946™.

José Barinaga Mata

Menos grave, sin duda, fue la sancién impuesta al madrileno
José Gabriel Alvarez Ude (1876-1958), catedratico de Geo-
metria descriptiva de la Universidad Central, acusado de
haber sido de izquierdas en su juventud y amigo intimo de
Angel Ossorio y Gallardo (que habfa pasado del conservadu-

Barinaga paso toda la guerra civil
en Madrid; fiel al Gobierno de la
Repuiblica, fue separado del
servicio y su expediente se
traslado al Tribunal de
Responsabilidades Politicas
correspondiente. Habia sido
secretario general de la
Universidad de Madrid desde
septiembre de 1938, y profesor del
Instituto Obrero de Madrid; sus
acusadores lo definen como uno
de los mds exaltados
revolucionarios.

rismo mondrquico a embajador durante la Reptblica, exiliado
a Argentina). Sin embargo, aunque el imputado negé los car-
gos, se definié como persona de derechas y catdlica y refirié la
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relacién con Ossorio a los aios de su juventud anteriores a la
Dictadura de Primo de Rivera en que ambos militaban en el
Partido de Accién Social Popular, se le suspendié de empleo y
no se le reintegro a su catedra hasta el 14 de mayo de 1941 (la
resolucion aparecié en el BOE del 14 de junio®).

Alvarez Ude, la mejor cabeza matemdtica que en mi larga
vida he conocido™, segin dice Rey Pastor, tiene sin embargo
una escasa produccion cientifica, debida al horror a la publi-
cidad y a sus impresionantes rigor matemdtico y sentido auto-
critico, que le hacen infravalorar la originalidad y profundi-
dad de sus ideas” . Aunque no tiene reparos algunas veces en
expresar sus ideas fuera de Espaiia, y asi, por ejemplo, corrige
en una ocasion la solucién que Barisien dio a un problema de
Brocard (finalmente ambos, aconsejados por Retali, mds tarde
le darian la razc’)n48).

Pero volvamos ahora a un planteamiento mas general, no cir-
cunscrito exclusivamente al caso de los matematicos. El
ministro Sdinz Rodriguez nombra decano de la Facultad de
Ciencias de Madrid al catedrdtico de la seccién de Quimicas
Luis Bermejo Vida (antes de la guerra, como se ha visto, el
cargo lo ocupaba Pedro Carrasco). Y los cambios afectardn a
la mayoria de las Facultades y Universidades; como la
Universidad Central, cuyo rector José Gaos —autor del térmi-
no transterrados para designar a lo exiliados—, emigrado a
México, fue sustituido por Pio Zabala.

En fin, no me entretendré mds en las variaciones en la cipula
de buena parte de las instituciones cientificas, y me referiré
unicamente a dos de las mencionadas en péginas anteriores:
la Escuela Superior Aerotécnica, regida por el luego exiliado
Emilio Herrera -y cuyo profesorado, generalmente compues-
to por militares de Aviacién, habia quedado casi en su totali-
dad fiel a la Reptuiblica-, y para cuya direccién fue nombrado el
general Vicente Roa Miranda; y la Real Academia de Ciencias,
de la que fue despojado de su puesto el anterior presidente,
Blas Cabrera y, junto a él, otros académicos, como Emilio
Herrera o Enrique Moles.

Otras corporaciones sufrieron alteraciones mds profundas,
como la JAE, que el 24 de noviembre de 1939 fue disuelta y
también creado su heredero: el Consejo Superior de
Investigaciones Cientificas (dos dias después se nombr¢ al
personal directivo de su Instituto Jorge Juan de Matematicas,
con Rey Pastor como director; José Marfa Orts Aracil, cate-
dratico de la Universidad de Barcelona, como vicedirector;
Francisco Navarro Borrds, catedratico de la Universidad
Central, como secretario y Ernesto de Cainedo-Argiielles,
catedratico de la Escuela de Ingenieros de Montes de Madrid,
como vicesecretario). Asimismo, el 8 de diciembre de 1937,
fecha elegida para colocar la vida doctoral bajo los auspicios
de la Inmaculada Concepcion de Maria®, fue vuelto a crear
por el Gobierno de Burgos el Instituto de Espaia.

Igualmente cambio la presidencia de la Sociedad Matematica
Espaiola, que Barinaga habia ocupado durante la contienda,
y paso a dirigirla Lépez Soler, su anterior presidente. Por cier-
to, probablemente sea oportuno hacer constar a este respec-
to, tanto el acierto y el pundonor de Barinaga en el manteni-
miento de la Sociedad mientras duré la guerra, como la
importante labor desarrollada por Lépez Soler, que supo con-
ducirla en épocas politicamente muy inestables: antes y des-
pués del conflicto armado, defendiendo la institucién por
encima de los serios avatares que acontecieron”’.

La Junta de Apliacion de Estudios,
fue disuelta el 24 de noviembre de
1939 . Su heredero: el Consejo
Superior de Investigaciones
Cientificas fue creado el mismo
dia. Para su Instituto Jorge Juan
de Matemdticas, fue nombrado
Rey Pastor como director y José
Maria Orts Aracil, catedrdtico de
la Universidad de Barcelona,
como vicedirector.

Pese a todo lo dicho anteriormente, a lo que quizds cabria
agregar algin otro caso de importancia menor, como el de
Ricardo San Juan, catedratico de Andlisis matematico de la
Universidad Central, a quien el Tribunal de Responsabilidades
Politicas de Madrid le abre expediente, que finalmente se
resuelve con sentencia absolutoria; creo poder afirmar a
modo de resumen que, salvo algunas situaciones aisladas, la
gran mayoria de los catedriticos universitarios de Matema-
ticas que permanecié en Espana pasarfa su depuracién sin
mayores problemas. En particular, la rehabilitacién fue inme-
diata para aquellos que habian sufrido sanciones republicanas
o tenian un pasado conservador. Tales son los casos de Daniel
Marin Toyos, catedratico de Ecuaciones diferenciales de la
Universidad Central, que es cesado por la Republica el 24 de
septiembre de 1937 y readmitido el 28 de octubre de 1939; o,
por ejemplo, de Pedro Pineda Gutiérrez y Sixto Camara
Tecedor, catedréticos, respectivamente de Geometria diferen-
cial y Geometria analitica de esa Universidad, que son confir-
mados en sus céatedras el 4 de septiembre de 1939 (BOE del 18
de septiembre); etc.

Terminaré este apartado haciendo una breve mencién a la
situacion después de la contienda de dos ilustres personajes:
Esteban Terradas y Julio Rey Pastor, que pasaron la guerra
civil en Argentina.




Ambos profesores, como era preceptivo, elevaron los corres-
pondientes escritos al ministro de Instruccién Publica, expli-
cando su actuacion durante la guerra y solicitando su reingre-
so en los puestos que ocupaban anteriormente; aunque la
situacién de ambos, a tenor de lo prescrito por la Ley de
Responsabilidades Publicas, podria ser delicada, pues ninguno
de ellos hizo intento alguno por volver a la Espana Nacional
para contribuir al desarrollo del Movimiento. No obstante,
gracias en buena medida a las gestiones de Julio Palacios —que
en marzo de 1939 habia sido recompensado por su actitud
durante el conflicto armado con el vicerrectorado de la
Universidad de Madrid, y en julio con la vicepresidencia del
Instituto de Esparia; si bien en 1944 seria cesado en todos sus
cargos y confinado a Almansa por firmar, junto con otros inte-
lectuales, el Manifiesto de Lausanne en apoyo de Don Juan—, y
a la conveniencia de su regreso para la reorganizacion de la
vida cientifica, son rehabilitados sin mayores dificultades a sus
respectivas catedras (en el caso de Terradas, el 3 de febrero de
1940 se reincorpora a su catedra de Madrid, de la que el 23 de
septiembre de 1931 habia sido desposeido por la Republica por
influencias de elementos politicos de extrema izquierda™).

Tras una breve estancia en Madrid en 1940, Terradas se esta-
blece definitivamente en 1941 aunque, no obstante las pro-
mesas recibidas, no se le autorizaria a partir de entonces
simultanear las estancias y docencia en Espafia y Argentina.
Rey Pastor, sin embargo, no se decidirda todavia a regresar,
pero se le permite seguir ausente hasta que finalmente vuelve
en 1948, a su edad de jubilacidn; entonces, como si no hubiera
pasado nada, pondrdn a su disposicion Facultades, Escuelas
de Ingenieros, Instituto de Investigacion, etc.”.

Si bien no tengo suficiente informacién sobre la existencia de
reconocimientos académicos o sociales a los matematicos exi-
liados, no querria terminar este trabajo sin exponer los datos
de los que dispongo relativos a varios de los personajes mds
importantes de la emigracion aqui citados. He de advertir, sin
embargo, que no me parece probable que todos ellos hayan
recibido un merecido homenaje.

Diré en primer lugar que no voy a incluir los casos de Terradas
ni Rey Pastor ya que, como se ha visto, no pueden ser consi-
derados como exiliados republicanos; ademds, los dos regre-
saron en plena dictadura, y se reintegraron a su vida académi-
ca en Espafia con relativa normalidad.

Comenzaré con el fisico Blas Cabrera y con alguno de los actos
en su honor de los que ha sido objeto; aunque me centraré en
aquellos —posiblemente los mds emotivos— celebrados en
Canarias™. Asi, por ejemplo, Arrecife, su ciudad natal, ademas
de erigir un monumento en su memoria, puso el nombre de
Blas Cabrera Felipe a un instituto (1974); la Universidad Inter-
nacional de las Palmas Pérez Galdds le rindi6 un sentido home-
naje en el primer centenario de su nacimiento (1978); etc.

Pero acaso los acontecimientos mas relevantes hayan sido los
dos siguientes. El primero de ellos tuvo lugar con ocasion del
cincuenta aniversario de su muerte (1995), en cuya conmemo-
racién se realizé la exposicion Blas Cabrera: vida y obra de un
cientifico y se celebré el Congreso Blas Cabrera: su vida, su
tiempo, su obra. Como fruto de esta dltima iniciativa, la socie-
dad Amigos de la Cultura Cientifica ha editado su obra comple-
ta (alguno de sus tomos en colaboracion con otras corporacio-
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nes canarias o la Universidad Internacional Menéndez Pelayo) y
ha propiciado la creacién en Arrecife del Centro cientifico-cul-
tural Blas Cabrera, auspiciado por el Cabildo de Lanzarote.

El segundo homenaje al que me referia es el realizado en 2002
en La Laguna por la catedra Blas Cabrera (creada en el afo
2000 en la Universidad de La Laguna), el Instituto “Cabrera
Pinto” de esa ciudad (en donde estudi6 nuestro protagonista),
junto a otras instituciones. En ese acto se erigié una escultura
con su busto, se le nombré hijo adoptivo de la ciudad, se dedi-
c6 una calle a su nombre y la cdtedra constituida en su memo-
ria adopté la decisiéon de organizar anualmente actividades
culturales para mantener vigentes los valores defendidos por
el padre de nuestra fisica.

Otro de los personajes no exactamente matemético, pero que
mantuvo una estrecha relacién con nuestra vida matematica,
el general Emilio Herrera, también recibié un reconocimiento
publico de Granada, su ciudad natal, que se encarg6 de la repa-
triacién y sepelio de sus restos mortales y le nombré Hijo
Predilecto de la ciudad. Asimismo, para dar a conocer tanto su
persona como su obra, en 1994, se constituyé la Fundacién
Emilio Herrera Linares, hoy consolidada gracias a la ayuda
prestada por la Escuela Técnica Superior de Ingenieros
Aeronduticos de la Universidad Politécnica de Madrid, el
Colegio de Ingenieros Aeronauticos y la Fundaciéon AENA, y
cuyos fondos estan actualmente en depdsito en una exposiciéon
ubicada en la biblioteca de la citada Escuela de Ingenieros.

Refiriéndose ya a las personalidades matemadticas menciona-
das en las paginas precedentes, hay que hablar en especial de
Luis Santald, quien fue objeto de numerosos reconocimien-
tos™ alo largo de su vida. Limitandose a las distinciones efec-
tuadas por instituciones espafolas, son de resaltar la conce-
sién de la Medalla de la Universidad de Valencia (1993), la
designacién de Socio de Honor de la Real Sociedad Mate-
madtica Espafiola en visita que su presidente le hizo en 1999,
etc.; aunque sin duda han sido las universidades y corporacio-
nes catalanas quines le han rendido un mayor ntimero de
homenajes. Asi, por ejemplo, fue nombrado Miembro corres-
pondiente del Instituto de Estudios Catalanes y Socio de
Honor de la Sociedad Catalana de Matematicas, ha recibido la
Medalla Narcis Monturiol a la Ciencia y Tecnologia y la Cruz
de San Jordi (ambas de la Generalitat de Catalunya), ha sido
creada una catedra con su nombre en la Universitat de
Girona...

En cualquier caso, posiblemente los dos galardones mds impor-
tantes recibidos por Santalé sean el Premio Principe de
Asturias de Investigacion Cientifica (1983) y la Encomienda de
la Orden de Alfonso X el Sabio, otorgada por el Rey Juan Carlos
y entregada por el embajador de Espafia en Argentina en 1996.

Del resto de los matemdticos exiliados a este dltimo pais no
tengo referencias de cierta significacion, salvo del homenaje
realizado a todos ellos en el seno de las XI Jornadas sobre el
aprendizaje y la ensefianza de las Matemdticas, que convoca-

Luis Santald




das por la Federacion Espaiola de Sociedades de Profesores de
Matematicas se celebraron en el afio 2003 en las Palmas de
Gran Canaria. En dicho congreso se inaugur6 una escultura
matemadtica denominada “Esponja de Menger” erigida en su
honor en el Museo Elder de la Ciencia y la Tecnologia de aque-
lla ciudad, y se escribié un libro en su reconocimiento, titula-
do Argentina, Espaiia y las Matemdticas, en el que figuran dis-
tintos articulos dedicados a Santald, Pi Calleja, Balanzat...

Para finalizar, me referiré a los refugiados en México, a todos
los cuales -matemdticos y no matematicos-, junto a la figura
del presidente Lazaro Cardenas, se les rindié un homenaje
académico en la Universidad Complutense de Madrid el 3 de
octubre de 2005”. El acto, que marca un buen camino en la
recuperacion de la memoria histdrica, estuvo presidido por la
ministra de Cultura, Carmen Calvo, y el rector de esa univer-
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sidad, Carlos Berzosa, quien puso como ejemplo de eminen-
tes exiliados a Pedro Carrasco, catedratico de Fisica
Matematica, junto a otros catedraticos.

Volviendo al terreno de las matemaéticas, y con independencia
del desgarro humano sufrido por sus exiliados y represaliados,
quisiera concluir subrayando que la guerra y sus afios poste-
riores trajeron consigo una ralentizacién, si no paralizacién,
de la vida matemadtica espafiola; mientras que, como ya se ha
dicho, en los primeros aios de la década de los treinta se habia
acortado en buena medida nuestro retraso secular. Ese paron,
que equivale a retroceso, supuso el tener pricticamente que
volver a empezar de nuevo, como otras tantas veces sucedié
antes en la historia de Espana. |
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Transformada Discreta de Fourier

Existen ocasiones donde se desea mantener secreta alguna informacion: transacciones bancarias, secretos militares, comercio
electrénico, etc. Pero esta informacion viajard probablemente por canales inseguros como Internet y podrd ser interceptada por
algin intruso no autorizado. Por lo tanto, es muy importante estudiar formas de intercambiar informacion de forma segura
entre dos usuarios. En este trabajo se describe una forma de transmitir informacién de forma segura que usa la transformada

discreta de Fourier.

Sometimes, it is necessary to keep certain information hidden: bank transactions, military secrets, electronic commerce, etc. This
information may be sent by means of insecure channels, such as the Internet, and it can be intercepted by some unauthorized per-
son. Hence, it is worth studying a way to interchange information between two users in a safe way. In this article a method to trans-
mit information safely is described, using the Fourier’s discrete transformed.

Eesde que comenzaron las experiencias sobre implanta-
cién experimental del sistema ECTS en nuestra Escuela, nos
planteamos qué tipo de actividades académicas dirigidas iba-
mos a proponer a nuestros alumnos en clase de Matematicas
de primer y segundo curso de Ingenieria Técnica Informatica.
No queriamos que estas actividades se redujeran a la realiza-
cion de colecciones de problemas, sino que existieran otro
tipo de actividades. Estas no debian tener una dificultad
matematica excesiva para que el alumno pudiese trabajar de
forma auténoma y, por otro lado, debian ser atractivas y uti-
les para el alumno. Con esto perseguimos que los alumnos
aprendan Matemadticas sabiendo para qué sirven en la vida
real y, concretamente, en qué areas relacionadas con sus estu-
dios se utilizan, para que asi valoren mds los conocimientos
que estdn adquiriendo. Con este tipo de actividades preten-
demos conseguir los siguientes objetivos:

+ Un proceso de ensefianza-aprendizaje mas motivador para
los alumnos.

« Integrar los contenidos matemadticos de nuestras asignatu-
ras en areas de interés para la titulacion.

« Incentivar la bsqueda de informacién y la investigacion.

Las actividades propuestas han abordado los siguientes
temas: métodos de esteganografia digital, técnicas de com-
presion de imagenes digitales, métodos criptogréficos, curvas
de Bézier, disefio de fractales, introduccién a los cédigos
detectores y correctores de errores, algoritmo PageRank de

Google, etc. En este articulo se desarrolla una de estas activi-
dades: Intercambio de informacién secreta con la transfor-
mada discreta de Fourier.

En el momento actual viaja por Internet una gran cantidad de
informacion que, en ocasiones, debe ser secreta por motivos
de seguridad. Por lo tanto, estd claro que es muy importante
la codificacion de esta informacién pensando siempre en que
ésta puede ser interceptada por un intruso malicioso.

En el momento actual viaja por
Internet una gran cantidad de
informacion que, en ocasiones,
debe ser secreta por motivos de
seguridad.

Supongamos que tenemos una imagen digital que representa
un punto estratégico dentro de un mapa y queremos enviarla
por un canal inseguro como Internet. Podemos enviarla codi-
ficada de modo que un intruso sélo vea una imagen “extrana”

Angela Rojas Matas
Sociedad Andaluza de Educacién Matemdtica Thales
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y solo el verdadero receptor sea capaz de decodificar dicha
imagen y recuperar la imagen original tal como era en princi-
pio. Una situacién similar podemos trasladarla a un fichero de
audio, por ejemplo una grabacion de voz con unas instruccio-
nes secretas se puede codificar de forma que un intruso sélo
oiga algo ininteligible.

A continuacion se define la transformada discreta de Fourier
y un par de propiedades elementales de dicha transformada.
Veremos en este mismo apartado como usar esta transforma-
da para codificar una imagen. La misma idea se aplicard a un
fichero de audio para codificarlo.

Sin embargo puede resultar mucho mads interesante que la
informacion que se desea mantener secreta viaje oculta en un
fichero digital de cobertura totalmente “inocente” (una ima-
gen de unas vacaciones familiares en la playa, por ejemplo)
que no levante sospechas. Si un intruso intercepta una imagen
de este tipo probablemente no sospeche nada y, sin embargo,
oculta en la imagen puede haber informacion secreta. De esto
se ocupa la esteganografia digital. En el siguiente apartado, se
hace una introduccién al método mds simple y utilizado de la
esteganografia digital: el método del bit menos significativo.
Posteriormente se describe otro método de esteganografia
digital mds sofisticado que el anterior, que usa la transforma-
da discreta de Fourier.

La transformada de Fourier es una herramienta matemdtica
compleja y con una gran cantidad de aplicaciones en el trata-
miento de sefales digitales. Sin embargo, para poder realizar

la actividad aqui propuesta, sdlo es necesario una breve intro-
duccion a dicha transformada.

Transformada Discreta de Fourier: codificacion de
un fichero de audio o una imagen

Se llama Transformada Discreta de Fourier de un vector

Y = (Yo Y1 - YN-1)

de N componentes al vector:

B=0PBoBu-Bn1)

obtenido de la siguiente forma:

N-1
TDE[Y]=B=P, =Y 0"y,
k=0 n=0,1,.., N-1

w=e N

siendo

Esta transformacion se puede llevar a cabo mediante un pro-
ducto matricial:

Esta matriz F es inversible y ademas:

F'l=—F

Z| =

siendo F la matriz conjugada de F.

Por lo tanto, esta transformacién se puede invertir y esto nos
conduce a la definicién de la transformada inversa:

B=FY =Y=F'p= Y=% FB
siendo:
Yo Bo
SN Y
Yo Buo
siendo:
F’l = i .. (Dn k
N

La transformada discreta inversa de Fourier vendra dada por:

N-1
ITDE[B]=Y =>yk=§2[5n o™ k=0,1,...,N-1
n=0

Si Y es un vector real con N par, puede demostrarse facil-
mente que:
1) By y By son ntimeros reales, siendo:

M =N/2



2) Los coeficientes:

{B M+1 BM+2’ ’ﬁ N-l}

no tienen mucho interés ya que son los complejos conjugados
y en orden inverso de los coeficientes:

BB - Bm1)

ya que: BM+1 = BM—I s BM+2 = BM—2 Y e Byt =B

Como hemos dicho antes, la TDF se puede calcular mediante
un producto matricial, pero si el vector es de gran tamario,
serdn muchos los célculos necesarios. El comando Fourier de
Mathematica nos permite calcular rdpidamente la TDF ya que
aplica la llamada transformada rdpida de Fourier, que es sim-
plemente una forma de disponer los cdlculos de modo que se
reducen drasticamente el numero de operaciones que hay que
efectuar. El comando InverseFourier nos devuelve la transfor-
mada inversa de Fourier.

Ahora vamos a ver como podemos conseguir una codificacién
de un fichero digital de un modo muy simple. Supongamos,
por ejemplo, que tenemos una grabacién de audio con una
informacion secreta. Queremos codificar el fichero de audio
de modo que si alguien no autorizado lo escucha sélo oiga
cosas ininteligibles y sélo el receptor autorizado sea capaz de
decodificar el fichero.

Una grabacién de audio digital es un vector:

Y=(yo Y1 > YN-1)

de datos reales (supondremos que tiene un nimero par de
componentes, si no es asi ainadiremos un cero). Con la orden
ListPlay de Mathematica podemos oir la sefal original alma-
cenada en dicho vector. La codificacién se puede conseguir de
muchisimas formas, por ejemplo la siguiente:

« Se escriben los datos en orden inverso: .

(YN-17 > Yo Y0)

» Calculamos la transformada discreta de Fourier de la lista
anterior, obteniendo el vector 3 .

+ Las componentes {81, By, B3,....Bp.1} se dividen en cuatro

bloques a, b, ¢ y d que se intercambian entre si, por ejemplo d,
¢, by a, obteniendo la lista:
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{BLBo By}

+ Se construye el vector:
B ={Bor B B, Bur-ss Buos By Buycas By}

« Se calcula la transformada inversa del vector anterior, obte-
niendo el vector Y.

Si oimos el vector Y’ con la orden ListPlay, el resultado sera
ininteligible. Sin embargo, el receptor autorizado que recibe el
vector Y’ podra seguir los pasos inversos de los descritos ante-
riormente para lograr recolocar los coeficientes en su sitio
original. En definitiva, serd capaz de recuperar el vector origi-
nal . Légicamente, no podemos proporcionar en estas paginas
un ejemplo de codificacién de un fichero de audio.

Sin embargo, esta misma idea podriamos aplicarla a una ima-
gen que queremos enviar codificada. En el ejemplo que pre-
sentamos a continuacién, una imagen de tamano 256X256
fue convertida a un vector de 65536 componentes, escribien-
do los niveles de gris de los pixeles uno detras de otro. A este
vector se le aplicaron todos los pasos descritos anteriormen-
te, obteniendo un vector Y’ de 65536 componentes que vol-
vid a convertirse en matriz de tamafo 256X256. El resultado
es la imagen codificada que se muestra en la figura 1.

Figura 1

Esta imagen viajard probablemente por un canal inseguro a
un usuario autorizado que, conocedor de los pasos seguidos
en su codificacidn, sera capaz de recuperar la imagen original.
La imagen que se recupera es la representada en la figura 2.
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Figura 2

Introduccion a la esteganografia digital

En la seccién anterior hemos visto como codificar una imagen
digital (o un fichero de audio). Pero si ésta es interceptada por
un intruso malicioso, consciente de que se trata de una ima-
gen codificada, podria intentar decodificarla para ver qué
informacion se intenta ocultar. Existe otra forma de ocultar
informaciéon de modo que no levante sospechas, de esto se
ocupa la esteganografia digital.

La esteganografia digital (Provos, 2003) se ocupa de la ocul-
tacién de informacién que se desea mantener secreta en un
objeto de cobertura “inocente” como puede ser una imagen
digital o un fichero de audio. La informacién a ocultar puede
ser de distinto tipo:

+ un mensaje de texto: un usuario envia a otro unas instruc-
ciones secretas en un mensaje de texto.

+ una imagen: un usuario puede enviar a otro una fotografia
secreta con la localizacién concreta de un punto estratégico
dentro de un mapa.

+ una grabacién de audio: donde se hace una grabacién de voz
con instrucciones secretas.

En los tres casos, la informacidn secreta a ocultar se converti-
rd en una secuencia de bits: ceros y unos. Esta secuencia de
bits serd almacenada en un fichero digital que nos va servir de
cobertura.

Nos vamos a ocupar de cémo ocultar informacién concreta-
mente en una imagen digital. Para ocultar la informacion
secreta, la imagen original serd ligeramente modificada por el

algoritmo de ocultacién utilizado obteniendo una nueva ima-
gen que se conoce con el nombre de estego-imagen.
Comenzamos comentando en qué consiste el método estega-
nografico mas usado: el método LSB (Least Significative Bit),
o método del bit menos significativo.

Una imagen digital en escala de grises (0 como decimos vul-
garmente, una imagen en blanco y negro) es una matriz de
numeros, donde cada nimero indica el nivel de gris de cada
pixel, habitualmente entre 0 (negro) y 255 (blanco). Para
almacenar un nivel de gris necesitamos 8 bits, siendo el alti-
mo bit el menos significativo. Por ejemplo, una imagen
256x256 se compone de 65536 niveles de gris. Si usamos sola-
mente el dltimo bit, es decir, el bit menos significativo, el
numero méaximo de bits que se pueden ocultar en dicha ima-
gen seria: 256x256 = 65536.

Vamos a tomar una imagen en blanco y negro de tamafio
como imagen de cobertura. Por otro lado, supongamos que
tenemos un mensaje de texto a ocultar: mensaje = “ La crip-
tografia..” que convertiremos a c6digo ANSI: {76, 97, 32, ...}
y que después pasaremos a binario (8 bits), obteniendo una
ristra de bits a ocultar. En nuestro ejemplo el mensaje estaba
compuesto por 6584 caracteres , lo que nos proporciona una
ristra de 6584x8 = 52672 bits a ocultar.

La esteganografia digital
(Provos, 2003) se ocupa de la
ocultacion de informacion que
se desea mantener secreta en un
objeto de cobertura “inocente”
como puede ser una imagen
digital o un fichero de audio.

Supongamos que deseamos almacenar un bit secreto en el bit
menos significativo del nivel de gris de un pixel. Por ejemplo,
si el nivel de gris es 112, que en binario es 01110000, entonces
la forma de proceder seria como sigue:

« si el bit a ocultar es 0, no hacer nada = nivel_gris_modifi-
cado = 01110000 5 = 112

« siel bit a ocultar es 1, modificar bit menos significativo =
nivel_gris_modificado = 01110001 ) =113

Esto se puede implementar de una forma muy sencilla en la
practica:



Imagen Original
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Estego-Imagen

Figura 3

« Si el bit a ocultar es 0 y el nivel de gris del pixel es impar
entonces decrementar el nivel de gris en 1.

+ Sielbitaocultar es 1y el nivel de gris del pixel es par enton-
ces aumentar el nivel de gris en 1.

Razonando de esta forma se obtiene el resultado mostrado en
la Figura 3.

En este caso hemos ido ocultando un bit en cada pixel de
forma secuencial a la largo de la imagen de cobertura. Como
vemos, no es apreciable a simple vista ninguna modificacion.
Ese es el objetivo de la esteganografia, la ocultacién de un
mensaje secreto en una fichero digital pero de tal forma que
no se haga patente la manipulacién a la que ha sido sometido
dicho fichero. Para recuperar el mensaje oculto bastara con
leer los pixeles de la estego-imagen de forma secuencial: si el
nivel de gris es par, el bit oculto es un cero, en caso contrario,
el bit oculto es un uno.

Si usamos los dos ultimos bits (los dos bits menos significati-

Imagen Original

vos) para ocultar informacién en esa misma imagen, el nime-
ro maximo de bits que podremos ocultar sera:
256x256x2=131072. No se recomienda usar mds de dos bits,
por el deterioro que se produce en la estego-imagen.

Una imagen en color en formato RGB (Red Green Blue), se
compone de tres capas o planos de color: rojo, verde y azul.
Cada capa es una imagen del mismo tamano que la original
donde cada dato se interpreta como la cantidad de rojo, verde
o azul presente en el pixel de la imagen en color. Los datos de
cada capa de color ocupan un byte (8 bits): desde el 0 hasta el
255. Una imagen en color va a tener el triple de capacidad
para ocultar informacién que una imagen en blanco y negro.
Asi, por ejemplo para una imagen en color de tamano
256x256 tendriamos: 256x256x3=196608 si usamos s6lo 1 bit
de cada pixel para ocultar informacién secreta.

En el ejemplo mostrado en la Figura 4 se oculta un mensaje de
79008 caracteres que equivale a 79008x8=632064 bits en los
tres planos de color usando el método LSB y el bit menos sig-
nificativo de cada pixel en las tres capas de color.

Estego-Imagen

Figura 4
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La informacién secreta a ocultar en el caso anterior era un
mensaje de texto. Pero el tipo de informacién puede ser de
cualquier tipo: en todos los casos dard lugar a una cadena de
bits, ceros y unos, que se almacenaran en la imagen de cober-
tura. En la Figura 5, tenemos a la izquierda una estego-imagen
de un cuadro de Vincent Van Gogh, una imagen en color de
500%396 pixeles donde se ha ocultado una imagen en blanco
y negro de tamano 249x266 pixeles usando el bit menos sig-
nificativo. La imagen oculta extraida se presenta a la derecha
de la Figura 5.

El método LSB es sencillo de implementar y muy usado en la
practica. Ademds admite multiples variaciones: los pixeles se
pueden escoger de forma pseudoaleatoria, se puede cifrar
antes la informacidn secreta a ocultar, etc.. Sin embargo, tiene
un inconveniente importante: la estego-imagen no se debe
alterar en absoluto porque si ésta se modifica se destruye el
mensaje oculto. Si cogemos la estego-imagen y la comprimi-
mos usando el formato JPEG, aunque sea ligeramente, se des-
truye totalmente el mensaje oculto. En resumen, este método

Estego-Imagen

Figura 5

no es resistente a una compresién JPEG. En la siguiente sec-
cidén se describe un método esteganografico que se basa en la
transformada discreta de Fourier y que tiene la ventaja de ser
resistente a ligeras compresiones JPEG.

Esteganografia digital con la Transformada
Discreta de Fourier

Ahora vamos a usar una idea diferente, vamos a aplicar una
transformada discreta, por ejemplo la transformada de
Fourier (Alturki, 2001), y a continuacién vamos a manipular
los coeficientes de la transformada para ocultar la informa-
cién secreta. Resumiendo, los cambios se van a efectuar en el
dominio de la transformada. Por supuesto, se pueden usar
otras transformadas: la transformada discreta del coseno, la
transformada wavelet de Haar, etc.. La ventaja de este nuevo
método es que la estego-imagen es resistente a ligeras com-
presiones JPEG, es decir, que a pesar de la pérdida de infor-
macién que supone una compresiéon JPEG, la informacién
secreta se puede recuperar.

Para ello, la imagen de entrada se convertird en una lista 1D.

Imagen secreta oculta

Si la imagen es 256x256, esta lista unidimensional tendra
65536 datos. Este vector lo indicaremos como Y. A continua-
cién calcularemos la TDF de dicho vector, usando el coman-
do Fourier de Mathematica, obteniendo un vector § también
con 65536 componentes complejas. Usaremos tanto la parte
real como la parte imaginaria de algunos coeficientes del vec-
tor B para ocultar los bits de la informacién secreta de una
forma similar a la comentada en el método LSB.

Supongamos que una de las componentes de 3 es el nimero
complejo a+bi, tanto en la parte real como en la imaginaria
ocultaremos un bit. Nos fijaremos en la parte real (igual se
razona con la parte imaginaria) que hemos llamado a. Se cal-
culan los numeros:

1 a>=0

signo =

q:Abs[Round[iﬂ

donde A es una constante fija, Abs es la funcion valor absolu-
to y Round es la funcién que nos devuelve el entero mas cer-
cano. En la paridad de q es donde se guarda el bit secreto,

-1 a<0



igual que con el método LSB, es decir, lo haremos par si el bit
que toca ocultar es un cero y lo haremos impar si el bit que
toca ocultar es un uno. Después de esto el valor de g modifi-
cado, lo indicamos por ¢’ . Entonces calculamos:

a’ =signo-q’ - A
Légicamente no se obtiene exactamente el nimero original a.
De la misma forma se modifica la parte imaginaria b para
ocultar otro bit de informacién obteniendo b’. Después de la
ocultaciéon de los dos bits, la componente de Fourier que ori-
ginalmente era a+bi sera sustituida por a’+b’i.

La ventaja de este nuevo método es
que la estego-imagen es resistente a
ligeras compresiones JPEG, es decir,
que a pesar de la pérdida de
informacion que supone una
compresion JPEG, la informacion
secreta se puede recuperar.

Imagen Original
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Razonando de esta forma, se irdn modificando los coeficien-
tes del vector B, obteniendo otro vector distinto 3, donde se
habréan ocultado los bits secretos. No hemos usado todas las
componentes de para ocultar bits sino sélo los coeficientes

BB - Bm1)

siendo M = N/2.

A continuacion, se calcula la transformada inversa de Fourier.
Légicamente no se recupera el vector Y original, sino otro
vector Y? Este vector Y’ se volverd a escribir en formato matri-
cial, obteniendo la estego-imagen.

En la Figura 6 mostramos la imagen original y la estego-ima-
gen creada usando el método de la transformada discreta de
Fourier. Hemos usado una imagen en blanco y negro de tama-
no 256x256 como imagen de cobertura donde hemos oculta-
do un mensaje compuesto por 6584 caracteres. En este caso,
la ventaja frente al método LSB es que, si la estego-imagen se
comprime ligeramente, se puede seguir recuperando el men-
saje oculto. Por supuesto, el método descrito en esta seccion
admite multitud de variaciones. B

Estego-Imagen

Figura 6
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a Geometria se nos cuela por todas las costuras del idioma. Vais paralelos Lenguaje y Geometria
Lazaro Carreter, F. Espiritu de Geometria (en EL DARDO EN LA Con un punto supremo de armonia
PALABRA). EL PAIS, 5/12/99. Juntas estdn Matematica y Poesia.

Gonzalo Sdnchez Vazquez. Matemdtica y Poesfa (en el Gancho
El momento en que comienza la comprensién del niimero y del matematico, p.208).

idioma se caracteriza por una profunda experiencia intima, verda-

dero despertar del yo, que de un nifio hace un hombre, un miem- Algunos dicen que la ciencia matemadtica es prosaica
bro de una cultura. [...]. En ese momento se produce un senti- Pero nada hay tan bello como la férmula algebraica.
miento subito y casi metafisico de temor y respeto a lo que signi- Pareado anénimo.

” o« ” o«

fican profundamente las palabras “medir”, “contar”, “dibujar’, “for-

mar”.
O.Spengler. La decadencia de Occidente, Austral, cap.I.1,

pp.141-142).

La primera vez que asisti a la demostracién de un teorema, senti
que entraba en un universo perfecto y transparente; del Caos
ingresaba al Orden. Aunque no lo podia saber entonces, acababa

de descubrir el universo platénico, perfecto, incorruptible y eter-

no, ajeno a los horrores de la condicién humana; e intui que esos
. Oswald Spengler 1880-1936
teoremas eran como majestuosas catedrales, bellas estatuas en

medio de las derruidas torres de mi adolescencia.
E.Sabato. El tltimo grande de una Argentina grande. Buenos Aires

Pedro Miguel Gonzalez Urbaneja
Times, July/Aug, 2005, p.11.

LE.S "Sant Josep de Calassang”
Barcelona
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Matematica y Lenguaje’ .

Al acompanar de forma paralela a toda civilizacién, las
Matemdticas constituyen una de las grandes manifestaciones
del pensamiento con un desarrollo milenario estrechamente
relacionado con los grandes hitos de la Cultura. Conocida es
la implicaciéon de la Matemdtica con las Ciencias de la
Naturaleza y la Tecnologia; pero sus vinculos con la Filosofia,
la Educacion, el Lenguaje, la Poesia, la Literatura, las Artes, la
Belleza, la Religion, la Mistica, la Politica, la Magia, etc., hacen
de ella una manifestaciéon de la racionalidad humana que,
navegando a lo largo de la Historia en todos los confines del
Pensamiento, vertebra la Cultura, desde las mas remotas civi-
lizaciones hasta la inexorable informatizaciéon del mundo
actual.

De toda esta poliédrica dimension cultural de la Matemdtica
vamos a tratar acerca de los vinculos de la Matematica y el
Lenguaje, pero sobre todo de la Matematica como creadora
de lenguaje.

Ojeando y hojeando un libro del pensador y profesor de
Filosofia francés Alain (seudénimo de Emile Chartier) titu-
lado "Charlas sobre Educaciéon. Pedagogia infantil"
(Losada, Madrid, 2002) encontré una afirmacién muy audaz:

En la Educacién infantil bastaria con ensefiar Geometria y
Poesia.

Emile Chartier 1868-1951

Para muchas personas, la Poesia es la mas refinada manifesta-
cién del pensamiento para expresar ideas y sentimientos, es
decir, para indagar en el mundo espiritual —intelectual y emo-
cional- de la interioridad humana. Para muchos matemati-
cos, la Geometria como ciencia de la forma y la extensién es

la mas refinada manifestacion del pensamiento, para expresar
en leyes lo que percibimos del mundo natural a través de los
sentidos, y hacerlo inteligible, en un lenguaje universal, tras
una reversién hacia la interioridad de lo intelectual. He aqui,
pues, para empezar una primera vinculacién entre
Matematica y Lenguaje como instrumentos de expresion de
elementos genuinamente humanos: las ideas, los sentimientos
y las percepciones. La poesia coadyuva a conocer e interpre-
tar las verdades profundas del mundo interior, la Matemdtica
con sus objetos, lenguajes y modelos coadyuva a conocer e
interpretar el mundo exterior, pero en la interioridad personal
de cada sujeto que contempla el mundo con ansias de inteligi-
bilidad.

Siempre que se comenta la influencia reciproca de la
Matemdtica con los diversos aspectos de la cultura resultan
muy oportunas las reflexiones de O.Spengler —a quien cita-
mos con frecuencia—, matematico y ensayista de éxito, de los
anos veinte del siglo pasado, en su libro La decadencia de
Occidente (Coleccion Austral, Madrid, 1998) donde desarro-
lla su teoria de la Historia como una sucesion de ciclos cultu-
rales. Spengler escribe (pp. 144, 145):

El sentimiento de la forma en el escultor, pintor, poeta, y

musico es esencialmente matematico.

La matematica traspasa los linderos de la observacién y del
analisis y, en sus momentos supremos, procede por intui-
cién, no por abstraccién. [...] Bien se comprende que el
enigma del nimero estd muy préximo al misterio de la
forma artistica. El matematico genial tiene su puesto junto
a los grandes maestros del verso, de la fuga, del cincel y del
pincel, que aspiran también a comunicar, a realizar, a
revestir de simbolos ese gran orden de todas las cosas que
el hombre vulgar de cada cultura lleva consigo [...]. Asi el
reino de los nimeros es como el de las armonias, el de las
lineas y colores, una reproduccion de la forma cdsmica.
Por eso la voz “creador” significa en la matematica algo
mas que en las simples ciencias. Newton, Gauss, Riemann
fueron de naturalezas artisticas. Léanse sus obras y se vera

que sus grandes concepciones les vinieron de repente.

De Goethe son estas profundas palabras (Spengler, 1998,
p.-145):

El matematico no es perfecto sino cuando siente la belleza
de la verdad.

El brillante matematico K.Weierstrass escribia (Spengler,
1998, p.145):

Un matemadtico que no tenga también algo de poeta no sera

nunca un matematico completo.



El gran poeta portugués Fernando Pessoa escribe en sus
Poesias de Alvaro de Campos®

PValery se explaya en “La carta al Autor” con que se abre el
famoso texto de M.Ghyca, El niimero de oro (Poseiddn,
Barcelona, 1978, p.9]:

Poesia y Matematica comparten no sélo la medida (en el
caso de los versos rimados) sino en todo caso armonia,
belleza, juego, artificio y creatividad. Son elementos comunes,
plenos de analogias y paralelismos que como expresa Sola
(2005, p.64) conforman lo que podriamos llamar la topologia
de un territorio comun. Por eso muchos poetas y matematicos
han comparado la experiencia de demostrar un teorema con
la de construir un poema. En ambas se puede alcanzar un su-
blime estado casi mistico que irradia la armonia y la belleza.
En su articulo “Escriptura y Combinatoria” (BIAIX, n°1, abril
de 1994, p.24), el matematico y filélogo S.Serrano, especia-
lista en lingiiistica matematica (1992) abunda en argumentos
sobre analogias entre Poesia y Matemdticas, que le permiten
afirmar: «... si hay algiin lenguaje comparable al lenguaje

poético es el de la Matemdtica». Lo mismo hace Hardy (1999,
p.85) a propdsito de la belleza de ambas creaciones humanas:

En algunos matematicos como los Pitagéricos —cuya doctri-
na moral estd plasmada en los Versos Dorados— (Gonzdilez
Urbaneja, 2001a), Platén, Kayyan, Luca Pacioli, Descartes,
Boole, Hamilton, Weierstrass, L.Carroll, Hausdorff,
Poincaré, Hardy y otros, encontramos una gran dosis de poe-
sia; mientras que en poetas como Dante, Novalis, Goethe,
Pessoa, P.Valery, R.Alberti, G.Ferrater, W.Szymborska y
otros, hallamos un complaciente acercamiento a la
Matemadtica.

Vamos a hablar ahora de la Matemdtica como creadora de
lenguaje’. Parte de lo que voy a escribir sobre este tema esta
inspirado en un articulo del académico F.Lazaro Carreter
titulado «Espiritu de geometria» (EL PAIS, 5/12/99), que
pertenece a la serie “El dardo en la palabra’ que comienza
con estas frases:
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Fernando Lézaro Carreter 1923-2004

Mencionemos algunas de esta perlas del lenguaje, frecuentes
en los medios de comunicacién o en conversaciones informa-
les, en las que podremos apreciar que el mundo social y sobre
todo el universo medidtico, ha entrado a saco, a veces sin nin-
gln respeto, en el santuario de Pitagoras, Platén, Euclides y
Descartes. Como dice el autor del articulo, se trata de expre-
siones geométricas que unas veces son metaforas perfecta-
mente validas e idiomaticamente bellas pero que otras son
ridiculas cornadas a la lengua y tépicos tropos geométricos
que sirven de muletillas del lenguaje. Veamos:

Girar en torno al eje. Radio de accién. Iufinito.
Inconmensurable. Proyeccion. Espiral de violencia. Medio.
Recta final. Perspectiva. Cerrar el circulo.

La politica mundial gira en torno al eje del Pentdgono ameri-
cano cuyo radio de accién ha alcanzado una infinita proyec-
cion que provoca a veces una inconmensurable espiral de vio-
lencia. Esperemos que la situacion en Oriente Medio entre en
una recta final dentro de una perspectiva democratica cuando
se cierre el circulo de negociaciones.

Senialemos frente a la espiral, la recta; mientras la espiral se
vuelve y revuelve sin saber hasta dénde, la recta lleva como
una sombra el adjetivo final. Cuando falta ya poco para que
algo acabe (el curso, un partido de futbol, un proceso...), dicen
de ese algo que ha entrado en su recta final, aunque, paradéji-
camente, a veces termina en curva, como ocurre con frecuen-
cia en el remate de un curso escolar o de un partido de fttbol
que suelen estar cargados de sobresaltos; y alumnos o futbo-
listas lo recorren por curvas sinusoides durante los tltimos
dias del curso y en prérrogas, respectivamente.

Asi que de recta final, nada. En sentido matematico estricto
estd clara la incorreccién semdntica, porque una recta final
serfa algo tan imposible como un circulo cuadrado. Lo correc-
to seria hablar de segmento final y atn asi habria que aclarar
que nos referimos a la longitud del segmento y no al niimero
de puntos que hay en él, infinitos como en la recta, paradojas
del infinito, con el que también se juega muy incorrectamen-
te en el lenguaje ordinario, llamando infinito a lo que conce-
bimos como muy grande o muy numeroso. A hablar, pues, de
recta final se comete un grave error de bulto: se confunde seg-
mento con recta, es decir: «se confunde el todo con la parte»
atentando contra el octavo y altimo axioma de Los Elementos
de Euclides. Lo mismo sucede con la expresion «cerrar el cir-
culo» frase absurda o redundante en si misma ya que el circu-
lo es ya una curva cerrada; si acaso habria que decir cerrar el
arco.

Errores similares se cometen al llamar redondo a lo que es cir-
cular, como por ejemplo una copa o un vaso. Mdas fortuna
tiene la frase «me ha salido redondo» que implicitamente
alude a la perfeccién mayestatica de la simetria esférica como
superficie cerrada que encierra un volumen determinado con
la minima superficie, por eso cumple una funcion esencial en
la naturaleza, que sabe muy bien optimizar los recursos.

v

- LOSSEISLIBROS
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Primera edicién en castellano de Los
Elementos de Euclides. Sevilla 1576



También son muy afortunados, por su cardcter descriptivo,
los términos siguientes:

Conducta recta. Trayectoria rectilinea. Comportamiento
sinuoso. Salirse por la tangente.

El Profesor A tiene una conducta muy recta lo que nos obliga
a una trayectoria escolar muy rectilinea. En cambio, el
Profesor B muestra un discurso muy sinuoso por eso cuando
le preguntamos suele salirse por la tangente.

Ver las cosas bajo un prisma de..., o desde un dngulo de....
Tener una vision poliédrica de.... Multiple. Entorno.

Los prejuicios nos hacen ver las cosas bajo un prisma subjeti-
vo que nos condena a una sesgada percepcién de la realidad
desde un unico dngulo. Debemos desarrollar una multiple
visién poliédrica de nuestro entorno.

Altas esferas. Sectores afectados. Segmento de jévenes.
Punto de inflexion. Giro de 180°.

Tras las decisiones politicas que se toman en las altas esferas
siempre hay sectores afectados del que no se libra el segmento
de jovenes, cuya situacion experimenta un punto de inflexion
y a veces un giro de 180°.

Aungque, con alguna frecuencia, un excesivo abuso de la meta-
fora matemdtica conduce al ridiculo cuando en alguna cam-
pania electoral se habla de «dar un giro de 360° » a tal o cual
situacion.

Circulos de empresarios. Poligonos de desarrollo. Curvas
de crecimiento.

El gobierno ha negociado con los circulos de empresarios nue-
vos poligonos de desarrollo para hacer decrecer la curva del
paro.

Aumento lineal. Asunto central. Situacion puntual. Cero a
la izquierda.

La empresa ha concedido un aumento lineal a los trabajado-
res. Siendo el salario un asunto central, esperamos que sea
una situacion puntual, ya que el sindicato ha sido un cero a la
izquierda.

Asi pues, vemos como en el lenguaje ordinario y coloquial se
alude a las altas esferas, a los sectores afectados, al segmento de
jovenes, al radio de accidn, a la proyeccién, a lo infinito o
inconmensurable, a la espiral de violencia, a la recta final, a la
perspectiva de vision, al prisma o el dngulo bajo el que se divi-
sa un entorno que suele ser poliédrico. Y ademas de circulos de
empresarios (o de labradores o de artistas) hay poligonos de
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desarrollo, curvas de crecimiento, conductas rectas o sinuosas
que determinan trayectorias rectilineas o se salen por la tan-
gente. También hay incrementos lineales, asuntos centrales y
situaciones puntuales que afectan, aunque uno sea un cero a
la izquierda, y de vez en cuando nuestra situacion sufre un
punto de inflexion o un giro de 180°.

Pero la cuestion no queda aqui, porque en la vida hay situa-
ciones semejantes que se describen como un paralelismo
entre ellas. Incluso también hay vidas paralelas en la
Literatura clsica, como en la famosa obra de Plutarco. En
cambio otras veces, sobre todo entre algunos partidos del arco
parlamentario, se habla de posiciones convergentes, como indi-
cando que tienden cada vez mas a ser iguales —tan iguales, tan
iguales, que parece imponerse en la Politica el Pensamiento
inico—, mientras que si las posturas son divergentes cada vez
distardn mas.

«Cerrar el circulo» frase absurda o
redundante en si misma ya que el
circulo es ya una curva cerradas si
acaso habria que decir cerrar el arco.

También se indica que algo estd proporcionado o dimensiona-
do como bien medido o ajustado para su funcion. Al situar la
sensatez en el centro, a partir de Aristételes, se identifica la
mitad o el medio con lo virtuoso. Y cuando se plantea resol-
ver algo imposible se habla de que «es tan dificil como la cua-
dratura del circulo» —uno de los problemas histéricos mas
importantes de la Matemdtica—, interpretando de forma
incorrecta esta quimera matemdtica, porque la cuadratura
del circulo no es que sea dificil, sino que simplemente es
imposible. A veces, la torcida utilizacién del lenguaje mate-
mdtico alcanza el paroxismo, como cuando, segin una moda
reciente, algunos tertulianos hablan de la primera derivada o
la segunda derivada de esta posicion, esa cuestion o aquella
situacion. Aqui sencillamente no hay ninguna analogia que
sugiera una induccion lingiiistica entre lo que se trata y el con-
cepto matematico que conduce a la tangente de una curva en
un punto.

Como broche de oro, a veces se dice, de forma vehemente y
enfética, que algo es matemadtico al querer indicar que es
absolutamente cierto, indudable, ineludible, inexorable, infa-
lible, incontrovertible, etc. aunque nadie lo haya demostrado.
En parte, el autoritarismo de la expresién se basa en arbitra-
rias premisas, que se toman como postulados, cuya reitera-
ciéon medidtica redundante convierte en axiomas para un
amplio publico poco critico.
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Parece, pues, que no podriamos hablar sin Geometria, pero
deberiamos utilizarla para hacerlo con mas rigor y precision
que permitan incrementar la calidad de la comunicacién, aun-
que a veces, como se ha visto, se hace lo contrario. Atn asi,
comparando estas cornadas a la lengua con las del simple len-
guaje de los mdviles y los chats de Internet hay una gran dife-
rencia.

Por fortuna, algunas locuciones de origen matemdtico espe-
cialmente ridiculas han desaparecido; por ejemplo, en mi
nifez algunos cursis decian que fumaban cilindrines. También
han desaparecido, en el lenguaje del sexo o del amor algunas
frases geométricas de tinte ofensivo. En la literatura erdtica de
principios del siglo XX se llamaban horizontales a las mujeres
que con grosera expresion se describian como de “cama facil”
Sin embargo en la literatura y en el cine, tanto de calidad
como en los bodrios televisivos abundan los tridngulos amo-
rosos. Curiosamente, en el lenguaje ordinario, se habla de
tridngulo como coleccion de tres elementos, con independen-
cia de su situacién o posicién relativa. No asi en Geometria
que se exige que no estén alineados. {Cuidado no confundir
con alienados! Aunque los puntos alineados bien alienados
estan por ser ajenos al disfrute de total libertad de movimien-
to; tienen solo un grado de libertad.

Pero en el lenguaje del amor parece que no rigen las leyes uni-
versales del Algebra y de la Aritmética, ya que en el amor 1+1
es infinito mientras que 2—1 es cero, la nada mds absoluta, el
que ha amado y ha sufrido la pérdida de su amor lo sabe. Y si
hay hijos 1+1=3, 4, 5. Y es que el amor es inefable y no sélo
estd mas alla del Algebra y de la Aritmética, sino que, parafra-
seando a Nietzche estd incluso mas alld del bien y del mal.

Fiedrich Wilhelm Nietzche 1844-1900

Procedente del lenguaje matemdtico también tenemos tanto
en la literatura como en el lenguaje ordinario las expresiones
circulares, los circulos viciosos, la figura del circunloquio o cir-
cunlocucion, que es un rodeo redundante de palabras.
También abundan las expresiones elipticas (una elipsis es
hecho sintéctico o estilistico que suprime o elude palabras que
se sobreentienden), las expresiones hiperbélicas (que son exa-
geraciones) y las expresiones parabdlicas (que ilustran una
historia con comparaciones, alegorias o metaforas). Aunque
justo es reconocer, aludiendo a la Historia de las Matematicas,
en particular a la Historia de las Secciones Cénicas (Gonzalez
Urbaneja, 2004d), que en este caso, primero fue la semdantica
de los vocablos en el lenguaje ordinario y después la acuiia-
cién por parte de Apolonio «El Gran Gedmetra» de los tér-
minos en el dmbito geométrico. Efectivamente, el nombre
dado a las Cénicas por el eximio matemdtico griego, tiene su
origen en el lenguaje pitagérico del Método de Aplicacion de
las Areas para la solucién geométrica de ecuaciones cuadrti-
cas que emulaba el significado lingiiistico de eliptico como
deficiencia, de hiperbdlico como excesivo y de parabélico
como equiparable (Gonzélez Urbaneja, 2003a, cap.4, p.43).

En el espectaculo de masas por excelencia, el futbol, tal vez
para darle prestigio a algo tan trivial como la disputa de un
objeto casi esférico por parte de dos grupos de personas, para
introducirlo en una red de forma casi prismdtica, en los
medios se dice que el jugador ha perdido la verticalidad al dis-
parar el baléon que ha pasado precisamente a llamarse de
forma ridicula y fiofia como el esférico, aunque en modo algu-
no sea una esfera. Para poner una nota de erudicion sobre una
aficién tan sana cuando se practica y a veces tan alienante
cuando solo se contempla, digamos que segun el Feddn (110b)
de Platén (1969, p.647) los griegos jugaban con balones de
doce pieles en forma de dodecaedro que al hincharse se apro-
ximaban a la forma esférica, lo que constituia un antecedente
de nuestro balén de futbol (Gonzélez Urbaneja, 2003b). Sin
embargo, el sélido platénico que mas se aproxima a la forma
de una esfera es el icosaedro formado por 20 tridngulos regu-
lares. De hecho un balén de fatbol es un icosaedro truncado
que se forma al cortar las esquinas, a una distancia del vértice
igual a un tercio del valor de la arista, por planos perpendicu-
lares al eje de rotacién del poliedro que pasa por el correspon-
diente vértice. El resultado es un poliedro arquimediano (es
decir, un poliedro inscriptible en una esfera cuyas caras son
poligonos regulares de dos o tres tipos, aunque con la misma
arista, siendo iguales todos los vértices del poliedro) que tiene
12 pentdgonos y 20 hexdgonos. Construido con un material
deformable se cubre el 86.74% de la esfera circunscrita, y al
inflarlo la superficie se curva hasta llenar el 95%. Este poliedro
es muy facil de construir pero no es el més eficiente. La forma
poliédrica mas redondeada (que més se aproxima a una forma
esférica) es el poliedro arquimediano llamado Romblcosi-



Dodecaedro menor, formado por 20 tridngulos, 30 cuadrados
y 12 pentdgonos que sin inflar puede llenar hasta el 93.32% de
una esfera.

Matematica, Lenguaje y Educacion.

Una de las caracteristicas del lenguaje matemdtico es su uni-
vocidad y ausencia total de ambigiiedad. Toda sintaxis mate-
madtica se aplica a objetos y entidades perfectamente defini-
dos sin ningun tipo de duda sobre su esencia ontoldgica, por-
que previamente se han sometido a una férrea definicién que
precisa, determina, concreta, especifica, delimita, e individua-
liza las caracteristicas del objeto en cuestion.

Ademas, los argumentos matemdticos se establecen con la
demostracion, que los convierte en incontrovertibles, en ver-
dades eternas y universales. Con la emergencia de la demos-
tracién como exigencia intelectual, aparece la Matemdtica
racional en el horizonte del siglo VI a.C.,, siendo este fendme-
no cultural un hito esencial en el transito del mito al logos que
tiene lugar en la cultura griega (Gonzalez Urbaneja, 2006,
cap.1), por eso la demostracién se considera la aportacién fun-
damental del Pitagorismo a la Matematica, lo que se ha valo-
rado siempre muy por encima de sus magnificas contribucio-
nes particulares en ambitos concretos de esta ciencia que
todavia hoy nutren el curriculum de los libros de Matematicas
elementales. La demostracion va mucho mas alla de la mera
persuasion de la Retdrica como brillante manejo del Lenguaje,
en la que los griegos eran grandes maestros, pues, es posible
con persuasion argiiir lo falso contra lo verdadero como
hacen habitualmente los politicos, que segtn la coyuntura de
gobierno o de oposicion se atreven a defender un argumento
y su contrario (de ahi los reproches de Sdcrates hacia los
sofistas). La demostracion matemdtica convence por la ilacién
argumental irrefutable que alcanza algo legitimo conforme a
las leyes de la Ldgica. Por eso a partir de Pitdgoras la
Matematica es universalmente considerada como un manan-
tial primario de verdad objetiva.

Definicién y Demostracion caracterizan y singularizan la acti-
vidad matemdtica frente al resto de todas las demas activida-
des humanas. En ellas se basa la importancia de la
Matemdtica en la Educacién, mds alla de su caracter instru-
mental como lenguaje de las ciencias, las técnicas y las artes.
El lenguaje matemdtico que tiene como nucleo la definiciéon y
la demostracion es la fuente generadora de los instrumentos
intelectuales basicos con los que debe de funcionar cualquier
persona a lo largo de su vida, es decir, las facultades humanas
vinculadas a la precision y la exactitud, la 16gica y la intuicién,
la induccidén y la deduccién, la observacién y la imaginacién,
el andlisis y la sintesis, la generalidad y la particularidad, la
abstraccién y la concrecion, la interpolaciéon y la extrapola-
cién, etc. En ello se fundamenta el prestigio general que tiene
la ciencia matemadtica en todo tipo de publico frente a la argu-

SUMA 57
Febrero 2008

mentacion retdrica falaz que desprestigia a la Politica, por
ejemplo. Por eso, es frecuente, como ya hemos apuntado
antes, escuchar la expresion Esto es matemdtico! como una
enfética, solemne, ampulosa y apasionada afirmacién de que
estamos hablando de algo que es una verdad absoluta e incon-
testable.

Platén 427-28 AC-347AC

Y esto es asi, por lo menos desde Platén (Gonzalez Urbaneja,
2001b), para quien la Matemdtica es un instrumento esencial
para la educacién e instruccion de la juventud como prope-
déutica ineludible del acceso a cualquier otro saber
(Repuiblica, VII, 521-527). Su maestro de Geometria en la
Magna Grecia, Arquitas de Tarento, como brillante politico
y audaz reformador, habia establecido la Matematica como
componente esencial del curriculum escolar, instituyendo las
cuatro Ciencias de lo que después seria las cuatro Artes
Liberales del Quadrivium pitagérico medieval —Aritmética,
Geometria, Musica y Astronomia—, sancionado por Platén
en La Republica y de vigencia secular casi hasta nuestros
dias. Casi dos siglos antes, y en el origen, Pitdgoras, acufia,
como se sabe, el término Filosofia —amor a la sabiduria—y
también —lo que no se conoce tanto—, el término Mathema
vinculado al significado de conocer o aprender, pero no a un
ambito especifico del saber, sino al saber en si mismo, es decir,
Mathema es «lo que se puede aprender», lo formativo, «lo
ensefiable por antonomasia» (Gonzalez Urbaneja, 2004a,
p.26). A partir de entonces, en el mundo griego, la
Matemdtica es la encarnaciéon del conocimiento, segin
Platén mediante reminiscencia —el aprendizaje es un recuer-
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do promovido por la Educacion, que fructifica cuando el
Profesor alumbra el conocimiento en el alumno mediante una
serie de cuestiones y preguntas bien hilvanadas de forma heu-
ristica (Mendn, 82b-85b)—. Asi pues, la Matemadtica seria una
actividad intelectual no vinculada a un espacio cultural con-
creto y particular del saber, sino al conocimiento en si mismo,
y anterior, como base, a todo otro conocimiento, de ahi los
estrechos vinculos primigenios de la Matemadtica con la
Filosofia. En toda época el Lenguaje matemdtico es la clave de
la explicacién de los fendmenos naturales y se arroga una fun-
cion de dar cuenta —aspira a «dar razén» en sentido filoséfi-
co— del orden natural, en un proceso que se inicia con
Pitagoras, se afianza con Platén, se consolida con Descartes
y desemboca en la Fisica de Galileo, Newton y Einstein.
Precisamente «dar cuenta» y «dar razén» son términos mate-
madticos.

Matematica, Lenguaje y Literatura.

A lo largo de la Historia muchos matemdticos han realizado
notables aportaciones a la Literatura, algunas de ellas de pri-
mera categoria. Muchos de los Didlogos de Platén (la
Repiiblica, el Timeo, el Menon, el Fedon...) y varias obras de
Descartes (El Discurso del Método, Las Reglas para la
Direccion del Espiritu, La Geometria...) que situan a la
Matematica en el centro de atencién, son auténticas joyas de
la Literatura universal.

Segun Platén (Repriblica, Libro VII, 525d, 526€, 532c):

La Aritmética conduce el alma hacia lo alto y la obliga a
razonar sobre los nimeros, sin permitir de ningtin modo
que nadie presente un ejemplo de nimeros corpdreos y
tangibles. [...] Esta ciencia se nos presenta con visos de
necesaria, puesto que parece forzar al alma a servirse de la
inteligencia pura para alcanzar la verdad en si.

La parte mas elevada de la Geometria nos conduce a una
contemplacién mds factible de la idea de bien. [...] La
Geometria nos obliga a contemplar la esencia. [...] Es una
ciencia del conocimiento del ser, no de lo que esta sujeto
al cambio o desaparicién. [...] Conducird al alma hacia la
verdad y dispondra la mente del filésofo para que eleve su
mirada hacia arriba.

Conferimos a las ciencias matemadticas el poder dialéctico
de ascender de la caverna a la luz, de lo visible a lo inteligi-
ble, de los sentidos a la esencia, por medio de la inteligen-
cia. Por ellas puede elevarse la mejor parte del alma a la
contemplacion del mejor de los seres: el Bien.

René Descartes 1596-1650

Descartes escribe (Gonzalez Urbaneja, 2003a, cap.8):

Esas largas cadenas trabadas de razones muy simples y
faciles, que los gedmetras acostumbran a emplear para lle-
gar a sus mas dificiles demostraciones, me habian dado
ocasién para imaginar que todas las cosas que entran en la
esfera del conocimiento humano se encadenan de la misma
manera. Discurso del Método (DM.AT.VI.19).

No sé que tiene la mente humana de divino, donde yacen
las primeras simientes de los pensamientos utiles que, por
mads olvidadas y asfixiadas que estén por estudios desenca-
minados, producen espontdneamente frutos. Reglas para la
direccidén del espiritu (RIV. AT.X 373).

Pero no me detengo a explicar esto [la resoluciéon geomé-
trica de ecuaciones] con mds detalle para no privar a cada
uno del placer de aprenderlo por si mismo, ni impedir el
cultivo util del propio espiritu ejercitandolo, que es, a mi
parecer, la principal utilidad que puede obtenerse de esta
ciencia. La Geometria (G. AT.V1.374).

[...] Y yo espero que nuestros descendientes me estardn
agradecidos no sélo por las cosas que aqui he explicado,
sino también por aquellas que he omitido voluntariamente
a fin de dejarles el placer de descubrirlas. La Geometria (G.
AT.VL. 485).

Segin D’Alembert (Discurso preliminar de la
Enciclopedia. Orbis, Barcelona, 1984. p.63)

La imaginacién no actiia menos en un geémetra que crea
que en un poeta que inventa, aunque operan de manera
diferente sobre su objeto: el primero lo desnuda y analiza,



el segundo lo compone y embellece. [...]. De todos los gran-
des hombres de la antigiiedad, es acaso Arquimedes el que
mds merece figurar al lado de Homero.

Spengler (La decadencia de Occidente, Austral, cap.l.l,
pp-138, 148,152) escribe:

En el nimero, como signo de la total limitacion extensiva,
reside, como lo comprendié Pitdgoras, con la intima certi-
dumbre de una sublime intuicién religiosa, la esencia de
todo lo real, esto es, de lo producido, de lo conocido y, al
mismo tiempo limitado

La afirmacion pitagérica de que el nimero es la esencia de
todas las cosas aprehensibles por los sentidos sigue siendo
la mds valiosa proposicién de la Matemadtica antigua.

Para el alma antigua el principio de lo irracional, esto es, la
destruccion de la serie estatuaria de los ndmeros enteros,
representantes de un orden perfecto del mundo, fue como
un criminal atentado a la divinidad misma. Este sentimien-
to se percibe claramente en el Timeo de Platén. La trans-
formacién de la serie discontinua de los nimeros en una
serie continua, pone en cuestion no sélo el concepto anti-
guo del niimero, sino hasta el concepto del mundo antiguo.

En los tiempos modernos excelentes escritores, que también
han sido filésofos o matemadticos, como el famoso politico y
literato, José Echegaray (Premio Nobel de Literatura, 1904),
Bertrand Russell (Premio Nobel de Literatura, 1950) y
O.Spengler (al que citamos reiteradamente), ponderan el
argumento matemdtico en sus escritos. Las famosas obras:
Historia de la Filosofia Occidental de B.Russell (reciente-
mente reeditaba en 2005, por RBA) y La decadencia de
Occidente de O.Spengler realizan una rigurosa incardina-
cion de la Matemdtica en la Historia de la Cultura, con pro-
fundas reflexiones sobre la incidencia de las Ciencias
Matemdticas en la propia forja de la Cultura y el Pensamiento.

Digno es de mencionar, entre otras muchas, interesantes
obras literarias escritas por matemadticos, por ejemplo: De
propria vita de Cardano, Harmonices Mundi de Kepler,
Pensamientos de B.Pascal, Alicia en el Pais de las Maravillas
de L.Carroll, Una infancia rusa de S.Kovaleskaya, Apologia
de un matemdtico de G.H.Hardy.

También podemos citar obras no escritas por matemdticos
donde la Matemadtica juega un cierto papel como Planilandia
de E.Abbott, El Aleph de J.L.Borges, Kepler de A.Koestler,
Congreso en Estocolmo de J.L. Sanpedro, ... .
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Un paso mas all, en los dltimos tiempos, es el ensayo o la
novela donde la Matemdtica es protagonista o al menos un
personaje importante, por ejemplo: El hombre que calculaba
de M.Tahan, El tio Petros y la conjetura de Goldbach de
A.Doxiadis, El teorema del loro de D.Guedj, El diablo de los
nimeros de H.M.Enzensberger, El enigma de Fermat de
S.Singh, El suefio de Descartes de P.J.Davis, Erase una vez un
nimero de A.Paulos, La medida del mundo de D.Guedj,
Damunt les espatlles dels gegants de Josep Pla, ...

Matematicas en EI Quijote.

Recién celebrado el cuarto centenario de la publicacién de la
primera parte de El Quijote, debemos citar la Matemdtica
presente en la obra de Cervantes. La hay, en efecto, en cues-
tiones de célculo, nimeros, medidas y proporciones, proble-
mas e incluso Astronomia, asi como alusiones a la utilidad de
las diversas ciencias matemdticas. Veamos algunos textos
indicativos:

22 Parte, Cap. XVIII. Referente a la ciencia de la
Caballeria:

El caballero andante entre otras muchas cosas «ha de saber
matemadticas, porque a cada paso se le ofrecerd tener nece-
sidad de ellas».

22 Parte, Cap. XX. Confrontaciéon del Licenciado de
Salamanca y el Bachiller Corchuelo:

El Bachiller al Licenciado: «Apearos y usad de vuestro
compds de pies, de vuestros circulos y vuestros dngulos y
ciencia, que yo espero haceros ver estrellas con mi destre-

Za».

Texto: «En lo que faltaba del camino les fue contando el
licenciado las excelencias de la espada con tantas razones
demostrativas y con tantas figuras y demostraciones mate-
maticas, que todos quedaron enterados de la bondad de la
ciencia [...]».

1® Parte, Cap. XXXIII. Orientaciones metodologicas para
la conversion de infieles:

«Les han de traer ejemplos palpables, faciles, inteligibles,
demostrativos, indubitables, con demostraciones matema-
ticas que no se pueden negar, como cuando dicen: “Si de
dos partes iguales quitamos partes iguales, las que quedan
son iguales” [Euclides, Axioma 3]; y, cuando esto no
entiendan de palabra, como en efecto, no lo entienden,
héseles de mostrar con las manos [...]».
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Quijote de Gustave Doré

Lo de «mostrar con las manos» no sabemos si se refiere a la
utilizaciéon de técnicas docentes mds activas, mds practicas
con recursos manuales experimentales y manipulativos, o si
mds bien tiene que ver con los tradicionales métodos inducti-
vos y deductivos de las Matematicas, de modo que habria que
anadir el “método de demostracion por coaccion’.

Matematica, Lenguaje y Humor.

Vamos ahora a introducir un punto de humor con algunas
paradojas légico-semanticas y expresiones inducidas por tér-
minos matemdticos aplicados en el lenguaje coloquial. No me
atreveria a llamarlos chistes, pero se acercan a ellos por su
caracter sintético, enfético y lapidario; por la ambigiiedad de
los términos (en este caso matemdticos) y el doble sentido de
ellos. También recuerdo famosos disparates de exdmenes de
Matematicas y juegos de palabras a modo de acertijos, ense-
nanzas, sentencias o citas que juegan con nimeros y elemen-
tos matemdticos.

Como cualquier escolar sabe 4+%=% . Pues bien, he aqui la
«demostracion» mas rigurosa de que «para tener medios
hacen falta cuartos».

Decia B.Franklin:

Si el hombre pudiera alcanzar la mitad de sus deseos,
duplicaria sus problemas.

Entre la clase politica que nos gobierna estd muy extendida la
creencia de que: «9 de cada 10 politicos estdan de acuerdo en
que 1 de cada 10 politicos es un corrupto».

Paradojas en la naturaleza: «Las bacterias se multiplican divi-
diéndose».

Conversacion en clase de Matematicas: «Me gustan los poli-
nomios, pero solo hasta cierto grado».

Conversacion entre matemdticos: «Hay tres clases de mate-
madticos, los que se equivocan al contar y los que no».

Un cubo a una esfera: «Nunca tendrds una esquina donde
caerte muerta».

¢Cudl es animal con mds de 2 patas y menos de 3?: «£/ pollo
porque tiene dos y pico».

¢Cudl es animal con mas de 3 ojos y menos de 4?: «El 1—o0jo
(piojo) 3<m<d».

Las cuatro reglas en el matrimonio: «Suma de obligaciones,
resta de libertades, multiplicacion de responsabilidades y divi-
sion de bienes».

Las progresiones y la evolucién: «5i todos tenemos 2 padres,
4. abuelos, 8 bisabuelos, 16 tatarabuelos, 32 tata tatarabuelos ...
¢como es posible que procedamos sélo de Adan y Eva?»

Quijote de Honoré Daumier



Perlas estadisticas:

Todos los politicos prometen antes de salir elegidos subir los
sueldos, de forma que nadie cobre por debajo de la media
nacional.

La tasa de natalidad es doble de la tasa de mortalidad; por lo
tanto, una de cada dos personas es inmortal.

E1 20 por ciento de las personas muere a causa del tabaco. Por
lo tanto, el 80 por ciento de las personas muere por no fumar.

Asi queda demostrado que no fumar es peor que fumar.

La probabilidad de tener un accidente de trafico aumenta con
el tiempo que te pases en la calle. Por tanto, cuanto mds rapi-
do circules, menor es la probabilidad de que tengas un acci-
dente.

E1 33 % de los accidentes mortales involucran a alguien que ha
bebido. Por tanto, el 67 % restante ha sido causado por alguien
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que no habia bebido. A la vista de esto, esta claro que la forma
mds segura de conducir es ir borracho y —seguin el punto ante-
rior— a toda velocidad.

Disparates en exdmenes:

¢Qué es un Poligono?: «Hombre que anda con muchas muje-
res».

¢Qué es un circulo? «lin poligono de dos lados: el de dentro y
el de fuera».

Area del triangulo: «Es igual a la cuarta parte de la mitad de
su lado por la semisuma de la raiz cuadrada de tres».

«Los cuatro evangelistas son tres: San Pedro y San Pablo».

Refran sobre el valor posicional de las cifras: «Cifra eres y
nada mads, segun donde estés, asi valdrdas». W
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NOTAS

LAalo largo de todo el articulo se sefiala en letra cursiva ademas de las
citas y textos de autores, los términos especificamente matematicos o
derivados de ellos.
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Es un hecho indudable que vivimos en una sociedad que nos requiere, cada vez mds, interactuar con una serie de cédigos numé-
ricos. En este trabajo se pretende analizar las caracteristicas de algunos de estos cédigos -DNI-NIE, cddigos de barras, cddigos
ISBN, cddigos ISSN, cddigos de tarjetas de crédito, de cuentas bancarias, de cheques bancarios- haciendo especial hincapié en
los algoritmos que permiten calcular su cardcter de control a partir de los demds elementos del cédigo y en la forma que tienen
estos cédigos de hacer frente a los errores mds frecuentes en la transmisién de los mismos. Ademads se estudian sus posibilidades
diddcticas y se ofrece una aplicacién informdtica al aula de Secundaria a través de una WebQuest, creada por el autor, sobre el
tema.

1t is unquestionable that we all live in a society which increasingly requires us to cope with a whole range of numerical codes. This
essay aims to analyze the main features of some of these codes, such as, national identity cards, social security cards, credit cards,
current accounts, bank documents, etc., paying special attention to two aspects; on the one hand to the algorithms that allow to
calculate their control feature starting from the other elements of the code itself. And on the other hand, to the way in which these
codes face the most frequent mistakes concerning their transmission. Besides, their didactic possibilities are also dealt with, inclu-
ding a computer application to the curricula for secondary education by means of a webquest entirely created by the author of this
essay.

mna sociedad codificada

iCddigos de barras, ISBN, ISSN, cuentas bancarias, DNI-NIF,
tarjetas de crédito, claves para todo...! ;Quién no ha observa-
do alguna vez con curiosidad los digitos que acompaiian a los
cédigos de barras y se ha preguntado por su significado?
¢Quién no ha tenido que anotar alguna vez los veinte digitos
de una cuenta bancaria? ;Quién no se ha interrogado nunca
sobre la letra que acompana al DNI? ;Hay alguien que no
haya observado que las tarjetas de crédito tienen dieciséis
digitos taladrados en ellas?

SUMA,

REVISTA SOBRE LA
ENSENANZA Y EL
APRENDIZAJE DE
LAS MATEMATICAS.

ITSSN 1130 -488X

J'.".‘II?-'H IﬂﬂllilﬁH ProiT

Sin duda estamos invadidos por una cantidad creciente de
cddigos numéricos que regulan nuestras interacciones con la
sociedad. Pero... ;qué hay detras de estos cddigos?

Como ya manifesté en otros trabajos léase (Beato, 2001) y
(Beato, 2004)), mi campo de estudio en Didactica de las
Matematicas lleva varios anos dirigido a encontrar temas de
interés para los alumnos, que acerquen su realidad cotidiana
a las Matemdticas. Estoy convencido de que es el mejor cami-
no para acercar las Matemadticas a su realidad cotidiana.
Entiendo que en lugar de ejemplificar los contenidos con apli-
caciones matemdticas, es mejor partir de situaciones atracti-
vas de su entorno inmediato, que les motiven para el estudio
y profundizacién posterior en los contenidos de Matematicas
propios de su nivel. Soy consciente de que entrar en el terre-

Jestuis Beato Sirvent

IES Bahia de Cddliz.

Cddiz

Facultad de Ciencias de la Universidad de Cddiz.
Campus de Puerto Real.
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no de la motivacién del alumnado es pisar arenas movedizas,
ya que hoy en dia, como afirma el filésofo José Antonio
Marina en (Marina, 2005), uno de los problemas de la juven-
tud estudiante o de la juventud en general es que ha sustitui-
do voluntad por motivacién y eso le proporciona la coartada
necesaria y suficiente para sus actos.

Dado que, sin duda, el bloque temdtico dedicado a la
Aritmética es el de mayor peso en la Ensefianza Secundaria,
es este bloque el que centra mi atencién. Ya presenté en
(Beato, 2003) un trabajo sobre relaciones numéricas en algu-
nos conceptos musicales que fue muy bien acogido por los
alumnos. Ahora con este trabajo pretendo:

« Analizar varios cddigos numéricos. Para ello, estudiare-
mos el significado de sus digitos, profundizaremos en sus
diferencias y semejanzas. Como aspecto aritmético funda-
mental, constataremos que todos los cddigos analizados
tienen en comun la existencia de un elemento de control
alfanumérico, que depende de los demas digitos del cddi-

go.

« Explicar los algoritmos que permiten calcular el elemen-
to de control de cada cddigo a partir del resto de digitos.

«» Analizar cémo la existencia del elemento de control de
cada c6digo permite detectar ciertos errores cometidos en
la transferencia de informacion. En este sentido estudiare-
mos los dos errores mds frecuentes: un error en un sélo
digito y el intercambio de dos digitos consecutivos.

« Presentar una WebQuest de elaboracién propia sobre el
tema, como forma de desarrollar estos contenidos en el
aula de Secundaria.

+ Hacer reflexionar tanto a alumnos como a profesores
sobre un campo de trabajo matematico no docente: la
codificacién comercial.

Algunos ejemplos de codigos numéricos: algo-
ritmos de cdlculo del elemento de control

Cheques bancarios

El c6digo numérico de un cheque bancario, se expresa N-c,
siendo N un nimero natural cualquieray ce {0, 1,2, 3, 4, 5, 6}.
Al digito c se le denomina digito de control.

Algoritmo para el calculo del digito de control

Para calcular el digito de control c a partir de N basta con rea-
lizar la divisién entera N+7. Entonces c no es mds que el resto
de esta division. A este tipo de algoritmos se les denomina
modular, en este caso de médulo 7, pues simplemente se trata

de expresar el numero N médulo 7. El digito de control es,
pues, el elemento de Z- equivalente a N segtn la relacién de
congruencia.

Ejemplo: En el cddigo 2481057-c, se tiene
2481057=7x354436+5 = c¢=5. Luego el cddigo completo es
2481057-5.

DNI-NIF

Es sin duda el cédigo alfanumérico mas conocido y usado. En
este caso, el elemento de control es un caracter alfabético. La
estructura es N-c, con N un niimero natural cualquieray c e
0,1, 2,...,22}.

Algoritmo para el cdlculo de la letra de control

En este caso se trata de un algoritmo modular, con médulo 23,
pues son 23 la letras del alfabeto usadas para hacer la identifi-
cacion con el resto, una vez eliminadas aquellas que podrian
presentar algin equivoco con un digito (como por ejemplo
1,0), las que no existen en el alfabeto internacional (como N)
o aquellas que ocupan més de una posicién (como Ll o Ch). Se
trata pues de hallar el resto de la division de N entre 23 y asig-
nar al resto una letra, segtn la tabla:

0 1 2 3 4 5
T R W A G M
6 7 8 9 10 11
Y F P D X B

12 13 14 15 16 17

18 19 20 21 22

H L C K E

En (Yagiiez, 1990) puede verse una primera introduccién al
tratamiento diddctico de este tipo de cddigos.

Cédigos de barras

El c6digo de barras mas usado en la actualidad es el EAN-13,
ya que contiene 13 digitos. (EAN=European Article Numbe-
ring). Este cddigo se expresa:

a1-apagz 34, a5ag a7-agag Ay ayq a12-¢

siendo aj, ce {0, 1, 2,..,, 9}, V i=1, 2,..., 12



El significado de los digitos es:

aj ay indican el pais donde el productor ha solicitado este
cédigo. En Espana, este prefijo es 84. Este prefijo no indica,
pues, la procedencia del producto ni el pais de produccion, ni
el de la elaboracién. Tan sélo indica el pais donde el produc-
tor ha decidido solicitar el cédigo.

ag a, a5 agay representan el cddigo asignado a la empresa.
ag agajgajq ajo representan el céddigo asignado al produc-
to. En Espana, el organismo encargado de asignar estos cddi-
gos es la AECOC (Agencia Espainola de Codificacion
Comercial).

c es el digito de control.

Dado lo extendido del uso del cddigo de barras, merece la
pena hacer algunas anotaciones de cardcter histérico:

+ En 1948, el propietario de una tienda de comestibles
acude a la Facultad de Tecnologia de Drexel (Filadelfia)
en busca de una solucién automadtica que le ayudase a
gestionar su almacén. Alli entra en contacto con
Joseph Woodland y Bernard Silver, por aquel entonces
estudiantes.

+ E1 7 de Octubre de 1952, Woodland y Silver patentan
el primer c6digo de barras.

+ Mientras, en Europa, unos doce paises y diversos
organismos de numeracion trabajan durante tres afos
aproximadamente para alumbrar el sistema de codifi-
cacién europeo, hasta crear en 1997 EAN
Internacional.
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« En 1977 se funda en Espaia la AECOC.

« E1 3 de Octubre de 1977, en un supermercado de la cade-
na Mercadona en Valencia se pasaba por un esciner el
primer producto identificado con un cédigo de barras.
Como curiosidad, se trataba de un estropajo de la marca
3M.

« El uso de los c6digos de barras se estima que ha ahorra-
do a cada espaiiol unas 24 horas anuales de espera en cola
de los supermercados.

Algoritmo para el calculo del digito de control

El algoritmo de célculo del digito de control c a partir de los
doce digitos anteriores es:

- Sea:
ke ket
S=)a,, +BZa:k
k=1 k=1

- Llamemos R al resto de dividir S entre 10.
- Entonces:

[ 0 siR=0
Cl10-R siR#0

Llamaremos a estos coeficientes {1,3} que multiplican a las
cifras que ocupan un lugar impar o par respectivamente,
pesos del algoritmo. Denominaremos también divisor al
numero por el que dividimos la cantidad S. De esta forma,
podemos calificar a este algoritmo como un algoritmo de
pesos y divisor. Como veremos, es el tipo de algoritmo mas
extendido para el célculo del elemento de control de un c6di-
go numérico. La diferencia entre un cédigo y otro sera pues,
esencialmente, los pesos y los divisores utilizados. En la prac-
tica, en una versiéon mas diddctica, este tipo de algoritmos se
puede desarrollar en forma de tabla, como en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo: Calculemos el digito de control del cédigo de barras
de la imagen, cuyas primeras doce cifras son: 8 410090 83931.
Se pueden disponer los datos asi:

814 |110,0|9|0|8|3|9|3]|1

1/3|1|3|1|3|1|3|1|3|1]|3

8 |+12| +1 | +0| +0 |+27| +0 |+24| +3 |+27| +3 | +3 |=108

§=108=10x10+8 R=8

Digito de control: c=10-8=2
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Luego el cdodigo completo -se puede comprobar en la imagen-
es: 8 410090 839312

En algunos productos, fundamentalmente motivado por problemas de
espacio -es muy frecuente en las cajetillas de tabaco-, se suele usar una
versiéon mas breve del cédigo de barras: el cédigo EAN-8, llamado asi
porque sélo emplea 8 cifras, de las cuales la Gltima es el digito de con-

trol. Se expresa, por tanto:

a1a2 83 34 —35 a6 37 C

y el algoritmo para el calculo del digito de control es el correspondien-
te al c6digo EAN-13, truncando los cinco primeros digitos, y sus pesos

correspondientes.

'9"-""_'1.!—

W Goup ) COAST

Cédigos ISBN

Los libros incluyen en la parte superior de su cédigo de
barras, otro cddigo especifico. Es el ISBN (International
Standard Book Number; en espainol Numero Internacional
Estandar del Libro). Se trata de un cddigo de diez digitos, en
los que el ultimo actiia como digito de control, en este caso
alfanumérico. Su formato es:

a1a2 -ag a4 35 a6 -a7 as 39 -C

cona;e {0, 1,2,., 9}, Vi=1, 2,., 9 ce€{0, 1, 2,.., 9, X}

1.]._,.,1:: 1

Algoritmo para el calculo del digito de control

Se trata de un algoritmo de pesos y divisores, que utiliza la
secuencia decreciente de pesos {10, 9,..., 2} y el 11 como divi-
SOr.

Sea
J..

S= [] 1=k)a,
k=

Llamemos R al resto de dividir S entre 11.

Entonces:
0 siR=0
c= X siR=1
11-R siR#0,1

A diferencia con el c6digo de barras usual, ahora la division se
realiza entre 11. Esto ofrece ciertas garantias de unicidad, en
un sentido que mads tarde precisaremos, debido al caracter
primo de 11, pero hace aparecer 11 restos posibles y con ello,
la necesidad de incorporar una letra -X- para que la longitud
del digito de control no sobrepase a la unidad.

Este cddigo de barras especial que presentan los libros, es en
realidad un doble c6digo numérico, ya que, a poco que obser-
vemos, notaremos que el codigo ISBN superior -salvo su digi-
to de control- aparece incrustado el cédigo de barras usual
inferior. Por tanto, deben verificarse simultdneamente los dos
algoritmos de calculo del digito de control, para el cédigo
superior y para el inferior. Esto hace que en el caso de los
libros, el significado de los digitos del cédigo de barras EAN-
13 inferior sea diferente al usual. Su estructura para los libros
es:
aj-ap agzag a5 ag ay-agagajgayy a3-¢C

con:

aj-ag a3=978 fijo para Espafia.

agagagay-agagajgayyagy es el codigo ISBN, sin su digi-
to de control.
c es el digito de control, calculado con el algoritmo EAN-13.

Cédigos ISSN

En las producciones seriadas, fundamentalmente revistas,
aparece un doble c6digo numérico como en los libros. En este
caso, se trata del codigo ISSN (International Standard Serial
Number; en espaiol Numero Internacional de Publicaciones
Seriadas). Es un cdédigo de ocho digitos en el que también el
ultimo acttia como digito de control, también en este caso
alfanumérico. Su estructura es:

alaz a3 34 -a5 a6 a7 C

cona;e {0, 1,2,.,9},Vi=1,2,.,7,ce {0, 1,2,.,9 X}
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Algoritmo para el cdlculo del digito de control

Se trata del algoritmo de pesos y divisores correspondiente al
ISBN, truncado en sus dos primeros pesos. Los pesos son, por
tanto, la secuencia decreciente {8,7,...,2} y el divisor 11. En
definitiva:

Sea
k=7
§=3 (9-ka,
k=1
Llamemos R al resto de dividir S entre 11.

Entonces:
0 siR=0
c= X sikR=1
11-R siR=0,1

Al igual que en el caso de los libros, las revistas también pose-
en un doble c6digo numérico. En este caso, el cédigo inferior
que aparece en su cédigo de barras tiene un significado dife-
rente al usual, pues incrusta, de manera analoga al ISBN, en su
interior al cédigo ISSN. La estructura de este cédigo inferior
es, pues, para las revistas:

aj-ag agzag a5 ag ay-agagajgayy a3p-¢C

con:
aj-ag a3=977 fijo para Espafia.

ag ag ag ay-ag ag ay( es el codigo ISSN, sin su digito de con-
trol.
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ajq ajo es un cédigo para el precio (00 para las revistas que,
como en el caso de SUMA, no se comercializan, sélo se dis-
tribuyen).

c es el digito de control, calculado con el algoritmo EAN-13.

Ademas de este doble cédigo numérico, las producciones
seriadas suelen presentar, a la derecha del doble cédigo de
barras que hemos descrito anteriormente, un cdédigo de
barras de tamarfio inferior que hace referencia el nimero de
serie de la publicacion.

Cédigos de las tarjetas de crédito (CODABAR)

Las tarjetas de crédito contienen un cédigo numérico, llama-
do CODABAR. Se trata de un cddigo de 16 digitos, distribui-
dos en cuatro grupos de cuatro, cuyo tltimo digito actia tam-
bién como digito de control. Su estructura es:

41 a3 a3 44 -a5 3¢ A7 ag -A9 A1) 211 312- 213 214 215¢
cona;, cef{0, 1, 2,., 9}, Vi=1, 2,.., 15
Algoritmo para el calculo del digito de control

Esencialmente, se trata de un algoritmo de pesos y divisores,
que utiliza como pesos la secuencia alternada {2,1} para las
cifras que ocupan un lugar impar o par respectivamente, y
como divisor el 10. Sin embargo, para garantizar un mejor
comportamiento antes los errores mds frecuentes en la trans-
mision de datos, cuestién ésta que analizaremos mds tarde,
este cddigo incorpora un suplemento antes de hallar la suma
S. En definitiva, el algoritmo es:

Sea:
k=8 k=7
y= EZ a,, +Zﬂ:t + (n° de digitos >4 en posicién
k= k=l impar).

R= resto de dividir S entre 10.

Entonces:
0 sikR=0
10-R siR=0

Estudiemos la disposicion en forma de tabla del desarrollo de
este algoritmo en el siguiente ejemplo:

Ejemplo: Calculemos el digito de control del cédigo numérico
de una tarjeta de crédito cuyas primeras quince cifras son:
5020 2400 0082 348. Se pueden disponer los digitos asi (en
negrita y subrayadas, las cifras mayores que 4 que ocupan una
posicion impar):




SUMA 57
Febrero 2008

5/0|210|2|4|0|0|0/0|8 2|34 8

211212121212 |1|2|1)|2

10| +0 | +4 | +0 | +4 | +4 | +0| +0 |+0|+0|+16|+2|+6|+4|+16|=66

3 digitos >4 en posicién impar | S=66+3=69=10x6+9 R=9

Digito de control: ¢=10-9=1

Luego el cddigo completo de la tarjeta de crédito es: 5020 2400
0082 3481

Cédigos de cuentas bancarias

Es un cédigo de veinte digitos con la peculiaridad de tener dos
digitos de control. Su estructura es:

ag ag a5 ag —a7 ag ag a1 —ag bg — by by b3 by b5 bg by bg bg by
con: a;, b; €{0, 1, 2,..., 9}, Vi=0, 1, 2,..., 10
El significado de estos digitos es relevante:
ag a4 ag ag representa el cédigo de la entidad bancaria.

ay ag ag ajq representa el cédigo asignado a la sucursal
donde se gestiona la cuenta.

ag b son dos digitos de control. Como veremos al desarrollar
el algoritmo de célculo, el primero —ag- controla la primera
parte del cédigo, dedicada a la entidad y a la sucursal, mien-
tras que el segundo —b)- controla la segunda parte del cédigo,
la dedicada a la cuenta.

by by bg by bg bg b bg bg by es el cédigo de la cuenta
bancaria en cuestion.

Algoritmo para el cdlculo de los digitos de control

Se trata de un algoritmo doble porque calcula dos digitos de
control. Son dos algoritmos de pesos y divisores. En realidad
los dos algoritmos son el mismo, a diferencia de que los pesos
para el primer algoritmo son el resultado de truncar la cade-
na de pesos del segundo sus dos primeros elementos. En
ambos casos el divisor es 11. En definitiva:

Sa=4 ag+8 ay+5 ag+10 ag+9 a7+7 ag+3 ag+6 aj

R,= resto de dividir S, entre 11.

a

Entonces:
0 siR =0
a, = 1 siR =1
11-R, siR, #0,
Anilogamente:

Sp=b1+2 by+4 b3g+8 by +5 b5+10 bg+9 b+7 bg+3 bg+6 by

Ry,= resto de dividir Sy, entre 11.

Entonces:
0 siR =0
by=1 1 siR =1
11-R, siR,#0,1

Es necesario observar que en el calculo de los digitos de con-
trol se produce una ambigiiedad. Tanto si R, y Rj, son 1 como
si son 10, se utiliza como digito de control el 1. Esto viene
motivado por el hecho que ya pusimos de manifiesto al calcu-
lar el elemento del control de los c6digos ISBN e ISSN, que al
usar también como divisor el 11 producian 11 restos posibles.
Por tanto no es suficiente con los diez digitos de nuestro sis-
tema decimal. En el caso de aquellos cddigos se resolvia asig-
nando la letra X en caso de resto 1. En este caso, al no poder
utilizar caracteres alfabéticos se opta por admitir la duplici-
dad del digito.

Comportamiento de los codigos numeéricos
frente a los errores mds frecuentes en la transfe-
rencia de datos.

Los dos errores mas frecuentes al transmitir cddigos numéri-
cos o al introducir c6digos numéricos en un ordenador son:

Errores tipo I: Errores en un sélo digito. Estudiar este tipo de
errores es equivalente a plantearse la siguiente pregunta:
¢Pueden existir dos codigos que tengan todas las cifras (pre-
vias al elemento de control) iguales, salvo una de ellas y com-
partan el mismo digito de control?

Errores tipo II: Errores de intercambio de dos digitos conse-
cutivos. Se trata ahora de estudiar la respuesta a la cuestion:
¢Pueden existir dos codigos que tengan todas las cifras (pre-
vias al elemento de control de control) iguales, salvo dos de
ellas que estdn intercambiadas y compartan el mismo digito
de control?

No se pretende en este articulo hacer un andlisis exhaustivo
de los comportamientos ante estos dos tipos de errores de



todos los cédigos descritos en el mismo. Al respecto, hay un
estudio interesante en (Escudero, 1990). Aunque centrado en
el algoritmo de obtencion de la letra de control en el NIF, pre-
sentan unas tablas y graficos comparativos muy ilustrativos de
cémo soporta este algoritmo los distintos tipos de errores.
Ademas introducen de manera somera algunos otros ejem-
plos de cédigos.

Vamos analizar aqui, a modo de ejemplo, el comportamiento
de un cédigo modular -el de los cheques bancarios- y de un
cédigo de pesos y divisores -el de las tarjetas de crédito- para
poder comparar.

Gestion de errores en el cédigo de los cheques ban-
carios

Errores tipo I

Sean:

k=r k=r
N=>al10"y N'=3> h10'
k=1 k=1

dos nimeros iguales en todos sus digitos salvo 1, que ocupa el
lugar i-ésimo, para algin i=0, 1, 2,..., r. Entonces, aj. =bj,, Vk=i
y a;zb; . En estas condiciones:

N-N’ = (aj-bj) 101 = (aj-by)2151
Como 2, 5, 7 son numeros primos, se tiene:
N-N’ es multiplo de 7 => (a;-b;) es multiplo de 7
En definitiva:

N= N’ (mod.7)= a; = b; (mod.7)

de donde se obtiene que la condicién necesaria y suficiente
para que N y N’ compartan el mismo digito de control es que
aj y b; sean congruentes médulo 7. Ahora bien, los tinicos
pares de digitos congruentes médulo 7 son: {0,7}, {1,8}, {2,9},
quedando los restantes digitos {3,4,5,6} sin pareja congruente
modulo 7.

El cédigo de los cheques bancarios
detecta el error tipo I si y solo si la
cifra equivocada es 3,4,5,6. En otro
caso, se produce una ambigiiedad

por duplicacion..
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Errores tipo I1

Sean:

k=r k=r
N=Ya10'y N'=Y 510"
k=1

k=1

dos numeros iguales en todos sus digitos salvo en dos cifras
consecutivas, que aparecen intercambiadas entre si, y ocupan
los lugares i, i+1 para algun i=0, 1, 2,..., r-1. Esto es:

a =b sik=i
a=>b,,
a. . =b

ademds supongamos, sin que ésto suponga ninguna pérdida
de generalidad, que a;, 1>a;. Con estas notaciones, se tiene:

N-N’ = (aj-b)10% + (a, -bj, 1)101+1 =
= (ai—ai+1)10i + (ai+1'ai)10i+1 = (ai+1—ai)32215i
Como 3,2,5,7 son niumeros primos, se tiene:
N-N’ es multiplo de 7 = (aj, 1-3;) es multiplo de 7

En definitiva:

N\equiv N’ (mod.7) = aj, 1 = a; (mod.7)
de donde se obtiene que la condicién necesaria y suficiente
para que N y N’ compartan el mismo digito de control es que
aj,1 Y aj sean congruentes médulo 7. En resumen

El cddigo de los cheques bancarios sélo
detecta los errores tipo I si las cifras
intercambiadas no son congruentes entre
si modulo 7.

Gestion de errores en el c6digo CODABAR

Errores tipo I

Sean N=(ay,..., ..., a15); € {0,1,...,9} Vi=1, 2..., 15 y
N’=(ay,..., bjo..» ay5); aj, b e {0, 1,..., 9} Vi=1,2..., 15 los vec-
tores que recogen las primeras quince cifras de dos codigos
CODABAR que comparten el mismo digito de control.
Llamemos n,n’ al nimero de digitos mayores que 4 en posi-
cién impar de N y N’ respectivamente.
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Distinguimos los dos siguientes casos:

El cédigo CODABAR detecta
+ Caso k par: Como en este caso la diferencia estd en un todos los errores tipo 1
digito que ocupa un lugar par, se tiene n=n’ Utilizando las

mismas notaciones que en el apartado anterior:

§ = S ta, +n . 1 Errores tipo 11

* =85-8'=a,-b,
Sean N=(ay,...,a},a);1s--215) ¥ N'=(ap,..2K41.20--215)
con aje {0,1,...,9} V i=1,2...,15. El intercambio es tal si aj =
a);1- Evidentemente, ahora no tenemos que distinguir entre
casos k par y k impar ya que k y k+1 siempre tienen distinta
paridad y la situacion entre N y N’ seria totalmente simétrica.
Por tanto, sin pérdida de generalidad, supondremos k par y
por tanto k+1 impar. Tenemos necesidad de distinguir casos

segtin los valores de aj y ), 1.

S'=85+b +n

Ahora bien como ambos cédigos comparten el mismo
digito de control, S-S’ debe ser un mdltiplo de 10. Pero
como todos los numeros que forman N y N’ son digitos,
sélo es posible si aj —bj. =0, es decir, si aj = by, luego en
este caso el cddigo detectaria todos los errores de una sola
cifra.

+ Caso k impar: Como en este tipo de cddigos juegan un
papel especial las cifras que ocupan un lugar impar, nos
vemos obligados a distinguir ahora, a su vez, los siguien-
tes subcasos:

+ Caso ay ,a) ;1 >4 6 a —a), 1 < 4. Se tiene:

S=8+a, +2a, +n .
S=Sras2anin | g o (a0 )
° Caso ay ;b >4 6 aj —bj < 4: En este caso, n=n_ Se S'=8S+a,,, +2a +n-1

cumple entonces:

por tanto, S-S’ no podra ser nunca un multiplo de 10 ya

8= 5.: +2a, +n que en cualquier caso

- =85-5"'=2(a,-b,
S'=8+2b +n (k l}

0<| a1 -3 |< 5<10

y por tanto, el c6digo siempre detectara el error.
Como ambos cddigos tienen el mimo digito de control,

se tiene que S-S ha de ser un mdaltiplo de 10. Pero eso
sélo es posible si aj —bj. =0 o si |aj —bj|=5. Pero esta
ultima posibilidad no se puede dar ya que la eleccién
de los digitos aj ,bj. en este caso, hace descartar una
diferencia de 5 unidades entre ellos.

°Caso (ay >4y by <4) 6 (ay <4y by >4): Sin pérdida
de generalidad y por fijar ideas, supondremos que se
verifica la primera situacién. Eso supone que n'=n-1.
Entonces:

S=8+2a, +n

. = 5-8"=2(a, -b,)+1
S'=S+2b +n—1 (2. -5,

pero en este caso |S-S’| no puede ser mdaltiplo de 10
porque es un impar, luego detectarfa también todos los
errores de tipo I posibles.

e Caso(a >4y ap,1<4) 6 (a <4y a,q >4): Sin pér-
dida de generalidad y por fijar ideas, supondremos que se
verifica la primera situacién. Entonces:

S=85+a,+2a, +n

}::a §S-§'=(a,.,~a)-1

§'=8+a,,,+2a +n+1

Por tanto, S-S’ es multiplo de 10 si y sélo si aj = 9y
), 1=0, que es una posibilidad factible con el rango que
estamos considerando en esta opcién. En este caso, el
cédigo no detectaria el error.

El codigo CODABAR detecta todos los
errores tipo Il salvo que las cifras inter-
cambiadas sean 9y 0




Aplicacién al aula: una WebQuest sobre codi-
gos numéricos.

La aplicacidn al aula de los c6digos numéricos es, en principio
inmediata, ya que la carga matematica es elemental, funda-
mentalmente teoria de la divisibilidad. Hay una linea editorial
(consultese (Pérez, 1996)) que incluye en su desarrollo algu-
nas practicas con el algoritmo de célculo del digito de control
de un cddigo de barras.

Algunas actividades recomendables podrian ser:

« En un primer nivel de dificultad se pueden proponer
ejercicios de verificacidn del calculo de elementos de con-
trol correspondientes a diversos cddigos numéricos.
Como ocurre siempre, son més interesantes los mds cer-
canos al alumno, a saber: el DNI, los c6digos de barras o
el ISBN. Este tipo de ejercicios es muy util para reflexio-
nar sobre el algoritmo de la division entera, en particular,
sobre como calcular el resto con una calculadora.

Ejemplo: Halla los digitos de control de las cédigos de barras
siguientes:

1. Leche Lauki entera: 8-414700-01101c

2. Leche Lauki semidesnatada: 8-414700-01102c

3. Nestea: 5-449000-02086¢

Ejemplo: 4Es correcto el cédigo de barras 9-788748-290208?

« En un nivel un poco superior son adecuados, porque per-
miten profundizar en conceptos propios de divisibilidad,
los ejercicios que suponen calcular una cifra escondida en
un cédigo, conocido el cédigo completo -incluido su ele-
mento de control-.

Ejemplo: Halla el niimero borrado en los siguientes cédigos de
barras.

1. Vichy cataldn: 8-410?49-001107

2. Zumo Minute Made: 5-449000-033?95

« Por dltimo, se puede profundizar en la creacién, inven-
cién y manipulacion de cédigos por parte de los alumnos.

Ejemplo: Un cddigo de identificacion tiene tres digitos abc y un
digito de control d; se forma por tanto el niimero abc-d. El digi-
to de control se elige de tal manera que la suma de los digitos
que ocupan los lugares pares, mds el doble de la suma de los
que ocupan los lugares impares, mds el niimero de digitos
mayores que 4 que estdn en lugares impares sea multiplo de
10.

1. Calcula el digito de control para el niimero de

identificacion 834.

2. Se sabe que hay un error en el segundo digito de

486-4. ;Puedes corregirlo?
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3. Estudia si este cédigo detecta todos los errores de
un sélo digito.

Ejemplo: El ISBN 0-669-03925-4 es el producto de la transpo-
sicion de dos digitos adyacentes que no son ni el primero ni el
ltimo. Determina el ISBN correcto.

Al margen de esta forma de incorporar el tema al curriculo,
basada en el trabajo con l4piz, papel y a lo sumo calculadora -
nada desdenable desde mi punto de vista-, propongo otra
forma de abordar el tema. Se trata de trabajar con una
WebQuest sobre c6digos numéricos que he elaborado pen-
sando en alumnos de Secundaria. Una WebQuest es una uni-
dad did4ctica interactiva que mediante una metodologia diri-
gida de trabajo escolar con Internet, y basandose en un proto-
colo definido -introduccidn, tarea, proceso, recursos, evalua-
cidn, conclusion y guia didactica- pretende conjugar el apren-
dizaje de nuevas tecnologias en contextos de uso real, con una
forma de busqueda eficiente de informacién curricular en la
red. De esta forma, se minimizan los posibles defectos que
podria tener una busqueda libre en Internet sobre un tema
prefijado:

« Exceso de informacion.

« Errores conceptuales, posibles manipulaciones intencio-
nadas de los contenidos.

+ Fines espurios de muchas paginas.

« Falta de adecuacion de la mayoria de las paginas a los
niveles de escolarizacién primaria y secundaria.

« Falta de interactividad.

« Distraccién en la busqueda.

En esencia, hay dos formas de usar una WebQuest en el aula:
hacer uso de una WebQuest ya elaborada que se ajuste a nues-
tras necesidades o fabricar una propia.

Para manejar una WebQuest ya existente, existen en la red
bibliotecas sobre WebQuest de Matematicas. Algunas direc-

ciones interesantes son:

http://platea.pntic.mec.es/~erodril/BIBLIOTECA.htm

http://roble.cnice.mecd.es/jarran2/enlaces/webquest.htm

http://www.estadisticaparatodos.es/webquest/w _matemati-

cas.html

La direccién donde estd alojada la WebQuest que he cons-
truido sobre el tema que nos ocupa es:

www.iesbahiacadiz.net/departamentos/matematicas/jesus-

beato
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Si se opta por fabricar una WebQuest, fundamentalmente, el
trabajo del profesor incluye dos tareas:

« Por un lado, realizar €l la bisqueda previa de informa-
cién en la red, seleccionando las paginas que el alumno
tendrd que visitar de manera obligatoria. Esta seleccion ha
de estar basada en criterios que midan tanto la calidad de
la informacién contenida en la pagina, como la adecua-
cién al nivel del alumno y al tema a tratar, asi como la esta-
bilidad de la pagina (algunas veces ocurre que varios links
se han perdido cuando el alumno va a realizar la actividad
pues la pagina con la que enlazaban ya no existe).

« Una vez realizada la tarea anterior, el profesor debe con-
feccionar la pagina web que constituye el material con el
que el alumno debe trabajar. Esto no debe ser un obstacu-
lo para ningun profesor, pensando en tener que aprender a
manejar programas de edicién de paginas web. Con un
procesador de textos como Word se puede realizar la pagi-
na (asi estd hecha la que presento), teniendo la precaucién
de guardar el archivo como Pagina web.

Ya s6lo queda el dltimo paso: subirla a Internet. Tampoco hay
que asustarse. Siempre esta la opcion de pedir ayuda al web-
master de la pagina web del instituto (que es lo que hago yo)
para que la aloje en ella.

Como ya comenté anteriormente, una WebQuest tiene una
estructura definida. A continuacién explicitaré el contenido
de cada una de las partes que la forman

Introduccion

En este apartado se motiva, en pocas lineas, a la realizacion de
las actividades que después se propondran.

Tarea

Se pretende que quede muy claro en este apartado en qué va
a consistir el trabajo que se les va a pedir. El esquema mds sim-
ple de trabajo consiste en realizar una serie de visitas a cier-
tas paginas, realizar actividades relacionadas con la informa-
cién contenida en las paginas visitadas y elaborar un informe
final. Ademads, se debe especificar en este apartado que vias y
que formato de entrega al profesor va a tener el trabajo (en
papel, en disco, por e-mail...)

Proceso

Es la parte donde se especifican, a través de links las paginas
a visitar y lo que tienen que ir haciendo en cada visita. Como
se trata de una actividad muy dirigida, la forma de interactuar
con el alumno debe ser muy directa, concisa, sencilla y clara.
Se puede a su vez dividir en subprocesos si el tema lo requie-
re. Se pueden, asimismo, incluir en este apartado tutoriales
para realizar algunas de las misiones encomendadas, tanto
propias del tema como informéticas (por ejemplo, en la que
propongo para este tema, se incluye un tutorial para aprender
a calcular el resto de una divisién entera con una calculadora,
o se puede incluir un tutorial para aprender a comprimir
archivos).
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Recursos

En este apartado, se proporcionan al alumno algunos sitios
donde poder consultar, al margen de las paginas webs visita-
das, informaciones concretas. Se pueden dar recursos tanto
de otras paginas como bibliograficos.

Evaluacion

Como casi siempre ocurre, este apartado es el mds interesan-
te (o al menos a mi me lo parece). Para evaluar WebQuest se
suelen usar matrices de evaluaciéon como la siguiente, acom-
pafiada de una tabla de estimacion.
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Escasa
consolidacién

1

Aprendizaje
medio

2

Buen
aprendizaje

3

Excelencia en el
aprendizaje

4

Notacién
Numérica

No ha utilizado algu-
na de las tecnologias
requeridas.

Algun fallo técnico
por parte del grupo
impide que el informe
llegue completo al
profesor

Usa todas las tecnolo-
gias requeridas.

El informe llega al
profesor por correo
electrénico.

El aspecto del informe
final no es agradable:
faltan las sangrias
oportunas, los centra-
dos, la diferenciacién
entre titulos y subtitu-
los, las partes del
mismo no se distin-
guen, los tipos de
letra elegidos y sus
tamafios no son atrac-
tivos, las tablas no
estdn bien confeccio-
nadas

Usa todas las tecnolo-
gias requeridas.

El informe llega al
profesor por correo
electrénico.

El aspecto del informe
final es correcto. Se
puede leer.

Usa todas las tecnolo-
gias requeridas.

El informe llega al
profesor por correo
electrénico.

El aspecto del informe
final es correcto. Se
puede leer.

El informe final es
técnicamente de gran
calidad: El tipo de
letra y su tamaiio es
coherente con la par-
ticién del documento.
Los gréficos son de
calidad y estdn inser-
tados en su corres-
pondiente lugar, las
tablas son atractivas.

No ha incluido en el
trabajo los célculos
aritméticos.

Ha incluido los célcu-
los aritméticos.

Ha necesitado aclara-
ciones del profesor
para comprender las
explicaciones de los
algoritmos que se
exponian en las pagi-
nas correspondientes.
Ha tenido algunos
errores aritméticos

Ha incluido los calcu-
los aritméticos.

Se ha mostrado inde-
pendiente en la com-
prensién de los algo-
ritmos de célculo
correspondientes a
cada subproceso.

Ha tenido algunos
errores aritméticos

Ha incluido los calcu-
los aritméticos.

Se ha mostrado inde-
pendiente en la com-
prensién de los algo-
ritmos de célculo
correspondientes a
cada subproceso.

No ha tenido errores
aritméticos.

No ha comprendido
bien las informaciones
suministradas en las
paginas visitadas.

El informe es inconexo
entre secciones.

Ha comprendido las
informaciones sumi-
nistradas por las pagi-
nas.

El informe es inconexo
entre secciones.

Los resimenes no son
correctos: contienen
datos superfluos e
irrelevantes, son
demasiado extenso

Ha comprendido las
informaciones sumi-
nistradas por las pagi-
nas.

El informe mantiene
una adecuada cone-
Xién entre secciones.
Los resimenes son
correctos: breves y con
los datos fundamenta-
les.

Los esquemas y las
tablas no estdn bien
planteados, ni se han
usado con la asiduidad
requerida

Ha comprendido las
informaciones sumi-
nistradas por las pagi-
nas.

El informe mantiene
una adecuada cone-
xién entre secciones.
Los resimenes son
correctos: breves y con
los datos fundamenta-
les.

Los esquemas y las
tablas estdn bien plan-
teados y se han usado
en cantidad adecuada.

No realiza una verda-
dera exposicién oral,
sino necesita constan-
temente leer las con-
clusiones

Realiza una expresiéon
oral, sin necesidad de
leer todo lo que expre-
sa, aunque mantenien-
do un guidén de lo que
va a decir.

La expresién es poco
fluida, muy automaéti-
ca.

Pareciera que lo ha
aprendido todo de
memoria.

Realiza una expresién
oral, sin necesidad de
leer todo lo que expre-
sa, aunque mantenien-
do un guién de lo que
va a decir.

La expresién poco
fluida.

No hay capacidad de
debate y argumenta-
cién.

Realiza una expresion
oral, sin necesidad de
leer todo lo que expre-
sa, aunque mantenien-
do un guién de lo que
va a decir.

La expresién poco
fluida.

En el debate se expresa
claramente sus argu-
mentos y muestra fle-
xibilidad y rigor.
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Escala de estimacion:

Escasa Aprendizaje Buen Excelencia en el
consolidacién medio aprendizaje aprendizaje
4-7 8-11 12-15 16

Conclusiones

Se plantean al alumno algunas cuestiones que le puedan ayu-
dar a elaborar el informe final pedido o a debatir en clase
sobre el uso de la herramienta. En resumen, a que reflexione
sobre el trabajo realizado.

Guia diddctica

En el ultimo apartado de la WebQuest aparece una pequeia
gufa didactica que incluye:

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

« Autor

» Correo electrénico

+ Nivel académico y curso al que va dirigida
» Materia en la que se puede encuadrar

» Duracioén prevista (en sesiones de 1 hora)
» Observaciones

» Fecha

Mi experiencia con el trabajo en esta WebQuest es claramen-
te satisfactoria y ha tenido entre los alumnos una gran acogi-
da. Los resultados han sido excelentes y los trabajos finales,
fruto de su trabajo con la pagina, han merecido una alta cali-
ficacién por mi parte. Creo que en el momento educativo en
que nos encontramos, cada vez mds tendente a que los cen-
tros utilicen las tecnologias de la informacién y la comunica-
cioén en todas sus aulas, estas herramientas WebQuest van a
jugar, o estan jugando ya un papel fundamental.

Sélo me queda animar a todos al uso de esta herramienta. M
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Los niumeros morficos en secundaria

El niimero de oro y el niimero pldstico pertenecen a la clase de los niimeros morficos. En este articulo revisamos algunos aspec-

tos historicos, presentamos algunas de sus propiedades y proponemos actividades sobre ellos, que permitirdn trabajar transver-

salmente Algebra y Geometria. Usando el lenguaje funcional como modelo de representacion, los alumnos podrdn conjeturar, de

forma intuitiva, un resultado fundamental: “Solo existen dos niimeros morficos, el niimero de oro y el niimero pldstico’

The golden mean and the plastic number belong to the class of morphic numbers. In this paper we recall some historical aspects

and we show some properties of them and we present some activities, which will allow us to work transversely Algebra and

Geometry. By means of use of the functional language as a representational model, our students will can to conjecture the most

Sfundamental result: “There exist only two morphic numbers, namely the golden mean and the plastic number’.

mna de las manifestaciones mas fructiferas de la actividad
matematica es la generalizacién. Cuando generalizamos cons-
truimos matemadticas, pues definimos y relacionamos con-
ceptos, descubrimos propiedades, confirmamos intuicio-
nes,... y tanto en el “resultado final’, como en el “camino reco-
rrido’; encontraremos siempre belleza y armonia. Un claro
ejemplo de bella generalizacién es la familia de los nimeros
metdlicos, (Spinadel, 1998). Esta familia estd formada por el
conjunto de las soluciones positivas de las ecuaciones de la
forma :

xz—mx-n:O, m=1,2,3, ..

Una subfamilia relevante de ella se obtiene al considerar n=1
y m=1, 2, 3,... Todos sus elementos comparten propiedades
que son generalizacion de las que cumple el niimero de oro ¢
(Spinadel, 1999; Redondo, 2006; Spinadel y Redondo, 2007) y
representan la extensién natural del concepto de proporcion
durea en el plano. Pero la divina proporcion, puede extender-
se al espacio de tres dimensiones, también de forma natural,
en nimero pldstico y (Van der Laan, 1960; Alsina y Garcia-
Roig 2001; Alsina, 2007), y éste, junto con el nimero de oro,
pertenece a la familia de los nitmeros mdrficos, que aparece al
considerar la posibilidad de seguir extendiendo ain mds las
propiedades que comparten. Este articulo estd dedicado en
esencia a ese proceso de generalizacion. La idea que organiza
esta primera parte es la extensién de la “nocién plana” de la
proporcion durea ¢ al espacio de tres dimensiones, en cone-

xién con el problema de la busqueda de un “sélido armonio-

”

SO.

Como sabemos que el estudio de la belleza y armonia en las
formas geométricas fue abordado en la antigiiedad por los
griegos, serd inevitable empezar con un poco de historia
(Ghyka, 1978, 1979). En el plano el elemento ortogonal de
superficie es el rectangulo axb, Platén y sus contemporaneos
encontraron en las propiedades matemdticas y estéticas de la
proporcion durea ¢ motivos suficientes para considerar el
rectangulo dureo, de razén b:a igual a ¢, con b>a como el ele-
mento de armonia en el plano.

El mismo Platén consider6 el concepto de proporcion en los
solidos. En el espacio, el elemento ortogonal de volumen es el
paralelepipedo recto rectingulo axbxc. Los griegos daban
nombres especiales a las diferentes formas de volumen, le lla-
maban altar cuando a<b<c, ladrillo si a=b>c, viga en el caso
a=b<c, y por supuesto, cubo cuando a=b=c. Nosotros no usa-
remos esta nomenclatura, y siguiendo el ejemplo de C. Alsina’

Antonia Redondo Buitrago
IES Bachiller Sabuco.Albacete
Sociedad Castellano Manchega de Profesores de Matemdticas

Asociacién Internacional de Matemdtica y Diserio, M&D
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nos permitiremos la libertad de llamarles a todas cajas.

Para poder hablar de proporcién en el espacio, es necesario
determinar con precisién la forma de la caja y observamos
enseguida que aunque el volumen axbxc esta determinado
por los tres rectangulos, axb, axc, bxc, en general diferentes,
la caracterizacion de dos de ellos determina las proporciones
del tercero. Por tanto la proporcién en el espacio se establece-
rd con las razones de dos rectdangulos, ya que la tercera pro-
porcién se deduce de las dos anteriores. Este hecho sugiere
que para que un sélido axbxc fuera armonioso seria suficien-
te con que dos de los rectangulos, axb, axc, bxc, lo fueran.
Esto sucede en los llamados voliimenes egipcios emparentados
con el niimero de oro: 1x1x¢p, Ixpx¢, 1><<|>><(|>2 y 1><q>2><<|>3. El
segundo aparece a menudo en las construcciones del antiguo
Egipto con las aproximaciones y para la proporcién durea’. El
tercero, con notables propiedades geométricas, se conoce
como el sdlido de oro de Samuel Colman (Colman, 1920). El
cuarto, Figura 1, tiene la propiedad de que se puede dividir en
un sélido (p2><(p2><1 y un sélido de oro.

¥t =p+1=0" =07 +0

Figura 1

Ciertamente, todos estos sélidos pueden considerarse armo-
niosos, pero no puede decirse que representen una verdadera
generalizacidn, pues ninguna de las propiedades geométricas
intrinsecas que caracterizan al rectdngulo de oro, se cumplen
en ellos. Tuvieron que pasar muchos siglos hasta que dicha
generalizacion fuera descubierta o reconocida, y llegaria en
relacién con el estudio de determinadas sucesiones recurren-
tes y de la mano de los trabajos del arquitecto holandés Hans
Van der Laan (1904-1991).

Los conceptos y resultados que vamos a considerar tienen una
corta historia que revisaremos brevemente en esta propuesta,
donde el hilo conductor ser4 el estudio de los niimeros morfi-
cos y sus propiedades fundamentales, y el objetivo la presen-
tacion de originales actividades “ecoldgicas” en el entorno del
Bachillerato. El estudio se ubicarfa de forma natural en el
marco de la formulacién de conjeturas y de la generalizacién
y podria ser un recurso didactico mds a tener en cuenta para
trabajar de forma transversal contenidos de Algebra y
Geometria, considerando de forma globalizada conceptos y
procedimientos tan diversos como la nocién de ndmero irra-
cional, la resolucion de ecuaciones, la proporcion y la seme-
janza, la convergencia de sucesiones de ndmeros reales... y
nos daria ocasion de ir introduciendo poco a poco a nuestros
alumnos en el razonamiento por recurrencia y la demostra-
cién por el método de induccion.

En muchas ocasiones trabajaremos en el espacio de tres
dimensiones y por tanto los calculos y procedimientos seran
algo mas complejos que cuando nos restringfamos al rectdn-
gulo de oro en el plano, pero en modo alguno en ningin caso
serdan mas complicados. De forma intencionada las activida-
des aparecen en el texto del articulo, en el momento en que el
contexto lo sugiere, numeradas segin la secuencia en que
deben ser propuestas, disefiadas para que cualquier alumno
de Bachillerato pueda realizarlas con autonomia sin dificul-
tad.

Antes de empezar convendra que recordemos algunos resul-
tados sobre los niimeros metdlicos. Una coleccién de activida-
des para Secundaria sobre estos nimeros fueron presentadas
en el n° 50 de esta revista (Redondo y Haro, 2005).

El niimero metdlico o,, es un nimero mayor que 1 que se
define como la solucién positiva de la ecuacién:

xz—mx—I:O, m=1,2,3, .. (1)
El primero de ellos o7 es, en efecto, el nimero de oro ¢. El
segundo oy es conocido como niimero de plata 6, y el tercero
que corresponde al caso m=3 , es el niimero de bronce. Los
restantes no tienen nombre propio, simplemente se nombran
O
La ecuacién (1) puede expresarse equivalentemente de la
forma x=m+1/x por tanto reemplazando iterativamente el
valor de x en el segundo término de la igualdad, obtenemos la
expansién en fraccién continua simple del nimero metélico
0,,, considerado:

¥om-1=0 = @

1
=nr+ I =[mimm ...

[ L

Una de las propiedades que caracteriza a los niimeros metdli-
cos 0, es que son limite de las razones de términos consecu-
tivos de la sucesién recurrente:

aj=ay=1 a,=ma,_1+a, 9, n=3,4,5, .. (2)
Esto se debe a que la sucesion de razones verifica la igualdad

an+l/an:(man+an_1)/an:m+(an/an_1)'1

y por ser de Cauchy converge a un cierto niimero L y de esta
manera se debe cumplir

L=m+L Vo 12-mL 1= 0= L=0,,



En este razonamiento solo es relevante la relaciéon de recu-
rrencia, el valor de las condiciones iniciales no influye para
nada en el resultado obtenido. Podriamos considerar diferen-
tes valores para a; y a9 y obtendriamos diferentes sucesiones,
pero el limite de sus razones seria siempre el mismo. Por
ejemplo, en el caso m=1, considerando a1 = ay=1 la relacién
de recurrencia origina la cldsica sucesion de los niimeros de
Fibonacci: 1,1, 2,3, 5,8, ... Pero si elegimos a1 =1y ay=3 obte-
nemos la sucesion de los nitmeros de Lucas: 1, 3, 4. 7, 11, 18,
... que también origina el niimero de oro. En el caso m=2, las
condiciones iniciales @j=1y ay=1 generan la sucesién de los
nvimeros de Pell:
1,2,5,12,29,70, ..

De la ecuacién (1) se deducen dos consecuencias inmediatas.

La primera es que los niimeros metdlicos ¢, generan la pro-
gresion geométrica de razén o,

o (0,073, (0,72 (0,071, 1, 0, (0,2 (0,3, ..
que cumple también la relacién de recurrencia (2).
La segunda es que el gnomon’® de un rectdangulo metdlico axb,

b:a = o, es el rectdngulo axma formado por la unién de m
cuadrados de lado a, Figura 2:

ma, +1
1 ittt ittt >
o G, mmm}mhs‘ mUm+l =U_m
m T ‘ T G 1

Figura 2

En consecuencia, el crecimiento pseudo-gnomonico por m
cuadrados derivado de la relaciéon de recurrencia (2) origina
una sucesiéon de rectingulos cuyas razones tienden rapida-
mente a 0,,,. La Figura 3 muestra el proceso que genera el rec-
tangulo de plata.

- Ll 1z =
EE Y ] £l -
. i [
1 —- * - RECTANGULO
L H DE PLATA
SUCESION 1 1
DE PRLL ' H
1,2.512.... . H
1 |
i i
w Ll

Figura 3

La siguiente actividad sera el comienzo de nuestra busqueda
del paralelepipedo que sea una generalizacion satisfactoria de
los rectdngulos metdlicos o,,,.

SUMA 57
Febrero 2008

Actividad 1
Objetivos: Reconocer sucesiones de nimeros naturales
definidas por recurrencia y conjeturar relaciones de recu-
rrencia. Construir la sucesién de Padovan.
Conocimientos previos: Concepto de sucesion. Término
general de una sucesion.
Materiales: Trama de puntos.

En la Figura 4 el tridngulo inicial es equilétero y de lado 1. Le

anadimos otro igual en la parte de abajo. Luego otro igual
hacia la izquierda, siguiendo el sentido de las agujas del reloj.

A & — o —

Figura 4

Seguimos girando y afiadimos un triangulo equilatero de lado
2, y luego otro igual en la parte superior. Después otro de lado
3, de la forma que se ve en la Figura 5.

Figura 5

Girando siempre en el sentido de las agujas del reloj, anadi-
mos un tridngulo blanco de lado 4 que coincida con los de los
dos sombreados de lado 1 y 3, Figura 6. Luego uno sombrea-
do de lado 5 que coincida con los de los dos blancos de lado 1
y 4, y asi sucesivamente...

Figura 6

Continta con el proceso y dibuja mas tridngulos de esta espi-
ral de tridngulos.

a) Escribe ahora las longitudes de los lados de los tridngulos
en el orden en que los has obtenido ;qué relacién existe entre
los lados de los tridngulos? Exprésala algebraicamente.

b) Si continuaras indefinidamente obtendrias una sucesion.
¢Sabrias hallar su término general?
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La sucesién de los lados de los tridngulos es 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4,
5,7,9,12, 16,..., la sucesion de Padovan. Es una sucesion defi-
nida por tres condiciones iniciales, a1, a9, a3 y una relacién
de recurrencia que permite obtener los términos ay, as, ag, ...

aj=ag=ag=1 ay=a,3+a, o ,_45%6, .. (3)

La utilizacién de una trama triangular como material facilita
reconocer la relacién de recurrencia que la define (Figura 7) y
otras como:

Ap=Aap-1* -5 n=6,7,8, .. (4)
An=p-2%* 456 n=7,8,9, ..
An= Ap4t Ap5t dp 6t 4y-7t 438 n=9,10, 11, ...
que podrian demostrarse por induccién. La relacién (4) des-

empefard, como veremos mds adelante, un papel fundamen-
tal.

Figura 7

Al igual que los numeros de Fibonacci, los nimeros de
Padovan también aparecen al sumar “lineas” del tridngulo de
Pascal, Figura 8.

Figura 8

Sabemos que los nimeros metdlicos son limite de razones de
términos consecutivos de ciertas sucesiones recurrentes.
Parece logico preguntarse qué ocurre con la sucesion de las
razones de la sucesiéon de Padovan. La siguiente actividad
contesta a esta pregunta y serd una ocasiéon para resolver
ecuaciones polinémicas por diferentes métodos.

Actividad 2

Objetivos: Encontrar el nitmero pldstico, reconociendo
que es un namero irracional y obtener una aproximacién
racional de él por diferentes procedimientos.
Conocimientos previos: Relacion entre la sucesion de
Fibonacci y el niimero de oro. Limite de una sucesién.
Resolucién de ecuaciones polinémicas. Representacién
grafica de funciones.

Materiales: Calculadora grafica y ordenador (programa
Derive).

En la Actividad 1 has encontrado una sucesion que se define
de forma parecida a la sucesion de Fibonacci. Era la sucesion
Padovan: 1,1,1,2,2,3,4,5,7,9, 12, 16, ...

a) Utiliza la calculadora para construir la sucesion de las pri-
meras razones de dos términos consecutivos de ella y estudia
su convergencia.

b) Razona ahora de forma general teniendo en cuenta que

la . +1

=2

a

n-1

o

n+l n-l

_a,ta,, _a,,a, ,+1 _a

o o

an..an 2
a, .

da, .
Hn 1 n—2
La calculadora ayuda a conjeturar que la sucesién ag/aq,
aglag, aylag, ... es convergente. Una demostracion rigurosa
no sobraria, pero quizds no sea necesaria, pues nuestros obje-
tivos son otros. Si admitimos que la sucesién es convergente a

un cierto ndmero L, evidentemente tiene que cumplir:

. a .a . a
lim 2L = Jim 2= lim =L =/ =
A —pbatd ﬂ" Fl—p-ats ﬂn . n- b-x-aﬂ 3

N % PO

- L-1=0
j;

Una primera aproximacién al valor del limite pedido se puede
hallar facilmente utilizando una tabla que también servird
para descubrir la igualdad de los tres limites de la izquierda:

" ay+1/ay aylay-1 ay-1/4y-2
1 1/1
2) 1/1 1/1
3 2/1 1/1 1/1
4 2/2 2/1 1/1
5 3/2 2/2 2/1




El limite L es por tanto solucién de la ecuaciéon x3 - x-1=0.El
polinomio que aparece en el miembro de la izquierda es irre-
ducible en el cuerpo de los nimeros racionales. Pero como es
de grado impar sabemos que por lo menos tiene una raiz real,
que serd unica, pues la grafica de la funcién y:x3 - x -1 sélo
corta en un punto al eje de abcisas, Figura 9. Esa solucion es
y, el niimero pldstico* de Hans van der Laan.

¥ y=flx)=x —x-1
1

<0 Fi2)=0

. Jlrsj<o flra)=o

; : + : Fira2j=0 Sr33)=0
B Fr34)<0 F1328)= 0
Firs2aTj«0 JI324E) = 0

1 . .

LI, I3 132413247, ... =+ @ Nimero plisgeo

Figura 9

Van der Laan empieza sus estudios de arquitectura en 1923 y
los abandona en 1927 para ingresar en la orden benedictina.
En 1938 proyecta y construye una nueva ala de la abadia de
Oosterhout y retoma su actividad como arquitecto, aunque
realiza muy pocas obras, casi todas ellas de cardcter religioso
(tres conventos, un monasterio, una capilla y una casa priva-
da). Sus estudios sobre las proporciones en las iglesias del
Romadnico, le conducen al descubrimiento de que muchas de
ellas aparecen relacionadas con la sucesion de Padovan y des-
arrolla un sistema de proporciones basado en el numero plas-
tico que utiliza en sus construcciones.

La sucesién de Padovan recibe este nombre por el arquitecto
inglés Richard Padovan (1935-), responsable en gran medida
de la difusién de su obra, al traducir en 1983 al inglés su tra-
tados de arquitectura, “Architectonic space” en 1983 vy
“Modern Primitive” en 1994 (Padovan, 2002). Ian Stewart
contribuyé también a su divulgacién y popularidad, dedicén-
dole en 1996 una de sus columnas de Mathematical
Recreations de Scientific American, a la sucesiéon de Padovan
(Stewart, 1996).

El niimero pldstico es un numero irracional, cuyo valor exac-

to se puede hallar aplicando la férmula cldsica de Cardano

para la ecuacién cubica X3+ px=q

tomando p=-1yg=1
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I L 23 af—-—_\f—’ = 1'3247179572447460. ..
Y2 6V3 Y2 V3

Es una buena ocasién para invitar a los alumnos a que bus-
quen informacién en los libros de Historia para encontrar la
férmula, la apliquen y comparen la solucién que proporciona,
con las aproximaciones que han obtenido utilizando el mode-
lo funcional.

Observemos las analogias entre el mimero pldstico y los
niimeros metdlicos o,,. Son evidentes. En efecto, todos ellos
son numeros irracionales mayores que uno, soluciones de
ecuaciones que son generalizaciéon de la que satisface el
numero ¢. Por supuesto, todos admiten expansion en fraccién
continua simple, pero aqui encontramos una diferencia esen-
cial. Las fracciones continuas simples de los ntmeros o,,, son
muy sencillas y sus coeficientes son verdaderamente faciles de
recordar pues son todos iguales al correspondiente m, es
decir, son periddicas puras de periodo 7. Sin embargo con la
fraccién continua simple del nimero pldstico la cosa cambia,
pues no es periddica’ y no parece que exista ninguna forma de
predecir sus coeficientes. Como muestra, estos son los prime-
ros 80 coeficientes:

1,3,12,1,1,3,2,3,2,4, 2,141, 80,2,5,1,2,8,2,1,1, 3, 1, §,
2,1,1,14,1,1,2,1,1,1,3,1,10,4,40,1,1,2,4,9,1, 1, 3, 3, 3,
2,1,17,7,5,1,1,4,1,1,3,5,1,2,6,2,2,1,1,1,4,1,3,1, 2, 6,
5,6,49,3,7.

Pero podemos obtener dos expresiones infinitas diferentes
para aproximar :

; . |
rep=l=0eyr =l+—cx=

he Sp= s
X "I.I1 x _\II N

. . o
rer-l=0eo=l+rex=+r=p=Jl+d+...

Continuando con las analogias, de la ecuacién x3-x-1=0se
deduce que el nimero y define una progresion geométrica de
razén y: ..., \|J'3, \|J'2, \p'l, 1, v, qlz, \|J3, ..,que también cumple
la relacién de recurrencia correspondiente, (3).

Maés analogias. En la tercera actividad, al generalizar al espa-
cio el crecimiento pseudo-gnomdnico asociado a los nimeros
metdlicos o,,, (ver Figura 3) nos encontraremos con el ntime-
ro plastico y conseguiremos el deseado “sélido armonioso’ ila
caja plastica! (Alsina, 2007). Utilizaremos para ello un mode-
lo geométrico que proporcionara una interpretacién geomé-
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trica de la sucesion de Padovan y de la sucesion que se origi-
na al considerar las razones de los términos consecutivos.

Actividad 3

Objetivos: Obtener una sucesién de cajas que “tiende” a
una caja de dimensiones lxwxwz . Establecer el concepto
de caja pldstica.

Conocimientos previos: Sucesion de Padovan, ntimero
plastico y la relacion entre ellos.

Materiales: Policubos. Imaginacion espacial.

A partir de un cubo 1x1x1 construimos una sucesiéon de
cajas por el procedimiento que muestra la Figura 10. Anade

algunas cajas mds a la sucesion.

7 2 2
1.1 ]‘..t.._,, 3 1___1___* l.‘l"'f-"".;-" {._1‘- = ¥ ga sy
- Lol L -
-5 559
1 i '
EH 3
’;‘ "'< _____________ 4
1 1
5 .
o 5
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: 7
g s
4 :
K w
. o
: /s
-

Figura 10

a) Describe con precision el procedimiento seguido en cada
una de las iteraciones.

b) Observa como varian las dimensiones a, b, ¢ de las cajas

que vamos obteniendo y como influye en la “forma de la caja”

la primera es un cubo, la segunda es “muy alargada’, la terce-
)

ra es “muy ancha’,...). Describe esta variacion. Te ayudara uti-

lizar una tabla como esta:

caja inicial | caja afiadida | caja final
Ix1x=1 1x1=1 1x1x2
1=1x2 i? i?
7 " -

Figura 11

c) Si el proceso pudiera repetirse indefinidamente, ;qué
dimensiones tendria la caja final?

La utilizacién del material facilita la representacién mental en
las primeras iteraciones, pero estamos trabajando en el espa-
cio y el nimero necesario de piezas necesarias para construir
la figura que se ainade crece con gran rapidez y esto “afortu-
nadamente” obligara al alumno a utilizar como recurso repre-
sentaciones graficas en el plano que pondrén a prueba su ima-
ginacion espacial. Describir la variacion de la forma de la caja
» o«

conduce a reconocer que la idea de “alargada’; “ancha’;...solo
puede precisarse comparando las razones b/ay c/b.

Lo primero que observamos es que las cajas se afaden
siguiendo la secuencia: “a la derecha’, “por delante’, “por
abajo’, “a la derecha’, “por delante’, “... Empezamos con un
cubo. Afladimos otro cubo a la derecha y obtenemos una caja
1x1x2. A éste le anadimos por delante otra 1x1x2 y obtene-

mos una caja 1x2x1.Y asf sucesivamente...

El enunciado sugiere describir las cajas ordenando sus dimen-
siones en orden creciente, es decir de la forma axbxc con,
a<b<c independientemente de su disposicién. Es imprescin-
dible admitir este convenio si queremos descubrir el patréon
seguido en las sucesivas transformaciones. Esta actividad es
un claro ejemplo de la relevancia en Matemdticas de la elec-
cién de una notacién y codificacién apropiada (Figura 12).

caja inicial | caja afiadida caja final bja c/b
1xlx1 1xlx1 1x1x%2 111 211
Ix1x2 Ix1x2 1x2x2 211 22
1x2x%2 2x2x2 2x2x3 22 3/2
2x2x3 2x2x3 @x4 32 443
»0D 00D DD | 45 | 5
Ix4x5 4x4x5 4x5x7 5/4 745
i? a7 i? : :

Figura 12

La tabla ayuda a reconocer lo que sucede y descubrir la ley de
recurrencia: “Con excepcion de las 4 primeras, todas las cajas
iniciales son axbxc con a<b<c, siendo por tanto todas las
caras rectdngulos. En cada paso adosamos a una de las caras
de mayor drea, es decir a una de las dos bxc, una caja de
dimensiones bxbxc. El resultado obtenido es una caja final
bxcx(a+b), que se convierte en la caja inicial de la fila siguien-
te.

Observamos ahora la columna de las figuras finales...
Efectivamente, si eliminamos el primer término de la sucesiéon
de Padovan obtenemos precisamente la sucesién de las
dimensiones menores. Si eliminamos los dos primeros, obte-
nemos la de las dimensiones intermedias. Y si eliminamos los
tres primeros, la de las dimensiones mayores. Por tanto, las
cajas finales siempre tienen sus dimensiones iguales a tres
términos consecutivos de la sucesiéon de Padovan, de esta
forma, al hacer tender a infinito el nimero de iteraciones, los



cocientes y convergen al nimero pldstico. Podriamos decir
que las cajas que vamos obteniendo son cada vez “mds pare-
cidas” a una caja determinada por dos “rectdngulos pldsticos’,
Figura 13, lo que se conoce como “caja pldstica’.

al

a<b<c

o

S

b

a

o

fmmm e

£
b

Figura 13

¢Cumple la “caja pldstica” las condiciones de la generaliza-
ciéon que estamos buscando? La relaciéon algebraica
q>2:q>+ 1<¢/(¢p+1)=1/¢ se traduce geométricamente en la
construccion de la Figura 14, donde los puntos A, By C estan
alineados y solamente puede generalizarse al espacio con la
que muestra la Figura 15, si en ella los tres puntos senalados
también estdn alineados. Esto ocurre.

\-l';
Figura 14 Figura 15

La comprobacién es especialmente sencilla, si consideramos
un sistema de referencia adecuado, como el de la Figura 16, en
donde el eje de abcisas seria la perpendicular por A al plano
del papel.

z g |
- 2
B S
11 :
: 7y y
R — *

Figura 16

En este caso A(0, 0, 0), B(y, \|12’ 1)y Cly+ 1,\|12+L|1, \pz) y expre-
samos la nocién de proporcionalidad en términos de vectores,
por tanto bastara comprobar que los vectores:

[ 48] =(ww?1)y[ BC |= (1w 1)
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y tienen la misma direccién. En efecto:

; 1 ooy
- ‘I:ﬂ =— — e —
Wy VIO

¢Hay algtin otro “parecido” entre el niimero de oro y el niime-
ro pldstico? La respuesta es, si. La presencia y protagonismo
de la proporcién durea en Arquitectura y Disefo se debe espe-
cialmente a que se puede definir un sistema de medidas basa-
do en el numero de oro. Un sistema de medidas es una suce-
sion de segmentos con longitud en progresion geométrica de
razén p=¢ con la condicién de que al “sumar” o “restar” dos
medidas consecutivas del sistema, se obtiene otra medida del
sistema. Eligiendo se cumplen las dos condiciones, Figura 17,
pues ¢p+1 = q)z < ¢-1= q)'l.

Figura 17 Figura 18

Pero tomando p= , Figura 18, conseguimos también un sis-
tema de medidas. De la igualdad w+1:q13 se deduce que cum-
ple la “condicion suma” y la “condicién resta” también por
verificarse W—I:\p4, pero a diferencia del caso anterior, ahora
las dos igualdades no son equivalentes, la segunda es una con-
secuencia de la relacién de recurrencia (4). En efecto:

7] a a ]
a,=a,_, +a, === ==
. LU LL Y . _'“- s W, 5 Oy, .

@, ., ., .,

y los cinco cocientes que aparecen en la igualdad convergen a
Y, por tanto y-1 :\|14 .

Tenemos de esta forma dos niumeros mayores que 1, ¢ y ,
que son solucién de la ecuacién x+1= x”, r=2, 3, y que son
también solucién de la ecuacion para algun valor entero posi-
tivo de s. Intentemos dar un paso mas en el proceso de gene-
ralizacién considerando también los valores s=4, 5, 6, ... Las
soluciones que obtengamos podran definir también un siste-
ma de medidas y formaran la familia de los nimeros mérficos
(AArts, J. Fokkink, R. J. y Kruijtzer, G, 2001):

La ecuacién polinémica x+1= &', no tiene solucién para r=1,
pero para r = 2, 3, 4, ... tiene siempre una tinica solucién posi-
tiva, irracional, mayor que 1, por tanto para encontrar mas
numeros morficos sélo hay que hallar el pardmetro s que
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Un numero morfico es un niimero real p>1 que es

solucion del sistema:

¥+1l=x"

y—l=x" , para algiin valor natural der y s.

determine una ecuacién de la forma x-1= x5, que comparta
esa solucion. En este caso no podremos apoyarnos en mode-
los geométricos, pero si podemos recurrir al lenguaje funcio-
nal...

Actividad 4

Objetivos: Obtener elementos de la familia de los niimeros
morficos.

Conocimientos previos: Concepto de niimero modrfico.
Aproximacion de soluciones irracionales de una ecuacion
polinémica. Resolucidn gréfica de sistemas.

Materiales: Calculadora gréfica y ordenador (programa
Derive).

Los niimeros morficos son nimeros irracionales mayores que
1 que son solucidén del sistema formado por dos ecuaciones,
una de la forma x+1 =x"y otra como x-1=x"5 donde r y s son
dos ntimeros enteros positivos. Al considerar r=2 y s=1 tene-
mos el niimero de oro. Para r=3y s=4 tenemos el niimero plds-
tico.

a) ;Sabrias encontrar el niimero mdrfico asociado al valor ;Y
al?

b) Investiga otras posibilidades para el valor r ; Cudntos nime-
ros morficos encuentras?

Empezamos por r = 4. Gracias a la calculadora grafica, pode-
mos hallar rdpidamente y sin dificultad la solucién aproxima-
da de la ecuacién x%*-x-1= 0. Es 1'220744084.... Ahora el pro-
blema es inverso, hay que reconocer, cual de las ecuaciones
x-1=x"L, x-1=x2, x-1=x"3, x-1=x"%, x-1=x"2,... tiene esa
misma solucién. Tampoco es tarea dificil, si representamos en
un mismo sistema de coordenadas las funciones:

Jfx)= ax-1, &(®)=x-1-x5,5= 2, 3,4, 5,6, ...

Todas las graficas pasan por el punto (1, -1). No necesitamos
evidentemente representar g; ni g4 pues sus soluciones ya
sabemos que son ¢ y .

Figura 19

La representacion grafica, Figura 19, muestra que las solucio-
nes de las ecuaciones x-1=x"5 son mayores que
1'220744084.... y la correspondiente a s=8 es ya menor. No
necesitamos seguir buscando pues la sucesién de funciones gg
corta al eje de abcisas en puntos que originan una sucesion
estrictamente decreciente y las otras soluciones serian tam-
bién menores. Luego no existe ningiin nimero morfico aso-
ciado a r=4. Tampoco lo encontraremos para r=5, ni para
valores superiores. Es indtil seguir buscando, Jan Aarts,
Robbert Fokkink y Godfried Kruijtzer demostraron en 2001
que solo hay dos, el niimero de oro y el niimero pldstico. Por
tanto son los unicos nimeros que generan un sistema de
medidas ideal.

Entonces, ;los nimeros metalicos no son una buena generali-
zacién del niimero de oro? Si, lo son en el plano, si somos
menos exigentes en la nocién de sistema de medidas. Los
requisitos exigidos tienen su razén de ser en garantizar la
armonia de las composiciones realizadas con las medidas de
la escala y esto puede darse cuando por yuxtaposicion (suma)
o superposicion (resta) de los segmentos obtengamos otro de
la sucesion. Por tanto también podrian disefiarse composicio-
nes armoniosas si acumulamos o superponemos “varias
veces” un segmento a otro consecutivo. Se relajarian las con-
diciones exigidas admitiendo que “al sumar o restar a un ele-
mento de la sucesion m veces el anterior se obtenga otro de la
sucesion” y eso sucede cuando consideramos como base los
niimeros metdlicos o,,. Obviamente la “condicién suma” se
sigue de la relaciéon de recurrencia asociada: “el elemento del
lugar n de la progresion geométrica es suma de m veces el tér-
mino del lugar n-1 y el del lugar n-2".Y la “condicion resta”
también pues “al restar a un elemento de la sucesion, m veces
el anterior se obtiene otro de la sucesion (justo el anterior al
que estd restando)”:

¥ —mx =1, —met = x,

1 1 3

Yemr-l=0cr-m=x"=
WY T =X, ...

l=mx "=x" x

No deja de ser curioso que los cercanos parientes planos del
numero de oro sean tan numerosos y su familia espacial sea
tan reducida...



El niimero pldstico aparece esencialmente vinculado a la ter-
cera dimension, pero también lo encontramos en situaciones
geométricas planas. Como ejemplo, este problema que podria
también proponerse en la opcién B del cuarto curso de la
ESO.

Problema: Tenemos que descomponer un cuadrado de lado 1
cm. de acuerdo con las siguientes reglas:

(i) Hacemos un corte paralelo a uno de los lados para obtener
dos rectdngulos con un lado comiin. (ii) En uno de los dos rec-
tangulos hacemos un corte perpendicular al anterior de mane-
ra que obtengamos un rectangulo y un cuadrado con un lado
comun.

a) ;De qué forma se puede hacer, si queremos que los rectdn-
gulos obtenidos sean semejantes? ;Cudles serian las
dimensiones de las partes que se obtienen?

b) Modificamos la regla (i) haciendo 2 cortes paralelos al lado
para obtener dos rectdngulos iguales adosados y la norma
(ii) haciendo 2 cortes perpendiculares para dividirlo en un
cuadrado y dos rectdngulos. ;Cémo lo hariamos para que
los rectdngulos sigan siendo semejantes? ; Cuales son ahora
las dimensiones de las figuras obtenidas?

¢) Generaliza el apartado b) admitiendo n cortes en (i) y en

(ii).

d) Mantenemos la regla (i) inicial y modificamos la (ii) para
obtener dos rectdngulos estrictos ;De qué forma consegui-
mos que los tres rectdngulos obtenidos sean semejantes?
¢ Qué dimensiones tendrian los rectangulos?

En el apartado a), salvo giros y simetrias, solo podemos des-
componer el cuadrado de una forma, Figura 20.

A 1 B
:J .ﬂ_BG 't+'r—'t¢=-u"_u,{s:wm'u I=(J.)
E F G FF GC x ¥ o ¥
E"’. :—a—]=ﬂ_>u='t—¢-_1ﬂ_£=a=¢
D . ¥ FG O
H 3
Figura 20

El primer corte solo puede realizarse de manera
que(x+y)/x=x/y=¢. Como x+y=1, tenemos que x:cp’lz ¢-ly
por tanto y=2-¢. Los rectdngulos son 1x(¢p-1), (¢-1)x(2-¢) y
(2-9)x(2-¢) : “Un cuadrado puede descomponerse en dos rec-
tangulos dureos y un cuadrado”.
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En el caso del segundo apartado, la situacion del cuadrado
blanco es irrelevante. Lo supondremos a la izquierda, y salvo
giros o simetrias, la descomposicion es la Figura 21.

P L..... +B
ix TF TF o1 . 5
B H ﬁ:ic'x”='—Yc.'r—'“”=-1.[muubf=uj
- F GH HC X ¥ "3 ]
G H a’-la I—Dﬂu—i—u:ﬂ'w—i—m—u:—ﬂ
£ GH HC
c

Figura 21

Los dos primeros cortes deben realizarse tales que
(2x+y)/x=/x/y=0. Encontramos en este caso el nimero de
plata. Ahora 2x+y=1, x=071,0-2, y=5-20y los rectangulos son
1x(0-2), (8-2)x(5-20) y (5-20)x(5-28). Como el cuadrado
podria estar en el centro o a la derecha, tenemos 3 formas
equivalentes de hacerlo.

En cualquier caso: “Un cuadrado puede descomponerse en 4
rectdngulos de plata y un cuadrado’.

La generalizacion al caso de # cortes es inmediata y aparecen
los ntimeros metélicos o,,,.

HE W

; +1 .
iana (siennd izrﬂna' - -l=0=2a=0a,
* v P ¥

y obtenemos los valores x:(cn)'lzcn-n, y:(n2+1)—n0n :“Un
cuadrado se puede descomponer en 2n rectangulos metdlicos
0y, y un cuadrado’.

Finalmente si seguimos las reglas del apartado d) solo pode-
mos descomponer el cuadrado como se ve en la Figura 22

A B
: o+l
" x+y I | =B
G . mam e @ (fimds = =o, ==
E EF % 3 = __ 1
Y | el B
bW re

Figura 22

Despejando P en la primera ecuacién del sistema y sustitu-
yendo en la segunda, tenemos

oBa-1=0 = a=y = [3:\[12 = x:q;'z, yzqf3, z:q,'l,
Los tres rectangulos semejantes son:

Ixy 2, Ly 3, ¢ 3x(1-y7])
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“Un cuadrado se puede descomponer en tres rectdngulos seme-
jantes, los tres con lados en razon \|J2 i

Como era de esperar, no podremos aumentar el nimero de
cortes y seguir teniendo rectdngulos semejantes...

NOTAS

Este problema representa una forma sencilla y elegante de
presentar de forma unificada las dos generalizaciones signifi-
cativas de la proporcién durea, los nimeros metélicos 0,,, y
los niimeros mérficos. M

L un viatge a lespai. http://www.upc.edu/ea-smi/personal/clau-
di/materials.html. (Pagina personal de Claudi Alsina).

2Enel papiro de Ramsés IV, se describe la Cdmara de Oro que con-
tenfa la tumba del rey, asignidndole las dimensiones 16 codos de
largo, 16 codos de ancho y 10 codos de alto.

3 Figura cuya yuxtaposicién a una figura dada produce una figura
resultante semejante a la figura inicial.

4 El ingeniero francés Gérard Cordonnier en 1928 llama a este
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[tinerario de un material diddctico

Experiencia realizada en 1° 2°y 3° de Primaria, en un curso de formacién para el profesorado en presencia de sus alumnos,
sobre el uso de materiales. Se utilizan cartulinas de color plastificadas, como las que el Grupo Alquerque de Sevilla presenta en
la revista SUMA n° 53. Contenidos, segiin el curso y las clases: caracteristicas de los poligonos, perimetro y drea, concepto de
equivalencia de figuras planas, isometrias,... Metodologia: libre manipulacion y observacion guiada a través de preguntas.
Andlisis de las respuestas de los alumnos y de la experiencia de formacion.

Didactic proposal for 1-3 primary classes, developed in a teachers training group about materials for mathematics, in presence of
pupils. We used the coloured cards that Grupo Alquerque presented on SUMA magazine #53. Contents change according to edu-
cational step: polygons characteristics, perimeter and area, equivalence between polygons, isometries,...

Methodology: free manipulation of cards and conducted activities. Analysis of pupils’ answers, problems, mistakes and goals.
Balance of this training methodology and implementation of materials utilisation to teach maths.

retendo presentar una experiencia realizada en 1°, 2°y 3°
de Primaria de la Escuela Italiana “Montessori” de Barcelona,
utilizando de modo distinto un material pensado para activi-
dades de la Escuela Secundaria.

Reflexionar sobre la experiencia: el cambio de objetivos, de
metodologia, los contenidos matematicos, las habilidades
desarrolladas, los errores, las dificultades, las observacio-
nes...

De vez en cuando aparcen momentos de andlisis mas general
del juego y el uso de materiales: mas que objetivos de este tra-
bajo, son accidentes inevitables y reflejos del marco de refe-
rencia.

Introduccién

El material y las actividades que se presentan en el articulo
han sido objeto de una comunicacién en las recientes JAEM
de Granada'.

Presentarlo para la publicacién en SUMA responde a diferen-
tes consideraciones:

a) El trabajo se basa en la reutilizacién (en una etapa educati-
va anterior y con objetivos obviamente distintos) de las car-
tulinas de color plastificadas que el Grupo Alquerque de

Sevilla ha publicado en la seccién Juegos del n° 53 de la revis-
ta SUMA, noviembre 2006, pp. 61-64

ey

b) Me gustaria profundizar en dos aspectos que, en el tiempo
asignado a la comunicacidn, no tuve oportunidad de desarro-
llar:

- La experiencia de compartir el trabajo de aula entre docen-
tes de Primaria y Secundaria

- La modalidad de “formacién en situaciéon™.

Guido Ramellini
SMPM “Emma Castelnuovo”
APaMMs (FEEMCAT)
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Adn con el riesgo de generalizar unos problemas que puede
que sean sélo mios, debidos a una carrera profesional dando
clase y formando docentes de la Escuela Secundaria, me atre-
vo a afirmar que cuanto mdas pequenos son los alumnos, mas
dificil es encontrar materiales adecuados y originales, y mas
dificil todavia adaptar materiales elaborados para chicos
mayores. No es un problema de “cantidad” (es decir, de nivel
de habilidades que poseen), sino de “calidad” (;Qué habilida-
des?)

Muchas de las habilidades con las que contamos normalmen-
te en nuestros alumnos de la ESO (lenguaje, manipulacién,
simbolizacién, atencién y abstraccion) parecen estar a punto
de manifestarse, pero son aun “primitivas’, inciertas, disconti-
nuas, mezcladas...

Sélo unos pocos de “nuestros” materiales diddcticos se adap-
tan a este mundo en formacién y a la relacion entre respuesta
espontdnea, juego y aprendizaje en esta etapa evolutiva.

Tengo la sensacidon de que buena parte del problema reside en
nuestro enfoque, porque existen muchas experiencias de gran
valor didactico, realizadas en educacién infantil y primaria,
que utilizan materiales de uso cotidiano, exprimiéndoles un
jugo matematico de gran valor, nada fécil de detectar a pri-
mera vista.

Sin embargo, el dia que me encontré en SUMA el regalo de un
material bonito e interesante, me lancé a utilizarlo.

No tenia intencion jobviamente! de trabajar la combinatoria,
ni de hacer que mis pequeiiines disefiaran y construyeran las
piezas. Simplemente me parecia interesante que las utilizaran
como un puzzle, mirando las formas, asociando los colores,
confrontando las piezas, encontrando caracteristicas y pro-
piedades, descubriendo conceptos. Jugando. Haciendo las
matemadticas que le permiten su nivel de conocimientos y sus

habilidades.

Actividad
La metodologia es la misma en todos los grupos:

« Distribuir el material a cada pareja y dejar que lo mani-
pulen, discutan y observen libremente

+ Orientar la observacion a través de unas preguntas:
;Cudntas piezas tenéis?
:Qué forma tienen?
;Cudntos colores?
¢Qué dibujo?

Para llegar a:
¢Son todas iguales?
¢Hay por lo menos dos piezas iguales?

+ Lo que sigue depende de la etapa educativa, de la clase,
de los conocimientos previos, del material que utilizamos,
del dia y, en parte, como veremos, del azar.

Primero de Primaria: cuadrados del tipo 1.

Contestando a las primeras preguntas, todos reconocen que
tienen 6 piezas, que son cuadrados, que estdn divididos en 4
tridngulos, de 4 colores distintos.

Contestan después, y con cierta coherencia, que las piezas son
todas iguales.

Se les guia en la observacidn y se dan cuenta de que cambia la
distribucién de los colores, pero muchos estin convencidos
de que son iguales de dos en dos: 1y 2,3 y4, 5y 6: es decir,
ilas parejas simétricas!

No conocen el concepto de simetria, pero lo han observado
en el mundo que les envuelve. ;Cémo les explicas que sus dos
manos no son iguales? ;O las mitades de sus caras?’

Mas facil resulta que acepten la regla de que, en nuestro juego,
son iguales sdlo las figuras que, cuando se ponen una encima
de la otra con una traslacién, presentan la misma distribu-
cién de los cuatro colores. Y llegan rdpidamente a la conclu-
sion que los seis cuadrados son todos diferentes el uno del
otro.

Mientras estamos discutiendo esto, algunas parejas han mon-
tado ya un rectangulo con las seis piezas, intuyendo que se
deben acoplar haciendo corresponder los colores.

En breve, toda la clase consigue, con menor o mayor dificul-
tad, montar rectangulos.




(Algunos eran tan rapidos que tuvimos que darles otro juego
de cuadrados para que intentaran doblar sus figuras)

Estaba previsto fotografiar los puzzles para montar una expo-
sicién, pero nos encontramos con que la cdmara del colegio
tenia las pilas descargadas.
Propusimos entonces a los alumnos que dibujaran en un papel
cuadriculado sus puzzles y, sorprendentemente, empezaron
los problemas:

« Para trazar las diagonales

+ Para obtener un dibujo con un minimo de precisién

Pero, en especial, para transferir al dibujo la correcta distri-
bucién de los colores:

« Se equivocaban de posiciéon

+ “Creaban” un puzzle totalmente distinto, sin ya respetar
la condiciéon que se juntasen caras con colores iguales.
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Anécdotas

Varios alumnos no terminaron la tarea de dibujar sus cuadra-
dos.

Sélo dos alumnas siguieron un procedimiento con mayor
grado de elaboracién, pintando todos los triangulos del
mismo color antes de pasar a los de otro color.

Por razones de espacio, una sola pareja trabajaba de frente,
con el puzzle en medio. Pasando, me parecié que la nifia se
habia equivocado totalmente en la distribucién de los colores.
Tardé un par de minutos en darme cuenta de que estaba dibu-
jando el puzzle jdesde la perspectiva de su companero! Y sin
equivocarse! (supongo que pensé que del Gnico puzzle tenfan
que salir obviamente dos dibujos absolutamente iguales)

Naturalmente, procedia mas lentamente que el otro y, cuando
este termind su dibujo, le di la vuelta al puzzle, pensando que
iba a ayudar la chica. Por el contrario, empez6 a dudar y a
equivocarse. Solo la ayuda de su compaiiero la desbloqued,
permitiéndole acabar su dibujo.

Para reproducir el dibujo del
modelo fisico, cada uno se
construye una imagen
mental.

¢Qué habia pasado? ;Por qué, cuando el trabajo parecia mas
simple, se presentaban los errores? Avanzo la hipétesis que,
para reproducir el dibujo del modelo fisico, cada uno se cons-
truye una imagen mental. Dando la vuelta al puzzle, yo acer-
caba el modelo al dibujo, pero lo alejaba de la imagen mental
que la chica se habia hecho y que intentaba reproducir. Para
terminar el trabajo, tuvo antes que construirse otra imagen
mental.

Muchas veces, presentando materiales manipulables para la
clase de geometria en los cursos de formacién del profesora-
do, me he encontrado con la objecién de que se necesita
mucho tiempo para desarrollar las actividades y que en
muchas ocasiones es suficiente acercar los conceptos a través
del dibujo*. Nadie parece nunca acordarse de cudntas veces
nos hemos quejado de que nuestros alumnos parecen incapa-
ces de ver lo que tan claramente hemos puesto delante de sus
ojos: ese triangulo indefectiblemente rectdangulo, tan inequi-
vocamente semejante a ese otro, dibujado un poco mas arri-
ba, los dngulos compartidos. ...°

Una reflexién sobre los procesos légicos que existen entre el
objeto real y su representacion a través del dibujo, la media-
cidén cultural, la traduccion necesaria entre dos lenguajes (mas
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que dos niveles del mismo lenguaje), me parece interesante y
necesaria.

Segundo de Primaria: cuadrados del tipo 1, para que enten-
dieran el trabajo que se les proponia; y después del tipo 2, mas
complejo.

La ronda de preguntas sigue el mismo camino, con la “confu-
sién” entre figuras iguales o simétricas, que se resuelve de la
misma manera.

Realizan el rectangulo sin dificultad y les pedimos después
que realicen otras figuras:

Copiamos en la pizarra cuadriculada las distintas figuras que
han realizado, con la idea de comparar sus perimetros y
areas, sin introducir los conceptos, que trabajaran el préximo
curso.

Para hacerlo, simulamos esta situacion concreta:
“Quiero sembrar fresas y puedo escoger un campo que tiene

una de las formas dibujadas. ;Hay alguno mejor? ;Mds gran-
de?”

| i
i
]

Como primer impulso, hay algunos que apuntan a que las
figuras mds irregulares tienen mayor extension. Pero después,
cuando alguien dice que todas son equivalentes porque estan
formadas por 6 cuadrados iguales, todo el mundo se declara
de acuerdo.

Seguimos adelante con la simulacién.

Como hay mucha gente a quien les gustan las fresas, voy a
comprar un alambre eléctrico (a sugerencia de un alumno)
para defender mi campo.

;Gastaré el mismo dinero por cada campo dibujado?”

O sea: ;Tendran todos los campos el mismo “contorno”?
¢
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Hay muchos alumnos que impulsivamente responden que si,
otros callan, oliendo la trampa, otros tantos parecen muy
poco convencidos®.

Para salir de dudas, empezamos a contar juntos los tramos
unitarios que forman los contornos, comenzando por uno de
los rectangulos (perimetro minimo y maximo).

Los contornos varian entre un maximo de 14 y un minimo de
10 unidades.

El trabajo con los cuadrados del tipo 2 sigue las mismas pau-
tas, pero, en este caso, no se consigue montar el rectangulo
3x2. Es interesante proponerles que intenten explicar las
razones que impiden la construccion de esta figura.

Asumida la imposibilidad de montar el rectangulo, empiezan
entonces a construir figuras muy creativas, ignorando muchas
veces la regla fundamental del juego: acoplar lados que lleven
los mismos colores.




En el momento de traspasar a dibujo sus puzzles, reaparecen
las dificultades y los errores, algunos muy aprovechables para
la clase de geometria.

P.ej.: Dibujar un cuadrado con una rotacién 45° y con las
mismas medidas.

Tercero de Primaria: cuadrados del tipo 1, para que enten-
dieran el trabajo que se les proponia, y después los 12 rombos
del tipo 3.

El trabajo introductorio, con los cuadrados de tipo 1, es igual
al desarrollado con los alumnos de segundo y llega a las mis-
mas situaciones, aunque ya se puedan introducir los concep-
tos de drea y perimetros de los poligonos’.

Se puede ademads formular otra pregunta:

A parte los de las seis cartulinas repartidas, jexisten otros
cuadrados diferentes pero divididos en tridngulos de los mis-
mos cuatro colores?

Contestan de manera espontdnea que si, pero con dudas, sin
saber justificar su respuesta.

Se les sugiere que orienten sus cuadrados de manera ordena-
da, con el mismo color hacia arriba (cada alumno puede esco-
ger su propio color). Se escoge después otro color y se busca
la pareja de cuadrados que tenga este color abajo.

¢En qué difieren estos dos cuadrados?

;Es posible crear otro cuadrado con los mismos colores que
¢

mantenga el rojo arriba y el azul abajo?
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Es facil llegar a la conclusion de que no hay mdas que seis posi-
bles combinaciones (sin in ningtn caso introducir el calculo
combinatorio, permutaciones o factoriales).

Se deja a la manipulacién comprobar que los cuadrados de
otros companeros, que escogieron colores distintos para orga-
nizar sus figuras, no son otra cosa que nuestros mismos cua-
drados que han sufrido una rotacién.

El trabajo con los doce rombos ha ofrecido menores ocasio-
nes de estudio.

A todos les ha costado mucho “compactar” las figuras. Nadie
ha conseguido, en el tiempo asignado, construir el hexdgono
gigante.

Ante la dificultad de conseguir figuras “regulares’, todos se
han dedicado a crear figuras de fantasia, con resultados mas
o menos significativos.
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Conclusiones

Estoy convencido de que para cualquier docente puede ser
muy estimulante cambiar de vez en cuando de nivel educati-
vo. La experiencia de trabajar con alumnos de Escuela
Primaria me ha permitido reflexionar sobre varios aspectos
del aprendizaje, formular y revisar hipdtesis, comprobar
impresiones, investigar el origen de los cambios de intereses,
actitudes y habilidades que todo profesor tiene delante, enri-
quecer mi repertorio docente.

En los alumnos que empiezan el largo proceso de la escolari-
zacién los procesos ldgicos aparecen mds descubiertos,
“puros’, se notan las pautas de su evolucion, se captan los
momentos clave del desarrollo de una determinada compe-
tencia, aparecen las dificultades, las dudas, las resistencias. En

Estoy convencido de que para
cualquier docente puede ser muy
estimulante cambiar de vez en
cuando de nivel educativo.

nuestros alumnos de Secundaria todo es mas complicado,
enredado.

El tema merecerfa una mayor dedicacién, una investigacion
mds amplia y estructurada y mejores instrumentos psicope-
dagdgicos que los que me he ido construyendo en tantos afios
de “honrada profesion”.

Me limito a sefialar brevemente los aspectos que me han lla-
mado la atencién:

« A parte pocos casos individuales, no he notado cansan-
cio o rechazo de las actividades propuestas, ain cuando
los resultados no eran los que se esperaban (construccion
del rectangulo con las piezas 2 o del hexagono con los
rombos).

+ Es notable y precoz la adquisicion de algunas habilidades
(especialmente analdgicas: construccién de puzzles) a
expensas de la capacidad analitica (reconocimiento de los
elementos comunes, reproduccidn, andlisis de las situacio-
nes).

+ Desde pequenos se nota una reacciéon ambivalente ante
las tareas mas estructuradas o repetitivas, con normas y
reglas que son impuestas, ain cuando se contratan o se
explican sus razones.

Aparece a veces un rechazo y el recurso a la creatividad se

transforma en una via de escape, mis que en la lateraliza-
cion del pensamiento productivo. Adn asi, se manifiestan
intuiciones, desarrollos y productos tan originales que
abren de golpe nuevos e imprevistos puntos de vista®.

En otros momentos, en especial cuando encontrar una
solucién parece mas complejo, requiere una reflexién més
profunda y la discusién con los comparieros se alarga, son
ellos que piden al docente una intervencién autoritaria,
con indicaciones claras de lo que cada uno debe hacer.

Este conflicto estd recogido e interpretado en la obra de
varios psicdlogos del aprendizaje, empezando por Piaget’
y Viygotsky, quien llega a afirmar que: no existen juegos sin
reglas 'y que: toda situacion imaginaria de cualquier forma
de juego trae consigo reglas de comportamiento, aiin cuan-
do el juego no exigiera reglas explicitadas anteriormente."
Y mas adelante: el juego pide continuamente que el nifio
actie en contra del impulso inmediato. En cada momento,
el ninio se enfrenta a un conflicto entre reglas del juego y lo
que haria si pudiera actuar de forma espontdnea... La
caracteristica esencial del juego es una regla que se hace
deseo y el juego regala al nifio una nueva forma de deseos.

Ademas, la presencia de este conflicto configura, en rela-
cién a la funcién de ejercicio social del juego, una gran
riqueza, que parece que vamos perdiendo al llegar a la
edad adulta.

« Aun considerando que estamos todavia en una etapa
evolutiva (presuntamente) egocéntrica, las pautas y tiem-
pos de atencidn resultan demasiado breves' y se nota una
escasa capacidad de colaboracién con los companeros. En
este sentido, la actividad objeto del articulo tiene el valor
metodolégico anadido de estimular una mayor adquisi-
cién del habito del trabajo en grupo.

« Se nota una difusa dificultad en la manipulacién y en el
dibujo®, con falta de precision y escasa sensibilidad estéti-
ca. Parece evidente que las actividades que proponen la
escuela de la infancia y la primaria (colorear, cortar, pegar,
doblar papeles, etc.), no son suficientes para compensar
los cambios sucedidos en los juegos y los juguetes, la
influencia de las pantallas (TV, videojuegos, etc.).

+ Creo que una escuela mds activa y capaz de estimular las
habilidades manipulativas y constructiva -jbienvenida
seal- seria en todo caso una respuesta parcial al problema.
Atn cuando fuéramos capaces de entender que una peda-
gogia del juego es distinta del uso del juego con finalidades
pedagdgicas, no me parece que la escuela sea el sitio mas
idéneo para que los chicos jueguen de la forma mads
espontdnea. Es mds bien necesario recuperar el “tiempo
libre’; que nuestra cultura parece despreciar y considera
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“tiempo vacio””, improductivo, y se vuelca para llenarlo de
actividades organizadas de manera mds estricta que en el
cole.

Me parece importante revindicar el “derecho al juego’,
recogido en la Convencioén sobre los derechos de la infan-
cia de la ONU™,

Agradecimientos
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entre diez y quince horas. En realidad, sin embargo, la forma-
cidén en situacién ofrece muchas ventajas:

1) Estamos seguros que los materiales y las actividades
llegaran a los estudiantes.

2) Que los docentes experimentardn no sélo los materia-
les, sino su metodologia de uso, tiempos y pautas,
recursos necesarios, la implicacién y respuesta de sus
alumnos, los resultados, ...

3) De este modo es mds fécil que las actividades de mani-
pulacién y creaciéon de materiales para la clase de
matematicas sigan y se difundan.

4) El intercambio de experiencias ha sido real y ha produ-
cido una gran riqueza de vivencias, nuevas ideas, enfo-
ques originales, ...

5) Mi intervencion en clase era mensual, pero la dindmi-
ca de aprendizaje que generaba permitia al docente de
la clase trabajar durante semanas, recogiendo, organi-
zando, profundizando, individualizando los conteni-
dos disciplinares y las habilidades desarrolladas.

Les agradezco la generosidad de haber compartido conmigo
sus alumnos (jya sabemos qué celosos somos los docentes!) y
su experiencia, que espero haya sido util para evitarme la
terrible enfermedad del “descubrimiento de la sopa de ajo”
que aparece a veces cuando los profes de secundaria “descu-
brimos” cudn valiosos trabajos y recursos ofrecen las clases de
primaria e intentamos contarlo. |
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NOTAS

1 Ecologia matemdtica: cémo utilizar un mismo material (combi-
natoria de colores) en otra etapa, con diferentes objetivos, conte-
nidos y hasta en otro idioma.

2 Curso de formacién sobre el uso de materiales para el aprendiza-
je de las matemadticas, impartido en el &mbito de una clase curri-
cular, en presencia de los alumnos, destinado al profesorado de la
Escuela Primaria Italiana “Montessori” de Barcelona.

Participaron los 5 profesores titulares (mds la psicéloga y profe-
sores de apoyo para alumnos con dificultades de aprendizaje) y
los alumnos de Primero a Quinto de Primaria (dos grupos por
cada etapa).

3Es muy interesante y sorprendente coger una foto retrato y, con
la ayuda de un espejo, construir la cara entera por simetria de
cada mitad: resultan dos personas o expresiones distintas, fruto
de la rica imperfeccién de la simetria del cuerpo humano.

Hay actividades con el libro de espejos y las laminas (como los de
Proyecto Sur) que se pueden hacer con nifios pequefios y que
resultan muy entretenidas, estimulantes y creativas

4Y es indudable que los profes de mates somos los que mds llena-
mos las pizarras, no sélo con las férmulas abstrusas del Aserejé
matemdtico, como lo llamaba Rafael Pérez en una famosa ponen-
cia, sino también con nuestros poligonos torcidos y circulos
chungos.

5 Otra actividad en que el salto l6gico manipulacién — dibujo
—resolucién algebraica resulta claro es la resolucién de proble-
mas con ecuaciones (6° de P/1° de ESO).

P. Ej.: Calcula el drea de un rectdngulo de perimetro 24 cm. y de
base doble de la altura.

Un grupo muy pequeiio llega a entender y reproducir la secuen-
cia abstracta de las instrucciones necesarias a la solucién.

La comprensién de los alumnos aumenta si les ensefiamos a dibu-
jar el problema:

h= =u = —_— ——=2u
= — — —— —— —— =2b + 2h = 6u = 24 cm.
h+ h+b(=h+h)+b(=h+h)
—u = 24:6

Un grupo no siempre pequefio no entiende todavia. Parece seguir
el desarrollo del razonamiento, pero, si miras su dibujo, siempre
falta algiin elemento necesario a la solucién (y la razén nunca es
sélo la pereza). Se nota cuando deben trabajar auténomamente y
se plantan, intentando reproducir mecdnicamente el proceso,
pero no saben cémo seguir.

Si empezamos construyendo el problema con algo manipulable
(regletas, tiras de cartén colorado, ...), substituyendo cada regle-
ta que representa la base con dos regletas tan largas como la altu-
ra ...

Si pasamos gradualmente al dibujo (cada alumno con su ritmo),
el nimero de los que llegardn a entender las ecuaciones ird
aumentando significativamente.

Entre manipulacién y dibujo hay un salto enorme, puede que més
grande del que hay entre dibujo y resolucién abstracta.

6 Cada afio, con mis alumnos de 1* media, he propuesto el famoso
problema del cordel, segin las indicaciones de Emma
Castelnuovo. Anudado un cordel, se le da la forma de un rectén-
gulo usando los dedos pulgar e indice de las dos manos. Se levan-
ta y se presenta a los alumnos. Moviendo un poco los dedos, se
varfa la forma del rectdngulo y se pregunta qué caracteristicas se
mantienen invariadas. Rdpidamente llegan a la conclusién de que
los perimetros de todos los rectangulos que estamos formando -
idindmicamente! - delante de sus ojos, son equivalentes. Y lo
mismo afirman cuando les preguntamos pos sus éreas: como
cuando la base aumenta, la altura disminuye y la férmula del érea
esbxh...

Son muy pocos los alumnos que no caen en la trampa. En este
sentido, los nifios de 2* de Primaria fueron mas listos. ;Por qué?
Yo creo que es porque todavia no les hemos ensefiado las férmu-
las de perimetro y drea y no se pueden agarrar a ellas. Las fér-
mulas son abstractas, se aprenden tradicionalmente separadas
(antes los perimetros de unos cuantos poligonos y después sus
dreas) e, inevitablemente, se confunden y los confunden.

Sino conoces las férmulas, debes mirar con tus ojos y razonar con
tu cabeza.

7 En uno de los dos grupos, una nifia se dio cuenta de que las medi-
das del contorno de las figuras eran siempre valores pares (10, 12
y 14). ;Es una casualidad? Para contestar, después de haber deja-
do el tiempo para formular hipétesis, empezamos calculando el
valor del contorno cuando las seis piezas estaban aisladas, sin
lados en comtn. El contorno media: 6x4 = 24. Juntando dos cua-
drados, desaparecen del contorno un lado por cada cuadrado, y
de este modo continuaba pieza tras pieza, restando 2 cada vez a
la medida del contorno.

8 Sana envidia, porque el predominio de las reglas parece absolu-
to en los juegos de los adultos.

9 El juicio moral en el nifio, 1932

10 “q1 ruolo del gioco nello sviluppo” en Il pensiero cognitivo 1980
[trad. del autor]

11 Me parece importante subrayar que mi intervencién en cada
clase duraba dos horas y respondia a exigencias de organizacién
del trabajo de la escuela. Atin cuando intentdbamos alternar acti-
vidades diversas, este ritmo de trabajo no es ciertamente el mas
adecuado para los alumnos de la primera etapa escolar.

12 5us manos son mas ignorantes que sus mentes

B3Enla placa que regalamos a Emma Castelnuovo el dia de su 90
cumpleanos se lefa: Dejemos a los chicos el tiempo de perder el
tiempo.

14:;Y bien nos gustaria que fuera éste, el inico derecho de la infan-
cia violado por nuestras sociedades tan civilizadas!
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may muchas personas a las que les gusta jugar con los
numeros. Unas coleccionan niimeros capicuas, otras sienten
fascinacién por los que cumplen alguna propiedad en con-
creto, como por ejemplo ser maltiplos de nueve o que las
cifras sumen lo mismo que su edad, otras rellenan sus bono-
lotos con nuimeros de caracteristicas especiales para ellos.
También existe una gran atraccién ante pasatiempos donde
aparecen numeros y quizds la prueba mas palpable de esto sea
el gran boom que ha significado la aparicion de los sudokus
como entretenimiento estrella de periodos vacacionales y que
ha hecho aflorar otros tipos de pasatiempos supuestamente
orientales, como por ejemplo el kakuro, que durante la déca-
da de los ochenta aparecia regularmente en las separatas
dominicales del periédico El Pais (aunque con el nombre de
Crucinumerograma). Y ademds estan las curiosidades numé-
ricas que suponen para todos un atractivo rato de esparci-
miento.
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Las cifras del calendario

Dentro de las curiosidades numéricas podriamos incluir los
trucos de magia que se basan en operaciones numéricas sim-
ples pero con un resultado final muy efectista. Seguramente a
todos nos habran adivinado, en algin momento de nuestra
vida, un numero que habiamos pensado después de haberlo
mareado sobradamente sumdandole tres, multiplicindolo por
siete, restindole 15 y toda una serie de perrerias que va pro-
poniendo quien nos hace el truco.

Ya en una anterior entrega de nuestra seccién vimos trucos de
magia basados en la propiedad de la divisibilidad entre nueve.
Hoy queremos presentar una serie de trucos que se realizan
con un calendario aprovechando la especial disposicién de los
numeros que aparecen en €l y su justificacion se realiza utili-
zando algebra elemental. Como hemos dicho en otras ocasio-
nes, no debemos quedarnos sélo en el truco de magia, sino
que éste nos debe servir primero para captar el interés de
nuestros alumnos y después como motivacion para investigar
la parte matematica del truco, que muchas veces queda ocul-
ta por la parafernalia de la puesta en escena.

Grupo Alquerque de Sevilla

Counstituido por:

Juan Antonio Hans Martin. CC Santa Maria de los Reyes.
José Muiioz Santonja. IES Macarena.

Antonio Fernandez-Aliseda Redondo. IES Camas.
Jjuegos@revistasuma.es
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La suma de nueve numeros

Se le pide a un espectador que, a espaldas del mago, elija un
mes cualquiera del calendario, y dentro de él rodee un cuadro
de tamano 3x3 que englobe nueve niimeros. Como por ejem-
plo el de la figura.

=

El espectador le dice al mago cudl es el primer ndmero de su
cuadro (en nuestro ejemplo el 8) y éste le indica al espectador
cuanto vale la suma de las cifras seleccionadas.

Explicacion

La distribucién de nimeros en un calendario tiene propieda-
des numéricas muy utiles para muchos trucos.

Si consideramos un cuadro cualquiera en el que el primer
ndamero es a, los restantes niumeros serdn los que aparecen en
el cuadro siguiente.

Si sumamos esos nueve ndmeros se obtiene:
I9xa+72=9x(a+8).

Es decir, la suma total es siempre nueve veces la suma del pri-
mer nimero mds 8. Luego el mago puede saber la suma a par-
tir del primer namero.

En nuestro ejemplo 8 + 9 + 10 + 15 + 16 + 17 + 22 + 23 + 24
=144 =9 x16 =9 x (8 + 8)

Este truco tiene la ventaja de que se puede hacer con un grupo
amplio de personas, por ejemplo una clase completa, y pre-
guntarle a alumnos distintos para adivinar su suma. Hay que
tener cuidado porque no es extrafio que alguna persona se
confunda al sumar (el resultado de la suma ha de ser multiplo
de nueve, es decir, la suma de sus cifras ha de serlo también),
y para eso estd el mago: para pedirle a cualquiera que repita
las operaciones. Sorprende mucho que el mago pueda saber,
sin mas que oir el niumero, que la suma estd mal realizada.

Como puede observarse la suma es también nueve veces el
numero central por lo que podria preguntarse también por
ese numero y simplemente multiplicar por nueve. Aunque de
esta forma si se realiza el truco varias veces es mas facil averi-
guarlo.

El cuadro de nueve numeros

El truco anterior admite la versién inversa, es decir, el mago le
pregunta a un espectador que haya realizado la operacién que
cudl ha sido el resultado de la suma e inmediatamente le indi-
ca cudl es el cuadro de nimeros que ha rodeado.

Para ello basta dividir la suma entre nueve (si el nimero que
se nos dice no es divisible entre nueve ha habido una equivo-
cacion) y el nimero que obtenemos lo colocamos en el centro
del recuadro y rellenamos los demds de forma que hacia la
izquierda restamos uno, hacia la derecha aumentamos uno,
hacia arriba restamos siete y hacia abajo sumamos siete.
También podemos indicar inicamente la primera cifra, que se
conseguira restando 8 a la central que habfamos obtenido de
dividir.

Por ejemplo, si nos dicen que la suma de las nueve cifras del
cuadro es 126, dividimos entre nueve y obtenemos 126 : 9 =
14, y a partir de él rellenamos el resto de casillas.




Calendario azteca

La suma de cuatro niumeros

Se le pide a un espectador que elija un mes del calendario, y
dentro de él rodee con un cuadrado de cuatro ndmeros de
lado una extensién que comprenda 16 nimeros.

Una vez rodeado, el mago (que se habra fijado en el cuadro de
numeros) escribe en un papel una cantidad y entrega el papel
a otro espectador. A continuacién le pide al primero que rea-
lice las siguientes operaciones:

«Elija un ntiimero de los 16 que hay y lo rodee con un cir-
culo.

+Después tache todos los niumeros que estdn en la misma
fila 0 misma columna que el rodeado.

+Debe después elegir otro numero no tachado y repetir el
proceso, rodearlo con un circulo y tachar los de su misma
fila y columna.

+Ya so6lo deben quedar cuatro ntmeros sin tachar, de
todos modos debe elegir uno de los cuatro y tachar los de
su propia fila y columna.

+Al final, queda sin tachar un solo nimero que se rodea
con el circulo.

«Por ultimo, se suman los
cuatro nimeros que han
quedado sin tachar, y se
comprueba que esa suma
corresponde con la canti-
dad escrita en el papel por
el mago.
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Por ejemplo, si el espectador elige un recuadro que comience
en el nimero 6 el mago sabe que la suma que quedar4 al final
es 72, independientemente de cémo siga a continuacion el
proceso. Si por ejemplo el espectador selecciona los nimeros
que aparecen en la imagen, vemos que al final los nameros
que quedan suman la cantidad prevista por el mago.

Explicacién

El resultado de la suma es independiente de los valores que se
tachen o se elijan; siempre dard lo mismo. Lo podemos com-
probar con esta otra imagen donde tenemos una eleccién dis-
tinta en el mismo recuadro.

El proceso que se sigue al seleccionar los nimeros permite
que al final quede un niimero de cada una de las filas, y uno
de cada una de las columnas.

Para hacer un estudio genérico, como en el primer punto,
partimos de un cuadro formado por 16 niimeros cualesquie-
ra incluidos en el calendario.

a a+l a+2 a+3

a+7 a+8 a+9 a+10
a+14 a+15 a+16 a+17
a+21 a+22 a+23 a+24

Si suméramos los cuatro ndmeros de la primera columna ten-
driamoslasumaa+a+7+a+ 14 +a+21=4-a+42. Con
eso tenemos un numero de cada fila. Pero si debemos tener
uno de cada columna, uno de los cuatro valores estard en la
segunda columna, lo que significa que tiene una unidad mas
(+1), otro estard en la tercera columna (+2) y otro en la cuar-
ta (+3). Por lo que la suma de cuatro numeros de ese cuadro,
siempre que haya uno de cada fila y uno de cada columna, sera
4.a+42+1+2+3=4-a+48=4(a+12).

Igual que en el primer truco basta que nos fijemos en el pri-
mer nimero para saber automdticamente cudl serd la suma
que saldréa después del proceso de seleccidn, sean cuales sean
los nimeros que queden al final. Es decir, la suma total es
siempre cuatro veces la suma del primer ndmero mds 12.
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Un dia de cada semana

El espectador elegido selecciona (a espaldas del mago) un mes
cualquiera del calendario y un dia de la semana en cada una
de las cinco semanas que componen el mes. A veces hay
meses que tienen seis semanas (esto ocurre en todo mes -dis-
tinto de febrero- en que el dia 1 cae en domingo, o cuando cae
en sabado y tiene 31 dias), en ese caso la sexta semana no se
tiene en cuenta. A continuacion suma las cinco cifras elegidas
y responde a las siguientes preguntas del mago:

“En qué dia de la semana ha caido el dia 1 del mes ele-
vido?”
gido.

“Cudntos lunes, martes, miércoles, y asi hasta domin-
gos, ha elegido el espectador”

Y con esa informacion el mago dice cudl es la suma que ha
obtenido de los cinco ndmeros.

Explicacion

La justificacion se basa en algo parecido al caso anterior. Si
nos fijamos en cualquier mes, la columna que corresponde al
dia 1 tiene los siguientes nimeros: 1, 8, 15, 22 y 29 que si los
sumamos serian 1 + 8 + 15 + 22 + 29 = 75. Quiere decir que
si el dia 1 ha caido por ejemplo en miércoles y el espectador
hubiese elegido los cinco miércoles, le hubiese dado la suma
75. Si en lugar de los cinco miércoles ha elegido un martes en
la semana que sea, la suma tendrd una unidad menos; si ha
elegido un lunes, dos unidades menos; si por casualidad ha
elegido un jueves en lugar de un miércoles habria que sumar
uno; si es viernes, sumar dos y asi sucesivamente.

Veamos un ejemplo concreto.

El espectador ha elegido los ntimeros que figuran en la ima-
gen. El dia 1 ha caido en viernes, entonces a los demas dias de
la semana le corresponden los siguientes valores: martes (-3),
miércoles (-2), viernes (0) y sabado (+1). Luego a 75 le debe-
mos afiadir esos valores multiplicados por el nimero de dias
de la semana elegidos.

ORE
4 [s|@)|7]8] 9]0
11 {12 |13 [14 |15 |36)] 17
18 |(19)] 20 (21 |22 | 23 |24

25 |26 @za 29 | 30

Asi tendriamos 75-3-2-2 + 1 = 69, que efectivamente es la
suma de los nimeros 1 + 6 + 16 + 19 + 27 = 69.
JUEGOS 1
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os usos que la sociedad hace de los ntimeros deben
merecer nuestra atencién. A través de la mirada matematica
podemos contribuir al desarrollo de la actitud critica y refle-
xiva ante las informaciones, de todo tipo, que nos rodean. En
este sentido, en el presente Clip, quisiera compartir con los
lectores de SUMA tres ejemplos muy recientes.

Una resolucién de una convocatoria oficial

Buscando una informacién en Internet encuentro que el dia
14 de diciembre sale una Resolucién de 12 de diciembre de
2007, de la Direccién General de Investigaciéon de la
Generalitat de Catalunya, sobre la adjudicacién de ayudas
para financiar acciones de divulgacion cientifica. La leo por
curiosidad. La orden resuelve una convocatoria aparecida el
Diario Oficial de la Generalitat de 25 de mayo de 2007 y da en
total 250.000 euros a diversos proyectos para el 2007 presen-
tados en su dia. La misma resolucion fija que los beneficiarios
deberén presentar el informe final del desarrollo de la accién
financiada del 2007 antes del 31 de enero de 2008.

Lo vuelvo a leer. Y empiezo a observar fechas. A mitad de
diciembre, casi en visperas de Navidad se dan ayudas para
acciones del 2007 y se pone el limite de 31 de enero de 2008.
¢Diez dias para la divulgacion cientifica? ;Se financiaban
acciones ya realizadas? ;Eran los 250.000 euros para disfraces
de Papa Noel para los divulgadores? La mirada matematica
ayuda a descubrir sorpresas incluso en cosas tan simples
como las fechas.

Un crédito europeo

A partir del Real Decreto (2007) del MEC ordenando las
enseflanzas universitarias oficiales se fijan los nuevos “gra-
dos” en 240 créditos.

En una reunién se aclara qué son los créditos europeos ECTS.
¢Y a qué equivale cada crédito ECTS? Recurriendo a otro Real
Decreto (jdel 2003!) la cosa se aclara un poco:

Claudi Alsina

elclip@revistasuma.es
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Articulo 3. Concepto de crédito

El crédito europeo es la unidad de medida del haber aca-
démico que representa la cantidad de trabajo del estu-
diante para cumplir los objetivos del programa de estu-
dios y que se obtiene por la superacion de cada una de las
materias que integran los planes de estudios de las diver-
sas ensefianzas conducentes a la obtencion de titulos uni-
versitarios de cardcter oficial y validez en todo el territo-
rio nacional. En esta unidad de medida se integran las
enserianzas tedricas y prdcticas, asi como otras activida-
des académicas dirigidas, con inclusion de las horas de
estudio y de trabajo que el estudiante debe realizar para
alcanzar los objetivos formativos propios de cada una de
las materias del correspondiente plan de estudios.

Una nueva dimensidn a la teoria de la medida. En los ECTS se
suma todo: las clases, las practicas, el estudio, los exdmenes,
los trabajos, pero hay mads:

4. Esta asignacion de créditos, y la estimacion de su
correspondiente niimero de horas, se entenderd referida a
un estudiante dedicado a cursar a tiempo completo estu-
dios universitarios durante un minimo de 36 y un maximo
de 40 semanas por curso académico.

5. El niimero minimo de horas, por crédito, serd de 25, y el
niimero mdximo de 30.

iBienvenidas las desigualdades! Si H son horas y S semanas
debe ser 36<5<40 y 25<H<30. ;Pero cuantas horas de clase
presencial representa esto? Por lo de la unidad de medida de
antes resulta, que si h son horas de aula por crédito, y se hace
un modelo del estilo 1h 30m de estudio/trabajo por cada hora,

3 5
surge H=h+ Eh = Eh lo que lleva a la posible inecua-

cién, 25< gh <50 , es decir, 10<h<12. En la reunién a la que

asisto se respira hondo. El “crédito actual” eran 10 horas de
clase y ahora solo algo parecido. Pero el MEC ha tardado 4
afos, de 2003 a 2007, para enlazar estos decretos. ;Y si el
modelo fuese H=h+2h=3h, entonces resultaria 25<3h<30 y
25/3<h<10... menos horas? La reunién acuerda h=10 y S=18.
El cambio... para que todo quede igual. En cambio se comen-
ta que en otros sitios “el modelo” de relacion entre h y H
dependerd de cada cual ;Caos!.

Serd gracioso que el “crédito” europeo acabe “hipotecando”
todos los planes de estudio. ;Qué dirdn los estudiantes cuan-
do vean que después de cinco horas de clase por la manana

necesitan siete horas y media o diez para trabajar por su cuen-
ta? ;Notardn que 5 h clase + 7 % h trabajo + 8 h dormir + 2 h
comidas + % h higiene + 1 h transporte = 24 h?

La cuenta de un restaurante japonés

Hace unas semanas tuve ocasién de compartir mesa y palillos
con un amigo en un restaurante japonés de Barcelona (donde,
por cierto, no trabaja ningun japonés). Tras la comida pido la
cuenta y quedo fascinado. No solo el precio final merece res-
peto sino, como podrd observarse en la imagen, en el desglo-
se de los precios, los postres tienen una magia especial. El
helado de vainilla vale 3,04999 euros, cifra redondeada al final
en 3,05. Lo del 3,05
ya entiendo que
proviene de la apli-

Kabuki Verdi S.L.

cacién del IVA que NI B3 F Ff840%5
iba incluido. Pero lo JiiTy i FECA
del 3,04999 resulta CAMNERD e
misterioso. Lo
NE  ESRIPCLOIN SA A P N

comento con el
inqui-
riendo como un

camarero

triste helado de vai-
nilla precisa de
cinco decimales. El
camarero, Ccuyos
recuerdos de la
ESO son recientes
pero vagos, queda
pasmado y lo va a
preguntar al encar-
gado, el cual carga a
su vez la culpa a la
mdquina de calcu-
lar...

slele

Estos tres documentos contienen niimeros. Y todos los niime-
ros son correctos. Pero nosotros no sélo nos hemos de fijar en
la ausencia de errores sino en los significados o implicaciones
de estos contenidos numéricos. Este meta-analisis ya no esta
en el marco estricto de la Aritmética sino en el marco del sen-
tido comun: Ni cinco decimales son precisos para un helado
de vainilla, ni repartir 250.000 euros para diez dias de divul-
gacién, ni tardar cuatro afos en fijar algo que queda total-
mente al arbitrio del que lo lee.

Al placer de matematizar le podemos anadir siempre el pla-
cer de criticar: jAqui hay numeros!
ELCLIPE
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mn nuevo equipo se coloca al frente de la revista SUMA,
por lo que me gustaria comenzar agradeciéndoles a la directi-
va saliente toda la dedicacion y el trabajo realizado durante
este tiempo. Un trabajo que se ha visto plasmado en los inte-
resantes, curiosos, utiles... articulos y aportaciones que hemos
encontrado en los distintos niimeros. Enhorabuena. Al mismo
tiempo le deseo a la nueva directiva lo mejor para este perio-
do que comienzan y que, a buen seguro, veremos plasmado en
los textos que encontremos en éste y los siguientes nimeros,
como referencia util para la tarea de ensefianza matematica
y/o investigacidon que los lectores desarrollemos.

Con este numero, estrenamos MatemasTIC. Aunque el nom-
bre ya deja entrever lo que pueden ser los contenidos que
podemos encontrar, por la amplia variedad de los mismos,
nos hemos marcado unos objetivos claros que nos sirvan de
referencia para la estructura, temas y forma en la que se van a
tratar.

La sociedad actual se desarrolla en el caldo de cultivo de las
tecnologias de la informacién y la comunicacién, que ya deja-
ron atras el calificativo de nuevas y en el que lo méds novedo-
so hoy, estara desfasado en poco tiempo. En esta sociedad, en

Tuxmath: un juego para el calculo mental

la que el teléfono mévil se ha hecho imprescindible, en la que
no nos explicamos cémo hemos podido viajar sin GPS o en la
que al primero que preguntamos sobre una duda es a Google,
la educacion debe subirse a este tren tecnolégico dando res-
puesta a las nuevas necesidades que la sociedad demanda, uti-
lizando el potencial que las TIC proporcionan.

En este sentido, las distintas administraciones educativas
estdn haciendo una apuesta, en lo que a software se refiere,
por sistemas operativos libres basados en Linux. Moliux en
Castilla la Mancha, Linkat en Catatuna, LinEx en
Extremadura, GuadaLinEx en Madrid, Lliurex en la
Comunidad Valenciana, Max, mEDUXa en Canarias ... son
algunos ejemplos de referencia de los sistemas que encontra-
mos en las aulas espafolas, basados en distribuciones de linux
que podemos consultar en la siguiente direccién
http://www.linuxiso.com.ar/, a los que podemos unir otra
serie de distribuciones educativas como Caldum, EducaniX,
pequelin...

Mariano Real Pérez
matemastic@revistasuma.es
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También hay algunas en las que el software propietario sigue
presente en las aulas. Pero lo indiscutible es que las TIC se van
abriendo camino en la ensefianza, en mayor o menor medida
y los docentes debemos estar preparados para beneficiarnos
de las ventajas que nos puedan aportar de cara a la educacién.

En la seccién MatemdsTIC pretendemos informar sobre
herramientas TIC existentes que nos puedan resultar utiles en
el aula de matematicas. No es una cuestién de uniformar ni de
encauzar el uso de las mismas, el objetivo definitivo es que se
conozcan y se pueda observar su utilidad para que, si las
encontramos de interés, podamos hacer uso de ellas en nues-
tras propias clases.

Ademais del software especifico para las matemaéticas, existen
paginas en las que podemos encontrar multiples recursos
para el aula y que deben ser conocidas por todos. Por este
motivo, en cada numero haremos una referencia a alguna
pagina web ttil para las matematicas, intentando, de forma
resumida, explicar los contenidos y utilidades que la web
encierra.

Para comenzar esta secciéon hemos seleccionado una aplica-
cién para el desarrollo del cédlculo mental.

Tuxmath es un juego educativo en el que se combinan la des-
treza y la rapidez manual con la agilidad mental a la hora de
realizar operaciones matemdticas con nimeros.

El alumno encuentra en esta herramienta un reto manual y de
rapidez para alcanzar los objetivos del juego en el que debe
conseguir que ninguna de las naves portadoras de operacio-
nes matemadticas invada la plataforma sobre la que se encuen-
tra la mascota de linux, Tux.

La aplicacion se presenta en un entorno sencillo de compren-
der y manejar con el fin de atraer a los mds pequefios. Al
mismo tiempo, el colorido e imagenes con las que cuenta,
hacen que la aplicacion sea atractiva para los usuarios finales.
Observaremos a lo largo de este texto las posibilidades que
nos ofrece esta herramienta para que los alumnos realicen
operaciones mentales. La configuracién de la aplicacién
hacen, ademads, que podamos adaptar la dificultad de las ope-
raciones que aparecen a distintos niveles siendo util para dis-
tintas edades y niveles de conocimiento. Con esto, podremos
utilizar la aplicacién, no solamente con aquellos alumnos de
las ensenanzas iniciales, sino también con aquellos que mues-
tren en ensefianzas avanzadas dificultades de aprendizaje e
incluso con los alumnos que cursen asignaturas optativas de
apoyo en matematicas.

Por otra parte, también se posibilita el estudio de una dnica
operacion o de operaciones combinadas con lo ttil que puede
ser esta posibilidad para el estudio de las operaciones con
sumas solamente o bien para el estudio de la tabla de multi-
plicar.

Las operaciones que se le presentaran al alumno seran sumas,
restas, multiplicaciones y divisiones.

Al entrar en el programa, la pantalla inicial que aparece es la
que podemos contemplar en la Imagen 1.

CRIEDITS
QUIT

Desde esta pantalla de presentacién se controlan todas la
opciones del programa que desglosamos seguidamente una a
una. Para acceder a cada una de ellas, utilizaremos los
cursores y para marcar una opcién pulsaremos la tecla Enter
cuando la mascota Tux se encuentre sobre la opcién deseada.
Tras realizar esto accederemos a la pantalla a la que conduce
la opcioén seleccionada.

Comenzaremos con cada una de las opciones que nos ofrece
la pantalla principal y, para ello, seguiremos el orden inverso
para su analisis:

a) La Opcién Quit: Es para salir del programa.

b) La opcién Credits: se nos proporciona informacién sobre
los creadores de la aplicacion, asi como la informacién sobre
los disenadores graficos de la misma y la de los creadores de
cada una de sus partes. Una vez que hayamos entrado en esta
pantalla “Credits’, para salir de ella pulsamos la tecla Escape
(Esc) y volveremos a la pantalla inicial del programa. (Imagen
1)



c) La opcién Options: En esta pantalla nos moveremos y
seleccionares de la misma forma que en la pantalla inicial. En
la imagen 2, podemos observar la pantalla de configuracion
de la aplicacion.

Options

@ \ddition (

Subtraction

Multiplication

Division

Maximum Answer:

Question Range:

1-5 612 13-20

Podremos configurar las distintas opciones del juego
adaptando el desarrollo del mismo, con las opciones que
consideremos mds oportunas, al nivel de los alumnos que van
a utilizarla. Asi, por ejemplo, si deseamos que el alumno
solamente realice operaciones de multiplicar, desmarcaremos
las demas operaciones y ya tendremos configurada la
aplicacién. Entre las opciones que podemos configurar,
podremos elegir:

+ Que entre las operaciones que aparezcan haya sumas.

+ Que entre las operaciones que aparezcan haya restas.

+ Que entre las operaciones que aparezcan haya multiplica-
ciones.

+ Que entre las operaciones que aparezcan haya divisiones.

.

Que podamos elegir el nimero méximo de preguntas.
Estas pueden ser: 12, 18, 28, 42, 64, 96 y 144.

3

También podremos elegir el rango en el que se encontra-
ran los nimeros que la aplicacién nos presente para reali-
zar las operaciones. Los rangos de los nimeros de las ope-
raciones que nos apareceran serd 1-5, 6-12 y/o 13-20.
Nosotros podremos seleccionar entre estos el rango o ran-
gos que mds nos interesen.

En esta tabla observamos las distintas configuraciones de
rango para los nimeros que aparezcan en el desarrollo del
juego, ofreciéndonos una nueva posibilidad de adaptarnos
a los alumnos y niveles con los que podemos encontrarnos
en el aula.

+ Otra de las opciones que podemos configurar es la veloci-
dad del juego, con lo que podremos adaptarla a los alum-
nos con que nos encontremos en el aula. Observamos que
esta velocidad, por defecto 10, podemos configurarla
entre 1 y 10. Mientras mayor sea el nimero, mds rapida-
mente aparecerdn las operaciones.

a) La opcién Play:

En esta opcién comenzamos a jugar. La pantalla del juego es
una pantalla muy simple que podemos observar en la Imagen

Observamos que en la parte inferior de la pantalla aparece
Tux. De la parte superior van descendiendo distintas llamas
con operaciones que deberemos destruir antes de que
alcancen la plataforma sobre la que se encuentra Tux. Para
destruir una operaciéon determinada, teclearemos la solucién
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de esa operacion y pulsaremos la tecla Enter. En ese momento,
un rayo destructor saldrd de alguno de los lanzacohetes que
hay situados a ambos lados de Tux y alcanzard a la operacion
que tenga esa solucién y la destruird. Asi, en la pantalla que
aparece en la Imagen 2, si nosotros tecleamos el nimero 3y
pulsamos enter, saldra un rayo que destruird la operacién que
aparece marcada como dividir 15 entre 5. Si realizamos esto,
podemos observar como ademds Tux se alegra de haber
acertado el resultado.

Cuando tecleamos la solucién de una operacién, el niumero
que marquemos aparecerd en un marcador de color rojo que
se encuentra justamente encima de Tux y que, en la imagen 3,
podemos observar que tiene el valor 000.

En esta aplicacién, a medida que se van realizando las
distintas operaciones y se van superando las diferentes
pantallas en las que se desarrolla el juego, van apareciendo
mds rapidamente las distintas operaciones, lo que hace que en
algunos momentos el juego alcance cierta dificultad manual a
la que hay que sumar la necesidad de una rdpida reaccion
mental para realizar las distintas operaciones.

Una vez que hemos hecho un recorrido por las distintas
opciones que nos plantea el programa y las diferentes partes
que podemos configurar, podemos concluir que la aplicacién
es multinivelar. Es decir, es un programa que podemos utilizar
en distintos niveles de educacién primaria y secundaria. En la
etapa primaria estaria aconsejada para que el alumno
practicara operaciones concretas de un tnico tipo como sélo
sumas, solo restas o s6lo multiplicaciones, de forma que el
alumno pueda disponer de una herramienta practica que le
ayude a memorizar las tablas de sumar o multiplicar. En
educacion secundaria es una herramienta de gran ayuda para
las matemadticas en general y para la asignatura de destrezas
bésicas en matematicas en particular. Este software ayuda al
alumno a practicar las operaciones mentales a través del
juego.

MatemdsTIC B

FICHA EDUCATIVO - TECNICA

Nombre Tuxmath

Sistema [Aunque es una aplicacién propia de Linux y para cada distribucién cuenta con el archivo de instalacién en sy
repositorio, también encontramos una versién para Windows.

Descarga http://www.newbreedsoftware.com/tuxmath/download/

Licencia GNU

Contenido Operaciones matematicas. Calculo mental.

Nivel [Multinivelar, recomendado para primaria y secundaria.

Metodologia Los alumnos la utilizaran individualmente, aunque lo mdas aconsejable es que dos alumnos la utilicen en un mismo
equipo. Utilizarla en periodos cortos durante multiples sesiones prolongadas en el tiempo.
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Eebrero 2008, pp. 85-8 Ha vuelto para mirarnos

drte con
0jos ma

niciamos con este articulo una nueva seccién que hemos titulado

Arte con ojos Matemdticos.

En cada entrega analizaremos un cuadro, mirandolo con ojos matematicos. Con esa
particular mirada, fruto de nuestra propia (de)formacién.

Y desde ese punto de vista haremos paseos por el Arte y las Matematicas.

Espero que el lector, como hago yo mismo, disfrute descubriendo més alld de lo que

a simple vista distinguirfa cualquiera. Al fin de cuentas, el Arte, como las Matematicas,
han sido creados para hacernos disfrutar.

Es ejemplo tinico de
desnudo en la pintura
espariola hasta su
momento. Todo es
pldstico, de blanda y
fluida luminosidad.
Tan bien armonizada
en rojos, y con una
palpitacion humana
que da a esta obra el
mdximo interés
realista. Mds que un
modelo cldsico es ésta
no una mujer desnuda
sino divertida, con
toda la caliente
carnacion de un
cuerpo vivo.

Camon Aznar,

Summa Artis

Francisco Martin Casalderrey

fmc@revistasuma.es
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Y no podria empezar esta seccién sino volviendo a contem-
plar la Venus del Espejo, de Velazquez. Este cuadro, que habi-
tualmente se puede ver en la National Gallery de Londres,
estd de visita en Madrid formando parte de la exposicion
Fibulas de Veldzquez, en el Museo del Prado, que celebra asi
su reciente ampliacion.

La Venus ha estado siempre rodeada de un cierto halo de mis-
terio. No se sabe muy bien en qué fecha fue pintada, ni quién
la encargé. Pudo ser un encargo real. El rey Felipe IV habia
enviudado en 1644, al morir su esposa la reina Isabel, con la
que habia tenido siete hijos, de los que sélo dos llegaron a
adultos. De naturaleza melancdlica, caia en estados depresi-
vos con cierta frecuencia. Dos ainos después de la reina moria
en Zaragoza el heredero a la corona, el principe Baltasar
Carlos, recien prometido a su prima, Mariana de Austria. La
Corona quedaba sin heredero. El rey terminaria casandose de
nuevo en 1649 con su sobrina, Mariana de Austria, la prome-
tida de su hijo, que tenia s6lo quince afios y con la que tuvo
cinco hijos mds. El mas pequeno de ellos, Carlos, seria final-
mente su sucesor y el Gltimo de los Austrias en ostentar la
Corona Espanola. Ademads, este prolifico rey tuvo otros dos
hijos, al menos, con dos de sus amantes.

La Venus del Espejo, de
Veldzquez, que habitualmente se
puede ver en la National Gallery

de Londres, estd de visita en
Madprid, formando parte de la
exposicion Fabulas de Velazquez,
en el Museo del Prado. Es un
cuadro que ha estado siempre
rodeado de un

cierto halo de misterio.

Por tanto, permaneci6 viudo el rey Felipe IV entre los afios
1644 y 1649 y se sabe que La Venus fue pintada por Velazquez
en ese periodo. Lo mds probable incluso es que fuera pintada
antes de 1648, fecha en la que el pintor inici6 su segundo viaje
a Italia, donde permanecié mds de dos anos, con el encargo,
entre otras cosas, de adquirir cuadros para el rey de los mejo-
res pintores italianos del momento. En su estancia italiana
Veldzquez tuvo una amante con la que tuvo un hijo. Algunos
autores, que atribuyen la pintura a esa etapa italiana, creen ver
en la Venus a la madre de su hijo. Pero como digo, otros con-
sideran mas probable que fuera pintado antes de este viaje. De
hecho, el cuadro pertenecia en 1651 a Gaspar Méndez de

Haro, marqués del Carpio y Heliche —hijo del nuevo valido del
rey, Luis Méndez de Haro, tras la caida de Gaspar de Guzman
y Pimentel mas conocido como el Conde-Duque de
Olivares—. Dado que en 1651 Veldzquez atn permanecia en
Italia es poco probable que pintara alli la Venus.

Si fue un encargo real para el solaz personal de Felipe IV, en
su gabinete secreto en esos afios de viudedad, el rey, tras su
nuevo matrimonio, debié decidir desprenderse de él, quizds
regaldndoselo a su valido Luis de Haro. La otra posibilidad
plausible es que fuera un encargo directo de éste tltimo, pero,
como digo, el comitente es otro de los muchos misterios de
esta Venus.

En todo caso, en el afio 1661, a la muerte de Veldzquez su
yerno realiza un inventario en el que puede leerse:
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Una benus tendida de belazquez de dos brazas

No sabemos si se trata de la misma Venus, aunque, si hubo
mds, éstas se han perdido.

Las fechas mds destacadas de la historia de este misterioso
cuadro son las siguientes:

1651-1686. Pertenece a Gaspar Méndez de Haro, marqués
del Carpio y Heliche. Adquirido por 150 doblones. (En
1661 aparece la cita que hemos recogido en el inventario
de bienes del artista)

1688-1802. Pertenece al duque de Alba, después de su matri-
monio con Cristina de Haro y Guzman, hija del marqués
del Carpio, del que heredé el cuadro.

1802-1808. Incautado por Manuel Godoy a la muerte de la
duquesa Cayetana de Alba.

1808-1813. Adquirido por G.A.Wallis para W. Buchanan,
Londres. Fue valorado en 4 000 guineas.

1814-1905. Adquirido por George Yates, quien poco después
lo vendié a J.B.S.Morrit (Rokeby Hall, Yorkshire) por 500
libras.

1905: Vendido a la casa Agnew and Son, Londres.

1906: Lo adquiere la National Gallery, Londres, por 45000
libras.

1914: el dia 10 de marzo sufre un atentado por parte de una
sufragista, que realiz6 siete cortes en el lienzo.

Destaquemos dos momentos: Cuando pasé a formar parte de
la coleccion de Godoy estuvo colgado junto al otro tGnico des-
nudo femenido de la pintura espanola, La maja desnuda, pin-
tada por Goya en 1800.



En 1914, una mujer armada con un cuchillo, rasgé el cuadro en
la National Gallery de Londres. Las cuchilladas rompieron el
lienzo en la espalda y en las nalgas de la Venus. La autora con-
sider6 el hecho una contribucién a la igualdad de los sexos.

No cabe duda de que esta mujer-diosa carnal y sensual, que de
espaldas muestra su cuerpo, vedando al espectador el resto,
salvo su desvaido rostro que aparece reflejado en el espejo que

I11
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sujeta Cupido, despliega sobre quien la contempla una fuerte
atraccion que resiste al paso de los anos. Para una sufraguista
de la segunda década del siglo XX el cuadro podia facilmente
convertirse en un simbolo de la mujer reducida a mero obje-
to del deseo del hombre.

Pero pasemos, tras este largo prologo, a mirar el cuadro con
ojos matemdticos.

La venus del espejo. Deconstruccién del cuadro para obtener el alzado

Del cuadro al alzado

Analizando la imagen I con detalle vemos el cuerpo femenino
extendido sobre un lecho cubierto de una sdbana negra. proba-
blemente seda o satén. La mirada del espectador cae desde un
angulo superior; sin duda esta de pie, delante de este divan, a la
espalda de la Venus. El lecho, en perspectiva nos oculta una de sus
esquinas, la mds cercana a nosotros, que queda fuera de la ima-
gen. La diametralmente opuesta a ésta se pierde tras la cortina
roja del fondo, que parece cubrirla. El brazo derecho de la diosa

estd apoyado sobre una almohada, que se oculta bajo la sabana y
de la que sélo distinguimos la forma. La imagen II resalta, simpli-
ficando las formas, la perspectiva de la cama. De ésta no resulta
dificil pasar a la imagen III, que corresponderia a un alzado de la
escena. El lecho estd ahora horizontal. Las caderas tapan el espe-
jo, que aparentemente ha descendido, al igual que el Cupido.
Nuestra mirada es ahora perpendicular al centro de la escena, por
eso la cama aparece paralela a la linea de tierra, imagen IV.
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Del alzado a la planta

Ahora podemos con facilidad, a partir de los datos que hemos
analizado, imaginar cémo seria la planta de la escena, imagen V.

=

tados a afirmar que se estd mirando a si misma, que es una
Venus coqueta. Pero razonando sobre la planta podremos ver
que no.

Si trazamos la visual que parte de los ojos de la Venus y se
refleja en el espejo, y aplicando la ley de la 6ptica que dice que
el dngulo de incidencia o es igual al de reflexion o, descubri-
mos qué ve cuando parece mirarse en el espejo. Nuestra
Venus resulta ser mds que coqueta cotilla.

Quizés, aburrida de posar como modelo en largas horas de
tedio, mira a través del espejo a quien se encuentra a su espal-
da: a Veldzquez, al que no puede ver directamente. Veldzquez
también la mira a ella y ambos quedan enlazados por ese did-
logo complice de miradas.

Pero ahora, cuando contemplamos como paseantes por el museo
y sentimos la irresistible atraccion de este cuadro misterioso y fas-
cinante, somos nosotros los que nos situamos en el punto de vista
del pintor. Nosotros, por un momento, podemos sentirnos

:Qué ve la venus en el espejo?

Mirando el cuadro podemos hacernos la pregunta ;qué ve la
venus en el espejo? La mayoria de los lectores se sentirdn ten-

VI

Velazquez. La Venus, por tanto, nos mira y es contigo, espectador,
si estds atento y te dejas llevar, con quien sostiene ahora ese dilo-
go de miradas cruzadas.

La genialidad de Veldzquez en este cuadro, como también sucede
en Las Meninas, logra incorporar al espectador en la escena
representada, consiguiendo, por una parte, desde nuestra adversa
distancia temporal, situarnos en medio de ese momento magico,
y, desde la suya, convertir en atemporal, en eterno, lo que en algun
momento sélo fue un esbozo de una imagen en su cabeza.

Queda asi desvelado un enigma de este cuadro, pero no su miste-
rio. Como dice Susana Fortes en su novela Quattrocento (2007):

El misterio no es algo que uno pueda resolver como un
enigma, sino algo en lo que uno se adentra como se aden-
tra en una ciudad.

En una ciudad desconocida.

ARTE CON 0OJOS MATEMATICOS W
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mace 450 anos, en 1558, moria Robert Recorde, a la tem-
prana edad de 48 afos, se cree que en prisién por razones ide-
oldgicas, politicas o religiosas. Fue casi el inico matemético
importante de la Inglaterra del siglo XVI, y senala el desper-
tar en su pais de una matematica que llevaba dormida cerca
de dos siglos, desde la muerte de Bradwardine, por lo que se
le considera como el iniciador de la escuela matematica ingle-
sa.

Recorde habia nacido en 1510, en el seno de una modesta
familia de Tenby, en el Pais de Gales. Estudi6 Matematicas, y
en 1531 obtuvo su primer titulo universitario, que le permitia
enseflar Matematicas en Oxford y Cambridge. En 1545, se
doctoré en Medicina por la Universidad de Cambridge,
uniéndose asi al grupo de médicos, como Chuquet y
Cardano, que hicieron importantes aportaciones a las
Matematicas. Poco después, recibié el nombramiento de
médico del rey Eduardo VI y, més tarde, de la reina Maria.

Finalmente, fue nombrado
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para el cargo de Inspector
de Minas y de la Moneda
de Irlanda.

El primer tratado de mate-
maticas suyo que se con-
serva es Grounde of Artes
(EI campo de las artes),
publicado en 1541, y escri-
to en forma de didlogo,
segun acostumbraba, entre

Robert Recorde: el creador del signo igual

...seflala el despertar en su pais de una
matemdtica que llevaba dormida cerca de
dos siglos, desde la muerte de Bradwardine,
por lo que se le considera como el iniciador
de la escuela matemdtica inglesa.

un maestro y un alumno. Recorde estaba muy preocupado
por la extensién de la ensefianza de la Aritmética, asi que este
libro, dedicado a Eduardo VI, versa sobre el uso de las opera-
ciones fundamentales y sus algoritmos, asi como de algunas
aplicaciones comerciales. Fue muy popular llegando a alcan-
zar mas de doce ediciones, si bien solo en la isla, ya que esta-
ba escrito en lengua vernacula, Recorde es el primer inglés en
hacerlo, y esto dificultaba su difusién por el continente.
Ejemplo del tipo de cuestiones que plantea son las siguientes:

Robert Recorde

Santiago Gutiérrez
hace@revistasuma.es
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Problema del caballo

Te vendo un caballo con cuatro herraduras, y cada
herradura lleva seis clavos, a condicion de que tu me
pagues una moneda por el primer clavo, dos monedas

por el segundo, cuatro monedas por el tercero, y asi

sucesivamente, doblando cada vez la cantidad de
monedas hasta acabar con todos los clavos. Te pre-
gunto, jcudl es entonces el precio del caballo?

Problema de los ladrillos

Un sefior proporciona cierto niimero de ladrillos a un
albaiiil para que construya doce paredes de manera
que en la primera emplee los dos tercios del total de

ladrillos, en la segunda los dos tercios del resto, y asi

sucesivamente hasta la ultima. Cuando el albaiiil
hubo terminado quedaba solo un ladrillo por utilizar.
Te pregunto, scudntos ladrillos se emplearon en cada
una de las paredes, y de cudntos disponia el albaiil?

En 1551, publicé Recorde dos obras, el Pathewaie to knowled-
ge (El camino hacia el conocimiento), destinada a la iniciacién
de los artesanos, y el The Castle of knowledge (El castillo del
conocimiento), de contenido astronémico, en la que da su
aprobacion al sistema heliocéntrico de Copérnico. El
Pathewaie viene a ser una version abreviada de los Elementos
de Euclides, con la traduccién de los cuatro primeros libros.
Pensaba publicar cuatro partes, pero solo aparecieron dos. El
primer tomo con las definiciones y construcciones, y el
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The Castle of Knowledge, Recorde

segundo con los postulados, axiomas y resto de teoremas de
los tres primeros libros de Euclides.

La obra més citada de Recorde es The Whetstone of Witte, (La
piedra de afilar el ingenio ), publicada en 1557, esto es, un afio
antes de su muerte. El libro estd dedicado al dlgebra, y en él es
donde aparece por primera vez el signo que hoy utilizamos
para afirmar la igualdad de dos expresiones, si bien Recorde
lo hace mas largo de lo que nosotros hacemos en la actuali-
dad. Asi lo justifica el propio Recorde en la obra citada:

And to avoide the tediouse repetition of these woordes
: is equalle to : I will sette as I doe often in woorke use,
a pair of paralleles, or Gemowe lines of one lengthe,
thus:

, bicause noe .2. thynges, can be moare
equalle.

(Y para evitar la tediosa repeticion de las palabras:
‘es igual a’) pondré, como hago a menudo en el curso
de mi trabajo, un par de paralelas o rectas gemelas de
la misma longitud, asi: , porque no hay dos
cosas que puedan ser mds iguales.)

Sin embargo este signo no iba a tener un éxito inmediato ni
facil. Tardarfa mas de un siglo en imponerse definitivamente.

¢Por qué y cémo ocurrié?

Primeros pasos del signo de igualdad

Antes de Recorde, la igualdad solia aparecer expresada en
forma retérica por palabras tales como aequales, aequantur,
esgale, faciunt, ghelijck, o gleich, y a veces por la forma abre-
viada aeq. Entre los autores que expresaban la igualdad de

La obra mds citada de Recorde es The
Whetstone of Witte, (La piedra de afilar el
ingenio ), publicada en 1557, esto es, un aio
antes de su muerte. El libro estd dedicado al
dlgebra, y en él es donde aparece por primera
vez el signo que hoy utilizamos para afirmar
la igualdad de dos expresiones.




semejante manera estdn, entre otros, Kepler, Galileo, Pascal,
Napier, y Fermat. Es decir, unos cien aitos después de Recorde,
algunos de los mds notables matematicos no usan ningtn tipo
de simbolo para expresar la igualdad. Lo mds sorprendente es
que alrededor de un siglo antes de Recorde, Regiomontano,
en su correspondencia, utiliza a veces para la igualdad una
raya horizontal (— ), que habia sido empleada ya por Pacioli.
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El simbolo de Recorde, después de su apariciéon en
1557, no volvié a aparecer impreso hasta 1618, o sea, sesenta
y un anos mas tarde. Algunos escritores utilizan simbolos en
sus manuscritos privados que no exhiben en sus libros impre-
sos, como John Napier, que utiliza el signo de Recorde
en un manuscrito algebraico, que no fue impreso hasta 1839.
En 1618 nos encontramos con el signo en un apéndice
anénimo (muy probablemente debido a Oughtred) impreso
en Inglés por Edward Wright’s, traducciéon de la famosa
Descriptio de Napier. Pero, fue en 1631 cuando disfruté de un
reconocimiento generalizado en Inglaterra al ser adoptado
como simbolo de igualdad en tres influyentes obras: Artis
analyticae praxis de Thomas Harriot, Clavis mathematicae
de William Oughtred, y Trigonometria de Richard Norwood.
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... unos cien aros después de Recorde,
algunos de los mds notables matemdti-
cos no usan ninguin tipo de simbolo
para expresar la igualdad.

Los distintos significados del simbolo

Mientras tanto, en el continente europeo el signo
aplicaba a relaciones distintas de la igualdad. Asi:

se

+Francisco Vieta, en 1591, en su In artem analyticen isa-
goge utiliza el signo para designar la diferencia
aritmética.

+Descartes, en 1638, utiliza el signo
el doble signo, mas o menos, +.

para designar

«Johann Caramuel lo empleaba para indicar la separacién
entre la parte entera y la parte decimal de un ndmero; por
ejemplo, la expresién 102 857 significaba lo
mismo que nuestro 102,857.

+La cosa empeor6 cuando Dulaurens y Reyher lo utiliza-
ron para indicar el paralelismo de dos rectas.

Si anadimos el significado original que le daba Recorde, nos
encontramos con que el simbolo adquirié cinco signi-
ficados difstintos, segtn los diferentes escritores continenta-
les. Por tal motivo, estaba en peligro de ser totalmente des-
cartado en favor de algun otro simbolo que no tuviera este
tipo de inconvenientes.

Otras propuestas de simbolos

Una nueva fuente de peligros para nuestro lo constitu-
y6 la aparicién de otros simbolos competidores. En efecto,
nuevos pretendientes hicieron su aparicién tanto en el
Continente como en Inglaterra.
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En 1559, el monje francés J. Buteo, publicé su Logistica en la
que aparecen ecuaciones como

lA,-;:B,-;C[ltL y 3A.3B.15C[120

En notacién moderna:

1 1
X+‘3“Y+§Z=14 y 3x+3y+152=120

El signo “[“ de Buteo, funciona como un signo de igualdad.

En 1571, un escritor alemdn, Wilhelm Holzmann, més cono-
cido bajo el nombre de Xylander, publicé una edicién de la
Arithmetica de Diofanto en la que utilizaba dos paralelas ver-
ticales | para la igualdad. No da ninguna pista sobre el ori-
gen de este simbolo, que fue adoptado por unos pocos mate-
maticos holandeses y franceses durante los cien afnos siguien-
tes, especialmente en los trabajos sobre proporciones.

Asi, R. Descartes, en su Opuscules de 1619-1621, hace la afir-
macion:

‘ex progressione habentur 1 | 2 1 | 8 Numeri

perfecti 6, 28, 496.”

Aunque utilizados por los escritores de vez en cuando duran-
te mds de un siglo, este signo “ || ” nunca dio la impresién de
convertirse en el simbolo universal de la igualdad.

Si ariadimos el significado original que
le daba Recorde, nos encontramos con
que el simbolo adquirio cinco
significados distintos, segun los diferen-
tes escritores continentales.

Lo mads raro fue la propuesta de Hérigone en su Cursus
mathematicus (Paris, 1644). Es el simbolo 2[2 para la igual-
dad. Basado en esta misma idea, es su 3|2 para “mayor que’,

y su 2|3 para “menor que”. Asi, a®*+ab=Db’ se indica, en su

simbolismo, por a2+ ba2|2b2 . Aunque inteligente y curiosa,
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esta notacion no logré interesar a nadie. En algunos casos,

Hérigone utiliza también || para expresar la igualdad. Si a
este signo se le da la vuelta, de arriba abajo, tenemos el utili-
zado por F.Dulaurens en 1667, a saber, [1 ; con Dulaurens

[1 significa “majus” y ] significa “minus “ Leibniz, en
parte de su correspondencia y algunos documentos no publi-

cados, utiliza normalmente [ y también . Pero, en

los documentos impresos, sélo utiliza el signo

Hubo todavia algiin otro signo diferente para la igualdad,
pero de menos importancia.

El signo de igualdad de Descartes

Todos los signos anteriores en ningiin momento amenazaron
con poner en serio peligro el simbolo de Recorde. El gran
competidor del simbolo de Recorde fue el signo  , introdu-
cido por René Descartes en su Géométrie (Leyden, 1637). Sin
embargo, también este simbolo tuvo un recorrido tortuoso,
como ahora veremos.

Se ha pensado que el signo  le fue sugerido a Descartes por



su parecido con las iniciales e de la palabra latina aequalis,
que significa “igual”. Cantor lo describié como la unién de las
dos letras, ae, simplemente. Mejor, quizds, es la descripcion
realizada por Wieleitner como la unién de las letras oe inver-
tidas; pero, tras un minucioso examen del simbolo, sostiene
que un modo mads preciso de describirlo es pensar que se
compone de dos letras o, es decir, 0o, presionadas una contra
otra, y suprimida la parte izquierda de la primera. Hay razo-
nes para suponer, como hace Cajori, que el simbolo de igual-
dad de Descartes, es simplemente el simbolo astronémico de
Taurus colocado de lado, con la apertura vuelta a la izquierda.
Este simbolo aparece regularmente en las obras astrondémicas
y estaba por tanto disponible en algunos de los talleres de
imprenta.

Descartes no menciona la notacién de Recorde; su Géométrie
carece de toda referencia, bibliografica e histérica. Pero sabe-
mos que €l conocia la Praxis de Harriot, donde se emplea el
simbolo
utiliza el signo
donde escribe:

regularmente. De hecho, Descartes mismo
para la igualdad en una carta de 1640,

IC-6N =—=40 (en lenguaje actual, X* —6x =40)

Pero, se trataba solo de un documento privado. Descartes no
da ninguna razén para haber dejado de utilizar, en este caso,
su nuevo simbolo, .

The Arte
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¢Por qué, entonces, se resistia tanto Descartes a adoptar la
notacion de Recorde?

Quiz4 el uso del signo == por Vieta, Girard, y De Var-
Lezard para indicar la “diferencia” aritmética habria sido un
argumento que actuaba en contra. Por otra parte, Descartes
veia difundirse su signo ampliamente por todo el continente,
a lo que contribuyeron varios factores. En primer lugar, la
Géométrie, en la que aparecié impreso por primera vez, llegd
a ser reconocida como la obra de un genio, y por lo tanto lla-
maba poderosamente la atenciéon de los mateméticos. En
segundo lugar, en este libro, Descartes habia perfeccionado la

notacién exponencial a”, (siendo n un entero positivo), lo que
suponia un tremendo avance en el dlgebra simbdlica; asi que
lo més probable era que el simbolo de Descartes, o, siguiera
la estela de la notacién exponencial.

Una nueva fuente de peligros para nues-
tro =——= lo constituyo la aparicion de
otros simbolos competidores.El gran
competitor del simbolo de Recorde fue el
signo introducido por René Descartes en
su Géomeétrie (Leyden, 1637).

Como Descartes habia vivido en Holanda varios afos, no es
de extranar que los escritores holandeses fueran los primeros
en adoptar ampliamente su nueva notacién. Van Schooten
utiliza el signo cartesiano en varias ocasiones. Aun mds influ-
yente fue Christiaan Huygens que lo utiliz6 ya en 1646 y en
sus escritos posteriores. En Holanda, el simbolo fue adoptado
por los mas influyentes matematicos del siglo XVII. Se abrié
paso incluso en los libros de texto mas elementales. Jean
Prestetl lo adopté en su Nouveaux Elémens, publicado en
Paris en 1689. Este hecho es de lo mdas notable, ya que en 1675
habia utilizado el signo . Parece indicar que poco des-
pués de 1675, en Francia, el signo estaba ganando terreno al
simbolo de Recorde, =——.

En 1659 el simbolo de Descartes invadié Inglaterra, apare-
ciendo en los pasajes en latin, del Miscellanies, de Samuel
Foster. En la version Inglesa, sin embargo, se utiliza el signo
= Otra publicacién Londinense que emplea el signo de
igualdad de Descartes es una traduccion latina del dlgebra del
suizo Johann Alexander. Michael Rolle usa el simbolo en su
Traité dalgebre, de 1690, pero cambia al === en 1709. En
Holanda, el signo de igualdad de Descartes fue adoptado en
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1660 por Kinckhvysen, en 1694 por De Graaf, salvo en escri-
tos sobre proporciones, donde utiliza el . Bernard
Nieuwentiit usa el simbolo de Descartes en su
Counsiderationes de 1694 y 1696, pero prefiere el en el
Andlisis infinitorum de 1695. Jakob Bernoulli utiliza el carac-
ter cartesiano, en el Ars Conjectandi (Basilea, 1713).

El hecho de que tanto Newton como
Leibniz empleasen el simbolo de
Recorde, llevo a su adopcion general,
debido principalmente, segiin parece, a
la influencia de Leibniz durante el perio-
do critico que cierra el siglo XVII.

En resumen, el signo de igualdad de Descartes se utiliza
ampliamente en Francia y Holanda durante la tltima parte del
siglo diecisiete y la primera parte del dieciocho, pero no logra
una posicidon importante en otros paises.

En algunos textos aparecen diversas variaciones del simbolo
cartesiano, probablemente debidas a razones de imprenta.
Por citar algunos ejemplos, tenemos el caso de Johaan
Caramuel que en 1670 emplea el simbolo Z, o el de Fermat,
en 1679, que usa el simbolo «, como nuestro infinito, en su Ad
locos planos et solidos isagoge, si bien no lo hace en el manus-
crito original.

La lucha por la supremacia

Elsiglo XVII, es el de la adopcion casi total del simbolo
de Recorde. Solo en dos libros impresos se ha encontrado el
de Descartes, . Después de Harriot y Oughtred, el simbolo de
Recorde fue usado por John Wallis, Isaac Barrow, e Isaac
Newton. Sin duda estos grandes nombres le dieron un gran
impulso al simbolo en su caminar hacia los otros paises euro-
peos.

En el continente, el signo no ofrece un avance sustan-
cial hasta 1650 o 1660, alrededor de un siglo después de apa-
recer el algebra de Recorde. Cuando logré introducirse, expe-
riment6 una fuerte competencia con otros simbolos, durante
medio siglo, antes de quedar plenamente establecido. El
comienzo del siglo XVIII, mds o menos, se puede sefialar

como el momento en que cesa la competencia. Descartes
mismo usa el signo en una carta a Mersenne del 30 de
septiembre de 1640. Los primeros libros de texto continenta-
les en los que encontramos el uso del simbolo de Recorde son
un algebra holandesa de 1639 y un folleto de 1640, ambos de
J. Stampioen, ademas del Teutsche Algebra del suizo Johann
Heinrich Rahn (1659). Rahn dice:

Bey disem anlaasz habe ich das namhalfte
gleichzeichen zum ersten gebraucht,
bedeutet ist gleich, 2a=4 heisset 2a ist gleich 4.

(En esta ocasion, utilicé el mencionado signo
igual por primera vez. Significa “es igual’,
asi 2a = 4 quiere decir que “2a es igual a 4”).
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Portada de La piedra de afilar el ingenio de Recorde

Fue usado por Bernhard Frenicle de Bessy, en los famosos
cuadrados madgicos, en una carta a John Wallis del 20 de
diciembre de 1661, y por Huips en el mismo aio. Leibniz, que



habia leido el Euclid de Barrow, de 1655, adopt6 el simbolo de
Recorde, en su De arte combinatoria, de 1666, pero luego lo
abandond durante casi veinte afios. El primer libro de texto
conocido publicado en Paris que usa este signo es el de
Arnauld en 1667; el primero en Leyden es el de C.EM.
Dechales, en 1674.

El signo fue usado por una importante serie de mate-
maticos, pero la mayoria de los escritores del siglo XVII en el
continente o usa la notacién de Descartes o no usa ninguna
para denotar la igualdad.

Con el comienzo del siglo XVIII el signo de Recorde
gana terreno rapidamente. El gran avance matematico de este
tiempo fue la invencién del calculo diferencial e integral. El
hecho de que tanto Newton como Leibniz empleasen el sim-
bolo de Recorde, llevé a su adopcién general, debido princi-
palmente, segin parece, a la influencia de Leibniz durante el
periodo critico que cierra el siglo XVII.

El signo de igualdad es uno de los pocos simbolos
matemadticos que han contado con aprobacién universal, si
bien fue acortando su longitud con el uso por evidentes razo-
nes précticas. Recorde no propuso ningun otro simbolo alge-
braico, pero, ya hizo bastante. Este fue elegido de manera tan
admirable que sobrevivi6 a todos los competidores, y consti-
tuye uno de los elementos clave del lenguaje matematico.

HACE 1
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—Marco: Sélo si
conoces el residuo de
infelicidad que
ninguna piedra
preciosa llegard a
compensar, podrds
calcular el niimero
exacto de quilates a
que debe tender el
diamante final, y no
errards desde el
principio los cdlculos
de tu proyecto.

En las ciudades invisibles IV y V

didlogo entre Marco Polo y Kublai Jan

N N

.
6A qué recuerda ese residuo de infelicidad (imperfeccidn, inexactitud) que jamas llega a

compensar la piedra mds preciosa (férmula, igualdad) y cuyo conocimiento determina el
numero exacto de quilates (perfeccion, igualdad) a la que debe aproximarse el diamante final
(sucesion, serie, limite)? Sélo conociendo bien ese residuo evitaremos errores de cdlculo,
errores en la igualdad.

Esta descripcion podria ser una lectura poética de la férmula de Taylor para el desarrollo de
una funcién como serie de potencias cuyo residuo E, (x) tiende a cero a medida que # tiende
a infinito:

n. k)
f(x)=sz—('a)(x—u)k +E,(%)

Las Matematicas rebosan de diamantes semejantes. Pero si tuviese que elegir, me quedaria
con dos. Uno relaciona el nimero fundamental con la fraccién mas elemental y cuya inspi-
racién puede situarse en la paradoja de Aquiles y la tortuga:

=1
Lot

Un caso particular de:

Vxe (1,+): zik

k=1%

1
x—1
El otro diamante es la funcién exponencial cuya base lleva por nombre la inicial del apellido
de uno de los mdas grandes matematicos que haya habido jamas:

X
X
k=0 K- -
Disefo y maquetacion FMC
Miquel Alberti Palmer

ciudadesinvisibles@revistasuma.es
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Olivia
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La ciudad no es lo que se escucha decir de ella,
ni lo que se lee en una guia de viaje, ni lo que se
ve en miles de fotografias, nilos trazos delineados en
un plano. Algo tan fécil de admitir en el lenguaje corriente
suele ser dificil de aceptar en el lenguaje técnico: una curva no es la
linea trazada sobre una superficie del espacio, sino la funcién entre un intervalo real [a, b] y
el espacio R’ en el que se representard su grafica.

Tampoco debe confundirse una funcién f con ninguna de sus representaciones, ya se trate de
una tabla de valores, de una férmula (expresion algebraica), de una figura (representacion
grafica) o de las palabras que la describen (expresion verbal):

f=Tabla de valores [x, y=f{x)]
f2Graf(f)={(x, y)e R* / y=f(x)}
S#fx)

Y sin embargo, entre una y las otras hay una relacion.

Evidentemente, existe una relacion entre la representacién y lo representado, aunque no sea
del mismo cardcter que el de la funcién generatriz de dicha representacion. Ya puede una
grafica contener todos los puntos, una tabla todos los valores, y una férmula abarcar todo el
dominio. Nada de eso es la funcién. La funcién es la correspondencia que asocia un valor con
otro y que se manifiesta en cada representacion. Una funcion es invisible. M

Olivia: las funciones invisibles

DO

(...)no se debe
confundir nunca la
ciudad con las
palabras que la
describen.




Ny Eulropia

(...) el viajero no ve una
ciudad sino muchas...
Eutropia no es una sino
todas esas ciudades al
mismo tiempo (...)

(...) una sola estd habi-
tada, las otras vacias;
y esto ocurre por turno.
(...) toda la ciudadania
decide trasladarse a la
ciudad vecina que estd
ahi ...vacia'y como
nueva, donde cada uno
tomard otro trabajo,
otra mujer

(...) sus vidas se
renuevan de mudanza
en mudanza (...)

(...) el paso de una
funcion a otra se
produce sin grandes
sacudidas; la variedad
estd asegurada por la
multiplicidad de las
tareas, de modo que en
el espacio de una vida
es raro que alguien
vuelva a un oficio que
ya ha sido el suyo.

Sola entre todas las
ciudades del imperio,
Eutropia permanece
idéntica a si misma

SUMA 57
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Eutropia no es una sino todas esas ciudades a la
vez, una ciudad espacialmente desconexa.

Las mudanzas establecen conexiones entre las partes desconexas de Eutropia haciendo de ella
un grafo fuertemente conexo.

En Eutropia es raro que alguien desempene dos veces la misma funcién, que haga el mismo
trabajo. A lo largo de su vida un eutropiano x pasa de una tarea a otra sin repeticiones:
Vm, ne N, m<n: f, (x)#f,(x).

Sea E(¢) la funcion que indica cémo es Eutropia en cada instante ¢. La ciudad permanece idén-
tica a si misma si no cambia, si E(£) no varia con respecto al tiempo. En tal caso la funciéon de
cambio de E(f), su derivada, es nula [E(¢) = 0] y la ciudad es constante: E(¢) = E(0)=E,=cte.
Eutropia estd muerta.

Pero hay otro modo de ser igual a uno mismo. Y es estar hecho de cambio. Si Eutropia vive en
un cambio incesante del que ella misma indica en todo momento su medida, sera idéntica a si
misma. Entonces, E(£)=E’(t) y E(t)=E,¢". La ciudad cambia a un ritmo exponencial. B

Eutropia: desconexa como espacio, conexa como grafo.
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aidgiogo entre Marco Polo v Kublai Jan

Veamos como el término combinaciones cobra un sentido matematico mds ajustado de
lo que en principio parece.

Sea N la ciudad norma y sean {C} i=1,...,n las ciudades reales que dan lugar a las excep-
ciones o diferencias con la norma: {¢=C—Nj} i=1,...,n. Puesto que las ciudades excepcio-
nales estan hechas con las combinaciones mds probables, cabe preguntarse cudles son las
combinaciones mdas probables de dichas excepciones. Tenemos 2" modos de combinar
esas 1 excepciones disponibles y crear asi ciudades con 0, 1, 2, 3, 4, 5,..., 1 excepciones:

3[)

Para i=0 se obtiene la ciudad sin excepciones, la ciudad norma E,=N. Con i excepciones
pueden formarse ciudades excepcionales E;:

nl o n
it (n—i)!

Si las excepciones son equiprobables, P(e,)=2". Considerando como probabilidad de que
una ciudad exista la proporcion entre las posibles combinaciones de las excepciones que
posee y el total de ésas combinaciones, la probabilidad de que exista la ciudad E; hecha

con i excepciones es:
n
PE)=|. P

Puesto que P(N)=P(E,)=2", la ciudad norma es segura (P(N)=1) sélo cuando no hay
excepcidén alguna (n=0). Cuantas mds excepciones haya (n—o0), menos probable serad
(P(N)—0).

¢Es cierto que la ciudad excepcional X=E, hecha con todas las excepciones es absoluta-
mente improbable? Observemos que:

n
P(X)=P(E,)= {n }2'" =2

Asi que la ciudad excepcional X es igual de probable que la ciudad norma N. Ademads,
disminuir las excepciones aumenta su probabilidad: n—0 = P(X)=P(N)=2" — 1.

Pero si las cosas se llevan muy lejos, como cuando #=0, X y N no sélo comparten pro-
babilidad, sino que son idénticas: X=E,=N.

—Kublai: (..) he cons-
truido en mi mente un
modelo de ciudad del
cual se pueden deducir
todas las ciudades
posibles. Encierra todo
lo que responde a la
norma. Como las
ciudades existentes se
alejan en diferente
grado de la norma, me
basta prever las
excepciones y calcular
las combinaciones mds
probables.

—Marco: También yo he
pensado en un modelo
de ciudad del cual
deduzco todas las otras.
Es una ciudad hecha
s6lo de excepciones.
(...) Si una ciudad asi es
absolutamente
improbable,
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disminuyendo el
niimero de elementos
contrarios a la norma
aumentan las
posibilidades de que la
ciudad verdaderamente
exista. Pero no puedo
llevar mi operacién
mads alld de ciertos
limites: obtendria
ciudades demasiado
verosimiles para ser
verdaderas.

iHe aqui la paradoja expresada por Marco Polo! La reduccion excesiva de excepciones
produce ciudades demasiado verosimiles para ser verdaderas, demasiado probables
como para existir realmente:

P(X)=P(E0)=P(N)=1.

Tomando como base del modelo de ciudad los mdltiplos de un ntimero, pueden trazar-
se modelos de ciudades diferencia. Si C, es la ciudad de los multiplos de 3 y C, la de los
multiplos de 7, pueden formarse dos ciudades diferencia:

@]
@
o
|
@)

Y llegar asi a disenar un modelo matematico para la ciudad excepcional X hecha sélo con
diferencias. Es decir, la ciudad excepcional X formada con todos los nimeros primos. M

- 1N

={ne N| n primo}
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sino por concepto. ;Y qué es tan numeroso que
no se puede contar? En el lenguaje cotidiano, incontable

e infinito son términos usados para calificar tanto lo extraordi-
nariamente numeroso como lo verdaderamente infinito.

En Matematicas es distinto porque algo puede contarse si puede establecerse una corres-
pondencia 1-1 entre sus elementos y los nimeros naturales N. Y asi, algo infinito numerable
es el que posee el mismo cardinal que N: N .

Cuando un conjunto infinito no puede contarse, es decir, no puede ponerse en correspon-
dencia 1-1 con N, se dice que es no numerable. George Cantor demostrd que el continuo R,
el conjunto de los niimeros reales, es no numerable. Su cardinal es X ,=2%. ;Es R un buen
modelo de esos dioses hogarefios tan numerosos que ni se ven ni se pueden contar?

Puestos en fila, los Lares y los Penates de Leandra resultan indistinguibles. Mds todavia al
acomodarse . Algo parecido sucede con los nimeros racionales, Q, y los irra-
cionales, R-Q, si interpretamos que se refiere al hecho de intercalarse y no al
caracter consecutivo del intercalado.

Los ntimeros racionales son numerables; los irracionales no. Dando por hecho que el que no se
puedan contar se refiere al caracter infinito, un modelo que asocie Lares con Q y Penates con R—Q
no parece muy desacertado. Incluso podemos representarlos mediante la estrategia usada por
Cantor para demostrar lo innumerable que es R. En las hileras, los Lares; en las diagonales, los
Penates. En la figura siguiente hay un Penate destacado en rojo.

60005005051
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Sucede a veces que un
interlocutor
desemperie al mismo
tiempo dos o mds
papeles... 0 que un
papel se desdoble, se
multiplique, se
atribuya a cien, a mil
habitantes de
Melania: tres mil
para el hipocrita,
treinta mil para el
gorrom, cien mil hijos
de reyes caidos en
desgracia que esperan
su reconocimiento.
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Melania

Cien, mil, tres mil, treinta mil, cien mil
¢Adonde conduce esta sucesion numérica?

100 = 10°
1000 = 10°
3000 =3-10°

30000 =3-10*
100000 = 10°

Las potencias de diez no son consecutivas. Y el 3 que las multiplica distorsiona la sucesién.
¢Forman un ritmo los exponentes 2, 3, 3, 4 y 5? ;Y los productos por tres? La sucesion de
exponentes podria ser 233455677899..., pero también podria ser 2233455667, u otra. Los tri-
ples parecen alternarse de dos en dos.

Otra opcién posible es observar que cada término se multiplica alternativamente por 10 o
por 3, pero falla el quinto. Deberia ser 90000, y no 100000. Reorganizando la serie se aven-
tura aun otra posibilidad:

100 1000 10000 100000
300 3000 30000 300000

¢Zigzaguea Calvino entre 10" y 3-10" siguiendo un patrén geométrico del que nos muestra
sélo el principio? ;Quiza éste?:

10° 10° 10 10° 10° 107 10°

3107 3.10° 3.10* 3.10° 3.10° 310’ 3.10°
¢O acaso el matematico busca pautas de las que carecen el capricho y el azar? Si esa serie
numérica obedece un patrén, también lo establece en los atributos que cuantifica. La pauta
que se desprende de 3000, 30000 y 100000 determina otra correspondiente a hipdcrita,

gorrdn y principe. Ambos patrones van emparejados. Si no tiene sentido ordenar hipdcritas,
gorrones y principes, ;qué sentido tiene ordenar 3000, 30000 y 100000? M

En Melania el matemdtico busca un papel como interlocutor.
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didlogo entre Marco Polo y Kublai Jan
¢Un puente sostenido por una linea? Un puente sobre un rio sostiene el camino tendido entre Marco Polo describe
las dos orillas, pero ;qué sostiene al puente? Uno dirfa que él mismo, el arco trazado por las un puente, piedra por
piedras que lo forman. Pero esa paradoja de que algo se sostenga en aquello de lo que est4 piedra.

hecho es desvelada también por Marco Polo. En realidad, un arco sostiene el puente, pero no
es el arco visible formado por las piedras, sino el arco de la linea invisible trazado por las fuer-
zas de carga de esas piedras.

— Pero jcudl es la piedra
que sostiene el puente?
—pregunta Kublai Jan.

Esa linea del arco que ellas forman es la curva de empuje, la linea formada por las resultan-

tes de las fuerzas de empuje y peso que cada parte del arco transmite a la inmediatamente

inferior. Si la directriz del arco coincide con ella, el arco no cede, no se flexiona:

— El puente no estd
sostenido por esta
piedra o por aquélla
—responde Marco—,
sino por la linea del
arco que ellas forman.
Kublai permanece
silencioso,
reflexionando.
Después ariade:

—sPor qué me hablas de
las piedras? Lo tinico
que me importa es el
arco.

Polo responde:

Sélo el arco catenario se sostiene a si mismo. Gaudi hizo extenso uso de él aunando asi la —Sin piedras no hay arco.
forma con la estructura. Pero sus obras no estaban destinadas a salvar rios. Como puente, el

arquitecto prefiere el arco parabdlico. A la vista resulta practicamente indistinguible del otro.

El primero se caracteriza por soportarse a si mismo; el segundo, por soportar lo que tiene

encima. M
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“Las ideas de los matemcdticos como las de los pintores o los poetas deben
ser bellas. La belleza es el primer requisito: no hay lugar permanente en el
mundo para unas matemdticas feas”

G.H. Hardy

Estimado sefior:

Me permito presentarme a Vd. como un contable del departamento de
cuentas del Port Trust Office de Madrds, con un salario de 20 libras
anuales solamente. Tengo 26 arios de edad. No he recibido educacion
universitaria, pero he sequido los cursos de la escuela ordinaria. He
hecho un estudio detallado de las series divergentes en general y los
resultados a los que he [legado son calificados como sorprendentes por
los matemdticos locales...

Querria pedirle el favor de que repasara los trabajos aqui incluidos. Si
usted se convence de que hay alguna cosa de valor, me gustaria publi-
car mis teoremas, ya que soy pobre. No he presentado los cdlculos rea-
les ni las expresiones que he adoptado, pero he indicado el proceso que
sigo. Debido a mi poca experiencia tendria en gran estima cualquier

consejo que usted me diera. Pido que me excuse por las molestias que
ocastono.

Quedo, apreciado sefior, a su entera disposicion.

S. Ramanujan
R 4 Antonio Pérez Sanz

decabeza@revistasuma.es
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sta es la carta que el joven Srinivasa Ramanujan, un
empleado de la aduana del puerto de Madréds en la India,
habia enviado a Hardy y que éste ley6 con un cierto escepti-
cismo el 16 de enero de 1913. Acompanando a la carta apare-
cfan unas hojas de cuaderno en las que se apinaban 120 extra-
fas férmulas y la afirmacién de haber descubierto una para
obtener la cantidad de ndmeros primos menores que un
numero dado, con el sorprendente anadido de que esa férmu-
la funcionaba sin error al menos hasta 10.000.000. También
habia unas cuantas con desarrollos en serie sobre el nimero
7. Tras una primera ojeada, Hardy piensa que todo aquello es
obra de algin personaje estrafalario, de uno de tantos locos
con infulas de genio y a punto estuvo de tirarla a la papelera.

Pero por la noche en compaiiia de su colega Littelwood, vuel-
ven a revisar las extrafias formulas y llegan a la conclusién de
que no se trata de la obra de un loco sino mds bien de la de un
extrafio genio.

“Forzoso es que sean verdaderas, porque de no
serlo, nadie habria tenido la imaginacion necesaria

para inventarlas’.

Entre las mads de cien férmulas recibidas varias estan relacio-
nadas con el numero 7; de todas ellas Hardy sélo es capaz de
reconocer una, descubierta por Bauer, en la que aparecen los
cubos de fracciones formadas con los nimeros pares e impa-
res, y cuyos coeficientes forman una progresion aritmética de
diferencia 4:

El resto son completamente nuevas para €l y despiertan su
curiosidad y la sospecha de que Ramanujan estd en posesion
de teoremas mds generales. Hardy se apresuré a responder a
la carta de quien ya consideraba un colega indio pidiéndole las
demostraciones de sus férmulas y, sobre todo, la férmula tan
ansiada desde los tiempos de Gauss acerca de la cantidad de
numeros primos menores que un ndmero natural dado, no
dudando en escribir:

“Haber demostrado lo que usted afirma habria sido
la empresa matemadtica mds extraordinaria de toda

la historia de las matemdticas”

Pero Ramanujan no envié dichas demostraciones, lo que acre-
centarfa atn mds el interés de Hardy hacia el desconocido

matematico que se consideraba a si mismo un aficionado a las
matemadticas sin una formacién académica seria. De hecho,
Ramanujan fue rechazado en la prueba de acceso a la
Universidad.

Hardy le invit6 a trasladarse a Cambridge, a lo que Ramanujan
en un principio se mostré reticente. Por fin, tras la interven-
cién de su madre y de la diosa Namagiri, de la que Ramanujan
afirmaba que le dictaba sus resultados en suefios, y de una
beca de 250 libras, el joven indio abandona Madras para lle-
gar al Trinity College en la primavera de 1913. Su estancia
durante cinco anos en Cambridge, hasta 1919, no fue del todo
feliz. Vegetariano estricto, en un ambiente raro para él, con
una comida alejada de sus gustos y costumbres, en plena gue-
rra mundial, sin amigos salvo Hardy y Littelwod, acab6 enfer-

Acompariando a la carta
aparecian unas hojas de cuaderno
en las que se apiiaban 120
extranias formulas y la afirmacién
de haber descubierto una para
obtener la cantidad de niimeros
primos menores que un niimero
dado, con el sorprendente anadido
de que esa formula funcionaba sin
error al menos hasta 10.000.000.

mando seriamente, teniendo que ser ingresado en varios
sanatorios. En 1919 tras el fin de la contienda, y gravemente
enfermo, decide regresar a la India. Morira a los pocos meses.
A pesar de ello, de su trabajo con Hardy nos ha dejado una
increible produccién de resultados matematicos sorprenden-
tes en forma de “Cuadernos” Algunos de ellos todavia estdn
siendo estudiados.

Cautivado por nt

Desde muy pequeiio Ramanujan estuvo cautivado por el
numero ©. De hecho a lo largo de su corta vida descubrié
numerosas férmulas para calcular aproximaciones de 7.

Para ello, como ya venian haciendo los matemdticos desde
hacia mas de 300 afios, utiliz6 series formadas por infinitos
términos de estructura semejante. La mds simple y conocida
es ésta del inglés John Wallis, publicada en 1665 en su
Arithmetica infinitorum.



La serie se acerca a m pero con una lentitud desesperante. Si
hiciésemos los 100 primeros productos obtendriamos un
valor de 7t = 3,1260789... Bastante alejado del valor verdadero.

Esta otra es de apariencia mas sencilla. Son fracciones cuyos
denominadores son los numeros impares y en las que vamos
alternando sumas y restas.

1 1 - )"
T 97" ZE?HI

1

1 1
— el
3 5

Es la serie de Gregory-Leibniz. También nos sirve para calcu-
lar aproximaciones de w. Pero tiene el mismo inconveniente:
para calcular las 100 primeras cifras de © tendriamos que des-

arrollar mas de 10°0 términos de la serie.

Ramanujan descubrié series que se acercaban a m con una
velocidad de vértigo. Una de ellas no deja de extranarnos:

[ (4-1)41L103+26,390-1)  (4:2)!(1,103 + 26,390-2)
18 (11" -396" : (21} -396" :
7 9.801 | (4-3)1(1,103+ 26,390.3) i

\ (31" 396" o
B ()L 103 + 26,390-1)
9,801 = (nl) -396™

La férmula no es nada elemental. Aunque esta otra no le va a
la zaga.

?—ll»-l>

i )" (1123 +21460n)(2n —1)!1(4n —1)!!
per 8822*'32" (n!)’

Pero Ramanujan no siempre recurri6 a series infinitas.
Esta simple expresion le proporcionaba 15 decimales de

355 _[] ~ 0,0003
113

3533

]; 3.14159265358979...
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Algunas de sus aproximaciones a w se basan en construccio-

nes geométricas y nos permiten obtener de forma rapida ©
con unos cuantos decimales.

b h-:ﬁ’,mﬂ'—f'm" "'|'
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B <
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Esta constituye por si sola un auténtico poema geométrico-
aritmético

K= |||‘E1'|' +£=:fﬂl
22

361 _ [2143

+ iI=— = 397, 409090909...
22 22

Que también se puede escribir asi

2222
= = 3/97.409090909...
b by

——
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O en forma de fraccién

= 97,409090909... = [9? + % - %] =3.141592652...

Aproximacién que obtuvo mediante una original y creativa
construccién geométrica

« Construimos un circulo de centro O y radio la unidad. AB es
su didmetro.

« C es el punto medio del arco ACB. Dividimos en tres partes
iguales el radio OA para obtener el punto K, as:

AK ==
3

+ Trazamos el segmento CB y sobre él desde C llevamos dos
veces el segmento AK para obtener los puntos E y F. Asi:

« Trazamos los segmentos AE y AF.
» Con radio AE trazamos un arco de circunferencia hasta que
corte al segmento AF. Tenemos asi el punto G. Por él traza-

mos una paralela a BC que cortard a AE en el punto H.

+ Unimos el centro O con el punto H y trazamos una paralela

a OH por el punto K. Esta recta corta a AE en el punto L.

+ Con radio Al trazamos un arco de circunferencia que corta-
rd a la recta tangente a la circunferencia en el punto A en un
punto J.

« Por fin trazamos el segmento O].

Hecha la construccién, Ramanujan afirma que la media pro-
porcional entre OA y OJ es aproximadamente un tercio de la
semicircunferencia ACB. Hagamos los calculos:

Longitudde ACB=n-r=r

—_

e [ —— [ —— | - E——— i Ly .
=JOA-OF =JOA-OF =AJOF =NOA + AT =\1+47 (D)

T

3

Calculemos el valor de AJ.

AJ = Al Los tridngulos AIK y AHO son semejantes, por tanto

i AH AT AR

AT Ao 1]
por lo cual,

AJ = lE (ii)
. |

También son semejantes los tridangulos AHG y AEF. Ademas
AE = AG. Por tanto

—_—= = = =
AG  AF AE  AF
es decir,
Al = "’:‘q (i)

Calculemos AF y AE. Aplicando el teorema del coseno en el
triangulo AFB tendremos:

— — —

AF =AB +BF —-2-AB-BF -cos45°

Tengamos en cuenta que:

BC=\2. AB=2. F:E—CF:JE—%



Es decir:

F?=4+[£—§J2_2+2.(ﬁ_2}§=
4 42 42 2

_____4 PR b P e

9

Lt |

=4+2+

A lo largo de su corta vida de su
mano salieron cientos de formas
distintas de calcular valores
aproximados de ©

Aplicamos ahora el teorema del coseno en el tridngulo AEB

Ez =H?3 +E2 —~2.AB-BE -cos45°

Ahora

E:R—ﬁ:ﬁ—g

y por tanto

Ezﬂ[ﬁg)’_zq.[@_i}ﬁ )
1 242

=44+24+———--4
9
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Sustituyendo estos valores en la expresion (iii) tendremos

e , 19
| B
AF AF? 22 9.22

9

= [‘:fﬁ]
3

Sustituyendo este valor en (i) tendremos

N1+ AJ JI+AJ —.,'||1+ 19
3 9’ 22

E:\/l-i—AJr
2 2
=4i,(gz 19 ]_1492&
o 22 3 22

Y por tanto

:rz*‘l':}?+£-—\/ﬂ 36]_ 2143 _
22

= 4/97,409090909... = 3,141592652...

Ramanujan no encontré un par de aproximaciones a 7. A lo
largo de su corta vida de su mano salieron cientos de formas
distintas de calcular valores aproximados de 7.

Decididamente, si alguien le puede disputar al genial
Arquimedes el titulo de padre de 7, ese seria sin duda este
timido muchacho indio: Srivinasa Ramanujan.

Y todo ello... ;DE CABEZA?
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Mi biblioteca particular: balance y adids

mna revista como SUMA, de periodicidad cuatrimestral,
no puede ser notaria de la actualidad palpitante en ningtn
campo, pero menos en el de una realidad editorial basada
cada vez mds en una rotacién acelerada de novedades que
pasan fugaces por las mesas de las librerias (las que quedan),
cadenas y grandes superficies, y son reemplazadas en seguida
por otras. La existencia de los ultimos libros aparecidos se
documenta en periédicos y revistas o por medio de los porta-
les de Internet (papel que en nuestro caso lo cumplen, por
ejemplo, divulgamat o matematicalia).

Los libros siguen siendo fundamentales por ahora (yo deseo
que por bastante tiempo aunque mi esperanza al respecto no
esté muy firme teniendo en cuenta la velocidad de evolucién
de la web) para conformar una opinién fundada sobre las
matematicas, su enseflanza y su aprendizaje. Y aunque el paso
de los libros de matematicas sea un poco menos fugaz que en
otros géneros bibliograficos, también les ha llegado su turno.

Por todo eso consideré en la remodelacion de la seccién (que
comenzé en el numero 50, de noviembre de 2005) que habia
que reconducir el camino de la seccién de bibliografia de
SUMA para poder traer al escaparate libros con los que no
era facil que nos topdramos al entrar en una libreria ni en una

lista de novedades, pero que sin embargo tenian cosas que
aportar o que, al menos, habian sido importantes para algu-
nos profesionales de la ensenanza de las matematicas. Dicen
algunos tedricos del marketing bibliografico que las dos for-
mas fundamentales de vender libros es por presion (a base de
campanas masivas de publicidad) o por recomendacién (lo
que pasa por ejemplo con todos los libros de texto en los dife-
rentes niveles). Yo pienso que también esta el boca a boca o la
recomendacion no cautiva (la del colega, el amigo o el diser-
tador), que muchas veces nos acercan auténticas perlas que
de otra forma no hubiéramos tenido la posibilidad de sabore-
ar.

Los libros siguen siendo fundamentales
por ahora para conformar una opinion
fundada sobre las matemdticas, su
ensefianza y su aprendizaje.

Fernando Corbaldn (coordinador de la seccién)
biblioteca@revistasuma.es




SUMA 57
Febrero 2008

Mi apuesta fue porque colegas destacados, formados y bri-
llantes, con perspectivas diferentes pusieran a nuestro alcan-
ce una muestra de esos libros que les habian dejado huella.
Porque tal vez podrian dejarla en nosotros. Si hay clasicos
(antiguos y modernos) en todas las ramas del conocimiento,
con mds razon tiene que haberlos en matematicas (una cien-
cia mds ‘estable; con resultados imperecederos). Y es facil que
ademds duren mds que en otras disciplinas. Solo es cuestién
de ponerlos en el candelero, darles audiencia para que puedan
continuar influyendo en nuevos lectores.

Y ya que se les pedia sus lecturas matematicas favoritas, pensé
que era interesante ampliar el campo de visién y preguntar
también por otros elementos culturales (para poner en valor
el hecho de que las matemadticas son parte sustancial de la cul-
tura y que a los profesores de matematicas no solo nos intere-
san las matemadticas) y en particular pensamientos o frases
que les hubieran llegado de forma especial.

...las matemdticas son parte
sustancial de la cultura y que a los
profesores de matemdticas no solo
nos interesan las matemdticas...

Y lo cierto es que pasados siete nimeros de SUMA (casi tres
anos desde el tiempo en que cavilé todo lo anterior) lo sigo
pensando, aunque ahora ya no sea una cuestion en la que yo
tenga relevancia, sino algo que depende del nuevo encargado
de la seccion y de los nuevos directores de la revista. Porque
lo cierto es que este es el tltimo niumero de SUMA en el que
yo soy el responsable de la seccidon de libros: por medio de este
articulo me despido de la misma. Y en serio porque ya hice
otra despedida de la revista (de la seccion de ‘Mates y medios’)
que resulto fallida porque me reenganché en esta.

Solo me queda antes de hacer mutis por el foro esbozar un
pequeio balance de lo que han supuesto estas entregas de la
seccién. Y como no creo que sean tantas ni cuestiéon de un
estudio sesudo, solo quiero decir que a mi, como lector, me ha
supuesto el descubrimiento de algunos libros que no conocia
(como el de Bergamini al que se referfa Santiago Ferndndez en
el ndmero 54, con el anadido de que ahora se puede descargar
de Internet) o que habia leido por arriba hacia tiempo (como
‘De letras y nimeros’ de F. Mellizo al que hacia referencia
Antonio Pérez en el 51). Y sobre todo el volver a mirar
muchos libros que uno tiene escondidos entre otros, que leyd
en su dia incluso con atencién, y que la mencién actual hace
volver a releer con otra perspectiva (y aqui no sefialo ninguno
porque son casi todos los que han ido apareciendo en la sec-
cién). Pero ademds creo que es importante (al menos para un
lector impenitente como quien escribe) que también me ha
dado la seccién recomendaciones de libros alejados de las
matemadticas que me han proporcionado un inmenso placer.

Por dltimo, aunque en absoluto lo menos importante, esta
seccion creo que me ha permitido conocer mejor a las perso-
nas (colegas y amigos) que han escrito las diferentes entregas
y sentirme mds préximo, mds ligado a ellas. Y espero que
hayan contribuido a humanizar para quien no los conociera
personalmente a seres humanos de los que seguro que cono-
cian el nombre como firma de libros o articulos. Porque con
su ‘bibliografia particular; cada uno de los firmantes dejaba
bastante de su biografia personal.

Decir también que yo quedo contento de mi labor al frente de
la seccién de libros de SUMA (cada uno de vosotros es libre
de opinar sobre ella), porque me ha permitido relacionarme
de forma mds profunda con uno de los objetos que mads pla-
ceres me han proporcionado, de forma tal que dificilmente
los puedo mirar con distancia. Tengo con ellos una relacién
apasionada, que espero que se note, y que desearia, al menos
en alguna medida, haber transmitido. Paso a un segundo
plano en el que echaré las manos que se me soliciten, y desde
donde espero seguir disfrutando de mi historia de amor con
los libros. Hasta siempre. M




Escaparate 1:
En campo ajeno

Carl Djerassi

EL GAMBITO DE BOURBAKI

xiste toda una serie de estereotipos sociales sobre la cien-
cia y los cientificos, que incluyen el altruismo en la transmi-
sion del conocimiento obtenido en el batallar por los descu-
brimientos (‘por el bien de la humanidad, por supuesto), el
reconocimiento del talento esté donde esté (sin distincién de
sexo o nacionalidad) y el paso libre al empuje de la juventud
(porque la ciencia requiere creatividad, que se va perdiendo
con los afnos). La vida diaria en los centros universitarios y/o
de investigacion pone en cuestiéon no pocos de esos valores,
junto con otros conexos.

‘El gambito de Bourbaki, de Carl Djerassi, se refiere directa-
mente a las matemadticas solo en el titulo y en el hecho de que
Bourbaki sea el nombre de un ‘matemadtico colectivo’ de gran
influencia en la historia de las matemadticas, pero aborda
cuestiones fundamentales de la investigacién cientifica y de
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EL GAMBITO DE BOURBAKI

Carl Djerassi

Fondo de Cultura Econémica, México, 1996
ISBN: 0-8203-1652-0

240 pdginas

las relaciones de los cientificos entre si y con la sociedad, que
son aplicables en buena medida también a los investigadores
en matematicas.

Pero de todo esto no habla en un ensayo mas o menos sesudo
sino en una novela con personajes creibles, con una trama
que se sigue con gran interés y trufada de informaciones sig-
nificativas y reflexiones pertinentes, sobre situaciones y
ambientes conocidos y vividos en primera persona. Porque el
autor (hasta donde tengo conocimiento no editado en
Espaia) es un destacado bidlogo ya veterano de reconocido
prestigio mundial, sintetizador del primer anticonceptivo
oral, con destacados galardones entre los que se encuentra el

Fernando Corbaldn
biblioteca@revistasuma.es
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Premio Nacional de Ciencias de Estados Unidos y mdas de una
decena de doctorados ‘honoris causa’ Por tanto cuando habla
del ambiente cientifico lo hace con el conocimiento de causa
que da el pertenecer a él y conocerlo desde la primera fila.

No voy a referirme en detalle a la trama, pero si alguno de los
temas que se abordan en ella. Por una parte esta la prioridad
en los descubrimientos importantes, algo que en nuestro

se aborda el etnocentrismo de los
cientificos, mayoritariamente blancos y con
usos sociales de universidades occidentales,
con las dificultades de insercion de las
otras culturas.

dmbito se conoce bien: sélo hace falta pensar en la literatura
—y hasta cine, con la reciente pelicula espanola ‘La habitacién
de Fermat’ para ejemplificarlo- que la demostracion de la con-
jetura de Goldbach ha generado. También la dialéctica entre
el trabajo individual y el que se desarrolla en equipo, con la
asignacién de los logros que se obtienen. Y el papel que jue-
gan los investigadores con una edad avanzada, que tienen
todas las palancas del poder en sus manos, al tiempo que
inexorablemente van decayendo sus capacidades. Sin olvidar
el papel de las mujeres en un mundo en que lo masculino, a

pesar de que las cosas se ‘mueven, sigue siendo dominante.
Por cierto, que en el libro, al hilo de la trama, hay mucha infor-
macidén sobre Bourbaki, entre la que entresacamos

“;Sabes que [Bourbaki] nunca incluyeron una mujer?
Cuando buscaban nuevos miembros, invitaban a los posi-
bles candidatos —‘courbail’ los llamaban- a una sesién para
examinarlos. Encontré que, en los setenta, dos de esos cone-
jillos de Indias fueron mujeres, pero nada resulto de ello”.

Asimismo se aborda el etnocentrismo de los cientificos,
mayoritariamente blancos y con usos sociales de universida-
des occidentales, con las dificultades de insercion de las otras
culturas. Y el dinero, el poder, la fama,... Como se ve todos los
elementos que conforman la realidad social del colectivo de
cientificos, con comportamientos no muy diferentes de los de
cualquier otra casta humana.

Para acabar, junto con la recomendacién de su lectura, anadir
que este libro es parte de una tetralogia sobre temas relacio-
nados con lo que podriamos llamar la sociologia de la ciencia,
de la que solo conozco este volumen, pero que espero ampliar
cuando los imponderables de la distribucién bibliografica me
lo permitan. M
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Las funciones. Un paseo por su historia.

Las funciones
un paseo
por su historia

Carlos Sinchez Fernandez
Concapcitn Valdés Castro

L]
ciencia
abierta

omenzamos sefialando que el libro estd dividido en dos
partes, tomando como momento final de la primera e inicio
de la segunda la aparicion del Célculo Infinitesimal, fecha que
fijan en 1620. La primera parte se inicia con las culturas pre-
helénicas y se cierra con la aparicién del Calculo, y la segun-
da llega hasta nuestros dias con los fractales y distribuciones.
Cada una de las dos partes se divide, a su vez, en cinco capi-
tulos. Los cinco primeros son de periodos de tiempo muy
amplios y los ultimos abarcan periodos de un siglo mas o
menos regulares. Ambas partes, como los autores sefalan en
la introduccién, se pueden leer independientemente.

Los inicios de la idea de funcién los situan en los datos rela-
cionados mediante tablas que ya era usados por la culturas
prehelénicas pues, como seialan, entender estas tablas es
entender las relaciones funcionales que puedan existir entre
los numeros que aparecen. Cuando aparece la cultura heléni-
ca, se producen cambios en los contenidos de estudio deri-
vando hacia un mayor papel de la Geometria. El tomar esta

LAS FUNCIONES. UN PASEO POR SU HISTORIA
Carlos Sanchez Fernandez.

Concepcion Valdés Castro

Editorial: Nivola

ISBN: 978-84-96566-57-6

172 paginas

direccién parece indicar un alejamiento de la aparicion de las
funciones, sin embargo, esto no va a ser asi. Aunque los pro-
blemas geométricos tratan de ser resueltos mediante la regla
y el compids, la aparicion de las magnitudes inconmensurables
y lo que hoy llamamos problemas clasicos (cuadratura del cir-
culo, trisecciéon y duplicacién del cubo) junto con los esfuer-
zos para resolverlos, trajo consigo la creacién de diferentes
curvas. Entre ellas se destaca la trisectriz, y su futuro uso para
cuadrar el circulo (cuadratiz). Aqui es donde se explica como,
aunque no se cita el término funcidn, si se habla de relacién
entre magnitudes geométricas variables.

El siguiente paso es mostrarnos la matematica arabe y su gran
personaje de la matematica, Al-Khwarizmi (siglos VIII-IX).
Como sabemos, Al-Khwarizmi dominé distintos ambitos de
las Matemadticas pero, los autores, se centran en sus estudios

Fernando Fouz Rodriguez
Asesor de Matemdticas del Berritzegune de Donostia
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de dngulos y las tablas de valores de relaciones trigonométri-
cas. Pero en la aparicion del concepto de funcién no se pro-
ducen avances. Cuando la influencia drabe desaparece, surge
el papel de Europa con su Renacimiento. Las universidades,
fundadas en los siglos anteriores, recuperaron la figura de
Aristételes y su obra. En particular, la Fisica con el estudio de
la naturaleza del infinito y la divisibilidad de las cantidades
continuas. Se estudia el movimiento y el cambio y se estable-
ce, expresado con palabras, no algebraicamente como ahora
lo conocemos, la relacién entre el espacio y el tiempo en el
movimiento uniforme.

De ese trabajo aparecen continuadores que van formulando
nuevas ideas que ayudaran a la creacién de la idea de funcion.
Oresme, Galileo (estudio de la Cinemadtica), Torricelli, Napier
son las figuras de las que nos presentan sus aportaciones. Esta
ultima parte del primer periodo que fijan los autores, se cierra
con la segunda mitad del siglo XVI y primera del XVII y, en
este momento, es cuando emergen los grandes matematicos
franceses: Viéte, Descartes y Fermat. Su aportacién, desde la
creacion de la Geometria Analitica, es fundamental para todo
lo que va venir luego.

el libro se puede considerar
como un recorrido historico a
través del desarrollo del
concepto de funcion

A partir de este momento se entra en la segunda parte del
libro, que se inicia con la aparicién del Calculo, lo cual signi-
fica hablar de Newton y Leibniz. La herramienta que crean los
dos es, sin duda, la mayor aportacién matematica de la histo-
ria. El gran salto ya estd dado y, a partir de entonces, el pro-
greso se hard mds rdpido. Efectivamente, en el siglo siguiente,
va a aparecer la figura del matematico mas prolifico de la his-
toria, Euler, al que le habia precedido una familia de matemad-
ticos suizos realmente sorprendente: los Bernoulli (Johann y
Jacob, especialmente). Se senala en el libro como aparecen
funciones nuevas (las trascendentes) que ayudan a resolver
problemas relacionados con la Fisica (cicloide, catenaria, lem-
niscata, ...). Pero es Euler quien lleva mads all4 la idea de fun-
cién, dandole la posibilidad de estudiarlas como entes mate-
mdticos propios pues hasta ese momento eran consideradas
como herramientas de resolver problemas, generalmente
relacionados con la Fisica. Clasifica las funciones segtn crite-
rios (algebraicas y trascendentes, explicitas e implicitas, etc) e
introduce el término de expresién analitica.

El final del siglo XVIII fue importante por el desarrollo de la
Fisica, especialmente la Mecdnica y Fluidos, que trajo “nuevas
necesidades matemadticas” En este apartado aparecen las figu-

ras de Daniel Bernoulli, D’Alambert, Lagrange y Fourier. Cada
uno de ellos es perfectamente retratado en su aportacion al
desarrollo de nuevas funciones y desarrollos en series trigo-
nométricas. El siglo siguiente es la biisqueda de la fundamen-
tacion del andlisis matematico y dentro de ella el concepto de
continuidad es el primero a precisar. Se sefiala que, aunque su
obra nos es conocida hasta 1930, es Bolzano quien da la pri-
mera definicion, siendo, sin embargo, otros grandes matema-
ticos los que van a aparecer en este proceso de formalizacién:
Cauchy, Abel, Dirichlet, Riemann, Darboux, Weierstrass. Se
fijan las relaciones entre derivabilidad y continuidad. A modo
de ejemplo se cita la famosa funcién de Weierstrass:

f(x)= 2::0 b" cos(a"mx)

que, siendo continua, no tiene derivada en ningin punto.
También se trata de la aparicidn de funciones extrafias (traba-
jos de Koch), a las que incluso se llama funciones monstruo-
sas, y son muchas veces rechazadas por grandes matematicos
(Hermite, Poincaré). Pero algunos de estos “monstruos” son el
anticipo de una geometria de gran proyeccién en nuestros
dias: la Geometria Fractal.

El ultimo capitulo, que finaliza en 1970, trata de explicar, en
palabras de los autores, lo que en el siglo XX aporta la idea de
representacion analitica y las nuevas definiciones de funcion
entre conjuntos arbitrarios, no necesariamente numéricos.
Los matemdticos que contribuyen a este proceso son figuras
de la talla de Borel, Baire, Lebesgue, Luzin, Dedekind o Peano,
en la primera parte del siglo y, Kolmogérov, Sobolev y
Schwartz en la segunda.

En resumen el libro se puede considerar como un recorrido
histérico a través del desarrollo del concepto de funcion
tomando como punto referencial la aparicién del Célculo.
Esta hecho sin grandes profundizaciones tedricas, algo de
agradecer en obras que buscan el acercamiento y divulgacion
de la Matematica, lo que légicamente ayuda a su lectura. La
conclusion es que estamos ante un buen libro, facil de leer y
entender, que cumple perfectamente su objetivo de introdu-
cirnos en el proceso histérico de la aparicién, desarrollo y for-
malizacion del concepto de funcién, haciendo especial hinca-
pié en los matemadticos que la desarrollaron. Y como no puede
ser de otra forma, con especial énfasis en la figura de Euler, a
quien dedican el libro utilizando, como presentacioén, la defi-
nicién que Euler dio de funcién

Como nota final, sefialar que los autores (con otros libros de
historia de las matemadticas publicados en la misma editorial)
se formaron como matemadticos en la escuela de Kolmogdrov
en Moscu y que fue éste quien presidid el tribunal ante el que
presentaron sus tesis doctorales, lo cual, indudablemente, es
una buena referencia de su trabajo.. M
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El hilo de Ariadna

sta seccion, El hilo de Ariadna, nace de la confrontaciéon
entre la necesidad de buscar el camino con la imposibilidad
de encontrarlo.

LA IMPOSIBILIDAD

Como dice el poeta:

“Caminante, no hay camino,
se hace camino al andar.

Al andar se hace camino

y al volver la vista atrds

se ve la senda que nunca

se ha de volver a pisar”

Antonio Machado

Foto: Pilar Moreno

Caminante

El caminante, en el poema de Machado es el ser humano que
transita el laberinto de su vida buscando caminos

No hay camino

Caminos que no existen. El camino, EL METODO, para
resolver con éxito cualquier problema no existe.

Las recientes investigaciones en neurofisiologia nos dicen que
el cerebro, cuando empieza a resolver un problema, entra en
estado cadtico.

Una cosa es el andlisis del proceso de la resolucion de proble-
mas y otra muy distinta el propio proceso.

Xaro Nomdedeu Moreno
ariadna@revistasuma.es
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Se hace camino al andar

El analisis de los procesos y su consiguiente diseccién en com-
ponentes, desvia la mirada del proceso mismo, impide la
vision de la totalidad. El todo no es la suma de sus partes, ni
cuantitativa ni cualitativamente.

La magdalena de Proust no es la receta dividida en ingredien-
tes y modo de hacerlo. Ni llega a serlo si le anadimos los aro-
mas y los recuerdos.

A resolver problemas se aprende resolviendo problemas,
como a vivir se aprende viviendo, tal como nos dice la meta-
fora del poeta.

Y al volver la vista atrds

Los anadlisis, bien sean sobre el proceso de resolucién de pro-
blemas, sobre la existencia humana o sobre la sintaxis grama-
tical, ayudan a comprender los procesos, son interesantes
como elementos de reflexién, pero no son métodos apropia-
dos para el aprendizaje, porque no pueden sustituir la practi-
ca de los procesos que analizan.

Se ve la senda que nunca se ha de volver a pisar

La magdalena, la vida, el problema, el monstruo, el minotau-
ro, son unicos.

Teseo, una vez muerto el minotauro y con el hilo de Ariadna
en su mano, ya no se siente ni en peligro ni perdido, el labe-
rinto es ya, para él, una senda conocida, ya no es un laberinto.

George F. Wats: Minotauros

LA NECESIDAD

La necesidad de encontrar el método es el tema central del
mito de Ariadna.

El mito

Ariadna era la hija de Minos, rey de Creta, y Teseo el héroe
ateniense que mat6 a Asterion, el Minotauro. Dédalo fue el
constructor del laberinto en cuyo interior moraba el toro
monstruoso, el hermano o alter ego de Ariadna. Teseo des-
truy6 al monstruo, eliminé la amenaza que pesaba sobre las y
los jovenes atenienses, que eran condenados a vagar por el
laberinto hasta caer victimas del Toro de Minos.

Ariadna, enamorada, le dio a Teseo un ovillo de hilo y sujet6
uno de sus cabos. Mientras Teseo se internaba en el laberinto
para matar a Asteridn, el ovillo se desenrollaba. Después,
enrollando el hilo, Teseo encontro la salida.

A resolver problemas se aprende
resolviendo problemas como a vivir
se aprende viviendo.

Mas tarde, el héroe abandoné a su libertadora, que pronto se
desposé con el dios Baco o Liber, quien le dio su nombre y le
regal6 una corona de estrellas: la Corona Boreal.

El deseo de disponer de un hilo que nos guie, como guié a
Teseo, ha hecho que el mito perviva en forma de metéaforas y
simbolos que son la sal y la pimienta de los poemas y los cuen-
tos.

Las metdforas y los simbolos

Metaféricamente, se denomina “el hilo de Ariadna“ a la pista
o, mejor, al indicio o indicios que llevan a dar con la pista ver-
dadera para resolver un asunto complicado...

Dédalo ha quedado como sinénimo de “complicacién’; “difi-
cultad” u “obstaculo” insuperables” (Vega, 1952)

Cuando los mitos se convierten en cuentos, los monstruos, los
problemas, el minotauro se convierten en brujas, ogros, dra-
gones y gigantes malvados; los atascos, los bloqueos, las des-
gracias, las dificultades toman la forma de hechizos maléficos;




el hilo de Ariadna se convertird en elemento auxiliar magico
Ariadna-Arihagne-Aracné es la arana que con su hilo teje el
laberinto de la vida, como Penélope y Laquesis. Estas, con
Cloto la hilandera y Atropo que corta el hilo vital, forman las
tres partes del camino: nacimiento, vida y muerte. Son las
Parcas. En Roma estaban representadas por tres estatuas, lla-
madas Tria Fata, que pasaron a estatus de Hadas en los cuen-
tos tradicionales, muy en particular en el cuento de todos los
cuentos: La bella durmiente.

Foto: Pilar Moreno

En los cuentos, el papel de Ariadna pasé al hada buena, la que
libera de los maleficios, la que ayuda a salir de los problemas,
la que acompana en el viaje, la que, con su varita magica, rea-
liza el milagro. Ariadna posee el hilo, el método para alcanzar
la idea feliz, el jeureka! o el jaja!

Ariadna es EL CAMINO, pero... {las hadas no existen!

SUMA 57
Febrero 2008

UN PROBLEMA ES UN LABERINTO

Los Problemas Como Laberintos

Hoy, cuando la vida virtual nos tiene atrapados o navegando
en el caos laberintico de la telarafia mundial, sentimos que no
perder el hilo es mds necesario que nunca, porque, cada pro-
blema es un laberinto, con su entrada; sus calles; sus plazas,
como bellos oasis, donde todavia no hemos vencido al mino-
tauro pero donde podemos encontrar agua fresca y alimento
con el que reponer fuerzas y continuar el camino; sus callejo-
nes sin salida, que nos obligan a decidir si retrocedemos o nos
quedamos ahi disfrutando de ese recorrido; sus cruces y bifur-
caciones, en las que hay que tomar una decisién sobre qué
calle tomar. Tal vez acertemos el camino de salida, si existe; tal
vez exista y no lo encontremos. Tal vez descubramos la forma
mas eficaz de salir. En cualquier caso, el camino recorrido for-
mard parte de nuestra experiencia.

Todo lo dicho hasta aqui, es valido para una clase particular
de problemas: los problemas de matemadticas, siempre que
queramos entrar en ellos. Polya lo veia asi:

“Los problemas que ponen en juego varias incognitas,
varias investigaciones y varias condiciones entreveradas,
son a menudo verdaderos laberintos; los crucigramas, la
construccion de figuras geométricas complejas proporcio-
nan buenas ilustraciones. En la resolucion de estos proble-
mas, se presenta una eleccion en cada etapa.”

Existe gran cantidad de literatura sobre la didactica de la reso-
lucién de problemas. Las mejores aportaciones, a grandes ras-
gos, coinciden en lo fundamental: Pappo, Descartes, Polya,
Burton, Schoenfeld, Guzmén, Grupo Cero, etc.

Todos ellos dedicaron mucha energia al andlisis, pero nunca
se despistaron de la mdxima bésica mencionada més arriba: “a
resolver problemas se aprende, resolviendo problemas”

Dice el TAO, que se tradu-

ce como el camino, la via,

el método, la direccion o el V.

curso: “el Tao que puede

nombrarse no es el Tao”. —

Sinograma del Tao
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Por otra parte, lo que importa mientras se aprende a resolver
problemas, es mas ese camino unico e irrepetible seguido por
quien aprende, que el resultado, o resultados del problema
mismo. Camino dificil de evaluar en pruebas escritas, en con-
textos hostiles y con tiempos limitados.

Llevamos largo trecho hablando del procedimiento de resolu-
cién de problemas, aceptando ticitamente que estamos de
acuerdo en la convencion que existe tras ese término, pero,
¢lo estamos?, ;qué significa resolver un problema?, ;qué es un
problema?, ;lo que es un problema para unos lo es también
para el resto?

Un ejemplo:

Sabemos que Diofanto revolucioné las matemdticas a raiz,
entre otras, de una de sus decisiones mas conocidas, una deci-
sion politica, no matemdtica. Los problemas, hasta entonces,
solian venir enunciados como historietas miticas, con lo que
introducian contextos paganos que, a Diofanto, cristiano
devoto, le molestaban. Decidié eliminar esos contextos y, de
ese proceso de abstraccion en que se metid, surgié el algebra
sincopada, tan fructifera.

Una de esas historietas, la de las manzanas robadas, es uno de
los epigramas, el tercero, de la Antologia Palatina. Como es de
suponer, es una historieta anterior a Diofanto, lo que deja
claro que se proponia con la intencion inevitable de que se
resolviera sin el auxilio de algebra simbolica alguna.

;Podéis enfrentaros a esta resolucion con la misma tranquili-
dad mecanica que lo hariais de poder utilizar el aparato alge-
braico?

Asi se dirigié Cipria a Eros cabizbajo:

“sQué dolor, hijo mio, te aqueja? Y él le respondio:
“Las Musas de Pieria me robaron y se repartieron,
Unas manzanas del Helicon que llevaba yo en mi seno
Clio tomé la quinta parte; la doceava,

Euterpe; la octava le tocé en suerte a la divina Talia;
Melpémene se llevé la veinteava; Terpsicore

La cuarta; Erato, del total un séptimo;

Polimnia me despojo de treinta manzanas;

Jqué significa resolver un problema?, ;qué es
un problema?, ;lo que es un problema para
unos lo es también para el resto?

Urania, de ciento veinte; y Caliope se marché arrebatdndo-
me trescientas.

Vengo a ti, pues, con las manos mds ligeras,

Con estas cincuenta manzanas que las diosas me dejaron”

Y la solucion?, ;es la solucién un concepto claro?

El siguiente enunciado es una buena herramienta para pro-
bar que la respuesta es negativa.

Un hombre sale de su casa, camina 10 km al sur, dobla y
camina 10 km al este y después vuelve a doblar y camina
otros 10 km al norte. Tras este recorrido se encuentra de
nuevo en su casa, donde lo estd esperando un oso ;de qué
color es el 0so?

Los Laberintos Como Problema

Resolver un laberinto por primera vez puede ser un problema.
La segunda, como le ocurre al juguete de Shanon “el ratén en
el laberinto’, puede dejar de serlo. El ratén del juguete, la
segunda vez, recorre el laberinto linealmente sin que le asalte
ninguna duda durante el trayecto. Para él, ese laberinto ya no
es un problema. La pregunta obvia ante este juguete es: ;como
se las arregla el ratén para aprender tan rapido? En sentido
mds amplio:

cCémo cruzar un laberinto sin perderse ni aturdirse?

En febrero de 1987, en la seccién Taller y Laboratorio de la
revista Investigacion y Ciencia, Jearl Walter, titulaba con ésta
pregunta su articulo. Lo comenzaba con otra serie de pregun-
tas como:

+;Cual es la mejor manera de adentrarse en un laberinto desde
la puerta y encaminarse a una meta interior?

+¢Hay algiin modo de alcanzar ésta y regresar al punto de par-
tida sin hacer dos veces el mismo camino?

+;Puede evitarse el dar vueltas interminablemente?

Supongamos que alguien se da cuenta de que se ha perdido
+;Cémo hallar el camino de retorno a la entrada sin adentrar-
se maés en el laberinto?

El problema y sus subproblemas se plantean en los nudos con
ramificaciones, en los que hay que elegir un camino, tomar
una decisién respecto la ruta a seguir.



El éxito de la estrategia elegida depende del tipo de laberinto.
En el de Creta, basta con seguir el hilo de Ariadna o tocar
siempre la pared de tu derecha, tal como han aprendido los
ratones de laboratorio.

Si el laberinto es mas complejo, si tiene bucles, conviene sim-
plificar su plano mediante una deformacién topolégica, para
formar un grafo, tal como hiciera Euler en el famoso proble-
ma de los puentes de Koenigsberg.

C
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Problemas De Laberintos

La orquidea

Busca una linea que corte una y sélo una vez a cada uno
de los once arcos de la orquidea.
No estd permitido pasar por los vértices.

La oveja, el lobo y la col

Observa el laberinto que representa el grafo. Tiene una
entrada y dos salidas: una guardada por un LOBO y otra
en la que hay una COL. Una OVEJA estd en la entrada y
avanza por el laberinto. En cada cruce elige al azar uno de
los dos caminos posibles. Si llega a la col, sale del laberin-
to relamiéndose, pero, si tropieza con el lobo, estd irremi-
siblemente perdida
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¢Cudl es la probabilidad de que salga del laberinto con
vida y bien alimentada? ;Y de que se la coma el lobo?

La cueva

Varios excursionistas se han perdido en una cueva de la
que parten cuatro caminos.

&

Uno de ellos conduce al exterior en una hora; otro dos for-
man un bucle que se tarda en recorrer, de vuelta a la
cueva, un dia, tanto en un sentido como en el otro; el res-
tante es un camino sin salida, del que deberdn retroceder
e invertirdn en ello dos dias.

Como no llevan ninguna luz y la cueva estd oscura y llena
de obstdculos, eligen, cada vez que hacen un intento de
salir, uno de los cuatro caminos al azar.

Si sélo tienen comida y agua para sobrevivir hasta tres

dias, ;qué proporcion de excursionistas crees que logrard
é

salir de la cueva?

Si tuviesen alimentos para subsistir indefinidamente,
Jcrees que se salvaria todo el grupo?

¢ Cudnto tiempo crees que tardaria cada excursionista en
salir, por término medio?
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Soluciones

Dar soluciones, tal como indica el titulo de este epigrafe, seria
contradictorio con el contenido de todo el articulo.

Invitamos a los lectores y lectoras de esta seccion a que se
adentren en el laberinto, que se impliquen en la resolucién de
los problemas aqui enunciados y que nos comuniquen sus
hallazgos, experiencias y observaciones. De buen seguro que,
si lo hacen, por los vericuetos de su laberinto particular,

encontrardn preguntas que se podran transformar en nuevos
enunciados. Si les apetece compartirlos en esta seccion, seran
bienvenidos, de modo que E! hilo de Ariadna nos enredard en
un proyecto comun, tejido con los recorridos irrepetibles pro-
vocados mutuamente.

Quienes querdis formar parte de esta telarana particular
podéis enviar vuestra colaboracién a: ariadna@revistasuma.es

EL HILO DE ARIADNA 1
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LOS CRIMENES DE OXFORD

Guillermo Martinez

Ediciones Destino, Coleccién Ancora y Delfin
Volumen 992. Barcelona.

Barcelona, Marzo de 2004 (1 Edicién)

ISBN: 84-233-3601-8.
212 paginas

resentamos en esta ocasién un libro de reciente publica- uno de los légicos mds eminentes del siglo, Arthur
cidén, que se ha convertido en un indiscutible éxito editorial y Seldom, y el primero de una serie de crimenes.
que, en la actualidad, también se ha convertido en otro éxito Mientras la policia investiga a una sucesion de sospe-
cinematografico con la adaptacién realizada por el director chosos, maestro y discipulo llevan adelante su propia
espanol Alex de la Iglesia. investigacion, amenazados por las derivaciones cada

vez mds arriesgadas de sus conjeturas. Los crimenes de
En la presentacion que aparece en la contraportada podemos Oxford, que conjuga los sombrios hospitales ingleses
leer: con los juegos de lenguaje de Wittgenstein, el teorema

Pocos dias después de haber llegado a Oxford, un joven
estudiante argentino encuentra el caddver de una
anciana que ha sido asfixiada con un almohadén. El
asesinato resulta ser un desafio intelectual lanzado a

Constantino de la Fuente Martinez
literatura@revistasuma.es
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de Godel con los arrebatos de la pasion y las sectas
antiguas de matemdticos con el arte de los viejos
magos, es una novela policiaca de trama aparentemen-
te cldsica que, en el sorprendente desenlace, se revela
como un magistral acto de prestidigitacion.

Nuestro comentario

La obra que nos ocupa es el relato, en primera persona, de los
acontecimientos vividos por un joven matematico argentino,
unos anos antes, durante su estancia en Oxford becado por un
ano y con el “propdsito secreto de inclinarse hacia la Légica..”
La accién discurre durante casi tres meses, desde su llegada a
principios de abril de 1993 hasta el 25 de junio del mismo afio.

Hay una constante a lo largo de esta magni-
fica novela: la basqueda de la verdad como
objetivo irrenunciable y, simultdneamente,
como meta inalcanzable. El autor nos lo
ilustra con multiples ejemplos del conoci-
miento cientifico: el teorema de Godel, el
principio de incertidumbre de Heisenberg,
la limitacién de los sistemas filoséficos que
parten de unos primeros axiomas, la bus-
queda del término general de una sucesidn;
todo ello con variadas situaciones y temati-
cas de la vida: el conocimiento del otro y de
su realidad interior, el especticulo de la
actuacion de un mago de cartas, o la resolu-
cién de cualquier investigaciéon criminal,
aunque sea de “crimenes imperceptibles”.

Paralelamente, el narrador nos va provocando diferentes sen-
saciones y estados emocionales: desde la serenidad y el sosie-
go que se desprenden de los ambientes intelectuales en los
que se desenvuelve, hasta la angustia y el agobio preocupan-
tes del hospital de los “siete pisos’, sin olvidarnos de la intran-
quilidad creciente que nos van generando las investigaciones
sobre la autoria de los crimenes que dan titulo al libro.

Es muy curioso y sorprendente cémo una segunda lectura de
la obra nos permite descubrir en profundidad los multiples
matices de las situaciones que, claro estd, se nos muestran

El asesinato como acertijo, el crimen como desafio inte-
lectual. Una fascinante indagacion detectivesca con
Oxford como escenario.

como recuerdos del narrador, pero que tienen una clara cone-
xi6n con la idea clave del final de la obra: la légica de las rela-
ciones de parentesco es la légica de los sentimientos y, por
tanto, es otra légica diferente a la matematica. Esos detalles
contribuyen a que nos vayamos dejando llevar mds pldcida-
mente hasta el desenlace final...; un desenlace inesperado,
muy aprovechable desde el punto de vista cinematografico.

Los conocimientos matematicos casi nunca
ocupan el primer plano de la accién, como
cuando el personaje principal decide no
acudir al famoso seminario de Cambridge
porque tenia un cita amorosa. Aun asi van
desfilando personajes, desde Pitagoras
hasta Andrew Wiles; simbolos eternos,
como la vesica piscis o la tetraktys griega;
ideas y conceptos del conocimiento mate-
matico, como demostracion, conjetura,
paradoja, teorema, etc. Esta circunstancia
hace que el autor consiga, para el publico en
general, un inmejorable equilibrio entre los
temas cientifico-matemdticos y los de la
vida cotidiana, y que podamos afirmar sin
ningun género de dudas que nos encontra-
mos ante una verdadera novela matemati-
ca, segin nuestra acepcién habitual.

Para terminar recordaremos que, asi como Paul Erdés decia
que las demostraciones matemdticas que son modelo de
belleza y estética estin sacadas del Libro de las
Demostraciones que Dios (el Fascista Supremo segun él) ense-
na de vez en cuando a algunos mortales antes de que pasen a
ser inmortales, estamos en condiciones de conjeturar que
Guillermo Martinez, el autor de la obra que nos ocupa, tam-
bién ha sacado su novela del Libro de las Novelas, homdlogo
al de las demostraciones.
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Una propuesta de trabajo en el aula
—

Son muchos los temas que podriamos sacar del libro para ser llevados al aula, por lo que nos hemos
visto en la disyuntiva de tener que descartar algunos, sobre todos los relacionados con los funda-
mentos de la matematica, que desbordan las posibilidades de nuestros alumnos y alumnas de ESO

o Bachillerato.

En esta seleccion nos hemos quedado, esencialmente, con las sucesiones, las ternas pitagéricas y,
sobre todo, un recorrido histérico por el Ultimo Teorema de Fermat.

Antes de concretar la propuesta para la clase, conviene recordar que, cuando se hace mencion de
alguna pdgina del libro, ésta se refiere a la primera edicion, en marzo de 2004.

Dicho esto, pasamos a enumerar las actividades.

1. Unos cuantos nombres

En el libro aparecen los nombres de varios matematicos:

- Kurt Godel - Andrew Wiles

- Pierre Fermat - Euclides

- Ernst Eduard Kummer - Leonardo de Pisa (Fibonacci)
- Alan Turing - Pitdgoras

- Goro Shimura - Yutaka Taniyama

- Nicolas de Cusa - Ludwig Wittgenstein

- Ernst Zermelo - Diofanto

- Alfred Tarski

A) En esta lista se nos ha colado un nombre que no aparece en
la novela. ;Quién es? Escribe una breve biografia sobre €I,
haciendo hincapié en sus aportaciones al conocimiento mate-
matico.

Carta de Martin a Lorna:

“Oh Dios, haz que el amor entre ella y yo sea parejo,
que ninguno rebase al otro,

Haz que nuestros amores sean idénticos,

como ambos lados de una ecuacion”

(sacado del ruego de Qais ben-al-Mulawah en
uno de los versos para Laila)

B) Ordena cronolégicamente la lista anterior con las fechas de
nacimiento (en algun caso aproximada) y muerte (si es el
€aso).

2. Una de sucesiones
En el libro aparecen, en diferentes momentos, varias sucesio-
nes.
A) Escribe los primeros términos de las tres mas representa-
tivas.
B) Propén dos posibles continuaciones diferentes para cada
una de las sucesiones del apartado anterior, explicando el cri-
terio que utilizas.
C) Teniendo en cuenta el principio estético a priori que se
explica en la pagina 77, averigua los términos siguientes y el
término general de las siguientes sucesiones:

«1,4,916, ..

«2,5,8,11, ...

« 15, qe, 12, de, 58, co, 23, _ _, ...

«2,6,12, 20, ...
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D) En la Universidad de Michigan hay un grupo de investiga-
dores sobre la creatividad humana llamado FARG (en siglas
inglesas). Uno de los programas de ordenador, llamado
Copycat, resuelve problemas sobre analogias como el siguien-
te:

abc cambia a abd. Hacer [o mismo con ijk

La mayoria de la gente responde ijl. ;Por qué crees ta que sera
asi? Otras respuestas han sido ijd, ijk, abd. ;Con qué criterios
podemos proponer estas respuestas?

Resuelve la siguiente variante, dando mds de una respuesta
posible:

abc cambia a abd. Hacer lo mismo con kji.

3. Circulo, pez, triangulo, tetraktys, ...

Esta misteriosa sucesion aparece intermitentemente a lo largo
de las paginas del libro. Vamos a estudiarla con un enfoque
matematico

A) Tomemos el primero de los términos: el circulo. En la pagi-
na 155 se habla de un método para obtener la longitud de la
circunferencia a partir de poligonos regulares inscritos, cada
vez con mayor numero de lados. Suponiendo que el diametro
de la circunferencia es 1, calcular el perimetro de un poligono
regular de n lados, inscrito en ella. Cuando n sea muy grande,
¢hacia qué valor se va acercando el perimetro?

B) Haz lo mismo con poligonos circunscritos a la circunfe-
rencia.

C) Nos vamos a fijar en el segundo término de
la sucesion: el pez o vesica piscis. Se puede
construir como la parte comun a dos circulos
del mismo radio, de forma que la circunferen-
cia de cada uno pasa por el centro del otro.

Suponiendo que los

radios de los circulos a

valen 1, demuestra

que los tridngulos de

la figura son todos

equilateros, calcula la

distancia AC y el area

del triangulo ABD.

;Cudl es el drea de la

vesica piscis? ] c B

D) El tercer término de la sucesién o
es el tridngulo equilatero. Esta figu-
ra geométrica es muy familiar, y de
ellas conocemos muchas cosas. Para e 6 €
que repases o profundices en ella, te
vamos a plantear las siguientes
cuestiones:

- Calcula el drea de un tridngulo
equilatero conociendo la longitud del lado.

- Calcula la longitud del lado de un tridngulo equildtero cono-
ciendo el valor de su superficie.

- ¢Puede haber un tridngulo equildtero en el que su lado y su
drea sean nimeros enteros? Demuéstralo.

E) Llegamos al cuarto término: la tetraktys, que es la suma de
los cuatro primeros numeros naturales: 1 + 2 + 3 + 4 = 10.
También puede considerarse como el cuarto niimero triangu-
lar, pues éstos forman la sucesién 1, 3, 6, 10,.... Busca la expre-
sion general de los nimeros triangulares. ;Por qué se llaman
asi?

F)Demuestra que un numero cuadrado perfecto se puede des-
componer como suma de dos niumeros triangulares consecu-
tivos.

Seldon

"A los matemdticos siempre nos gusta tener la
sensacion de que podemos decir algo con
sentido."”

4. Ternas pitagoricas

En el libro también se habla de las ternas pitagéricas; son
numeros enteros positivos x, y, z, que cumplen la igualdad

x24y2=72

A) Encuentra varias ternas pitagdricas.
B) Demuestra que si a, b y ¢ son una terna pitagérica, enton-

ces n.a, n.b, n.c, siendo n un ndmero entero positivo, también
lo son.



C) Comprobar que las ternas de nimeros de la forma
2n+1, 2n2+2n, 2n2+2n+1,

siendo n un ndmero entero positivo, forman una terna pita-
gorica para cualquier valor de n.

D) Hacer lo mismo con la terna a2-b2, 2ab, a2+b2, siendo a y
b enteros positivos, con a mayor que b.

E) Encontrar otras ternas pitagoricas.

F) Fermat demostré que el drea de un tridngulo pitagérico (es
decir, cuyos lados forman una terna pitagérica) no puede ser
un numero cuadrado perfecto. Lo consiguié utilizando un
método de demostracion del que él fue su creador y que se
denomina del descenso infinito. ;En qué consiste este método?
¢Cbémo se aplica en este caso?

n>2

5. Fermat y su Conjetura

Un personaje del libro comenta en la pagina 143 que la
Conjetura de Fermat o el Ultimo Teorema de Fermat “no es
mds que una generalizacién del problema de las ternas pita-
goricas..”

A) Escribe el enunciado de la Conjetura de Fermat. ;Dénde
aparecié por primera vez?
Comenta su relacion con las
ternas pitagoricas.

B) Escribe, de forma resumi-
da, la biografia de Pierre de
Fermat, también llamado “el
principe de los aficionados”
¢Por qué se le llama asi?

C) Partiendo de la idea de
que el drea de un tridngulo
pitagérico no puede ser un
numero cuadrado perfecto,
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Fermat demostrd que su conjetura era cierta para n=4. ;Cémo
lo hizo?

D) Mas tarde demostr6 que también era cierto cuando n sea
un multiplo de 4. ;Cémo lo hizo?

E) Demuestra que si el Ultimo Teorema de Fermat es cierto
para un exponente n, también lo serd para todos los multiplos
de n.

F) Teniendo en cuenta el anterior resultado y como todo
numero mayor que 2 es divisible por 4 o por un nimero
primo impar, s6lo es necesario demostrar su veracidad cuan-
do el exponente sea un numero primo impar (porque para
n=4 ya lo demostro él). Justifica de alguna forma que el enun-
ciado en negrilla es cierto.
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6. La Conjetura a través de la historia

Fermat también afirmé que tenia la demostracién para n=3,
pero no se conoce.

A) Leonard Euler, un siglo después, publicé la demostracién
para n=3, pero tenia un fallo... ;Qué método de demostracién
utiliz4? ;Cudl es el fallo que contenia?

B) En el siglo XIX, concretamente en 1828 y 1830, dos mate-
madticos demostraron la validez del teorema para el caso n=5,
utilizando el método de Euler mejorado. ;Quiénes lo consi-
guieron?

En 1839, Gabriel Lamé demostré el caso n=7 y el 1 de marzo
de 1847 Lamé anunci6 haber encontrado una demostracion
general de la Conjetura de Fermat, valida para todo exponen-
te n, pero la demostracién también tenia un fallo... Esto dio
lugar a una lucha frenética entre él y otro matematico por ser
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el primero en tenerla. Casi quince dias mds tarde, el 17 de
marzo de 1847, Lamé y el otro matemadtico presentaron en la
Academia de Ciencias de Paris sendas demostraciones...

C) Averigua el nombre del otro matematico y lo que pasé con
estas pruebas del teorema. Cuenta el desarrollo y el desenlace
de este episodio histdrico.

7.Y la historia sigue...

El 17 de mayo de 1847 Joseph Liouville ley6 una carta en la
Academia de Ciencias de Paris, por la que iban a cambiar
muchas cosas en la historia de los intentos de demostracion
de la Conjetura de Fermat.

A) ¢Quién habia escrito esa carta? ;Qué decia en ella?

B) Ese mismo ano, el autor de la carta, demostré la veracidad
de la conjetura para bastantes ndmeros, muchos més que
hasta entonces... ;Qué demostré concretamente?

C) La Academia de Ciencias de Paris, en 1854, cre6 un premio
de 300.000 francos para quien resolviera el problema. En
1858, la Academia concedid, a nuestro personaje misterioso,
un premio, pero no el de los 300.000 francos. ;Qué fue lo que
le dieron?

D) Retine los principales datos de la biografia de este mate-
matico.

'E LEONHARD EULER 1707-1783

= ASES/ A p

8. Llegamos al siglo XX

A o largo del siglo XX, y sobre todo con la aparicién de los
ordenadores, se fue estableciendo la veracidad del Ultimo
Teorema de Fermat para valores mas grandes del exponente n:

- En 1923 se formul6 una conjetura que dice que la ecuacion
de Fermat, para n mayor o igual que 3 posee, a lo sumo, un
numero finito de soluciones enteras. Esta conjetura se demos-
tré en 1983.

- En 1970 se demostr6 su certeza para n primo menor que
30.000.

- En 1980 para n primo menor que 125.000.

A) ;Quiénes son los auto- _ ] )
res de estas demostracio- i ] J.'F*" |
nes? o

Asi mismo, en 1955, un
matemadtico plante6 un
problema sobre funciones
elipticas que, junto con las
generalizaciones afadidas
por otros dos matemdticos,
se denomind la Conjetura

de ...

Andrew Wiles

B) Averigua el nombre de estas tres personas y el enunciado
de la conjetura.
9. Y acabamos otra vez en el libro...

Después de este paseo a través de la historia de las matemati-
cas, llegamos a los dias de la accién de la novela y leemos:

“El miércoles 23 de junio me desperté cerca del medio-
dia..” (pdg 184)

“Alli estaba el breve mensaje que se propagaba como
una contraseria a todos los matemdticos a lo largo y




Andrew Wiles a los 10 afios

ancho del mundo: ;Wiles lo habia conseguido! No habia
detalles sobre la exposicion final, sélo se decia que la
demostracion habia logrado convencer a los especialis-
tas y que una vez escrita podria llegar a las 200 pdgi-
nas!(pdg 185)

Este acontecimiento habia comenzado dos dias antes en un
Seminario en el Instituto Isaac Newton de Cambridge.

A) ;En qué ano se produjo esta noticia y quién es su protago-
nista?

B) La realidad nos dice que, algo menos de dos afios mads
tarde, la comunidad matemaética dio su beneplcito oficial a la
validez de la prueba. ;Cudndo ocurrié esto? ;Cémo se publi-
caron de forma impresa los resultados?

C) Recopila todas las informaciones que puedas sobre el pro-
ceso de trabajo, los afios dedicados al tema, las impresiones

personales del protagonista, etc, y exponlas aqui..

LITERATURA Y MATEMATICAS W

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Yutaka Taniyama
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Andrew Wiles en 2007

Seldon:

"El crimen perfecto no es el que queda
sin resolver sino el que se resuelve con un
culpable equivocado.”

DAVIS, P. y HERSH, R. (1989): “Experiencia matemdtica’ Ed.
Mec-Labor, Barcelona.

HAKEN, H., HOFSTADTER, D. R. y otros (1990): “Sobre la
imaginacion cientifica. Qué es, cémo nace, como triunfa
una idea’ Ed. Tusquets, Barcelona.

Investigacion y Ciencia (1995) “Grandes matemdticos. Temas
17 Ed. Prensa Cientifica, S. A., Barcelona.

STEWART, L. (1998): “De aqui al infinito. Las matemdticas de
hoy” Ed. Grijalbo Mondadori, Barcelona.
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mentro de dos afios, nos vemos en Gerona 2009...
“He disfrutado muchisimo’, “Me he sentido muy a gusto en
Granada’, “Dias inolvidables”.. Después de un curso muy
largo y a pesar del fuerte calor; eran las 10 de la noche del 7
de Julio, tras la clausura de las XIII JAEM. Estas y otras cosas
similares se podian oir.

Cerca del millar de personas, todos interesados en la educa-
cion matematica, en sus diferentes etapas: Educacion Infantil,
Primaria, Secundaria o Adultos, Universidad, del campo de la
investigacién y, como no, estudiantes. La juventud siempre
presente, independientemente de la edad. Una experiencia
interesante que permitié la interaccién y el encuentro entre
los distintos niveles. Es destacable la cantidad de jévenes pro-
fesores y docentes, muy valioso para el futuro de la ensefian-
za de las matematicas.

Fueron 4 dias muy intensos tanto a nivel profesional como
personal. Se trata del evento matematico mas importante de
los que se organizan en toda Espaiia y que se celebra cada dos
anos. En €l se entreg6 el premio Gonzalo Sianchez Vazquez,
que en esta ocasién recayé en Maria Antonia Canals i Tolosa.

@) 1

Bajo el lema “El profesorado de matematicas mira hacia el
futuro’, las XIII Jornadas para el Aprendizaje y Ensefianza de
las Matemadticas han estado organizadas por la Sociedad
Andaluza de Educacién Matemdtica THALES. Conscientes
de la importancia de las matematicas. Del papel fundamental
que desempeiia la educacién matematica, sobre todo en los
niveles de primaria y secundaria, para la comprension de
conceptos bésicos y el desarrollo del pensamiento racional de
la persona. De las aplicaciones que tiene para la ciencia, la
tecnologia, la economia, las comunicaciones y otros muchos
campos. Centradas en el papel del profesor, tuvieron lugar del
4 al 7 de Julio en Granada, en la Facultad de Ciencias de su
Universidad.

Contamos con la presencia de auténticos maestros. D. Luis
Rico Romero pronuncié la conferencia inagural con el titulo
de “Herramientas matemadticas y competencias escolares”
Nos sorprendié la forma tan sencilla con la que D. Abrahan

Luis Berenguer Cruz
Coordinador General de las XIII JAEM

£
35
£
<=
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Arcavi dijo cosas tan importantes de la ensefanza de las
matemadticas en “Hacia una vision integradora de la ensefian-
za y el aprendizaje de las matematicas” que rozaba la simplici-
dad. Nos adentramos en el universo mégico y sorprendente de
las Matematicas alternativas con D. Antonio Pérez Sanz y
“{Malditos sean la regla y el compas!” La clausura corrié a
cargo de D. Rafael Pérez Gémez y sus “37°” Nos “ensennd” La
Alhambra a todos los presentes y despidio6 las JAEM dejando
un gratisimo sabor de boca.

En jornada de manana y tarde, la agenda estaba apretadisima.
Tal era la cantidad y calidad de las ponencias, comunicacio-
nes o grupos de debate que todos encontrabamos asuntos de
interés en cada momento, el problema era por cudl decidir-
nos. En los talleres se participé masivamente. La alta partici-
pacion contribuyé a aumentar atn mds la temperatura.
Destacar la presencia y colaboracién de los voluntarios de
“rojo’; siempre dispuestos.

El congreso también contaba con una parte menos académi-
ca. Los acompanantes no fueron olvidados. Tuvieron su pro-
grama de actividades que incluia visitas turisticas y gastroné-
micas a la ciudad y provincia. Las exposiciones “Geometria de
Metal” B. Pradas, “Numeros y Figuras” Zalemo y “De Cerca,
Naturaleza y Forma” L. Morales estaban abiertas al publico, al
igual que los Zocos o el stand comercial. Nos deleit6 el cuadro
flamenco del Sacromonte. Vimos teatro’Matemdtica es nom-
bre de mujer’;, “Del color del cristal con que se mira. Crénica
de un curso escolar”. Visitamos La Alhambra, (los més afortu-
nados). La cena en el Carmen de los Mértires fue “doblemen-
te mégica”

Obsequios los hubo también. Los esparragos buenisimos. Los
regalos que se entregaban cada dia con las firmas son pura

“artesania’; auténticas joyas y no s6lo matematicas.

Fue complicado atender a tanta gente, mucha mas de la pre-

vista. La cordialidad y buena disposicion suplié con creces
cualquier imprevisto o fallo. El lenguaje matematico es uni-
versal y pese a tratarse de un evento a nivel nacional, fueron
muchos los docentes extranjeros que se sumaron a las jorna-
das. Nos hicieron participes de las experiencias educativas
que se llevan a cabo en sus paises y compartieron unos dias
con nosotros enormemente enriquecedores.

El éxito de las JAEM ha sido de todos: la hospitalidad y belle-
za de Granada, la buena disposicién, amabilidad y eficacia de
la organizacién, que puso no sélo el corazén sino cantidad de
detalles que adornaron todo; el saber de los conferenciantes,
ponentes, comunicantes; y el interés, participacion y atencion
de los asistentes. Y en definitiva de TODOS los que con su
trabajo e ilusién permiten que las matematicas sigan ense-
ndndose. {Felicidades a todos!

Unas magnificas JAEM dificiles de olvidar. Seguro que en
ellas hemos aprendido cosas nuevas, hemos recargado las
pilas, nos hemos encontrado con y entre amigos. Ahora esta-
mos dispuestos a enfrentarnos a este curso con mds energia y
ganas, con mayor esperanza en al futuro de la ensefianza y
aprendizaje de las Matemdticas. En definitiva, han cumplido
ampliamente con las expectativas con las que las JAEM fue-
ron concebidas.

iNos vemos en las XIV JAEM!

Las XIII JAEM en cifras.

Participantes: 930

Paises de procedencia: Espafa, Portugal, Italia,
Méjico, Guatemala, Chile, ...

Voluntarios: 40

Conferencias plenarias: 4

Nicleos tematicos: 9

Ponencias: 35

Comunicaciones: 118

Talleres: 33

Zocos: 6

Grupos de debate: 4

Exposiciones: “Geometria del metal” B. Pradas,
“Numeros y figuras” F. Gonzalez Moreno, Zalemo y “De
cerca: Naturaleza y forma” L. Morales Rufo.

XIV
JAEM

2009

iNos vemos en Girona en 2009! B
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Programa

1 Dia, domingo 24 de junio

15:00 — 18:30 h Recepcion de participantes en la Universidad
Publica de Navarra.

19:00 h Bienvenida, inauguracién de la Olimpiada y
presentacién del programa.

20:00 h Salida hacia Puente la Reina en autobus.

20:30 h Entrega de credenciales, documentacién y material.
A continuacion entrega de camaras a los equipos
para el concurso de fotografia matematica.

21:00 h Distribucién de habitaciones.

21:30 h Cenay a las 23:45 h A dormir.

22:30 h Reunién de coordinadores.

2° Dia, lunes 25 de junio

9:15h Desayuno

10:00 h Realizacién de la prueba individual.

12:15 h Visita-paseo por la villa de Puente la Reina. Saludo de
la Alcaldia.

13:30 h Comida.

16:00- 21:00 h Recorrido en autobuis de una etapa del
Camino de Santiago: Obanos, Eunate, Estella, Irache.

21:30 h Cenay a las 24 horas a descansar.

22:30 h Reunioén de coordinadores.

3 Dia, martes 26 de junio

8:30 h Desayuno

9:00 h Salida hacia Pamplona.

9:45 h Saludo Consejero de Educacion.

10:00-12:30 h Prueba por equipos: Encierro Matematico.

13:00 h Recepcién en el Ayuntamiento de Pamplona.

14:00 h Comida en “Aranzadi”

16:00 h Paseo por Pamplona: Murallas, Parque de la
Taconera, Ciudadela, Parque Yamaguchi
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18:30 h Sesidn de estrellas en el Planetario de Pamplona.
20:00 h Salida a Puente.

20:45 h Recogida de las camaras de fotografia. Descanso.
21:30 h Cena y a las 23:45 h a dormir.

22:30 h Reunién de coordinadores.

4° Dia, miércoles 27 de junio

9:00 h Desayuno

9:30 h Salida hacia el Parque Natural Sefiorio de Bértiz
(Valle del Baztdn)

11:00 h Visita al jardin botdnico y breve paseo por el bosque.

14:20 h Comida

15:30 h Taller de Juegos matematicos.

17:00 h Salida de regreso hacia Puente. En Pamplona:
Partido de pelota para los alumnos y cata de vinos
para los adultos.

19:30 h Entrega de las fotografias para seleccionar y poner
pie.

21:30 h Cena despedida

24:00 h Felices sueiios.

5° Dia, jueves 28 de junio

9:00 h Desayuno

10:00 h Salida con equipajes

10:45 h Sesién de cierre en la Universidad Publica de
Navarra:
- Discusion y andlisis de los problemas planteados.
- “La magia en la teorfa de c6digos” por Pedro Alegria
y Juan Carlos Ruiz de Arcaute.
- Entrega premios.
- Clausura.

13:30 h Aperitivo de despedida.



a XVIII Olimpiada Matematica
Nacional

En el ano 1990, cuando acababa de nacer nuestra Sociedad
Navarra de Profesores de Matemdticas TORNAMIRA
Matematika Irakasleen Nafar Elkartea, tuvimos el encargo
de organizar la primera Olimpiada Matemdtica Nacional.
Eramos cinco Sociedades y hoy, gracias a la ilusién y el
esfuerzo de muchos profesores, celebramos la mayoria de
edad de la Olimpiada con la participacién de alumnos de
todas las Comunidades Auténomas y de algunos colegios
espanoles en el extranjero. En esta “puesta de largo” hemos
podido disfrutar todos con las matemadticas y ensanchar
nuestros lazos de amistad.

Breve relato sobre cé6mo ocurrié la XVIII OMN

Del 24 al 28 de junio de 2007, se celebré la XVIII Olimpiada
Matemadtica Nacional para alumnos de 2° de Educacién
Secundaria Obligatoria, convocada por la Federacién
Espaiola de Sociedades de Profesores de Matemadticas y
organizada por la Sociedad TORNAMIRA. A lo largo de los
cinco dias de duracién de la Olimpiada los 61 alumnos y
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alumnas y los 24 profesores y profesoras acompanantes (85
participantes), ademds de realizar las pruebas especificas de
Matemadticas, han podido disfrutar de otras actividades
ludico-recreativas como excursiones, visitas turisticas, visita
al Planetario, partido de pelota y otras.

A partir del medio dia del domingo dia 24, fueron llegando a
la Universidad Publica de Navarra los alumnos participantes
con los correspondientes profesores responsables, o con sus
familias en el caso de los procedentes de comunidades veci-
nas. Los chicos y chicas fueron formando grupo al que se les
unian otros conforme iban llegando. Para cuando salimos de
la Universidad ya se habian empezado a conocer.

Tras un breve acto de bienvenida salimos en autobus hacia
Puente la Reina que es donde iban a estar alojados. Tras la
cena, los alumnos jugaron y charlaron un rato, y mientras se
disponian a descansar tras, en alguno de los casos, un largo
viaje, el equipo organizador se reunia con los colaboradores y
coordinadores.

Julian Pérez Iturmendi

Marilo Eraso Erro

Coordinadores de la XVIII Olimpiada
Matemdtica Nacional 2007
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El dia 25, lunes, sin madrugar mucho y después de desayunar,
en la misma residencia los alumnos realizaron la prueba indi-
vidual. Desde las 10 hasta las 12 horas, los alumnos tuvieron
que resolver 6 problemas.

Hacia las 12:15 h, salimos de la residencia para realizar una
visita turistica a los lugares mas importantes de Puente la
Reina. En la visita nos acompand la responsable de la Oficina
de Turismo que con sus explicaciones amenas y didécticas nos
hizo muy agradable el recorrido. Finalizamos en el Puente
Romadnico, que segun cuentan da nombre a la localidad, y ahi
nos recibieron dos Txistularis, hicimos las fotos recuerdo y
nos recibi6 el Alcalde y una representacion del Ayuntamiento
en la Casa del Vinculo, préxima al puente. Después de comer,
hicimos un recorrido en autobus por una pequefia etapa del

En esta ocasion han participado

20 chicas y 41 chicos que han representado a
las 17 Sociedades participantes,

ademds de los centros esparioles en Marruecos,
Roma y Andorra.

Camino de Santiago. Visitamos: Obanos, pequenia localidad
del Camino, la Iglesia Romdnica de Eunate, Estella donde hici-
mos un recorrido turistico, y finalizamos en Irache visitando
la Fuente del Vino que permite a los peregrinos hacer un alto
en el camino y disfrutar de un trago de
vino de Navarra. De vuelta, en la residen-
cia, un poco de descanso, la cena, unos
juegos y patadas al bal6n y a la cama.

El martes dia 25, nos desplazamos a
Pamplona donde tuvo lugar la prueba
por equipos que denominamos “Encierro
Matematico” El autobus nos llevé hasta
el Departamento de Educacién que estd
situado justo donde da comienzo el
encierro de los Sanfermines. Tras cantar
al Santo, como lo hacen los mozos antes
de correr el encierro, fuimos recibidos en
el Departamento por el Consejero de
Educacién y el Director del Servicio de
Innovacién Educativa. Un breve saludo y
la entrega de unos obsequios-recuerdo
nos llevaron a comenzar la prueba a lo
largo del recorrido del encierro. Todos
nos habiamos vestido de pamplonicas
con camiseta blanca y panuelo y faja
rojos.

Esta prueba llam¢é la atencién de los
medios de comunicacién y en todo
momento varias camaras de TV y varios
reporteros fueron tomando imdgenes y
entrevistando a los alumnos y a los profe-
sores. En los escaparates de los comer-
cios del recorrido del encierro, coloca-
mos las reproducciones ampliadas de
sellos y sus correspondientes leyendas de
personajes y motivos matemadticos que
nos habian prestado nuestras compaiie-
ras de Andorra. También se invitaba a los
viandantes a que participaran en la fiesta
de las matemadticas resolviendo unas
pruebas que se habian preparado al efec-
| to. Al final se sortearon unas camisetas
o entre los participantes.

Foto P. Corcho




Al finalizar la prueba, nos recibi6 la sefora alcaldesa Dofa
Yolanda Barcina. Tras unas amables palabras, Julidn Pérez, en
nombre de todos, le agradecié su colaboracion y apoyo con la
olimpiada y un alumno y una alumna le entregaron un ramo
de flores y un ejemplar de las pruebas que habian tenido que
resolver los participantes. Subimos a la planta superior del
Ayuntamiento donde nos ofrecié un aperitivo y donde pudi-
mos estar en el balcon desde el que se lanza el cohete-chupi-
nazo que da comienzo a las fiestas de San Fermin. Al finalizar
nos desplazamos hasta un complejo deportivo municipal
“Piscinas Aranzadi” donde el Ayuntamiento nos obsequiaba
con la comida.

Después de comer y dando un paseo por las murallas, la plaza
del Castillo, la Ciudadela y el parque de Yamaguchi, llegamos
al Planetario de Pamplona donde disfrutamos viendo las
estrellas. Desde alli volvimos a Puente.

El dia 27 miércoles, después de desayunar visitamos el
Senorio de Bértiz. El tiempo que tuvimos en todo el trayecto,
lloviendo, nos hacia pensar en un dia desagradable, pero al lle-
gar a Bértiz, despejé y nos permitio realizar un bonito paseo
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por el jardin y adentrarnos un poco en el bosque. Las explica-
ciones de la guia contribuyeron a que la visita fuera amena,
instructiva y muy agradable. Comimos en un restaurante cer-
cano y después de comer, Albert Violant dirigi6é una sesién de
juegos que tuvo atrapados a alumnos y profesores hasta tal
punto que fue dificil levantarlos de las mesas para emprender
el viaje de regreso. En Pamplona hicimos un alto y los alum-
nos fueron a ver un partido de pelota en un frontén y los adul-
tos tuvimos ocasién de probar unos vinos navarros en una
cata dirigida que nos ofreci6é un amigo en una vinotera. Hacia
las ocho de la tarde fuimos a Puente ya que teniamos que pre-
pararnos un poco para la cena de despedida.

Hubo también representantes de los centros
del Pais Vasco, donde no hay por ahora una
sociedad federada. A los participantes les
acompariaron 24 coordinadores y el equipo
local organizador.
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La cita era en el Restaurante Jakue de Puente la
Reina a las 9:30 p.m. Nos acompaiaron el
Consejero de Educacion, la alcaldesa saliente de
Puente la Reina, y varios companeros profesores
que han colaborado en distintas actividades. La
cena estuvo muy bien y al final los alumnos y
alumnas pudieron bailar un poco. Debemos
resaltar el estupendo comportamiento de los
alumnos que sorprendié al personal del restau-
rante y por lo que nos felicitaron.

A lallegada a la residencia el jurado formado por
los profesores, tuvo que valorar y premiar las
fotos que durante los dias pasados habian reali-
zado los alumnos.

Llegé el dia de partida. El jueves 28, después de
desayunar fuimos en autobids a Pamplona. En el
saléon de actos del edificio “El Sario” de la
Universidad Pudblica de Navarra iba a tener lugar
el acto de clausura con la entrega de premios.
Antes de comenzar el acto, hubo una sesién de andlisis y dis-
cusion de los problemas que se habian planteado y resuelto en
los dos dias de pruebas. La sesidn, abierta a profesores, alum-
nos y padres, fue dirigida por nuestro compaiiero Javier
Etxeberria y resulté muy interesante. A continuacién Pedro
Alegria (matematico y aficionado a la magia) y Juan Carlos
Ruiz de Arcaute (mago y aficionado a las matematicas), ofre-
cieron una pequena, por breve, actuacién de titulo “La magia
en la teoria de cddigos” que hizo disfrutar un rato a los asis-
tentes. De ahi se paso al acto final, que estuvo presidido por el
Rector de la Universidad Publica de Navarra, D. Julio
Lafuente, ademds matematico y socio de Tornamira, y por el
Consejero de Educacion D. Luis Campoy a los que acompa-
naban en la mesa, José Ramoén Pascual y Floreal Gracia.

Se entregaron los diplomas a todos los participantes alumnos
y profesores, y las menciones de honor a los premiados en las
pruebas: individual, de equipos y de fotografia. Después de
realizar las fotos recuerdo disfrutamos de un aperitivo y llegd
el momento de las despedidas.

Premiados en la XVIII Olimpiada Matematica
Nacional.

Las Menciones de Honor fueron para los cinco primeros
clasificados en la prueba individual (por orden alfabético)

- Inés Laura Dawson Andalucia
- Fernando Etayo Rodriguez Cantabria
- David Pardo Simén Valencia

- Rafael Sanchez Bailo Aragén

- Norberto Vera Vélez Valencia

Fotos P. Corcho

El premio en la prueba por equipos correspondi6 al equipo
PITAGORAS formado por:

- Alberto Diaz Dorado Andalucia
- Julia Falo Sanjuan Aragén

- Pablo Garcia Alonso Asturias

- Joan Rafel Bisbal Mayol Baleares

Y el premio de Fotografia Matematica recay6 al equipo for-
mado por:

- Albeto Diaz Dorado Andalucia

- Jorge Moliner Malaxechevarria  Castilla Le6n
- Pedro Soria Postigo Madrid

- Norberto Vera Vélez Valencia

Al finalizar el acto de entrega de premios, entregamos el tes-
tigo y “la antorcha” a nuestros amigos de Murcia en la perso-
na de Ascension Ferndndez Vicente, a la que damos todo
nuestro dnimo y deseamos toda la suerte en la organizacién
de la XIX Olimpiada Matemética Nacional. M

Se puede encontrar informacién de la XVIII OMN en las
siguientes paginas:

www.villafrancadelosbarros.es/olimpiada/news.php

http://www.unavarra.es/info/not3042.htm

http://educarc.blogcindario.com/2007/07/01529-la-xviii-
olimpiada-nacional-de-matematicas-se-clausuro-en-pam-
plona-con-la-entrega-de-premios.htm

Nos vemos en Murcia en el 2008
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Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas

Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas y el
Colegio de Doctores y Licenciados en Filosofia y Letras y
en Ciencias

BASES DEL CONCURSO

Primera: Los alumnos podrén participar en el Concurso en
tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 3° de E.S.O.

b) Segundo nivel: alumnos de 4° de E.S.O.

¢) Tercer nivel: alumnos de 1° Bachillerato

Segunda: Las pruebas consistirdn en la resoluciéon de
Problemas de Matematicas (los mismos para todos los con-
cursantes de un mismo nivel) y se realizardn en la mafnana del
sdbado 7 de junio del 2008 a partir de las 10 horas en la
Facultad de Matemadticas de la Universidad Complutense de
Madrid.

Tercera: A los mejores de cada nivel, se concederan diplomas
y premios.

XXVI Concurso de Resolucion de Problemas

Cuarta: Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta un
mdaximo de seis) deberdn realizar la preinscripcién antes del
dia 7 de Mayo del 2008, dirigiéndose por correo electrénico,
carta o fax al presidente de nuestra Sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela

Departamento de Algebra

Facultad de Ciencias Matemdticas

28040-Madrid ~ Fax: 91 394 4662

Correo electrénico: jetayo@mat.ucm.es

En la preinscripcion no es preciso hacer constar los nombres
de los alumnos seleccionados. Si algin centro desea presentar
mds de seis alumnos, debe solicitarlo antes de la fecha men-
cionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregardn a los alumnos que envien,
credenciales individuales en las que se haga constar que han
sido seleccionados por su excepcional aprovechamiento en
Matematicas, asi como el curso en que estdn matriculados en
el afio académico 2007-2008.

Societat d’Educacié Matematica de la Comunitat Valenciana “Al-Khwarizmi”

VIII JORNADES D’EDUCACIO MATEMATICA DE LA COMUNITAT VALENCIANA
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Los dias 25, 26 y 27 de abril de 2008 tendra lugar en la
Universitat Jaume I de Castellén las VIII JORNADES DE LA
SOCIETAT D’EDUCACIO MATEMATICA DE LA COMU-
NITAT VALENCIANA “AL-KHWARIZMI” En la programa-
cién se incluyen conferencias, ponencias y una mesa redonda,
asi como las propuestas aceptadas de comunicaciones, pos-
ters i talleres relacionados con la Educacién Matematica, la
Historia de las Matemadticas, las Tecnologias de la
Informacién y la Comunicacién aplicadas a las Matemadticas,
la Didactica de las Matemadticas, y en general, cualquier apar-
tado teodrico, practico o aplicado de las matematicas. Teneis
toda la informacién en www.semcv.org

0d88888880
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0088866880
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DE LA SOCIETAT DEDUCACIO MATEMATICA
DE LA COMUNITAT VALENCLANA
AL-KHWARIZMI

EL DISCRET ENCANT
DE LES MATEMATIQUES

-
=
=
[aa]
=
m
[
e
=
=3
=
=
=
(o]
[

P



Federacion Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas

Comision Ejecutiva

Presidente: Serapio Garcia Cuesta

Secretariados:

Secretario General: Francisco Martin Casalderrey Prensa: Maria Pefias Troyano

Vicepresidente: Manuel Torralbo Rodriguez
Tesorera: Claudia Lazaro del Pozo

Revista SUMA: Tomds Queralt Llopis/Onofre Monz6 del Olmo
Relaciones internacionales: Sixto Romero Sanchez

Publicaciones: Ricardo Luengo Gonzalez
Actividades y formacién del profesorado: Salvador Guerrero Hidalgo
Actividades con alumnos: Floreal Gracia Alcaine/Esther Lépez Herrainz

Sociedades federadas

Federacio6 d'Entitats per 'Ensenyament de les

Matematiques a Catalunya
Presidenta: Carme Aymerich Padilla
CEIP Rocafonda

C/Tarrega, 41

08304 Mataré (Barcelona)

Organizacién Espaiola para la Coeducacion Matematica
Ada Byron

Presidenta: M.* Carmen Rodriguez
Almagro, 28. 28010 Madrid

Sociedad Andaluza de Educacién Matematica Thales
Presidente: Manuel Torralbo Rodriguez
Facultad Matematicas. Apdo. de Correos 1160. 41080 Sevilla

Sociedad Aragonesa Pedro Sdnchez Ciruelo de
Profesores de Matematicas

Presidenta: Ana Pola Gracia
ICE Universidad de Zaragoza. C/ Pedro Cerbuna, 12. 50009 Zaragoza

Sociedad Asturiana de Educacion Matemadtica
Agustin de Pedrayes

Presidente: Juan Antonio Trevejo Alonso
Apdo. de Correos 830. 33400 Avilés (Asturias)

Sociedad Canaria de Profesores de Matematicas Isaac Newton
Presidenta: Ana Alicia Pérez
Apdo. de Correos 329. 38208 La Laguna (Tenerife)

Sociedad Castellana y Leonesa de Educaciéon Matematica

Miguel de Guzmdn
Presidente: Antonio Arroyo
IB Comuneros de Castilla. C./ Batalla Villalar, s/n. 09006 Burgos

Sociedad Castellano-Manchega de Profesores de
Matematicas

Presidente: Serapio Garcia Cuesta
Avda. Espana, 14, 5° planta. 02002 Albacete

Sociedad de Educacion Matematica de la Region de Murcia
Presidente: Bienvenido Espinar Cepas
CPR Murcia II. Calle Reina Soffa n.°1. 30007 Murcia

Sociedad de Ensinantes de Ciencia de Galicia (ENCIGA)

Coordinador: Manuel Rodriguez Mayo
Apdo. de Correos 103. Santiago de Compostela

Sociedad Extremena de Educacion Matematica Ventura Reyes
Prosper

Presidente: Ricardo Luengo Gonzélez

Apdo. de Correos 590. 06080 Badajoz

Sociedad Madrilefia de Profesores de Matematicas Emma

Castelnuovo
Presidente: Juan A. Martinez Calvete
C/ Limonero, 28. 28020 Madrid

Sociedad Matematica de Profesores de Cantabria
Presidenta: Maria José Gonzalez Lépez
Avda. del Deporte s/n. 39012 Santander

Sociedad Melillense de Educaciéon Matematica
Presidente: Luis Serrano Romero
Facultad de Educacién y Humanidades. Ctra. Alfonso XIII, s/n. 52005 Melilla

Sociedad Navarra de Profesores de Matematicas Tornamira

Matematika Iraskasleen Nafar Elkartea Tornamira
Presidente: José Ram6n Pascual Bonis

Departamento de Matematica e Informatica.

Campus de Arrosadia. Universidad Publica de Navarra. 31006 Pamplona

Sociedad Puig Adam de Profesores de Matematicas
Presidente: José Javier Etayo Gordejuela

Facultad de Educacién. (Sec. Deptal. Algebra). Despacho 3005.

C/ Rector Rollo Villanova, s/n. 28040 Madrid

Sociedad Riojana de Profesores de Matematicas A prima
Presidente: Javier Galarreta Espinosa
CPR. Avda. de la Paz, 9. 26004 Logrofio

Sociedade Galega do Profesorado de Educacién Matematica
(AGAPEMA)

Presidente: Manuel Diaz Regueiro

C/ Garcfa Abad, 3, 1°B. 27004 Lugo

Societat d'Educacié Matematica de la Comunitat Valenciana
Al-Khwarizmi

Presidente: Onofre Monz6 del Olmo

Departamento Diddctica de la Matemadtica. Apdo. 22045. 46071 Valencia

Societat Balear de Matematiques Xeix
Presidente: Josep Lluis Pol i Llompart
C/ Marti Rubi 37/alts. 07141 Sa Cabaneta (Marratxi). Islas Baleares
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Con motivo de Dia Esnlar de as Matematicas

usma y
atematlcas

VICENTE LIERN CARRION * TOMAS QUERALT LLOPIS
@1 12 de mayo de 2008 ¢ Dia Escolar de las Matematicas

Servicio de Publicaciones de la FESPM

Apartado de Correos 590

06080 Badajoz

DiA ESCOLAR DE LAS MATEMATICAS
12 de mayo de 2008
Musica y Matemadticas
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Informacién y pedidos: publicafespm@wanadoo.es



NORMAS DE PUBLICACION

1. Los articulos se remitirdn por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, Apartado de Correos 498, E-46900 Torrent
(Valencia), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

2. Los graficos, diagramas, fotografias y figuras se enviaran impresos en hojas separadas (una para cada gréfico), en tinta negra
sobre papel blanco. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual forma, si tiene que llevar un pie de
ilustracion, éste se resenara en la hoja donde aparece la ilustracion. Indiquense los créditos de las fotografias y dibujos.

2. Los datos de identificaciéon del autor no deben figurar en el texto original impreso ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos no seran informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejaran la conveniencia o no de
la publicacién del trabajo, o recomendardn posibles modificaciones, etc.

4. Adjunto al articulo se redactard un resumen, de un maximo de 625 caracteres contando los blancos, que no necesariamente
tiene que coincidir con la introduccién al articulo. De este resumen se remitird también su traduccién al inglés.

5. Los datos de identificaciéon del autor o autores: nombre y apellidos; direccion completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto;
correo electronico; sociedad federada a la que pertenecen (si procede) y el resumen en castellano y en inglés deberén ir escritos en
una misma hoja aparte.

6. Se enviard también en soporte magnético (disco de tres pulgadas y cuarto con formato PC, CDRom o DVDRom) una copia de
los archivo de texto que contenga el articulo y del que contega la hoja con los datos y los resumenes, asi como tantos archivos
graficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quieran incluir. La etiqueta debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuan-
to al formato de los archivos de texto, se recomienda Microsoft Word para Windows o RFT. Los archivos graficos es preferi-
ble que tengan formato EPS o TIFE. Para las fotografias se recomienda archivos TIF o BMP y con una definicién minima de
600x600 puntos por pulgada cuadrada.

7. Al menos un ejemplar del texto como los graficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no fotocopias.
8. Los trabajos se enviardn completos, aunque por necesidades de edicion pudieran publicarse por partes.

9. Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo y se inclui-
réan al final del texto.

10.La bibliografia se dispondra también al final del articulo, por orden alfabé

tico de apellidos, indicando autor(es), afo, titulo del




Boletin de suscripcion

Tarifas Suscripcion anual Numero suelto
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