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—Marco: Sélo si
conoces el residuo de
infelicidad que
ninguna piedra
preciosa llegard a
compensar, podrds
calcular el niimero
exacto de quilates a
que debe tender el
diamante final, y no
errards desde el
principio los cdlculos
de tu proyecto.

En las ciudades invisibles IV y V

didlogo entre Marco Polo y Kublai Jan

N N

.
6A qué recuerda ese residuo de infelicidad (imperfeccidn, inexactitud) que jamas llega a

compensar la piedra mds preciosa (férmula, igualdad) y cuyo conocimiento determina el
numero exacto de quilates (perfeccion, igualdad) a la que debe aproximarse el diamante final
(sucesion, serie, limite)? Sélo conociendo bien ese residuo evitaremos errores de cdlculo,
errores en la igualdad.

Esta descripcion podria ser una lectura poética de la férmula de Taylor para el desarrollo de
una funcién como serie de potencias cuyo residuo E, (x) tiende a cero a medida que # tiende
a infinito:

n. k)
f(x)=sz—('a)(x—u)k +E,(%)

Las Matematicas rebosan de diamantes semejantes. Pero si tuviese que elegir, me quedaria
con dos. Uno relaciona el nimero fundamental con la fraccién mas elemental y cuya inspi-
racién puede situarse en la paradoja de Aquiles y la tortuga:

=1
Lot

Un caso particular de:

Vxe (1,+): zik

k=1%

1
x—1
El otro diamante es la funcién exponencial cuya base lleva por nombre la inicial del apellido
de uno de los mdas grandes matematicos que haya habido jamas:
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X
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Disefo y maquetacion FMC
Miquel Alberti Palmer

ciudadesinvisibles@revistasuma.es

ibles

.

>
)
=
N
~

.

dades

En las
ciu



SUMA 57
Febrero 2008

Olivia

q“wi\’// S
u\\""

T
P x"‘"’t

La ciudad no es lo que se escucha decir de ella,
ni lo que se lee en una guia de viaje, ni lo que se
ve en miles de fotografias, nilos trazos delineados en
un plano. Algo tan fécil de admitir en el lenguaje corriente
suele ser dificil de aceptar en el lenguaje técnico: una curva no es la
linea trazada sobre una superficie del espacio, sino la funcién entre un intervalo real [a, b] y
el espacio R’ en el que se representard su grafica.

Tampoco debe confundirse una funcién f con ninguna de sus representaciones, ya se trate de
una tabla de valores, de una férmula (expresion algebraica), de una figura (representacion
grafica) o de las palabras que la describen (expresion verbal):

f=Tabla de valores [x, y=f{x)]
f2Graf(f)={(x, y)e R* / y=f(x)}
S#fx)

Y sin embargo, entre una y las otras hay una relacion.

Evidentemente, existe una relacion entre la representacién y lo representado, aunque no sea
del mismo cardcter que el de la funcién generatriz de dicha representacion. Ya puede una
grafica contener todos los puntos, una tabla todos los valores, y una férmula abarcar todo el
dominio. Nada de eso es la funcién. La funcién es la correspondencia que asocia un valor con
otro y que se manifiesta en cada representacion. Una funcion es invisible. M

Olivia: las funciones invisibles
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(...)no se debe
confundir nunca la
ciudad con las
palabras que la
describen.




Ny Eulropia

(...) el viajero no ve una
ciudad sino muchas...
Eutropia no es una sino
todas esas ciudades al
mismo tiempo (...)

(...) una sola estd habi-
tada, las otras vacias;
y esto ocurre por turno.
(...) toda la ciudadania
decide trasladarse a la
ciudad vecina que estd
ahi ...vacia'y como
nueva, donde cada uno
tomard otro trabajo,
otra mujer

(...) sus vidas se
renuevan de mudanza
en mudanza (...)

(...) el paso de una
funcion a otra se
produce sin grandes
sacudidas; la variedad
estd asegurada por la
multiplicidad de las
tareas, de modo que en
el espacio de una vida
es raro que alguien
vuelva a un oficio que
ya ha sido el suyo.

Sola entre todas las
ciudades del imperio,
Eutropia permanece
idéntica a si misma
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Eutropia no es una sino todas esas ciudades a la
vez, una ciudad espacialmente desconexa.

Las mudanzas establecen conexiones entre las partes desconexas de Eutropia haciendo de ella
un grafo fuertemente conexo.

En Eutropia es raro que alguien desempene dos veces la misma funcién, que haga el mismo
trabajo. A lo largo de su vida un eutropiano x pasa de una tarea a otra sin repeticiones:
Vm, ne N, m<n: f, (x)#f,(x).

Sea E(¢) la funcion que indica cémo es Eutropia en cada instante ¢. La ciudad permanece idén-
tica a si misma si no cambia, si E(£) no varia con respecto al tiempo. En tal caso la funciéon de
cambio de E(f), su derivada, es nula [E(¢) = 0] y la ciudad es constante: E(¢) = E(0)=E,=cte.
Eutropia estd muerta.

Pero hay otro modo de ser igual a uno mismo. Y es estar hecho de cambio. Si Eutropia vive en
un cambio incesante del que ella misma indica en todo momento su medida, sera idéntica a si
misma. Entonces, E(£)=E’(t) y E(t)=E,¢". La ciudad cambia a un ritmo exponencial. B

Eutropia: desconexa como espacio, conexa como grafo.
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aidgiogo entre Marco Polo v Kublai Jan

Veamos como el término combinaciones cobra un sentido matematico mds ajustado de
lo que en principio parece.

Sea N la ciudad norma y sean {C} i=1,...,n las ciudades reales que dan lugar a las excep-
ciones o diferencias con la norma: {¢=C—Nj} i=1,...,n. Puesto que las ciudades excepcio-
nales estan hechas con las combinaciones mds probables, cabe preguntarse cudles son las
combinaciones mdas probables de dichas excepciones. Tenemos 2" modos de combinar
esas 1 excepciones disponibles y crear asi ciudades con 0, 1, 2, 3, 4, 5,..., 1 excepciones:

3[)

Para i=0 se obtiene la ciudad sin excepciones, la ciudad norma E,=N. Con i excepciones
pueden formarse ciudades excepcionales E;:

nl o n
it (n—i)!

Si las excepciones son equiprobables, P(e,)=2". Considerando como probabilidad de que
una ciudad exista la proporcion entre las posibles combinaciones de las excepciones que
posee y el total de ésas combinaciones, la probabilidad de que exista la ciudad E; hecha

con i excepciones es:
n
PE)=|. P

Puesto que P(N)=P(E,)=2", la ciudad norma es segura (P(N)=1) sélo cuando no hay
excepcidén alguna (n=0). Cuantas mds excepciones haya (n—o0), menos probable serad
(P(N)—0).

¢Es cierto que la ciudad excepcional X=E, hecha con todas las excepciones es absoluta-
mente improbable? Observemos que:

n
P(X)=P(E,)= {n }2'" =2

Asi que la ciudad excepcional X es igual de probable que la ciudad norma N. Ademads,
disminuir las excepciones aumenta su probabilidad: n—0 = P(X)=P(N)=2" — 1.

Pero si las cosas se llevan muy lejos, como cuando #=0, X y N no sélo comparten pro-
babilidad, sino que son idénticas: X=E,=N.

—Kublai: (..) he cons-
truido en mi mente un
modelo de ciudad del
cual se pueden deducir
todas las ciudades
posibles. Encierra todo
lo que responde a la
norma. Como las
ciudades existentes se
alejan en diferente
grado de la norma, me
basta prever las
excepciones y calcular
las combinaciones mds
probables.

—Marco: También yo he
pensado en un modelo
de ciudad del cual
deduzco todas las otras.
Es una ciudad hecha
s6lo de excepciones.
(...) Si una ciudad asi es
absolutamente
improbable,
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disminuyendo el
niimero de elementos
contrarios a la norma
aumentan las
posibilidades de que la
ciudad verdaderamente
exista. Pero no puedo
llevar mi operacién
mads alld de ciertos
limites: obtendria
ciudades demasiado
verosimiles para ser
verdaderas.

iHe aqui la paradoja expresada por Marco Polo! La reduccion excesiva de excepciones
produce ciudades demasiado verosimiles para ser verdaderas, demasiado probables
como para existir realmente:

P(X)=P(E0)=P(N)=1.

Tomando como base del modelo de ciudad los mdltiplos de un ntimero, pueden trazar-
se modelos de ciudades diferencia. Si C, es la ciudad de los multiplos de 3 y C, la de los
multiplos de 7, pueden formarse dos ciudades diferencia:

@]
@
o
|
@)

Y llegar asi a disenar un modelo matematico para la ciudad excepcional X hecha sélo con
diferencias. Es decir, la ciudad excepcional X formada con todos los nimeros primos. M

- 1N

={ne N| n primo}
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sino por concepto. ;Y qué es tan numeroso que
no se puede contar? En el lenguaje cotidiano, incontable

e infinito son términos usados para calificar tanto lo extraordi-
nariamente numeroso como lo verdaderamente infinito.

En Matematicas es distinto porque algo puede contarse si puede establecerse una corres-
pondencia 1-1 entre sus elementos y los nimeros naturales N. Y asi, algo infinito numerable
es el que posee el mismo cardinal que N: N .

Cuando un conjunto infinito no puede contarse, es decir, no puede ponerse en correspon-
dencia 1-1 con N, se dice que es no numerable. George Cantor demostrd que el continuo R,
el conjunto de los niimeros reales, es no numerable. Su cardinal es X ,=2%. ;Es R un buen
modelo de esos dioses hogarefios tan numerosos que ni se ven ni se pueden contar?

Puestos en fila, los Lares y los Penates de Leandra resultan indistinguibles. Mds todavia al
acomodarse . Algo parecido sucede con los nimeros racionales, Q, y los irra-
cionales, R-Q, si interpretamos que se refiere al hecho de intercalarse y no al
caracter consecutivo del intercalado.

Los ntimeros racionales son numerables; los irracionales no. Dando por hecho que el que no se
puedan contar se refiere al caracter infinito, un modelo que asocie Lares con Q y Penates con R—Q
no parece muy desacertado. Incluso podemos representarlos mediante la estrategia usada por
Cantor para demostrar lo innumerable que es R. En las hileras, los Lares; en las diagonales, los
Penates. En la figura siguiente hay un Penate destacado en rojo.
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Sucede a veces que un
interlocutor
desemperie al mismo
tiempo dos o mds
papeles... 0 que un
papel se desdoble, se
multiplique, se
atribuya a cien, a mil
habitantes de
Melania: tres mil
para el hipocrita,
treinta mil para el
gorrom, cien mil hijos
de reyes caidos en
desgracia que esperan
su reconocimiento.
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Melania

Cien, mil, tres mil, treinta mil, cien mil
¢Adonde conduce esta sucesion numérica?

100 = 10°
1000 = 10°
3000 =3-10°

30000 =3-10*
100000 = 10°

Las potencias de diez no son consecutivas. Y el 3 que las multiplica distorsiona la sucesién.
¢Forman un ritmo los exponentes 2, 3, 3, 4 y 5? ;Y los productos por tres? La sucesion de
exponentes podria ser 233455677899..., pero también podria ser 2233455667, u otra. Los tri-
ples parecen alternarse de dos en dos.

Otra opcién posible es observar que cada término se multiplica alternativamente por 10 o
por 3, pero falla el quinto. Deberia ser 90000, y no 100000. Reorganizando la serie se aven-
tura aun otra posibilidad:

100 1000 10000 100000
300 3000 30000 300000

¢Zigzaguea Calvino entre 10" y 3-10" siguiendo un patrén geométrico del que nos muestra
sélo el principio? ;Quiza éste?:

10° 10° 10 10° 10° 107 10°

3107 3.10° 3.10* 3.10° 3.10° 310’ 3.10°
¢O acaso el matematico busca pautas de las que carecen el capricho y el azar? Si esa serie
numérica obedece un patrén, también lo establece en los atributos que cuantifica. La pauta
que se desprende de 3000, 30000 y 100000 determina otra correspondiente a hipdcrita,

gorrdn y principe. Ambos patrones van emparejados. Si no tiene sentido ordenar hipdcritas,
gorrones y principes, ;qué sentido tiene ordenar 3000, 30000 y 100000? M

En Melania el matemdtico busca un papel como interlocutor.
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didlogo entre Marco Polo y Kublai Jan
¢Un puente sostenido por una linea? Un puente sobre un rio sostiene el camino tendido entre Marco Polo describe
las dos orillas, pero ;qué sostiene al puente? Uno dirfa que él mismo, el arco trazado por las un puente, piedra por
piedras que lo forman. Pero esa paradoja de que algo se sostenga en aquello de lo que est4 piedra.

hecho es desvelada también por Marco Polo. En realidad, un arco sostiene el puente, pero no
es el arco visible formado por las piedras, sino el arco de la linea invisible trazado por las fuer-
zas de carga de esas piedras.

— Pero jcudl es la piedra
que sostiene el puente?
—pregunta Kublai Jan.

Esa linea del arco que ellas forman es la curva de empuje, la linea formada por las resultan-

tes de las fuerzas de empuje y peso que cada parte del arco transmite a la inmediatamente

inferior. Si la directriz del arco coincide con ella, el arco no cede, no se flexiona:

— El puente no estd
sostenido por esta
piedra o por aquélla
—responde Marco—,
sino por la linea del
arco que ellas forman.
Kublai permanece
silencioso,
reflexionando.
Después ariade:

—sPor qué me hablas de
las piedras? Lo tinico
que me importa es el
arco.

Polo responde:

Sélo el arco catenario se sostiene a si mismo. Gaudi hizo extenso uso de él aunando asi la —Sin piedras no hay arco.
forma con la estructura. Pero sus obras no estaban destinadas a salvar rios. Como puente, el

arquitecto prefiere el arco parabdlico. A la vista resulta practicamente indistinguible del otro.

El primero se caracteriza por soportarse a si mismo; el segundo, por soportar lo que tiene

encima. M




