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Joyas matematicas de una caja de musica

mecia el filésofo G. Santayana (1863-1952) que
si todas las artes aspiran a ser como la musica, todas las

ciencias aspiran a ser como las matemadticas.

Sea como fuere, la aspiracién de este articulo es aprovechar el
prieto mecanismo de una caja de mdsica para ver, escuchar e

interpretar matemdticas. Como experiencia didéctica, es una
actividad que podria llevarse a cabo, al menos en su mayor
parte, con alumos del dltimo curso de ESO.

Las cajas de musica, esos pequeios receptdculos que agasajan
nuestros oidos, tienen algo de entranable, algo de familiar que
puede ser aprovechado para captar la atencién de los mas
jovenes. Es probable que todos y cada uno de ellos hayan
escuchado alguna vez sus evocadoras notas metdlicas. Pero
seran bastantes menos, minoria minima, aquellos que hayan
desmontado y observado su mecanismo interior.

Es relativamente ficil, en la actualidad, encontrar este meca-
nismo vendiéndose por separado de su continente y, por lo
tanto, con la posibilidad de hacerlo funcionar a la vista, aun-
que en este caso, en las innegables ganancias visuales —y algu-
na otra de la que hablaremos al final- habremos perdido por
el camino dos elementos interesantes: el artilugio que le da
cuerda y, por supuesto, la magia de abrir y cerrar una caja.
Empecemos pues por el principio. Abramos la caja y, en el
suave vaivén de su melodia, preguntémonos por las joyas
matemadticas que custodia.

Josep Lluis Pol i Llompart
1ES Josep Sureda i Blanes
Palma de Mallorca
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La espiral de Arquimedes

El mecanismo que almacena la energia (poten-
cial eldstica) necesaria para producir el movi-
miento del tambor de la caja de mdsica es un
fleje metdlico popularmente conocido como
cuerda de reloj. Por el hecho de tener seccién
constante, al dar toda la cuerda de la caja, justo
antes de comenzar la musica, el fleje describira
aproximadamente la llamada espiral de Arqui-
medes pues se encontrard totalmente enrolla-
da. Es decir, la distancia entre dos espiras cua-
lesquiera sera constante.

Esta espiral, que el mismo Arquimedes atribu-
ye —en su tratado Sobre las espirales— a su
contemporaneo Conon de Alejandria, puede
definirse de manera precisa como

el lugar geométrico de un punto del plano que, partiendo
del extremo de una semirrecta se mueve uniformemente
sobre ella, mientras que la semirrecta gira a su vez unifor-
memente alrededor de su extremo (Boyer, 1968).

Actividades

Demos a los alumnos un papel pautado en coordenadas pola-
res y preguntémosle como se ha distribuido el papel.
Hagamosle dibujar en él las dos o tres primeras revoluciones
de una espiral arquimediana y que reflexione: ;Cudntos datos
se necesitarian para que las espirales de todos los alumnos
fueran superponibles? ;Qué hay del sentido de giro? ;Qué
pasa con la orientacion de la linea espiral respecto del radio
vector a medida que nos alejamos del centro? ;A qué figura se
parecerd cada vez mas una revolucién completa al alejarnos
del centro? ;Donde podemos encontrar este tipo de espirales?
¢Es la concha de un caracol un espiral arquimediana?

El tornillo como engranaje

El hecho de que el mecanismo de una caja de musica deba ir
escondido obliga a éste a presentar un tamano reducido. Esto
implica que en el limitado recorrido de una revolucién com-
pleta de su pequeiio tambor musical, se ha de codificar la
totalidad de la melodia. Lo cual, a su vez, precisa de una rota-
cién suficientemente lenta y uniforme de aquél.

El enérgico tirdn que generaria la cuerda de reloj es controla-
do y reducido por un sistema de engranajes que pasa habi-
tualmente por un tornillo. Este cumple con dos cometidos.
Por una parte, es el tipo de engranaje que proporciona la
maéxima relacion de giro, esto es, # a 1. En efecto, una revolu-
cion completa del tornillo sélo desplazara una de sus espiras
y, por ende, Gnicamente un diente de la rueda adyacente. Si
dicha rueda tiene # dientes, se necesitaran z vueltas del torni-
llo para generar una sola revolucién en la rueda dentada. La
otra funcidn interesante es la de producir un cambio perpen-
dicular en la direccién del eje de rotacidn, efecto que resulta
muy atil a la hora de compactar el mecanismo (aunque este
efecto pueda lograrse también a partir de engranajes cénicos).

De alguna manera, podriamos decir que un tornillo puede
mirarse como la versién en geometria cilindrica de una espiral
arquimediana plana. En efecto, la curva que describe un torni-
llo podria definirse como el lugar geométrico de un punto del
espacio situado en el extremo de un segmento (p cte.) que gira
uniforme y perpendicularmente alrededor de un eje sobre el
cual se encuentra el otro extremo del segmento, mientras que
este dltimo extremo se desplaza a su vez uniformemente a lo
largo de dicho eje (d@/dz cte.). Es decir, que cada revolucion
aleja el punto de la posicién anterior una distancia constante.
Esta caracteristica es conocida como paso de un tornillo. La
curva generada, la hélice circular.



Actividades

Preguntemos a los alumnos por el tornillo
de Arquimedes. ;Qué es y para qué sirve?
Este podria ser el titulo de un pequerio tra-
bajo de investigacién. Trabajemos la mal
llamada escalera de caracol. Hagdmosles
pensar en la relacién entre el angulo ocu-
pado por un peldafio (que es lo mismo que
decir el nimero de peldanos de una vuelta)
y la altura de éstos para que la escalera sea
transitable. En este punto es muy impor-
tante que los alumnos puedan visualizar la
estructura ocupando directamente alguna
escalera de este tipo que esté a su alcance o,
por ejemplo, construyendo un modelo con
algin material comtn como el corcho
blanco. Y ;qué decir del ADN?

La precision en la medida

La precisién en la medida suele ser una de
esas cenicientas del curriculum de matema-
ticas para secundaria: muy pocos la llevan al
baile. Pero como de musica se trata...

La pequeiiez del mecanismo que manejamos hace cobrar sen-
tido al término de precisién ya que nos hallamos en el limite
de uso de los instrumentos de medida cotidianos mas preci-
sos que manejan los alumnos. A saber: reglas milimetradas.
En efecto, el paso de los tornillos examinados o el grueso de
las pletinas sonoras se encuentran —en general— préximos al
milimetro. ;Qué pasa, entonces, cuando la longitud del obje-
to a medir es del orden de la unidad de medida? Se impone la
eleccién de entre —al menos— dos caminos.

El camino de la mejora instrumental podria emprenderse con
el uso de un calibrador Vernier o pie de rey, de presencia habi-
tual en los centros de secundaria. El estudio de las posibilida-
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des de este instrumento vale por si solo algunos articulos.
Basta resaltar aqui la idea del matematico portugués Pedro
Nunes (1502-1578) aplicada por el francés Pierre Vernier
(1584-1638) de dividir (7 - 1) unidades de la escala principal
en n partes sobre una segunda regla, llamada propiamente,
nonius. Asi las cosas, el nonius nos permite alcanzar una pre-
cisién de 1/n sobre la unidad original. Es bonito observar
como, para facilitar la lectura, al nimero de unidades dividi-
das (n - 1) se le puede afiadir un nimero entero de veces n
(divisiones del nonius) sin que esto altere el valor de la preci-
sion (suponiendo, claro estd, la regularidad en la medida a lo
largo de toda la escala principal).

La otra opcién de mejora consiste en la busqueda de una sola
medida sobre una determinada repeticion de aquello peque-
o que se quiere medir. Tenemos aqui, en realidad, una media
que, bajo la hipétesis de valor constante para cada elemento,
nos ofrece una medida mas precisa. En el caso del mecanismo
musical, podemos aplicar este método para medir todas las
espiras del tornillo de una vez o el conjunto de las pletinas
sonoras, aunque en este caso, tendremos el interesante pro-
blema del grueso del corte entre pletina y pletina.

La longitud de las pletinas sonoras

Al mirar el peine de pletinas sonoras que el tambor va levan-
tando en una caja de musica, uno no puede menos que pensar
en la caja de resonancia de un piano de cola o en la silueta de
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un arpa. Pero se impone inmediatamente una diferencia: aqui
las pletinas tienen un corte de crecimiento marcadamente
lineal, mientras que en los demds instrumentos aparecen
atractivas y sinuosas curvas.

Realmente, este corte lineal de las pletinas estd en contradic-
cion con aquello que nos dice la fisica del sonido: en la afina-
cion actual, la frecuencia de cada nota se puede obtener de la
nota inmediatamente anterior mediante el factor 21/12. Y
como la frecuencia es inversamente proporcional a la longitud
del elemento sonoro (pletinas, cuerdas, tubos...), hemos de
concluir que la longitud de las pletinas deberia seguir también
una linea de corte exponencial. Otra vez, el factor limitador
del espacio en la caja de musica obliga a los constructores a
hacer trampa. Sabiendo que el crecimiento exponencial dis-
pararia la longitud de las pletinas que producen las notas mas
graves, se compensa este efecto aumentando el grosor de las
pletinas de manera conveniente. Basta girar el peine para
comprobarlo.

Actividades

Tal vez éste sea el momento de llevar a los alumnos a un aula
de musica y preguntar por algunos instrumentos (pianos,
arpas, xiléfonos o metal6fonos, guitarra...). ;Qué estrategias
siguen los constructores de pianos, de arpas, de metal6fonos,
para no tener que alargar el instrumento hasta lo inmaneja-
ble?;Nos hemos fijado en la curva que muestra una flauta de
Pan? En el caso de los instrumentos de cuerda, el juego con el
grosor y la tensidén permite jugar a los [uthiers. En el caso, por
ejemplo, de los xiléfonos o metal6fonos, el grueso de las pie-
zas hard el mismo efecto. ;Conocen los alumnos las famosas
xilografias de Pitagoras estudiando los sonidos? ;Qué es eso
de la musica de las esferas?

La codificacién en el tambor

El mecanismo final que produce el sonido en una caja de
musica es, no por sencillo, menos ingenioso. Se trata de unas
pequenas puntas, convenientemente clavadas en la superficie
lateral del cilindro que, al girar, van levantando las pletinas
sonoras del peine metélico produciéndose, al liberarse éstas,
el sonido deseado. (Es el mismo caso de los mazos que en las
fraguas catalanas eran accionados por molinos de agua).
;Cémo codificar entonces la melodia deseada en ese pequeiio
tambor?

De entrada, cada nota tendra asignada su franja del tambor.
Nos encontramos ahora ante un sencillo problema de propor-
cionalidad y de maximo comun divisor. En general, la simpli-
cidad de las melodjias codificadas reduce el problema a encon-
trar el intervalo de tiempo mas pequeno existente entre dos
notas consecutivas y calcular el nimero de esos intervalos que
contiene la cancioncilla completa. Dividamos entonces el
recorrido ttil de tambor que queramos usar entre ese niime-
ro y, finalmente, coloquemos las puntas en las bandas corres-
pondientes segtin sean las notas, y a la distancia de la linea ini-
cial que les toque segtn el tiempo de aparicion.



Actividades

La propuesta didéctica para este aparta-
do no puede ser otra que animar a los
alumnos a marcar su propia banda
sonora sobre un papel con melodias
muy sencillas, cortas y sin acompaiia-
miento. Es muy til, en este caso, dispo-
ner de un metrénomo que facilitard la
labor de reconocer los intervalos de
tiempo para los legos en mdasica. ;Cémo
escucharla? Algunos alumnos o alum-
nas capaces pueden interpretar tamana
partitura pertrechados con sus trabaja-
dos instrumentos. Tal vez, la aficién
binaria de alguno puede desembocar
también, facilmente, en una aplicacién
informética que, después de introducir
ceros y unos en una tabla a modo de
tambor, haga realidad el sonido codifi-
cado.

Dime coOmo suenas...

... y te diré de qué estds hecha. Decia-

mos al principio de este articulo, que disponer del mecanismo
sonoro de una caja de musica separado de su continente nos
privaba de algunas joyas matemdticas. Pero no es menos cier-
to que, en compensacién, nos ofrece otras. Dos de ellas, tal
vez las principales, son la resonancia y, en estrecha relacion, el
timbre.

Sorprende de entrada la intensidad sonora de este pequeiio
mecanismo aislado: casi inaudible. Pero la sorpresa es mayus-
cula cuando es accionado, por ejemplo, sobre la superficie de
una mesa. Ahora todo el mundo puede escuchar la melodia.
Estamos ante una caja de resonancia. El efecto fisico de este
dispositivo es el de actuar como amplificador natural. Pero
ademads, la caja de resonancia aporta a la musica su propia
personalidad. En efecto, el resultado sonoro no serd el mismo
si hacemos sonar el mecanismo sobre una caja de madera que,
por ejemplo, sobre un cristal. Al hecho de que seamos capa-
ces de distinguir la misma nota producida por sistemas dife-
rentes lo llamamos timbre.

Para entender qué es el timbre hay que desmenuzar el con-
cepto simplificado de frecuencia de un sonido; porque cuan-
do decimos que el la de un diapasén estd vibrando con una
frecuencia de 440 Hz (oscilaciones por segundo), estamos
contando sélo parte de la verdad. En efecto, cabalgando sobre
la frecuencia fundamental, vibran otras frecuencias llamadas
armonicos. Para que estos armoénicos no desbaraten la fre-
cuencia fundamental, han de tener necesariamente una fre-
cuencia multiple entera de aquella. Y el conjunto de los armé-
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nicos y sus intensidades para las diferentes notas es algo asi
como la huella dactilar de los instrumentos.

Jean B. Joseph Fourier (1768-1830) vino a echarnos una mano
en este andlisis que, merecidamente y por eso mismo, lleva su
nombre. Fourier descubrié que cualquier funcién periédica
puede descomponerse en una suma de funciones seno y cose-
no, cada una de ellas multiplicada por un coeficiente caracte-
ristico. Esto es

fx)= % + i (a,-cos(nwx)+ b, sen(nwx))

El primer término de la serie lo tenemos cuando n=1y recibe
el nombre de armdnico fundamental (@ es por tanto la pulsa-
cién fundamental). Los términos restantes se conocen como
armonicos (de orden n).

Actividades
Propondremos aqui dos actividades complementarias para
realizar en clase. La primera consistird en abrir una hoja de
calculo para construir el grafico de una funcién periédica
siguiendo el modelo de Fourier. Supongamos que se nos ocu-
rre hacer:

flx) =% + sen(x) + cos(x)

para x entre 0y 20.
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Entonces obtendremos un grafico como el siguiente:

1.2

-1.875

Afniadamos ahora el arménico de segundo grado y probemos
con:

flx) = % + sen(x) + cos(x) + sen(2x) + cos(2x)
también para x entre 0 y 20.

El grafico que obtenemos ahora tiene el siguiente aspecto:
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