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Optimizacion usando argumentos graficos

as matemdticas han sido desde siempre fundamental-
mente procedimentales. Por eso, su contribucién a los objeti-
vos generales de bachillerato se centra en su papel de instru-
mento para una comprension, adecuada a la edad del alumno,
del entorno. En consecuencia, es necesario que los alumnos
se convenzan de este papel de las matematicas que constatan
en la préctica la potencia de los modelos matematicos para
interpretar la informacién y tomar decisiones y, al mismo
tiempo, que conozcan las limitaciones de los procedimientos
y mantengan una actitud vigilante ante los posibles errores
que se puedan presentar.

Muchas veces los resultados teéricos obtenidos después de
una optimizacion llevada a cabo para dar respuesta a un pro-
blema matemdtico, pueden distar de las soluciones practicas
utilizadas en la vida real. Es por esto que presentamos la
siguiente préctica y sus sucesivas resoluciones hasta encon-
trar la 6ptima aplicada al entorno inmediato.

La practica consiste en calcular las dimensiones minimas que
ha de tener un ortoedro para que pueda albergar un litro de
volumen. Para encontrar la solucién utilizaremos el progra-
ma informédtico Derive, al mismo tiempo que introduciremos
el concepto de curva de nivel para resolver el problema de
una forma digamos un tanto alejada del método estandar. La
primera solucién nos ofrece un resultado 6ptimo pero dife-
rente de la realidad, por ello reformularemos el problema,
teniendo en cuenta la forma en que se construye y comercia-

liza un tipo determinado de envase en forma de brick. Nos
daremos cuenta que el resultado final no es el que esperdba-
mos y, otra vez, tendremos que replantearnos nuestra hipéte-
sis de partida para resolver el problema. Introduciendo la
relacién durea entre las caras del ortoedro llegaremos a la
solucién digamos comercial.

Esta practica puede ser desarrollada en 2.° de bachillerato y
puede ayudar a conseguir algunos de los objetivos generales
de las matemadticas de bachillerato, como pueden ser:

1.- Buscar diversos procedimientos para la resolucion de
problemas, tendiendo a la optimizacién de los proce-
S0s.

2.- Usar la calculadora y el ordenador de forma habitual y
con soltura, para hacer todas aquellas tareas que los
medios tecnolégicos realizan mejor o de forma mds
rapida y segura, y tener constancia y control de sus
limitaciones.

Jesus Rios Garcés

IES de La Sénia. Tarragona

Universidad Jaume I. Castellon
Francisco José Monserrat Delpalillo
Universidad Jaume I. Castellon



SUMA 54
Febrero 2007

Para ello vamos a necesitar una serie de conocimientos pre-
vios como el concepto de funcién y de su gréfica, estar fami-
liarizados con los problemas de optimizacién de una variable
y, también, con los lugares geométricos definidos por ecua-
ciones implicitas (recta, plano, circunferencia...). Ademads sera
necesaria la utilizacién del programa informdtico Derive, ya
que nos servird para intuir graficamente las soluciones que
posteriormente tendremos que descartar como soluciones
utiles.

A partir de estos conocimientos y esta practica, se pretende:

1.- Mostrar cémo la matematica ya conocida por el alum-
no puede aplicarse a aspectos inmediatamente identi-
ficables como ttiles y préximos.

2.- Reforzar los conceptos de funcion, grafica y lugar geo-
métrico.

3.- Desarrollar la vision espacial.

4.- Introducir al alumno en problemas de optimizacién de
dos variables, sin necesidad de més herramientas que
una pequefia extension de ciertos conocimientos pre-
vios.

5.- Introducir el concepto de curvas de nivel y su utilidad
para resolver ciertos problemas de matematicas.

6.- Familiarizarse con el programa informatico Derive

El problema sobre el que va a girar todo este articulo es el
siguiente:

PROBLEMA

Calcular las dimensiones de un envase en forma de

brick, de 1 litro de volumen, realizado con la menor
cantidad de cartén posible.

I TS MATIBILER

L

xE
;9'9
N B o Z
%Q N
&

Este problema se puede enunciar en términos matematicos de
la siguiente forma:

Enunciado 1
Calcular las dimensiones de un ortoedro de 1 litro de volu-
men y con superficie minima.

A partir de aqui definimos la funcién superficie
a(x, 9, z) =2 (xy + xz + yz)
con la condicién z = 1/xy, es decir volumen igual a 1.

Teniendo en cuenta que z = 1/xy, obtenemos que la funcién
objetivo seria:

1 2x*y* +x +
Flay) = atx,y,L)= 2V +24Y)
Xy Xy

Utilizando el programa Derive, introducimos las expresiones
anteriores tal y como se muestran a continuacién:

f1: afx, v, 2) 1= 2-{x'y + x'2 + y-z)

1
fi2: fF{x,. y) == a[x. . —]
x-y
2

.
2-{x -y x t yj

Xy

Si dibujamos la superficie definida por la expresion #3 obte-
nemos:

Derive 5 - [3D 1:1]

IEafecimo e vt £ G

|[pEEs mx 1m0
= B|s|ul@| &f= = ;

Seleccionar Opcones

= z[o [0 [

“l\\\\““"'gilln :
s s 909077

Longiug: 2:2 10

Teniendo en cuenta las capacidades graficas de Derive para
efectuar rotaciones de la superficie anterior, podremos intuir
cual sera la solucion:



Derive 5 - [30 1:1 Trazando la expresion #31 18] %

+]archivo Edtar Inserter Seleccionar Opcones Yentana Ayuda _181x

DEE&E | BX |XF|(~0bs4|(@c—11 X
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Sursori 1,04, 7.8 Controi 1,1,5 lLongiug: 232 10

Esta pareceria ser x = 1dm, y = 1 dm, z = 1 dm y, con ello la
superficie minima serd de 6 dm2. Pero, claro estd, no es la
unica manera de encontrar la soluciéon y en absoluto la mas
rigurosa, de todas formas s6lo queremos intuirla para ver que
no nos va a ser til.

Otra manera de constatar graficamente el resultado es
mediante la utilizacién de curvas de nivel:

fi4:  UECTOR{f¢x. y) = k, k., 6. 8, 8.1}
2 2 2 2
4 2-{x -y + x + y) 2-{x -y +x + y) bl
i x-Y ) x-y 18
2 2 2 2
2-{x -y +x +y) 32 2-(x -y +x t )
x-y ik x-y
2 2
2-{x "y +x +y) 34 2-(x 'y +x*+y)
x-y 5 Xy
2 2
2-{x -y +x + ) 36 2-(x -y +x t )
x-y ik x-y
2 2 2
2-{x "y +x +y) 38 2-(x 'y +x*+y)
x-y 5 Xy
2 2
2-{x -y +x +y)
=8
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Recordemos que las curvas de nivel correspondientes a la gra-
fica de una funcién f{x,y) se obtienen representando en el
plano XY las curvas dadas por las funciones implicitas de la
forma f{x,y) = k, siendo k un niumero real que forma parte del
recorrido de la funcién f.

A continuacién buscamos, con la ayuda de Derive, todas las
curvas de nivel para valores de k desde 6 hasta 8 de 0,1 en 0,1.

El resultado es el que se muestra en la parte inferior de esta
pagina, #4 y #5.

Si ahora representamos las curvas de nivel anteriores, obtene-
mos el grafico siguiente:

Harchivo Edtar Insertar Seleccionar Opciones Yentans Ayuda

DSESE B[4 XE |~ F 8|41 e[ b oe|m

=18l
=18l

T Cursors 0.174602, 5161765

Escaar 111

Observando detenidamente las curvas de nivel, parece ser que
la solucién la encontramos en x = 1, y = 1. Para asegurarnos,
calculamos con la ayuda de Derive, las curvas de nivel con una
amplitud menor, es decir, las curvas de nivel para valores de k
desde 6 hasta 6,01 de 0,001 en 0,001 (ver #6 y #7 en la parte
superior de la pagina siguiente).

2 2 2 2
2-{x -y + x + y) XN 2-{x -y + x + y) [ %]
K-y o - x-Y 18 )
2 2 2 2
13 2-{x -y T x + y) 33 2-{x -y t x + y) 67
G Xy ik x-y i@
2 2
(e 2-{x -y + x + y) 2-{x -y +x + y) 1
18~ v i Xy 18
2 2
73 2-{x -y T x + y) 37 2-{x -y t x + y) 15
i@ y ik x-y Gk
2 2
i’ 2-{x -y + x + y) 39 2-{x -y +x + y) 79
18~ Xy 5 ° Xy 18
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#6: VECTOR{f{x. v} = k. k. 6. 6.81,. 8.881)

2 2 2 2 2 2 2 2
2-{x 'y *+ x * y} 2-{x 'y *+ x + y) 1515 2-{x 'y *+ x + y) Jaai 2-{x 'y *+ x + y) 6A83
#?: = 6. = 5 =] . =] .
Xy Xy 1888 Xy Laa Xy 1888
2 2 2 2 2 2 2 2
2-{x 'y *+ x + y) 1581 2-{x 'y *+ x + y) 1281 2-{x 'y *+ x + y) 3aa3 2-{x 'y *+ x + y)
Xy 258 Xy 268 Xy 560 Xy
2 2 2 2 2 2
1515 2-{x 'y *+ x * y} 751 2-{x ‘y + x + y} 145150 2-{x ‘y + x + y} [5H 1
1688 Xy 125 ~ x-y 1608 x-y 168

la representacion grafica seria:

=leixi

Harchivo Editr Insertar Seleccionar Opciones yent:

DEE& B+~ XE|~L £ ¢ o2
v

1.2

B s 04730158, 05362553 Contor 047302, 053624 Eeciai02:02

Gréaficamente obtenemos que, como se intuia, la solucidén es
x =1, y =1y la solucién al problema seria el siguiente cubo.

1dm

1dm

1dm

Pero esta solucién dista bastante de los envases de 1 litro que
se utilizan normalmente para la fabricacién y distribucién de
productos como zumos, leches...

Es por ello que vamos a plantear este mismo problema en tér-
minos, digamos, mas realistas.

Enunciado 2

Calcular las dimensiones de un ortoedro de 1 litro de volu-
men y con superficie minima, teniendo en cuenta la forma en
la que realmente se construye un envase en forma de brick:
mediante el plegado de un rectangulo.

2x+0,08

\l Anchura pestanas: 0,08 dm

Con lo que el brick que tendriamos que calcular tendria las
siguientes dimensiones

A continuacién, procedemos de manera analoga a la del pri-
mer enunciado, utilizando Derive y las funciones a(x, y, z) y

S, ).

#1: afx, y, 2y :={2-y + =z + 2-0.88)-(4-x + 4-y + J-8.88)

1
#2: flx, vy == a|x, uy. ]
4-x-y + B.16-y

2
(58-% + 50-y + 3)-{200-x-y-{25-y + 2) + 200-y

+ 16-y + 625)

1258 -y-(25-x + 1)



Dibujamos la superficie que

anterior.

Derive 5-[3D 1:1]
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viene dada por la expresion #3
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Y tratamos de intuir mediante diversas rotaciones de la grafi-
ca anterior cual seria la solucién:

-181x
(7] archivo Edtar Insertar Seleccionar Qpciones Ventana Ayuda =181
DEEE bX[LE|[veD s s|@c—1 1 (x|

2

XY

Cursori 05, 03, 7,923 Centro: 05, 05, 10 ongud: 1:1:20
]
Derive 5 - [3D 1:1 Trazando la expresion #3] RS
[F]archive Editar Insertar Seleccionar Opciones Ventana Ayuda —18x
DEHE BX |[XE[~0D s+ @11 2
2
\*x
v
“ T
b
“t
1Ll v
- = E
0
y
0
1
Cursor: 055, 0.3, 7.9076. Centr0105, 05, 10 ongiud: 171120

La solucién pareceria ser x = 0,55 dm, ¥ = 0,3 dm y a partir de aqui
obtenemos que f(0'55, 0'3) = 7,9076 dm y que z=1,4124 dm.

SUMA 54
Febrero 2007

El ortoedro solucién seria:

1,4124 dm

1,18 dm

Solucién, que por otra parte tampoco se adapta a la realidad.

Es por ello, que el tercer enunciado del problema viene a
resolver este problema, ya que en los dos enunciados anterio-
res se pasaba por alto el hecho de que una de las caras del
brick es un rectdngulo dureo. Recordemos que la construc-
cién de un rectangulo aureo puede ser explicada con el grafi-
co siguiente:
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Enunciado 3

Calcular las dimensiones de un brick de 1 litro de volumen de
manera que una de sus caras es un rectangulo dureo y la
superficie del rectangulo obtenido al desplegarlo sea minima.

Veamos si la solucién obtenida se aproxima maés a la solucion
estandar. Para ello procedemos exactamente igual que en las
soluciones de los dos enunciados precedentes, utilizando
Derive:
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#1: afx, y, 2) :=(2-y +z + 2-0.88)-(4-x + 4-y + 3-0.68)

1
#2: I ————————
d-x-yp + B.16-y
1+ J5
#3: P Iz —m—
2
2
f#h4: E—————
2-x + B.88
1 =2
#5: SOLVE| |z = 5 =rl. [v. z]
4-x-y + B.16-y 2-x + B.08
625-(J5 - 1) (5 + 1)-(25-x + 1)
y = am = Ay (25-x + 1) # 8
6= 2 25
16-(25-» + 1)
625-(J5 - 1) {5 + 1)-€25-x + 1)
g{x) == a|x. -
#7: 2 25
16 -{25-x + 1)
3 2 3 2 o~
- J5-(2500008 -x + 35008-x + 16@0-x + 15625-y5 — 156081)- (25000 -J5-x -(J5 + 1) + 1000-J5-x (3-J5 + 7) + 48-J5-x- (7
H ” =
290888 -(25-x + 1) -~
3-J5 + 11) - 3117-J5% + 15633)
d
He: T
dx
3 2 3 2 B
J5-(250000-x + 35000-x + 1600-x + 15625-J0 — 15601)-(25000-J5-x -(J5 + 1) + 1088-J5-x -(3-J5 + 7} + 48-J0 -x"
4 o
28888 - {25 -x + 1} o~
-{3-45 + 11} — 3117-J5 + 15633}
] 5 4 3 0
- 7812500000 -x -(J5 + 1) + 78125000-x -(25-45 + 33) + 15625008-x -(13-J5 + 21) - 15625@-x -(3853-J5 + 2987) + 1257
H z o
188-{25-x + 1} o~
2
88-J5-x -{637-J5 — 12472} + 58-x-{18%651 - 283882 -Jo) + 2439253165 4% — V32296771
] 5 4 3 0
- 7812500000 -x -(J5 + 1) + 78125000-x -(25-45 + 33) + 15625008-x -(13-J5 + 21) - 15625@-x -(3853-J5 + 2987) + 1257
H z o
188-{25-x + 1} o~

2
8a-J5-x -(637 -5

12472) + 58-x-(182651 - 283007 -J5) + 243953165 -J5 — 732296771

6 5 4 3 o
7812500000 -x -(J5 + 1) + 78125008-x -(25-J5 + 33) + 15625008-x -{13-45 + 21) — 156258-x -(3053-J5 + 2989~
=

188-(25 -x + 1)

#12: NSOLUE

2
} + 12588-J5-x -(637-Jb — 12472) + 58-x-(10%651 — 283887 -J5) + 243953165-J5 - 732296771

= B, %, Real

#13: x = B.4577420435
625-(J5 — 1)

#14: 2
16-¢25-x + 1)
#15: vy = 8.3118270023
(V5 + 1)-(25-x + 1)
#H6: =z -
25
#17: z = 1.618727088

#18: g(B.4577420435)
#19: . 945217754



Gréficamente podriamos visualizar la solucién, representan-

do la expresién #8 y obtendriamos:

Derive 5-[2D 1:1]

=] s

or Insertar eleccionar Qpoiones Yentana Ayuda

DEEE (8|~ XE vl F #0141 ]m]

r\

-4

Goror 04960517, 8.197059 oo 040413, 25588 o052

Por lo tanto la solucién serfa x = 0,4577 dm, y = 0,3118 dm,

z=1,6107 dm.
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NOTAS

El resultado obtenido es el que mas se asemeja al utilizado en
la fabricacién de los primeros envases de bricks caracteriza-

dos por la proporcién durea en sus caras.

i En el problema propuesto se utilizan funciones de dos variables,
las cuales no son el prototipo de las funciones que se manejan en
matemdticas de 2° de bachillerato. Sin embargo, si aparecen en

fisica o quimica, o en ampliacién de matemadticas de 2° de bachi-
llerato.

;Qué es? El tetra-brick estd compuesto
por un emparedado de ldminas

muy finas de materiales:

* Pldstico (polietileno)

* Carton

* Pldstico (polietileno)

* Aluminio

* Pldstico (polietileno)

La union de todos ellos hace de este
envase un buen colaborador a la hora de
conservar sustancias delicadas.



