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La marcha Dufo,u.r Un recursﬁ
para hacer matemiticas en la calle!
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robablemente en la primera década del siglo XIX, el mds
tarde general Guillaume -Henri Dufour (Constanza, 1787-
Ginebra, 1875), ide6 para el uso-de sus exploradores? un siste=
ma de representacion del terreno, facil de aprender e interpre-
. tary fiable para orientar los desplazamientos de la tropa. Como

se vera mds adelante, este 51stema de representacion contlene_ %

virtudes dlgLa.c.twas-mu-y mteresantés para las matematlcas
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\ Guillaume Henri Dufour; .1850

En su carrera militar Dufour se caracterizé.por su talante
humanitario, ideando el emblema de la Cruz Roja para el
socorro de lqs_ herldos en los campos de batalla. En 1864,
junto con Dun_ant Moynier, Appia y Maunoir;, presidié la
asamblea que dio lugar a la Convencion de Ginebra, origen, del
Derecho Ir_ltqrnacional Humanitario (Bory, 1982). :

Fue el encargado de dirigir los trab@zog_para levantar el mapa
de Sulza.(1832'-'-1'864.). y en ,su@em@rla se bautizé el Dufour-

g by -spltze (4638metrosi pm;@aﬂmman’t'e del macizo del monte

Rosa de los Alpes, en lz{l frontera 1talosulza
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Dufourspitze, 3638 m. Los Alpes

De su uso militar, el sistema Dufour pasé a tener utilidad
topografica y fue adoptado como método de orientacién en
alta montana y en actividades de marcha y senderismo, que
empiezan a ser populares hacia finales del siglo XIX, sobre
todo en Valenciaii. Estd documentado el uso del sistema
Dufour en 1928 por la Colla Excursionista el Sol de Valencia y
por la Institucién de Exploradores de Espaia (Riscos, 1963).
Se emple6 también por el Comité Regional de Senderos de
Gran Recorrido para el trazado del Sendero Europeo de Gran
Recorrido por Montaiia (niimero 7), que discurre desde la
extinta Chevcoslovaquia a Portugal pasando por la Comuni-
dad Valenciana y en el Itinerario Ibérico del Mediterrdneo al
Atldntico que nace en Monte Picayo (Valencia).

En Elda estd documentado su empleo al menos desde el afio
1963, en el V Campamento Regional de Montana (Esteve,
1999). En la actualidad es también utilizado en competicion,
al menos en la denominada Copa Catalana De Marxes Técni-
ques Regulades.

Precisamente a través del Club Alpino Eldense llegamos a
saber de la existencia del sistema de representacion Dufour.
En la fase provincial de la Olimpiada Matemdtica Cap-i-Clia
de segundo de ESO celebrada en Monforte del Cid (Alicante)
en el 2000, A7io Mundial de las Matemdticas, decidimos dise-
far una prueba matemdtica de calle basada en él.

En dicha prueba de calle participaron diez equipos de tres
concursantes cada uno, con el objetivo de realizar un recorri-
do urbano decodificando un mapa Dufour y resolviendo en
tres puestos de control una serie de breves pruebas de célcu-
lo, medicién y estimacion. De los diez equipos participantes,
ocho completaron el recorrido sin extraviarse, habiendo teni-
do previamente una corta instrucciéon de unicamente 20
minutos.

Fundamentos de la representacion Dufour

Segun muestra la figura 1, todo mapa urbano puede ser con-
cebido de forma abstracta como una representacién grafica
en el plano de un determinado grafo” o red en el que las aris-
tas son las calles y los vértices son las intersecciones de calles.
Una interpretacion similar (aunque algo mas compleja) puede
formularse para los mapas rurales.

'

Figura 1. A la izquierda el plano usual y
a la derecha un grafo del mismo

En este sentido se define un camino en una representaciéon
grafica de un grafo como una sucesiéon ordenada de vértice,
arista, vértice, arista, ..., vértice, de modo que el vértice final
de una arista sea el inicial de la arista siguiente”. Al primer
vértice de la sucesion se le denomina vértice inicial y al ulti-
mo, vértice final.

Definiremos una aplicacion Dufour como aquella que, dado
cualquier camino de la representacion grafica del grafo origi-
nal, devuelve una nueva representacion grafica de un grafo
cuyos elementos son:

a. Veértices: Todos los vértices del camino original y todos
los vértices adyacentes a cada uno de los vértices del
citado camino.

b. Aristas: Todas las aristas del camino original y todas
las aristas que sean incidentes con cada uno de los vér-
tices del citado camino.

Esta aplicacion contiene toda la informacién relevante sobre
el camino entre el vértice inicial y el vértice final y equivale a
una rectificacién del camino conteniendo un entorno alrede-
dor de cada punto del mismo.

Consecuentemente, la aplicacion Dufour permite una codifi-
cacion secuencial del camino del plano original con las
siguientes caracteristicas:



a. Representa biunivocamente el camino.

b. Estd en linea recta.

c. No conserva necesariamente la escala del grafo origi-
nario.

Sin pérdida ninguna de informacion el grafo imagen se puede
fragmentar, de modo que la linealidad no es un obstaculo para
el almacenamiento de la informacién, que no serd mas que una
secuenciav que consta de lineas, que a su vez se pueden alma-
cenar en varias paginas y éstas en tomos si fuese necesario.

La representaciéon no necesita, pero tampoco es incompatible,
de informacién complementaria que podria resultar util en
sus aplicaciones practicas: asi, por ejemplo, las aristas o/y los
vértices del grafo imagen podrian tener asignados pesos que
representasen distancias, tiempos, pendientes medias, cotas
de altitud o cualquier combinacién de esas medidas. Del
mismo modo los vértices podrian tener asignados signos o
cédigos convencionales para facilitar la localizacion que
representasen carreteras, pistas forestales, sendas, casas, rui-
nas, arboles, balsas, fuentes, puentes, cuevas, rios, barrancos,
vértices geodésicos, pozos, pedregales, simas,... No obstante,
desde el punto de vista matemdtico (no asi, por supuesto,
desde el punto de vista del senderismo o del alpinismo), la
representacion alcanza su mds alta cota de interés didactico
en su version mas simple y abstracta.

Levantamiento de un mapa Dufour

En la Olimpiada Matemadtica 2000, situamos a los participan-
tes en un punto de Monforte, les facilitamos un plano Dufour
previamente confeccionado por la organizacion y les pedimos
que, tras una corta instruccién de un cuarto de hora, fuesen
capaces de interpretarlo, orientarse y llevar a cabo un recorri-
do prefijado por el casco antiguo del citado municipio.

Aunque en este caso fue la organizacién quien construy6 (o
levantd, para ser estrictos con la denominacién alpinista) el
plano Dufour, éste no deja de ser una actividad igualmente
interesante para los alumnos. La metodologia mas atractiva es
levantar el plano directamente desde la realidad, esto es,
situarnos en la calle, darnos un paseo, confeccionar el Dufour
y disfrutar de los atractivos, matematicos o no, de nuestras
ciudades y pueblos.

Resulta evidente que en ocasiones, y este escrito es un ejem-
plo, no es posible situarnos directamente en la realidad, por
ello es necesario a veces levantar el recorrido Dufour a partir
de un plano o mapa convencional.

Partiendo de la figura 2, veamos paso a paso como se levanta
el mapa Dufour y los diferentes tipos de razonamiento que
para ello se utilizan.
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Figura 2

En primer lugar se observa que, de modo natural, un recorri-
do que lleva desde un origen a un destino, no discurre nece-
sariamente en linea recta sino que efectta obligados giros, sal-
vando los accidentes urbanisticos o geograficos del terreno.
Estos accidentes son los que dotan al plano de una topologia
no trivial.

En el plano del ejemplo de la figura 2 se han marcado las sin-
gularidadesvi del camino con letras del abecedario, para ana-
lizar detalladamente a continuacién la construccién del mapa
Dufour. Los puntos ordinarios del camino son topoldgica-
mente irrelevantes.

O es el punto de partida. Para que el mapa Dufour esté bien
definido es necesario que este punto no sea una singularidad,
esto es, no debe ser una confluencia de calles; en caso contra-
rio, no existiria una correspondencia biunivoca entre el cami-
no y su representacion Dufour. De igual modo, el punto I de
llegada tampoco puede ser una singularidad.

El mapa Dufour no estd hecho a escala, por lo tanto no hay
(mejor dicho, no es necesario que haya) correspondencia
entre la distancia de A a B en el croquis originario y en
Dufour, asi como tampoco ha de haberla entre O y A o entre
cualquier otro par de vértices.

La idea fundamental para levantar un mapa Dufour es trazar
un segmento, que serd la imagen del camino que deseamos
recorrer. En él iremos indicando cada una de las bocacalles de
las sucesivas singularidades. Es de crucial importancia mante-
ner el orden en el que van apareciendo las bocacalles segtin el
sentido de la marcha.

A es la primera singularidad con la que nos encontramos.
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Segun nos indica el trazo discontinuo, deseamos seguir hacia
arriba, por lo tanto dejamos una calle a la derecha y, simulta-
neamente, otra a la izquierda, lo que se representa en Dufour
como dos caminos que parten del trazo principal a la misma
altura y que, sin continuidad, se interrumpen inmediatamen-
te (la informacion mds alld de esos caminos no es relevante
para el recorrido que se desea representar).

En B se presenta el siguiente elemento de interés para el cami-
no que se recorre.

Aqui se observa que, siguiendo el sentido de la marcha, la
posicion relativa del caminante en B es dejar a su derecha un
camino que no va a recorrer, lo que en el mapa Dufour queda
representado por una derivacion interrumpida a la derecha.

En el punto C pasa algo parecido pero a la izquierda.

En el punto D la situacidn es mas compleja pero, en el sentido
de la marcha, se dejan a la derecha secuencialmente tres cami-
nos sin interés para el recorrido que son los que se represen-
tan en el correspondiente Dufour.

o

Obsérvese que lo tinico que interesa para levantar el plano es
el niimero de caminos que dejamos sin recorrer y si estos que-
dan a la derecha o la izquierda del sentido de la marcha; es
indiferente la distancia que los separa o el angulo que forman
entre ellos o con el trazo discontinuo.

En E de nuevo el sentido de la marcha deja a la derecha (posi-
cion relativa del mévil) dos caminos que se representan en
Dufour por dos entrantes.

sl

Las singularidades de F a I son las propias de una rotonda. La
primera dificultad aparece a la hora de determinar con preci-
sion cudles son esas singularidades, pero basta con aplicar
rigurosamente el principio basico de la secuencialidad.
Primero debemos decidir en F, puesto que debemos elegir en
qué sentido tomamos la rotonda; luego en G, para saber si nos
salimos de ella o no; y asi sucesivamente hasta I. Una vez esta-
blecidas las singularidades, vamos a ver cémo llevarlas al
plano Dufour.

Segtn el sentido en el que entramos a la rotonda en F, deja-
mos una calle a la derecha de la marcha, por lo que su repre-
sentacion en Dufour es:



De modo totalmente andlogo las representaciones de las sin-
gularidades G, H, I son:

GI H

Obsérvese que, a pesar de que la rotonda es circular en la rea-
lidad, en el sistema Dufour se sigue representando como una
linea recta. Esta es una de las situaciones en las que mds claro
se ve como la geometria del plano usual no se traslada al plano
Dufour, aunque si se preserva la topologia original.

Uniendo secuencialmente las representaciones de cada una de
las singularidades obtenemos definitivamente el plano Dufour
del camino que hemos escogido como ejemplo (figura 1).

Ty

Interpretacion en el plano de un
mapa Dufour

La reconstruccién, bien en un plano a
escala o en la realidad, de un recorrido
desde un mapa Dufour, consiste en esencia
en interpretar la inversa de la aplicaciéon
utilizada al construir el mapa. Localmente,
esta aplicacion inversa estd bien definida y
eso asegura la reconstruccién univoca del
camino.

No obstante, detallamos a continuacién el
proceso, en tanto que genera la necesidad
de realizar razonamientos en los que se
encuentra la principal virtud didactica de
la marcha Dufour.

Figura 1
Estos razonamientos se pueden agrupar en dos tipos: razona-

miento por induccién y razonamiento por deduccion.

El primero hace referencia a la transposiciéon mental directa
de la informacién contenida en el mapa Dufour al mapa ordi-
nario o a la realidad. Se trata de un proceso de lectura del
c6digo Dufour para traducir o descifrar su significado e inter-
pretarlo para tomar la decisién de escoger uno de entre los
trayectos posibles que se presentan en una singularidad.
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El segundo tipo de razonamiento traslada la informacién en
sentido inverso, esto es, analizando una por una todas las tra-
yectorias posibles, observando en cada caso cudl seria la posi-
cién relativa de la singularidad y su codificacién Dufour, y
comprobando su correspondencia exacta con el mapa dispo-
nible. Se trata de un razonamiento por reduccién al absurdo
en el que se van descartando todas las alternativas que se pre-
sentan hasta quedarse de manera légica con sélo una. Si se
tiene en cuenta que, sobre todo cuando se realiza el proceso
en la calle, uno de los errores que se pueden cometer consiste
en confundir en el mapa Dufour la singularidad que se esta
analizando, se comprende el porqué de la importancia y efi-
cacia de este tipo de razonamiento.

Estos dos modos de razonar no necesariamente se presentan
en estado puro o excluyente. Lo habitual en la practica es que
se razone a la vez de los dos modos, combinando coherente-
mente las informaciones que se obtienen de ambos.

Ilustramos ahora el proceso con la reconstruccién paso a paso
del recorrido del ejemplo anterior. Partimos ahora del mapa
Dufour (figura 2).

El punto de salida O debe estar indicado en la realidad, o en el
plano sobre el que se quiere reconstruir el
camino representado, con un vector o sen-
tido de marcha. Esto constituye la condi-
cion inicial del mapavii.

"ol m

En cuanto llegamos a un cruce de calles nos encontramos con
la primera singularidad, identificada como A en el mapa
Dufour. Obsérvese que estamos razonando ahora desde la
realidad. Debemos tomar una decision entre cuatro alternati-
vas: retroceder, girar a la derecha, continuar en linea recta o
girar a la izquierda. En el Duforur observamos que dejamos
un camino a la derecha y otro a la izquierda y eso mismo sera
lo que hagamos para continuar nuestro trayecto.

T

Q T

@™ QO

v} m m
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Figura 2
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El siguiente cruce viene identificado como B. Tenemos ahora
tres posibles decisiones: retroceder, girar a la derecha o seguir
de frente. El mismo tipo de razonamiento de antes nos indu-
ce a seguir el camino de frente.

Otro tanto pasa en C. Las posibilidades son: seguir adelante,
girar a la izquierda o retroceder, de modo que, dejando un
camino a la izquierda, como indica Dufour, seguimos de
frente.

Algo mas compleja deviene la situacién en D.

Aqui hay cinco decisiones posibles pero sélo una de ellas deja
exactamente tres caminos a la derecha tal y como viene repre-
sentada en Dufour la singularidad. En este caso estamos
haciendo un doble razonamiento. Situados en el cruce de
calles vemos que en D se produce una interseccién de cinco
aristas, lo que nos obliga a considerar como una tnica singu-
laridad todo el tramo de Dufour; este contiene tres ramales
aparte del entrante y del saliente, que forman ambos parte del
camino y son consecuentemente parte de la linea recta prin-
cipal de la representacién. A continuacién, razonando por
reduccion al absurdo (o descarte de posibilidades) deducimos
la conclusion.

El siguiente cruce de calles determina la singularidad E que
cubre el tramo de Dufour que contiene los siguientes dos
ramales entrantes, de modo que debemos dejar dos calles a la
derecha y por lo tanto girar a la izquierda para continuar el
recorrido.

En F desembocamos en una rotonda en la que podemos cir-
cular en el mismo sentido que las agujas del reloj o al contra-
rio. Optamos entre tres decisiones y el mapa Dufour indica
que el camino codificado se corresponde con el recorrido que
deja a la derecha un camino, de modo que entraremos en la
rotonda siguiendo el sentido de giro del reloj o negativo.

Si errdsemos en el andlisis y entrdsemos en la rotonda en el
sentido equivocado, pronto la comparacion entre la realidad
y el mapa Dufour devendria incoherente, de modo que debe-
riamos retrotraernos hasta la ltima singularidad analizada
con seguridad.

En G hay un cruce de dos caminos y el plano indica que debe-
mos dejar uno a la izquierda, de modo que continuaremos por
la rotonda. Exactamente lo mismo ocurre en H.

Por el contrario, en /, segtn el plano Dufour debemos dejar un
camino a la derecha, de modo que debemos abandonar la
rotonda.

El plano Dufour no incluye mas singularidades. Por lo tanto,
antes de llegar al préximo cruce, habremos alcanzado el final
del trayecto.

Fenomenologia didactica

La marcha Dufour puede inscribirse dentro del conjunto de
las denominadas actividades matemdticas de calle, aunque
conserva buena parte de su potencial formativo si se desarro-
lla dentro del aula.

Entre las matemadticas de calle cabe distinguir las que tienen
como intencionalidad la construccion de estructuras geométri-
cas, las que pretenden ver matematicas en el entornoi, o las que
proponen problemas que se utilizan en contextos al aire libre~.

La marcha Dufour no encaja en ninguno de los tipos anteriores,
pues utiliza un cédigo de representacién topoldgico mientras
que el denominador comuin de las actividades mencionadas es
la geometria. Paraddjicamente es mucho mas facil levantar un
mapa Dufour que un mapa a escala, pues Dufour no requiere
recopilar tanta informacién. Al mismo tiempo el levantamien-
to se hace con un nivel de abstraccién mucho mayor.



Ademas de la simplicidad de confeccién e interpretacion, el
sistema Dufour contribuye de modo natural al desarrollo de
los siguientes procesos y habilidades:

a. Lalateralidad con distintos grados de abstraccion.

b. El concepto de espacio y de representacion abstracta
del espacio.

c. El razonamiento por descarte de casos o reduccion al
absurdo.
La confeccidn e interpretaciéon de planos.

e. La comprensiéon de las ventajas de la codificacién
coherente.

Las anteriores habilidades y procesos pueden ser abordados
en la marcha Dufour con distintos grados de abstraccion, que
van desde la realizacién de recorridos cortos a partir de pla-
nos Dufour preconfeccionados, al levantamiento de planos
Dufour de largos caminos, pasando por la localizacién en un
mapa o plano a escala de una trayectoria codificada en
Dufour, o levantando a partir de un mapa a escala el corres-
pondiente plano Dufour. Consecuentemente, el espectro de
edades adecuado para esta propuesta es muy amplio, inclu-
yendo desde luego un rango mayor que el de toda la Educa-
cién Secundaria Obligatoria.

Entre los obstdculos para su realizacién cabe citar el trifico en

las zonas urbanas, aunque en casi todas las ciudades pueden
localizarse sitios adecuados que eliminan o reducen a niveles

NOTAS
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aceptables los riesgos. Merece la pena buscar tales sitios pues
la riqueza formativa es mucho mayor operando sobre la reali-
dad que sobre el intermedio de un mapa a escala.

Otra posibilidad es realizar los recorridos en zonas no urba-
nas. M

La bandera federal del general Dufour, pro-
puesta en 1817, desplegada por primera vez
en 1821, adoptada por Argovie en 1833 y en
el ejército entero de Suiza en 1840. La cruz
estd formada por 5 cuadrados iguales.

i Nuestro reconocimiento al Club Alpino Eldense que ha recogi-
do, conservado y practicado durante aiios la marcha Dufour, y
que nos ha brindado la posibilidad de conocer los detalles de esta
actividad sugiriéndonos su enorme potencial formativo.

ii Instrucciones sobre el dibujo de los reconocimientos militares.
Otras obras suyas fueron: Memoria sobre la artilleria de los anti-
guos y la Edad Media y Curso de tictica geométrica perspectiva.

iii En el afio 1880 se crea el Centre Excursionista de Lo Rat Penat.

iv Es decir, un conjunto V= {vg, v;, v2, ... } cuyos elementos se lla-
man vértices, y un subconjunto A de VxV cuyos elemento se lla-
man aristas.

v Técnicamente ... vy v; vis1 ... de modo que para todo k, el par (v,
Vk+1) es de A.
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