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Editorial

No me gusta firmar un Editorial. Es preferible que sea el equipo que sostiene a
SUMA quien lo haga. Pero a veces uno se siente en la obligacién de manifestarse, perso-
nalmente, sobre determinados procesos que se estan llevando a cabo. Desde la publica-
cién del ultimo nimero de SUMA han sucedido hechos de tal trascendencia e importan-
cia histérica que creo deben quedar reflejados en estas paginas.

Hace muy pocos afios, era costumbre finalizar los encuentros entre Grupos y Socie-
dades de Profesores de Matematicas de nuestro pais con la firma de un comunicado de
condena del apartheid en Suréfrica. En el proceso de maduracién de estas lineas he
revuelto mis documentos sobre el particular y observo que el dltimo es la respuesta del
ilusionado Mzobanzi Mboya, Profesor de la School of Education of the University of
Cape Town, a mi solidaridad con su iniciativa de envio de cartas de condena siguiendo
una cadena en drbol. El joven profesor debe estar de enhorabuena ya que con la anun-
ciada legalizacién del Congreso Nacional Africano por el presidente De Klerk se dio
como consecuencia inmediata la liberalizacién del lider Nelson Mandela, el preso mas
admirado y querido del mundo, y el inicio de la llamada era post-apartheid. Vivir en
libertad es la mayor aspiracién del ser humano y, por tanto, debe ser uno de los valores
sobre los que se apoya cualquier sociedad civilizada. Parece, pues, que el final de nues-
tros encuentros, desde ahora, sera otro.

Esta recuperacién de la libertad no ha sido exclusiva de Surafrica. Europa del Este,
en realidad parte de Centro-Europa, ha visto por fin el final de los regimenes dictatoria-
les a los que se veia sometida desde el final de la Segunda Guerra Mundial, 1945. La
etapa de tolerancia abierta por el lider ruso Gorvachov ha hecho posible que los ciuda-
danos de Berlin se llevasen como recuerdo, como un mal recuerdo, todo un simbolo de
lo que vengo hablando: el muro de Berlin. Parece que los modelos educativos soviéticos,
rumanos, bilgaros, hiingaros, polacos, etc., deberdn ser incorporados a nuestros foros
de discusion para su mejor conocimiento.

Otro de mis valores, éste no demasiado compartido en los tiempos que corren, es el
gusto por la belleza. Nuevamente hay que congratularse por el gran evento cultural que
ha supuesto la Gran Exposicién del Afio como se ha titulado a la realizada en el Museo
del Prado sobre Velazquez. Es cierto que, en el lado negativo, ha sido un consumo de
cultura. Casi nadie de los que han formado esas largas colas analizé que el 80% de los
cuadros exhibidos los puede ver en cualquier momento. Es penoso ver pasar a las
personas sin la mas minima consideracién a otras obras alli presentes porque “hoy toca
Veldzquez”, decian, cuando la mayoria de los visitantes es casi seguro que no volverdn a
ningn museo durante muchos afos. De todos modos, reunir cuadros dispersos en el



mundo para ofrecer la contemplacién del conjunto formado por cortesanos -desde reyes
a bufones- paisajes, mitologia e historia y religién, es obra loable. Como profesores de
matemdticas podriamos haber hecho un recorrido de la mano de los espejos que tanto
¢mpezamos a usar en nuestras clases. El reflejo de los reyes en Las meninas nos hace
pensar en un cuadro de una imagen real se trata. Pero el culto a la belleza lo tenemos
manifestado en La Venus del espejo con su desnudo total obsevada por el angelillo, sin
vendas en los ojos, y observandose. Claro, que en la busqueda de la profundidad -
Rendicion de Breda, Cristo en casa de Marta y Maria, Las hilanderas, etc.- podriamos
tener un trabajo interesante desde el punto de vista geométrico. Felicidades a los padres
de la idea.

Aunque no todo es “miel sobre ojuelas”. Desde hace tiempo, y dentro del mundillo
educativo espafiol, hay un sentimiento compartido por profesores, sindicatos y partidos
politicos acerca de la imperiosa necesidad de adaptar la tarea inspectora a las exigencias
de una sociedad democritica como la nuestra. Era necesaria la definicién de la nueva
figura inspectora como funcionario garante ante los ciudadanos de los derechos conte-
nidos en el articulo 27 de nuestra Constituciéon y cerrar la interinidad abierta por la ley
Moscoso, en 1983, en la funcién inspectora. Asi, las diferentes Comunidades Auténomas
con competencias transferidas en educacién y el Ministerio de Educacién y Ciencia, pro-
mulgaron distintas disposiciones legales para tratar de solucinar el tema. Hasta aqui,
totalmente de acuerdo. Pero es que atin quedan otros valores importantes que no me
cansaré de defender. Creo que el del de la honestidad debiera estar arraigado en cual-
quier ciudadano e inculcado desde su uso habitual por los poderes publicos. Pues bien,
todos sabemos las circunstancias que condicionaron las diferentes convocatorias de pla-
zas a inspeccién que hasta la fecha se han realizado. Ante las decisiones que hay que
tomar por la nueva ordenacion legal, es el momento de agradecer los servicios prestados
a unos y de reconocer los principios de mérito y capacidad de otros y dar a las resolucio-
nes que se adopten al respecto la justa limpieza determinada por la ausencia de cliente-
lismos y que otorgue al nuevo ordenamiento la credibilidad democratica que lo haga
socialmente valido. Y vengo a decir esto porque ya ha afectado este proceso a la buena
marcha iniciada en la Comunidad Valenciana en la formacién de profesores de matema-
ticas. La Consellerfa de Cultura, Educacié y Ciencia, desde su Direccién General de
Ordenacién e Innovacié Educativa, durante el pasado mes de febrero y aprovechando la
falta de regulacién antes sefialada, organiza un tribunal para prorrogar, o no, a personas
que interinamente venian desarrollando la funcién inspectora en esa Comunidad. Sur-
gen unidos de la mano la ley y la trampa, ya que en el tribunal hay personas que se “au-
toaprueban” y rechazan a otras que, al parecer no obedecieron consignas. Hasta aqui los
hechos, ¢cémo afectan a la Educacién Matematica? Companeros de Valencia, encarga-
dos de la formacién de profesores de matemaiticas en su Comunidad, creen que deben
defender el valor de la honestidad en esta sociedad y se solidarizan con una de las
personas afectadas por las decisiones del citado tribunal y presentan su dimisién a la
Conselleria. Las dimisiones son aceptadas y un proyecto, en el que toda Espafa tenia sus
0jos puestos como una esperanza de futuro, queda paralizado no se sabe hasta cuando.
Personalmente, me uno a ellos y denuncio la situacién que, muy bien, pudiera estar
dandose en otros lugares de este pais.

RAFAEL PEREZ GOMEZ



Utilidad e interés de la didactica
para un profesor (2* parte)

Guy Brousseau

Traduccién: J. Diaz Godino

Dificultades de la difusion de la didactica

¢Por qué las técnicasy los conocimientos de didacti-
ca se difunden tan mal hacia el piiblico y los profesores?

La razén principal me parece que es la siguiente: la
mayor parte de los difusores de los resultados de investi-
gacién en didactica son conducidos a realizar un uso
distorsionado e ilegitimo de ellos. No les acuso de hacer-
lo a propésito sino solamente de ceder a presiones
multiples y convergentes.

A. Observemos, por ejemplo, como un investigador llega al
medio de los enseriantes.

1. Se trata de esta experiencia célebre, al menos bien
conocida, del “equipo elemental del IREM de Grenoble”
sobre “la edad del capitan”. Proponen a los nifios de
CE2/CM2 problemas del tipo siguiente:

“En un barco hay 26 corderosy 10 cabras. ¢Cudl esla
edad del capitan?, o bien, “En una clase hay 4 filas de 6
alumnos, ¢cual es la edad de la maestra?”

En CE2, el 78% de los nifios dan las respuestas que
os podeis imaginar sin expresar ninguna duda.

A continuacién se les pregunta a los nifos: “:qué
piensas de estos problemas?”: en CM2 lamayoria de ellos,
o bien no quieren responder, o expresan sus reservas,
encontrando estas cuestiones como raras o incluso esti-
pidas (casi la mitad de los alumnos de CM2): “pues la

edad del capitan no tiene nada que ver con los corderos”.
Pero, sin embargo, ellosresponden porque cumplen con

- su oficio de alumnos: deben responder, y quizas piensen

que la estupidez corresponde a quién plantea las pregun-
tas idiotas, como dice el proverbio.

2. Hoy sabemos que esta experiencia muestra uno de los
efectos del CONTRATO DIDACTICO —es un conjunto de
reglas frecuentemente implicitas que pesan sobre los
alumnos y sobre el ensefiante y que condicionan su
trabajo— ¢Era esto evidente para los autores de la expe-
riencia en el contexto de la época? Si es asi, ¢podian
publicarlar ;Cudles eran sus motivaciones?

He visto lanecesidad de crear el concepto de contra-
to didactico en el proceso de observacion de nihos con
fracaso selectivo (el caso de Gaél) en 1977-78!. Mi prime-
ra aplicacién de este término aparece en el coloquio
GEDEOP de Pau (noviembre de 1978) donde lo utilizo
para explicar la sub-comprensién (un resultado de Plu-
vinage), como un fenémeno de contrato, En el cuadro
de la teoria de situaciones, es un objeto importante: el
juego (didactico) del ensenante con la situacion a-didac-
tica del alumno, y el contrato no aparece al observador
sino en las rupturas del mismo, las cuales son inevitables.

Los primeros resultados tienen lugar en el ano
siguiente: Y. Chevallard con O. Schneider estudia la

ruptura del contrato.que aparece en el momento del

estudio de las ecuaciones paramétricas, después con J.

! Memoria del certificado de capacidad de ortofonia de C. Amirault y M. Cheret (1978) IREM de Bordeaux.
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Guy Brousseau :

Tonnelle? el efecto sobre ¢l contrato de una introduc-
cién ostensiva de los polinomios. En 1980, muestra con
D. Pascal como en el tratamiento de las ecuaciones, los
alumnos piensan que tienen que conservar toda la infor-
macién ostensiva que se les confia y rechazan tener que
prescindir de unaletra o de un coeficiente hasta el punto
de preferir hacer una transformacién falsa. El término
de contrato didactico no aparece todavia en ninguno de
estos trabajos. Estd presente en los debates orales de los
didactas pero se presenta por primera vez como una
hipétesis de investigacién en 1980°. Es preciso esperar
hasta 1983 para que aparezca un texto donde Chevallard
explica “La edad del capitan” por un efecto del contrato
didactico, y este texto sigue en la literatura gris* hasta
1988 ;donde aparece en una edicién confidencial del
IREM de Marsellal®

Por tanto ya es claro:

—que el razonamiento de los alumnos se compone
con una constelacién de restricciones de origen didacti-

_co que modifican la significacién de sus respuestas y el
sentido de los conocimientos que se les ensena;
—que estas restricciones no son condiciones arbitrarias
impuestas libremente por los profesores, existen porque
juegan un cierto papel en la relacién didactica.

Esta funcién erainsospechable en el cuadro clasico
(importado de la psicologia) de estudios de respuestas a
cuestionarios. También su estudio es dificil: faltan textos
tedricos, la misma palabra es mal comprendida por
algunos que se confunden sobre el caracter teérico del
concepto y piensan que se trata solamente de un medio
de mejorar la enseflanza (¢qué contrato es preciso pro-
poner?). Es criticado en la misma comunidad de investi-
gadores (¢como puede ser implicito un contrator ¢Por
qué los profesores no son libres de cambiarlo?...)

Losinvestigadores de Grenoble han imaginado una
experiencia a propésito de un estudio sobre los proble-
mas, y como trabajan en un IREM, deben producir
consejos para los ensenantes. Sus observaciones van a

servir pues para alimentar, de manera bastante ideologi-
ca, la condena de ciertos tipos de problemas concretos
complejos o absurdos. Ahora bien, se encuentran, de
manera evidente, con un fenémeno que pone en entre-
dicho la interpretacién de los comportamientos de los
alumnosy cuentan entre ellos con didactas reconocidos,
al corriente de la problemdtica del contrato didactico,
que han debido seiialar el fenémeno. Pero no podian
publicar este resultado tedrico ya que se requeria un
entorno tedrico - la revista “Recherches en Didactiques
des Mathematiques” acababa de aparecer pero no podia
aceptar un tema semejante.

¢« 3. :Como guardar para si un hecho semejante cuan-
do nos ocupamos de la formacién de los maestros? ¢Y
cémo este hecho no explicado no seria considerado por
los profesores como “inquietante” puesto que suponen
que es una consecuencia de su ensefianza? Tienen razén
de estar inquietos: los resultados son publicados “de
manera anénima” en la prensa profesional “Gran N”y el
“Bulletin de ’APM”.%

La prensa sensacionalista se adueia de ellos, los
pone en escena, losinterpreta, son la base de una de estas
obras de indignacién sobre la ensenanza de las cuales el
pablico esta deseoso: “;como? 176 de 97 de nuestros
ninos normales suman los corderos y las cabras para
encontrar la edad del capitan ...j, se indigna Stella Ba-
ruk.’

Esta experiencia se presenta como reveladora “de la
amplitud del siniestro” (p. 24): “Antesincluso de que sea
formulado, un enunciado cualquiera de matematicas, de
golpe y porrazo esta desprovisto de SENTIDO” y este
estado de cosas “no deberia ser, no puede ser” (p. 24).

Si ninos normales dan respuestas anormales es
porque “un orden abusivo fundado sobre la cegueray el
absurdo enlarealidad de losfenémenosha provocado su
alienacion” (p.26). Es pues falta de los profesores, y la
prueba de que los profesores son culpables, cree encon-

2 O. Scheider “Le passage des équations numériques aux équations paramétriques” DEA IREM Bordeux - Marseille 1979. J. Tonnelle “Le
monde clos de la factorisation au premier cycle” IREM Bordeaux - Marseille 1979.D. Pascal “Le probléme du zéro” DEA IREM Bordeaux-Marseille

1980.

% G. Brousseau “Les échecs électifs en mathématiques dans I'enseignement élémentaire” En Revue de laryngologie otologie rhinologic. Vol

101, n. 3-4 1980 pp. 107-131.

* Asi como “Elements pérennes du contrat didactique, ruptures locales et ruptures globales” Alain Mercier (1984).
Y. Chevallard “Sur I'analyse didactique. Deux études sur les notions de contract et de situation”. Publications de 'lREM de Marseille, n. 14.

1988.

% Quel est 'age du capitaine, en “N” n. 19. IREM de Grenoble 1980.

7 Stella Baruk “L’4ge du capitaine, de I'erreur en mathématiques”. Seuil (1985).
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trarla Stella Baruk en una experiencia de Alain Bouvier
(esta vez cita al autor aunque no el texto) que muestra
que los profesores, igual que los alumnos, responden
ellos también a cuestiones estiipidas.

Presentados en este contexto, no es nada asombroso
que estos “resultados” provoquen reacciones por parte
de los profesores que asisten a las conferencias. A falta de
un andalisis mas pertinente, atacan a la encuesta que el
autor pretende tener que defender.

B. ¢ Qué enserianzas podemos extraer de esta aventura?

1. Yo no voy ahora a echarle la culpa a Stella Baruk,
que se la atribuye a los profesores, quienes a su vez
inculpan a los alumnos. Ella esta al final de una cadena,
pero como cualquiera de los demds, se somete a las
condiciones de su contrato didictico. Formadores que
simplifican abusivamente, investigadores que canibali-
zan sus trabajos (o los de sus colegas) para alimentar un
articulo “bajo pedido”, autores deseosos de “novedades”,
todos estamos sometidos a presiones que nos apartan de
la verdad. Todos cedemos mas o menos, para economi-
zar tiempo o espacio, por conformismo, por proselitis-
mo, por ideologia,...

2.En primer lugar sobre el fondo de la cuestién, haré tres
observaciones:

a) La pérdida del sentido, tanto en la relacién
didactica como en el aprendizaje, es un fenémeno nor-
mal: tanto los ensefantes como los alumnos, estin en su
derecho de buscar con el menor esfuerzo la respuesta
esperada. La gestién del sentido debe ser estudiada con
el mismo cuidado y el mismo respeto que los errores de
los alumnos para cuya comprensién Stella Baruk se
esfuerza desde hace tanto tiempo, y con razén: es preci-
samente el objeto de la teorfa de las situaciones y de la
transposicion didactica.

b) El hecho de que muchos alumnos, al mismo
tiempo que aceptan la ficcién del problema, lo juzguen
desde el exterior debe ponernos en guardia contra una
lectura ingenua de las relaciones escolares respecto al
saber. Este hecho muestra simplemente que es necesario
distinguir:

—Ilos conocimientos de los alumnos, que activan
“para uso privado”;

Utilidad e interés de la diddctica para wn profesor

—1los saberes aprendidos o ensefiados, tal y como
funcionan en la prictica de la relacién didactica;

— el saber pretendido, que obedece, en si mismo,
a otras leyes.

No es pues sorprendente que restricciones diferen-
tes conduzcan a sentidos diferentes admitidos conjunta-
mente y a practicas contradictorias. Seria absurdo por
otra parte poner en el haber de los niflos sus reacciones
“inteligentes” y las otras sistematicamente en el debe de
los profesores. La segunda experiencia muestra que el
contrato didactico SE IMPONE IMPERATIVAMENTE A 1.OS
ALUMNOS en su calidad de examinandos, independien-
temente de su competenciamatematicay de su experien-
cia en la escuela.

‘c) Por dltimo, sabemos mostrar que por razones
tedricas el CONTRATO SE IMPONE TANTO AL PROFESOR
COMO A LOS ALUMNOS y que no puede modificarlo de la
misma manera que un comerciante, o incluso un gobier-
no, no puede modificar las leyes econdmicas.

3. Este tipo de declaraciones o de hipétesis no se adaptan
nialo que reclaman los padres que quieren, bien la paz,
bien soluciones, ni a la formacién de los maestros que
reclaman consejos o sugerencias, pero que estin conven-
cidos, en el fondo de su inutilidad. Esto lleva a los
formadores a producir novedades o hechos llamativos.

En lugar de informar al publico sobre el estado de
las reflexiones cientificas a prop6sito de la ensefianza de
las matemdticas, lo que no tendria ningtn éxito, el
formador DEBE instruir un proceso, y de un modo mas
severo cuando no propone solucién. Asi la obra de Stella
Baruk, aunque sea apasionante, repleta de ejemplos, de
ideas, de conocimientos, de citas, de verdades, esti
completamente orientada hacia un proceso y no hacia
una comprension de lo que describe.

Por su parte, para aumentar la imagen de su impor-
tancia social, los profesores tienen ventaja si asumen su
plena responsabilidad en todo lo que acontece en el
proceso que administran, aunque esto roce con el maso-
quismo.

Observemos que la A.P.M, Stella Baruky sus audito-
res, se comportan como si adoptaran la idea siguiente:
deberia ser competencia del profesor percibir todos los

¥ Y con qué fuerzal En el debate, Stella Baruk cita a J. Paulhan: “Se dice que los ignorantes son los mejores profesores” (Lo que, en el contexto,

quiere dejar entender de modo evidente la reciproca).
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fenémenos que hacen “anormal”la comunicacién de los
conocimientos e impedir su aparicién o de corregirlos si
tienen lugar.

Mostrar que existen leyes no percibidas en este
dominio equivale a afirmar que las imprecaciones son
tan inoperantes como las decisiones de los responsables.

4. Para combatir esta tendencia es preciso que los inves-
tigadores produzcan mas deprisa respuestas mas claras.

Ahora bien, para hacer avanzar un poco los conoci-
mientos sobre el contrato han sido precisos diez afios: |la
investigacion eslenta; Los hechos no son explotados, los
estudios no se escriben, los textos no se publican, o son
mal publicados... Por ejemplo, el corpus de las observa-
ciones permanecen en los documentos privados: las
actas de lapuestaapunto de las situaciones de ensefianza
son eliminadas sistematicamente de las publicaciones, e
incluso de las tesis, POR SUS AUTORES aunque la concep-
cién y la puesta a punto de estas situaciones les haya
exigido decenas de horas de un trabajo donde los cono-
cimientos didacticos son efectivamente puestos en prac-
tica de la manera mis visible. (Por qué?

—Nadie reclama este tipo de textos, que leidos por
los no especialistas, aparecen como trivialidades initiles,
Los especialistas que leen este tipo de trabajo no son lo
bastante numerosos para justificar el esfuerzo de las
puestas a punto necesarias para una publicacién.

—~Pero sobre todo, lo que la sociedad pide natural-
mente al didicta mata con frecuencia el objeto de su
investigacion: bien la formacién de los maestros o la
produccién de ayudas para la ensefianza, bien el alinea-
miento de sus textos “cientificos” con los cinones de los
dominios establecidos (o con la idea que el piblico se
hace de ello).

Entonces, el ensenante, el formador, el idedlogo, el
autor que hay en €l se van a precipitar sobre las produc-
ciones delinvestigador: sus concepciones se propagaron
antes de haber sido problematizadas, sus experiencias
seran conocidas antes de que las haya analizado, sus
resultados seran leidos por encima del hombro por las
necesidades de la ACCION, y sus conclusiones seran selec-
cionadas en funcién de su forma (¢tiene Vd. resultados
estadisticos?) o de su receptibilidad por toda clase de
medios. Ycuando quiera presentar su trabajo, el terreno
estard ya pisoteado, haciendo la tarea mas ardua y apa-
rentemente més vana,
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5. ¢Por qué entonces acepta estas restricciones?

Creo que es para probar, lo mas prontoy amenudo
posible, que su investigacién existe y es util. Si se siente
obligado sin parar a probar que su investigacion existe, es
que el sistema al cual se dirige pone una cierta obstina-
cién en negarla.

Hemos comenzado ya a explicar por qué el pablico,
los ensenantes (e incluso los matematicos) estin intere-
sados en esta negacién de la investigacién organizada
sobre la ensefianzay volveremos mas adelante sobre esta
cuestion.

Podemos ver sobre otros ejemplos mas recientes
como lainvestigacién en didactica es actualmente explo-
tada, negada, violada, y vuelta en contra de los profeso-
res, &én funcién de la ley del mercado de las ideologias 'y
de la venta de libros.

Lavocacién deladidactica esta en oposicidn de estas
intervenciones estruendosas. Frecuentemente, la expli-
cacién de un fracaso o de una dificultad permite discul-
par al ensenante yal alumno y orientarles hacia actitudes
mas positivas; en medicina, la atribucién de la tuberculo-
sis a un microbio no permitié inmediatamente vencer la
enfermedad, pero si al menos disculpar a los enfermos,
que durante mucho tiempo fueron sospechosos de haber
ofendido de algin modo a la naturaleza y que eran
castigados por ello; ademas, de modo accesorio, sugiri6
que una cierta higiene podria prevenir el contagio.

La didactica y la innovacién

Es indispensable que todo ensefante, cada dia,
comience su clase como si los conocimientos que propo-
ne a sus alumnos fueran descubiertos por primera vez al
mundo y como si este hallazgo fuera desisivo para ... el
porvenir de la humanidad.

Si esta necesidad de vitalizacién, tanto para el profe-
sor como para los alumnos, ha sido tantas veces subraya-
da, es que el contrato didactico tiende - legitimamente -
a estereotipar la accion de enseniar, a codificar los méto-
dos, a definir el saber escolar; tiende a convertir en
obsoletas, para el profesor, las situaciones que utiliza y
obsoletos, para el alumno, los conocimientos tratados.

Los medios de luchar contra estos envejecimientos
son lasrenovaciones en las diferentes ramas del contrato:
en las relaciones con el alumno, en las relaciones con el
saber y con la comunidad de los matematicos, en las
relaciones con las situaciones de ensefianza.
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Una ilusién simpatica, pero peligrosa, consiste en
sostener que el medio de evitar el envejecimiento seria
evitar sumarca principal: es decir, todo mecanismo, toda
reproduccién, y en el limite, todo aprendizaje. Para
permanecer fresco, el profesor HARIA las matemiticas
con sus alumnos, matematicas sin referencia al pasado,
completamente justificadas por las circunstancias y la
vida de los alumnos. Esta posicién empirista, roussonia-
nay radical conduciria a lo peor: muestra, en su princi-
pio, la negacién misma del fin de la ensefianza que es
comunicar un saber cultural costosamente adquirido y
las referencias requeridas por un contrato social. Esta
ilusién hace reposar la relacién did4ctica sobre una serie
de ficciones que pesan mucho.

Cada uno de los protagonistas sabe bien que los
textos del saber estdn ya escrito en otro lugar y no parece
legitimo que el ensefiante se permita cambiar ni un apice
EN EL MOMENTO DE ENSENARLO.

En efecto, para estar alerta, el profesor puede Ha-
CER matematicas en el sentido clasico de intentar respon-
der a preguntas abiertas o plantear cuestiones de mate-
maticas interesantes y nuevas, pero es una excepcion que
los temas de investigacién puedan ser también, de manera
inmediata, buenos temas de ensenanza.

En efecto, para estar alerta, el profesor debe “reha-
cer” las matemdticas conocidas buscando los tipos de
problemas que permiten resolver, qué tipo de cuestiones
conducen a plantearse, c6mo se puede mejorar su efica-
ciay su presentacién. Recontextualizar de otro modo las
matemadticas - en particular para sus alumnos - es la
actividad esencial del profesor. Esa actividad es al mismo
tiempo de naturaleza didactica y matemitica, constituye
una etapa de la transposicién didactica. Esta recupera-
cién de los conocimientos matematicos con el fin de
preparar futuras revisiones y futuros descubrimientos
forma incluso la contribucién especifica de la ensefianza
al avance de la ciencia. Esta contribucién no es aiin hoy
reconocida porque la comunidad y los conocimientos
que pueden permitir controlarlay dar cuenta de ella no
existen.

Asi pues, es verdad que la ensenanza es y seguira
siendo en parte un teatro y que, de un modo u otro, el
profesor debera asumir sus relaciones con el fin - la
comunicacién de los conocimientos -y con los medios -
la situacion didactica. En el teatro, las responsabilidades

Utilidad e interés de la diddctica para un profesor

reciprocas del actor y del autor estin reguladas desde
Shakesperare, Moliére y Diderot. :Se convertira el profe-
g <

sor en una especie de actor del saber? ;Se convertira la
didéctica en la recopilacién de los textos que el profesor
deberd “Gnicamente” interpretar - y que ni siquiera
podra escoger? Mi respuesta es “si en ciertos momentos,
yno hay ninguna deshonraen clarificar honestamente lo
que se hace”.

¢Puede el profesor sentirse como un actor sin poner
en peligro su misma accién? La escena, que es su leccién,
se reinterpreta por enésima vez por el mismo actor, y a
veces para el mismo publico. Se tiene pues necesidad de
una especie de renovacién para mantener el interés y la
vigilgncia de unos y otros. Hoy dia, el profesor prefiere
sentirse como un comediante del arte y es por lo que
tiene necesidad de innovaciones.

A priori, lainnovacién corresponde a lo que hemos
definido mas arriba como la actividad didéctica no ense-
nante del profesor. Es uno de los medios menos arbitra-
rios ofrecidos al profesor para volver a encontrar su
lozania en peligro de perderse porque se supone que
actiia sobre el acto mismo de ensefar. Por tanto, aparece
como una necesidad imperiosa al nivel de cada profesor.

Pero la innovacién es un mecanismo DIDACTICO,
por tanto social, y un objeto de inversién libidinal como
la investigacién; su analisis sistémico, una de las formas
de investigacion didictica, muestra que el funciona-
miento de lainnovacién conduce aresultados diferentes
de los pretendidos.

Una innovacién, por definicién, no puede perma-
necer escondida, debe ser comunicada. Por tanto, debe
merecer la mayor difusién y proponer “cosas que funcio-
nen” en una forma comunicable alos demds. Asi pues, su
difusién se debe justificar por una observacién previa del
fracaso de los métodos antiguos - las innovaciones prece-
dentes. Asimismo, debe insistir en el hecho de que es
nueva y que presenta al menos una diferencia esencial.
Para ir mas deprisa seria preferible desacreditar y rom-
per resueltamente con el pasado.

Bajo una presentacién halagadora, la innovacién
permite a una parte de los ensefiantes sentirse como
innovadores: personas que “desarrollan sus competen-
cias”, que “actuan para mejorar las condiciones de ense-
nanza”, que “enuncian conclusiones operatorias”, y que
actuan sobre su medio.® Su fin es generoso: propagar la
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innovacién, extenderla y generalizarla por diferentes
medios de accién social.

Lainnovacién tiene necesidad de auditores, es pues
un fendémeno de tipo autocatalitico, su progresion, muy
fuerte al principio (exponencial), disminuye rapida-
mente. Su fuerza y su velocidad de propagacién se anu-
lan mas deprisa de lo previsto: cuando mas del veinte por
ciento de los profesores comparten un mismo punto de
vista, es bastante impropio sostener una funcién de
innovador. Los primeros innovadores, u otros, dirigen
sus miradas hacia un nuevo horizonte —aunque la inno-
vacién que abandonan haya sido “buena” o “mala”—y
esto, més deprisa a medida que su difusion haya tenido
un éxito mayor. ,

Elsistemaque describimosaqui esel delamoda. Los
ensefiantes tienen necesidad de moda, jsi de modal! ¢por
qué no? No voy a decir nada nuevo respecto de este
mecanismo de incitacién al consumo.

Concretamente, el proceso continiia con la observa-
cioén del fracaso mas o menos profundo, una batalla
confusa donde los primeros innovadores claman contra
la traicién y piden mas medios de formacién o de presién
sobre sus colegas. A continuacién una nueva ola de
innovacién aparece como indispensable a todos, con el
fin de “superar” este periodo penoso de desordenes que
cada uno se apresura a olvidar. Por este motivo la inno-
vacién no permite nunca obtener lecciones titiles de las
experiencias que no para de provocary de este modo no
puede aportar nada al conocimiento de la didactica. En
elmejor de los casos, toma de prestado susadquisiciones,
pero para otros usos, como hemos mostrado con la edad
del capitan.

Elactade fracaso es pues necesario para el automan-
tenimiento de la innovacién, pero, ¢el fracaso mismo es
inevitable? No, creo que por medio de estas innovacio-
nes, por otra parte bastante ciclicas, el progreso camina
de igual modo, pero sus posibilidades de accién son muy
limitadas.

En efecto, para difundirse bastante deprisa, una in-
novacién tiene necesidad de un ritmo tal que sélo lo
permiten los procesos de moda. Para permitir este ritmo,
es necesario que la innovacién no afecte a nada esencial
de las praicticas profundas de ensefianza: la moda en el

vestir puede cambiar el cuello olalongitud de los abrigos
pero no puede hacer agiijeros por dentro.

El mecanismo de difusién de la innovacién es bas-
tante complejo y depende de los conocimientos afecta-
dos. Las razones de su éxito y de su fracaso han sido
estudiadas de una manera mas precisa en algunos casos
particulares: eldelos diagramas, citado mas arriba, y el de
una innovacién aparentemente con mas éxito, el de las
teorias y métodos de DIENES,

Losfendémenos que hemos puesto de manifiesto son
interesantes:

DIENES ha propuesto la organizaciéon Bourbakista
de las matematicas, a la vez como epistemologia, como
modelo de psicologia cognitiva y psicogenética, como
16gica, y como modelo de procesos de ensefianza. Ha
producido materiales didacticos muy apreciados.

El corazén de estamaravillosa simplificacién; apoya--
do por el ambiente estructuralista de la época, es la
“operacién del cociente conjuntista” de los matematicos
que hace corresponder a una relaciéon de equivalencia y
a un conjunto, la lista de clases de objetos equivalentes.
Generalizar, es pasar objetos equivalentesa su propiedad
comiin. Para ensefar, es necesario hacer vivir al alumno
situaciones “isomorfas”, es decir equivalentes desde el
punto de vista de su estructura matematica. Después de
algunas experiencias de este tipo, el alumno reconoce la
misma estructura, laesquematizayacontinuacion puede
formalizarla.

Esta teoria es aceptada por los maestros porque la
utilizan implicitamente: corresponde exactamente a las
practicas de ensefianza corrientes:

—en el origen, hay una exigencia del contrato
didactico: si el alumno fracasa, es necesario darle otra
oportunidad de efectuar el mismo la solucién,

—pronto la repeticion se erige en principio de
aprendizaje,

—pero, para disimular la identidad de las pregun-
tas, es preciso variar las condiciones que no son pertinen-
tes; el alumno, debidamente advertido de este hecho,
busca las analogias; el profesor, por otra parte, le invitaa
ello.

Este abuso de la analogia conduce al alumno a

? Estas expresiones son las de A. Bouvier en “Didactique des mathématiques, le dire et le faire”. Para caracterizar la investigacién-accién la
opone a la investigacién llamada “tradicional” en la cual el investigador pretende esencialmente “la apropiacién de las competencias de los demis,
" lamejora de su status de investigador y de su carrera, y la aparicién de nuevas cuestiones, nuevas hipétesis” (p. 521). Encuentro que mi amigo Alain

“s¢ pasa”. (envoie le bouchon de beaujolais un peu loin!)
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apartar las semejanzas correspondientes a las intencio-
nes del profesor y a centrarse sobre las variables no
pertinentes en lugar de comprender la necesidad inter-
na de la situaciéon. De este modo, el alumno resuelve sus
problemas, mas por transferencia de algoritmos que por
comprensién del sentido. De hecho, en ausencia de
intenciones didacticas, el proceso de aprendizaje empi-
rico descrito de este modo no funciona.

Por el contrario, la ensefanza fundada sobre la
hipétesis de este proceso puede funcionar realmente. Es
suficiente que los alumnos puedan adivinar el objeto del
saber que el profesor les presenta asi, un poco disimula-
do por una ficcién didactica. Pero si la analogia es un
poco lejana o si tiene que hacer un esfuerzo de compren-
sién especifico, lamayor parte de los alumnos no pueden
“leer” laintencién del profesory por tanto fracasan en el
reconocimiento. Ademas, el alumno no puede negar la
similitud cuando se le revela, el fracaso es pues del
alumno y no del profesor.

Para tener éxito, el método DIENES exige pues:

—un contrato didactico explicito: el alumno debe
buscar similitudes,

—seniales didacticas claras: las situaciones deben
poder ser seguidas en el tiempo, en nlimero y en ritmo
convenientes,

—pero sobre todo, la presién del maestro debe ser
suficiente para que el contrato didactico funcione.

A Se observa entonces que con los innovadores, los

que quieren mostrar que el método funciona, funciona
efectivamente: los alumnos aprenden lo que el maestro
les propone. Por el contrario, fracasa con los ensefiantes
que CREEN en la verdad de la teoria didactica de DIENES:
proponen correctamente, una detras de la otra, las fichas
de trabajo convenientes pero el aprendizaje no se produ-
ce. La explicacién es que esperan que el proceso actile
como una ley fisica y no ejercen pues ninguna presion
sobre el contrato didactico.

Herelatado esta historia paraextraer de ellaalgunas
observaciones y ejemplos:

En el abuso de la analogia vemos:

—un ejemplo de efecto TOPAZE: el profesor simpli-
fica su tarea haciendo de hecho que el alumno obtenga
la respuesta correcta mediante una lectura banal de las
preguntas del profesor y no por una auténtica actividad
matematica especifica sobre la estructura propuesta.

Utilidad e interés de la diddctica para un profesor

—y un ejemplo de efecto JOURDAIN: el alumno ob-
tiene larespuesta acertada mediante un reconocimiento
banal y el profesor reconoce el valor de esta actividad
mediante un discurso matematicoy epistemolégico sabios.

La aceptacién, por los profesores, de la teoria de
DIENES es un ejemplo de las falsas relaciones que pueden
establecerse entre la investigacion y la ensefianza: el in-

" vestigador utiliza, conscientemente o no, conceptos

creados porlos profesores pararesolver los problemas de
gestiéon de la ensefianza. Los racionaliza un poco, los
traduce en términos sabios y los devuelve sacralizados
con una aureola cientifica a los profesores que los reco-
nocen como ‘verdaderos” y los adoptan pronto con
entusmsmo, sin cambiar en nada su trabajo, asegurando
de paso el éxito social del 1nvest1gador Se trata de nuevo
de un efecto Jourdain.

Por altimo, algo mas sitil, enunciamos lo que po-
dria ser un TEOREMA DE DIDACTICA: si los profesores
creen suficientemente en la eficacia propia de un méto-
do didactico hasta el punto de apoyarse casi completa-
mente sobre €l, no reemplazan su papel en la negocia-
cién del contrato didactico, y el método fracasa. La
paradoja no es sino aparente pero ilumina de forma
inquietante el futuro de las tecnologias didacticas gracias
a las cuales se creia poder olvidar la vigilancia de los
profesores y los conocimientos fundamentales de didac-
tica.

En resumen, toda innovacién en ensefnanza, funda-
da sobre un acta de fracaso, debe hacer olvidar las
innovaciones precedentesy las referencias a una progre-
sion de los conocimientos (contrariamente alo que hace
en otros dominios). Termina por tener que fracasar, y
por consiguiente, ninguna innovacién puede atacar alas
condiciones esenciales de la ensenanza.

La innovacién actda, por tanto, sobre la ensenanza
pero con una eficacia forzosamente limitada y mediante
un coste social y epistemoldgico que podria parecer
pronto excesivo. Se hace necesario que la didactica
defienda‘y sostenga la innovacién que ella pueda susci-
tar, reconocer y guiar (como se hace en los restantes
campos cientificos) y de este modo podra mostrar al
menos la importancia simbdlica. |Esperemos que sea lo
bastante fuerte para estoj.

Esta puesta a punto sobre la innovacién era necesa-
riaya que la cuestion que me habia sido planteada habria
podido ser comprendida por muchos como la siguiente:
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¢ Qué es lo que la diddctica podrd aportar a un profesor de
secundaria, ADEMAS DE , y DISTINTO de lo que la innovacion
propuesta por los mismos profesores puede producir’”

Mis palabras no deberian hacer creer que soy un ad-
versario de la innovacién.

En primer lugar, porque he tratado y trato todavia
en una cierta medida, de ser también “un novador”. He
producido lecciones “nuevas”, técnicas e ideas “nuevas”.

A continuaciéon, porque una buena parte de los
medios de los que dispongo en la escuela Jules Michelet
de Talence por el COREM es debido al éxito de una ola
continua de innovaciones y de sugerencias de los forma-
dores de la region, P.E.N y LD.E.N., innovaciones cuya
difusion directa es retardada al maximo para permitir a
cada uno utilizarla lo mejor posible en su oficio de
formador y, por consiguiente, durante algin tiempo
todavia de NOVADOR. La innovacién me permite com-
prar y acreditar la investigacion hasta que ésta pueda
jugar plenamente su papel. Pero mi mano derechainves-
tigadora debe ignorar lo que hace mi mano izquierda
innovadora.

Ademas, porque la innovacién produce fenémenos
sin los cuales seria bastante dificil avanzar en las reflexio-
nes tedricas, y que seriamos incapaces (incluso impedi-
dos moralmente) de producir experimentalmente.

Por dltimo, porque en el sentido amplio que le
hemos dado al comienzo, la innovacién es el principio
mismo de la accion de ensefar: de igual modo que
ninguna teoria de la dindmica no puede dispensar a un
conductor de mirar a la carretera y de tomar decisiones
que él solo puede tomar, la didactica no puede sustituir
al ensefiante en el acto de ensefar. Quitarle el derecho
a la innovacién seria quitarle el derecho de dar sentido
a lo que hace. ,

S6lo es necesario no confundir los papeles. Nadie ha
prohibido a un actor escribir obras, e interpretarlas, sim-
plemente no hace las dos cosas al mismo tiempo. Los
profesores pueden ayudarse mucho y ayudar a la didac-
tica interesandose por sus dificultades, participando en
sus progresos y en sus desafios intelectuales. Pueden
utilizar BAJO SU RESPONSABILIDAD los resultados de inge-
nieria que la investigacién proporciona como subpro-
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ducto. Pueden participar en sus investigaciones y en sus
debates, como profesionales o como aficionados (acep-
tando las reglas de juego y segiin su disponibilidad), esta
ayuda es siempre preciosa.

La didactica es su quehacer como labiologiaylame-
dicina lo son para sus practicos. Tiene una funcién
limitada pero precisa e irremplazable: tiene necesidad
de su comprensién y de su apoyo, aun cuando no pueda
todavia aligerar mucho su carga.

En la eleccién que hemos hecho de desarrollar bajo
el nombre de DIDACTICA una teoria fundamental de la
comunicaciéon de los conocimientos matematicos, no
hay ninguna incompatibilidad con otras definiciones y
otras orientaciones. Por el contrario, es una concepcién
que favorece la integracién de aportaciones de otros
dominios y su aplicacién a la ensefianza, y que establece
con la practica unarelacién sana de cienciaa técnicayno
de prescripcién a reproduccién.

No condena, a priori, ninguna accién en favor de la
ensenanza. Pero es preciso comprender que es un error
querer a toda costa obligar ala did4ctica a comprometer-
se en cada una de estas accionesyajugar un papel que no
es el suyo. En el mejor de los casos, se le propone desafios
ridiculos e imposibles, desafios que no se osaria exigir a
ciencias que estan sin embargo mucho més avanzadas.
En el peor de los casos, se corre el riesgo de confiar a sus
expertos responsabilidades por encima de sus fuerzas y
dereproducir errores semejantes alos que se han visto en
otras partes (por ejemplo en economia..)

Una de las funciones de la didactica podria ser
entonces, contrariamente a lo que algunos han insinua-
do, contribuira ponerun freno, porfin,aun proceso que
consiste en transformar el saber en algoritmos utilizables
por los robots o por humanos sub-empleados y en dismi-
nuir la parte de reflexién noble en todas las actividades
humanas para devolversela a algunos.

Para sacrificar al dios de la supuesta eficacia, la ense-
nanza presta su concurso hoy a lareduccién algoritmica
y ala desmatematizacién. Espero profundamente que la
didactica podra combatir esta desposesion y esta deshu-
manizacion.



¢Es posible? ¢Es deseable? especificar

las “competencias” esperadas
al final de la formacion*

Antoine BODIN

Traduccion: Florencio Villarrova

Reflexiones a partir de un caso particular:
El de los nuevos programas Franceses para
el Colegio

A partir delinicio del curso 87-88, un nuevo programa
de matematicas se puso en practica en los colegios fran-
ceses. (87/88 para la clase de 62, 88/89 para la clase de
5% etc...) Hasta el momento presente, los programas ve-
nian etiquetados en términos de contenidos que habia
que ensenar, eventualmente acompanados por conside-
raciones generales relativas a los fines y objetivos globa-
les. Estos programas describian mas el comportamiento
esperado del ensenante (defendiéndose de ellos como
podia) que el del alumno. Como mucho se encontraban
frases como “el programa enumera las nociones que los
alumnos deben haber comprendido ysaber utilizar”. Por
primeravez, los nuevos programas van acompanados de
listas oficiales, y por tanto obligatorias, de los comporta-
mientos especificos esperados de los alumnos. Estas
listas estan presentadas bajo el nombre de competencias
exigibles.

Por ejemplo:##

Clase de Sexto

CONSTRUIR el simétrico, cuando el eje no corta a la
figura:
—de un punto
—de una recta
—de un segmento
—de una linea poligonal
—de una circunferencia
TRAZAR el o los ejes de simetria de las siguientes figuras:
—tridngulo isésceles
—triangulo equilatero
—rombo
—rectangulo
—cuadrado
EFECTUAR con niimeros decimales ordinarios:
—sumas
—restas
—multiplicaciones
—la divisién con resto de un niimero natural por un
namero natural de una o dos cifras.

* Exposicion presentada en la 4 Reunién de la C.LE.AE.M. Bruselas, 24 de julio de 1989.

acorrespondencia entre los cursos franceses y los espaiioles es: Sexto: Sexto E.G.B.; Quinto: Séptimo E.G.B.; Cuarto: Octavo E.G.B.: Tercero:

Primero B.U.P.: Segunclo: Segundo B.U.P. Los Colegios franceses imparten desde sexto hasta tercero, ambos inclusive. Es ¢l tramo correspondicn-

te a la Secundaria Obligatoria de dicho pais.
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Clase de Quinto

TRAZAR un triangulo conociendo:

—Las medidas de los tres lados.

—Las medidas de dos lados y el 4ngulo comprendido
entre estos dos lados.

—Iamedida de un lado y los dos angulos adyacentes
al mismo.

CONECTAR LAS PROPIEDADES del paralelogramo
con las de la simetria central. ‘
UTILIZAR LAS PROPIEDADES (lados y diagonales,
angulos, elementos de simetria):

del rectangulo

del rombo

del cuadrado

del paralelogramo.

CALCULAR una velocidad media.

De hecho, para cada nivel escolar, la lista de “compe-
tencias exigibles” contiene un centenar de objetivos
especificados del mismo modo. Se ve que estas “compe-
tencias” estan localizadas en el eje de los contenidosy en
absoluto en el de la instrumentacién mental!. Las varia-
bles de la situacion, que organizaran de hecho las tareas
alas que los alumnos deberan enfrentarse, no se evocan
y pareceria que se hace lahipétesis de una corresponden-
cia biunivoca entre tales “competencias” y las tareas
susceptibles de dar cuenta de las mismas.

¢Por qué precisar asi lo esperado?

¢Qué razones han guiado a los autores de los progra-
mas para procurar precisar asi, con tanto detalle, lo que
los alumnos deben ser capaces de hacer al final de cada
curso escolar? -

Las razones (que no se enuncian claramente) son sin
duda multiples:
~—Tener en cuenta de manera oficial, y tardia, la corriente
“tecnologia de los objetivos”.

Esta corriente estd en el origen de numerosas practi-
cas de ensefianza o de evaluacién que se refieren a listas
de objetivos mas o menos operacionales. Estas listas,
siendo mdltiples y no oficiales, conducian a interpreta-
ciones variadas de las exigencias de los programas. En

ello habfa un riesgo que afectaba a la homogencidad de
la formacion. _
—Tener en cuenta (jprudentemente!) los discursos y teorias
referidos a la construccion del saber. ‘

Hace ya varias décadas, las instrucciones oficiales
desaconsejaban, leer “condenaban”, el recurso a la clase
magistral. La organizacion de “actividades”, o de méto-
dos activos, era, por el contrario, preconizada. Numero-
sos observadores han hecho notar que, en muchos casos,
los objetivosreales de lasactividades eran bastante “vagos”
y que era muy dificil distinguir qué saber podia ser
“institucionalizado” a partir de ellas. Al mismo tiempo se
advierte que cuanto mas aceptan los ensefiantes alejarse
del modelo magistral, mas sienten la necesidad de iden-
tificag mejor los comportamientos que afin de cuentas se
trataria de provocar y de instalar en los alumnos.
—Voluntad de restringir y de armonizar las exigencias de los
ensenanles.

Esto con el fin de disminuirla proporcién de alumnos
con dificultades para las matematicas. La restriccion
debia de hacerse sin bajar el nivel (jal contrario!) puesse
trataba en primer lugar de tomar mas en consideracién
elnivel de partida de losalumnos, de construir a partir de
bases, quiza reducidas, pero s6lidas, de no tener mas que
exigencias “razonables”y de colocar a un mayor namero
de alumnos, y mas a menudo, en situacion de salir
adelante. Varios estudios (SPRESE ...) han mostrado, en
efecto, que los ensenantes sobreestiman globalmente las
capacidades de sus alumnos.

En realidad, la propia nocién de “competencia exigi-
ble” nunca se ha definido de manera oficial.

—En primer lugar se tendria que haber definido el
término competencia. Si se le atribuye una connotacién
chomskiana, se detecta inmediatamente una contradic-
cién en la misma expresion: una competencia que con-
tiene capacidades virtuales que no puede inferirse mas
que a partir de observables, puede dificilmente ser decla-
rada “exigible”. Por otro lado, los enunciados de mas
arriba.evocan bien pocas competencias. Este género de
consideraciones ha conducido a los autores de los pro-
gramas a sustituir, a partir del programa de cuarto, el
término competencia por el menos ambicioso de capaci-
dad. De ello resulta que las “competencias exigibles” pro-
puestas, si bien pueden formularse en términos de “ser
capaz de ”, son sin embargo susceptibles de multiples
operacionalizaciones.

1 BODIN, A.: L’évaluation du savoir mathématique. Comunicacién al 6° ICME. BUDAPEST 1988. Boletin de 'APMEP n® 368. Pag. 195-219.

Abril 1989.
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¢Es posible? ;Es deseable? especificar las “competencias” esperadas al final de la formacion

¢Qué nuevas restricciones aporta esta nociéon?
¢Exigibles? :Para quién?

Los autores de los programas y los responsables de su
puesta en prictica tienen posiciones bastante variadas
sobre este punto:

Paralos unos las “competencias exigibles” especifican
objetivos que deberian (3 deberdn?) ser dominados porel 80 % de
los alumnos.

Para los otros las “competencias exigibles” limitan
estrictamente lo que un ensenante tiene derecho a pre-
guntar a un alumno en cualquier actividad que sirva para
una evaluacioén. En este caso, queda prohibido observar
las competencias no-exigibles, y las competencias exigi-
bles se convierten en las competencias maximas observa-
bles. Una consecuencia serd, con toda seguridad, el
considerar como “medio” (o sea, aceptable, correcto, ...)
aun alumno que sélo domine la mitad de las “competen-
cias exigibles”. Asi las “competencias exigibles” no seran
verdaderamente exigibles. Otra consecuencia que ame-
naza es “el aplastamiento del aprendizaje bajo los objeti-
vos” (segiin expresion de Guy BROUSSEAU), y en particu-
lar bajo los objetivos minimos. Ahora bien, se puede
pensar que una capacidad no esta realmente dominada
mientras que no pueda ser superada.

También se puede hacer una lectura legalista de estas
competencias y considerar como normal rechazar el
acceso a la clase siguiente de los alumnos que no domi-
nen el conjunto de competencias exigibles de un nivel
dado.

¢Por qué exigibles? :Exigibles para qué?

Unacuestion se plantea, en efecto: gexigible para qué?
y, correlativamente: ¢qué criterios originan la eleccién
de estas competencias?

¢Se trata, puesto que aqui estamos en el nivel de la
escolaridad obligatoria, de las “competencias” que,
después de un analisis riguroso, habrian sido reconoci-
das como indispensables para el “honrado ciudadano”
delsiglo XXI (o delfin delsiglo XX)? Si este fuese el caso,
habria que insistir lo més pronto posible en la magnitud

de los progresos que hay que realizar. En el momento
actual, en Francia, hay con toda verosimilitud menos de
uno de cada tres adultos que domine el 80% de las
competencias exigidas a un alumnos de sexto?.

¢Se trata de los pre-requisitos relativos a la posibilidad
de seguir el estudio de las matematicas en el siguiente
nivel escolar? Entonces, la légica de los programas go-
bierna la definicién de las exigencias.

¢Se trata de tener en cuenta los conocimientos acerca
del funcionamiento cognitivo del nifio, sobre sus posibi-
lidades de aprendizajer En este caso, el caracter de
exigibilidad estarfa de hecho mis dirigido hacia el ense-
nante (obligacién de obtener un resultado) que hacia el
alumno.

.¢Se tratamas simplemente de un compromiso cultural
que tiene en cuenta las concepcionesylas representacio-
nes de los ensefiantes asi como las de los demas actores
sociales?

Sin duda, hay de todo un poco en lo que ha dirigido
las elecciones efectuadas, excepto, sin duda, el analisis
riguroso, que por lo demas, seria bien dificil de hacer,
pero que merece la pena al menos ser emprendido.

Observaciones relativas a los resultados
de los alumnos

L’APMEP? ha puesto a punto encuestas destinadas a
evaluar los nuevos programas. Estas encuestas tienen la
particularidad de pasarse a miles de clasesy de llevarse a
cabo por los ensefiantes mismos para su propia informa-
ci6én. El IREM de BESANCON! interviene en el nivel
metodolégico asi como para asegurar el tratamiento de
los datos. Para mas detalles, ver los documentos ya publi-
cados®57,

Entre las cuestiones correspondientes a las “compe-
tencias exigibles”, algunas, muy escasas, son superadas
por el 80% de los alumnos, otras por el 20 6 30% de los
mismos, y se encuentran todos los casos intermedios.

Por ejemplo, en clase de sexto:
TRAZAR el o los ejes de simetria de unrombo (Ver cuadro
1).

2 GRAS, Régis y otros: “Image et reliquats des mathématiques - un sondage”. Boletin de la APMEP n® 369. P4g. 324-347. Junio 1989.
* APMEP (Asociacién de Profesores de Matematicas de la Ensefianza Piblica) - 26 rue Duméril - 75013 PARIS.
*IREM (Instituto de Investigacién sobre la Ensefianza de las Matematicas).

> APMEP: Evaluation du programme de sixiéme 1987 (EVAPM 6/87).

¢ APMEP: Evaluation du programme de cinquiéme 1988 (EVAPM 5/88). .
7 APMEP: Evaluation du programme de quatriéme 1989 (EVAPM 4/89). (Se publicard en Novitmbre 89.)
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EFECTUAR con niimeros decimales ordinarios
E(VMM 6/87 - I[tem 416 —sumas .
( ™ —Testas

T los eies de nd b —multiplicaciones
aza los ¢je sumetr: este r IR P
s Qes de 1a de este rombo —la divisién con resto de un néimero naturalpor otro
natural de una o dos cifras (ver cuadros 3 y4).

EVAPM 6/87 - Ttem 4 23-24-25
/Efectziu las operaciones: )

PON las operaciones en este cuadro
y escribe los resultados en las casillas
de debajo

4,25 + 0,3451 + 3092,048 =

1241,39 - 327,043 =

' J 54,15 x 3,02 =
’ p \

Cuadro 3
Cuadro 1

(En todos los casos R designa el porcentaje de Res- E‘Vﬂfp M 6/ 87 - Item B 24-25

puestas correctas, y N.R. significa no responde).
CONSTRUIR el simétrico de un segmento cuando el geno | B 1a division de 7256 entre 48 )
corta a la figura (ver cuadro 2). ¢Cudl es el conciente entero?
¢Cudl es el resto?

EVAPM 6/87 - Item C18
( ( = 5 )

Pon aqui la operacién

Resultados

Cociente:

Resto:

\—

Cuadro 4

Traza la imagen del segmento EF en la simetria ortogo-

nal de eje D
\ J

O en clase de quinto.

TRAZAR un tridgngulo conociendo

las medidas de dos lados y el angulo comprendido
entre estos dos lados.

Cuadro 2 (Ver cuadro 5.)
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EVAPM 5/88 - Item B 16

G raza un tridngulo ABC tal que: I

AB=5cm
AC=3cm
el dngulo BAC = 65°

\ J

EVAPM 5/88 - Item 4 32

/Se ha empezado el trazado de un paralelogramo ABCB
-0 es su centro
-El vértice B estd en la semirecta Ax
~El vértice D estd en la semirecta Ay
Termina el trazado e

A

X O

. Cuadro 7

Cuadro 5

CONECTAR LAS PROPIEDADES del paralelogramo con las
de la simetria central. (Ver cuadro 6.)

EVAPM 5/88 - Item N 4

Traza un paralelogramo MNPQ de centro O tal que
OM=5cm
ON=3cm
el angulo MON = 65°

Intenta no salirte de este marco

\_ Y,

Cuadro 6

Para este altimo objetivo asi como para este otro que
esta relacionado con él de manera evidente:

UTILIZAR LAS PROPIEDADES del paralelogramo,
(lados y diagonales, éngulos, elementos de simetria),
se encuentran a continuacién (cuadros 7, 8 y 9) varias
operacionalizaciones distintas que conducen a diferen-
tes resultados. La referencia a estos items se hara en lo
que sigue.

EVAPM 5/88 - Ttem D 4

£ Traza el paralelogramo
ABCD suponiendo que
el punto O es el centro
de simetria

xQ

Cuadro 8

EVAPM 5/88 - Ttems C20-C21-C22

Cx < Construye el punto G, siméta

co de A, en la simetria de cen-
tro O.
Construye también, el punto

x0Q

H, simétrico de B, en la sime-
tria de centro O.

¢De qué tipo es el cuadrilatero ABGH?

Explica tu respuesta:

[N o)

Cuadro 9
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Con mas precisién, vemos en los cuadros 10 y 11 el
reparto de losresultados, registrados sobre las cuestiones
que operacionalizan “a los minimos” las competencias
consideradas. ’

EVAPM 5/88

91 “competencias exigibles” evaluadas

Porcentaje de
respuestas
correctas

Numero de competencias

2 80%

66%-80%

33%-66%
<33%%

Cuadro 10

EVAPM 6/87

91 “competencias exigibles” evaluadas

Porcentaje de

respuestas Numero de competencias
correctas

= 80% 8
66 %-80% 25
33%-66% 41
<33% 16

s )
Resultados EVAPM 5/88
POR CAMPOS
Tasas medias de respuestas correctas de
una muestra de 1600 alumnos elegidos en
1600 clases diferentes,

CUESTIONARIOS "EXIGIBLES"

Cuadro 11

Hay que admitir ciertamente que la ambicién del 80%
esta lejos de ser alcanzada.

También se pueden presentar los resultados segiin los
diferentes temas. (Ver cuadro 12).

El tema “gestion de datos” contiene tanto los objetivos
relativos a la manipulacién de magnitudes (longitud,
areas, volimenes...) como los objetivos relativos a coor-
denadas, a la proporcionalidad y a la estadistica. Tam-
bién se podria caracterizar este campo por la expresion
“vida practica”, oponiéndolo asi a los otros dos dominios
que serian mas “puros”. En relacién con las exigencias
enunciadasy sus expectativas, el campo “geometria” esta
mejor dominado que los otros dos.

18 SUMA 5/1990

TN | o args | Geenetrta | R
126 items 4§ items 46 items 31 ilems'
42,0% 38,8% 48,6% 37.1%
CUESTIONARIOS COMPLEMENTARIOS
e tvems | ae ansos | Ceomeirie | PO
91 items 35 items 31 items 25 items
28,5% 23,3% 37,0% 25,0%
La desviacién tfpica es, en todos los casos,
\_ _ del orden del 20% _ -
Cuadro 12

Correlaciones exigibles-profundizacion

Las encuestas de la APMEP tenian como meta hacer
balance de las adquisiciones de los alumnos, no s6lo en
el nivel de “competencias exigibles” sino también en el
nivel de los saberes de profundizacion, aquéllos que, por
definicién, son no-exigibles, y que convendria, de acuer-
do con algunos comentaristas, no pedir en las pruebas de
evaluacion.

El grafico del cuadro 13 cruza los resultados globales
obtenidos en los items “competencias exigibles”y en los
items complementarios, por 1.600 alumnos elegidos en
1.600 clases. Ciertamente la correlacién es importante
(r=0,7) pero al menos hay un 25% de alumnos para los
cuales, el observarsololas “competencias exigibles” daria
una idea especialmente reducida de sus capacidades.

Esta constataciéon se hace todavia con mas fuerza
cuando se trata de la observacién de una competencia
particular. Si se comparan los resultados obtenidos por
los mismos alumnos en los items B16 y N4 (ver cuadros



comMP- TOTAL

iLis posible? ;s deseable? especificar las “competencias” esperadas al final de la formacion

y = .705x + 421, R-squared. .S
400 . . . .

3004

Y

Cuadro 13

"5y 6) para los que el analisis de la tarea muestra una

inclusion total de N4 en B16, se reconoce una inclusién
bastante buena de los éxitos correspondientes. Resulta
sin embargo que un alumno de cada 7 haresueltola tarea
compleja N4 y ha fallado en la tarea B16 mas sencilla.
(Ver cuadro 14)

EVAPM 5/88

Item N4
Bien | Mal No
1 Contesta
E B 23% | 37% | 07% 68%
M IMal 03% | 16% | 11% 30%
B 16 | NoContesta| 01% | 00% | 01% 02%
28% | 53% | 19%

Cuadro 14

En el momento en que nos alejamos de la inclusién
estricta de las tareas, esta proporcion tiene tendencia a
aumentar considerablemente. Por ejemplo, si se compa-
ran los resultados de C 22 y de N 3/4 (construccién sin
tener en cuenta la precision del trazado), se advierte que
la mitad de los alumnos que han resuelto “CONECTAR LAS
PROPIEDADES del paralelogramo con las de la simetria
central”, en una situacion de construccion, no la resuel-
ven en una situacion de justificacion y reciprocamente.
(Ver cuadro 15)

00 300 40

EVAPM 5/88

Item N3/4
Bien | Mal No
I Contesta
Y [gien 15% | 06% | 05% 27%
M Mal 14% | 23% | 06% 43%
C22 | NoContesta| 08% | 14% | 09% 30%
37% | 43% | 20%
o Cuadro 15

En la mayoria de los casos, y para cada competencia,
los resultados de operacionalizacion “a los minimos” no
permiten predecir el comportamiento en situaciones
mas ricas, ni por otra parte incluso, con una confianza
importante, en los casos de operacionalizacién supues-
tos equivalentes. En una clase de 25 alumnos por ejem-
plo, hay porlo menos 5 alumnos cuyas capacidadesreales
no serian reconocidas si en lugar de diversificar la evalua-
cidn, se limitase la observacién a inicamente las “compe-
tencias exigibles”. Se tratard a menudo de alumnos con
dificultades que tienen justamente necesidad, para pro-
gresar, de ver valorizar algunos de sus comportamientos
no estandar.

¢Baja el nivel?

Las evaluaciones de la APMEP han repetido un cierto
numero de items propuestos en evaluaciones anteriores
mds o menos comparables (INRP-SPRESSE-IEA...). En
la mayoria de los casos las comparaciones son mas hien
favorables, en términos de nivel de resultados, a las
actuales evaluaciones. Conviene pues no ver en lo que
precede ninguna alusién a un eventual descenso del
nivel de los alumnos, ni por otra parte a una menor
calidad delos programas. Lo que llamalaatencion esmas
bien la gran estabilidad en el tiempo: estabilidad del
orden de las dificultades y estabilidad del orden de
magnitud de los resultados observados. En un tnico
caso, se observa un descenso importante del nivel de
éxito, que hace pasar el resultado del 70% al 55%. Se
trata de una cuestion propuesta en 1973 (E.R.S.M. 5)
para evaluar, en pleno furor de las “matematicas moder-
nas” las capacidades relativas a las “relaciones”. Nocion
que como se sahe ha desaparecido de los actuales progra-
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mas. En los otros casos, el aumento de las respuestas
correctas puede, en general, relacionarse con los esfuer-
zos concedidos a la ensefianza. Es el caso, por ejemplo,
del dominio “gestién de datos” que, aunque mal domina-
do conrespecto a las expectativas, parece ser netamente
mejor que estos Gltimos afos.

La influencia del tiempo

De manera general se comprueba un aumento medio
del indice de los resultados de aproximadamente un
15% de un nivel escolar a otro, y esto de un modo casi-
independiente de los programas, al menos en relacién
conaquello donde larevisién estd asegurada, sino puede
haber un estancamiento o incluso una regresion.

Van aqui dos ejemplos:

El primero concierne a una cuestién relativa a “ CONEC-
TAR LAS PROPIEDADES del paralelogramo con las de la
simetria central”. Propuesta al final de quinto, se planted
de nuevo al final de cuarto (EVAPM 4/89). Se trata de
capacidades que han sido especialmente practicadas en
cuarto (y no simplemente objeto de revisién). (Ver
cuadro 16)

El segundo se refiere a los “célculos relativos al cilin-
dro”. Esta cuestién ha sido retomada junto con otras de
EVAPM 5, para un grupo reducido de alumnos de segun-
do (88 alumnos). Aqui se puede considerar que las
correspondientes capacidades han sido objeto mas de
una revisién regular que de una ensefianza sistematica.
(Ver cuadro 17)

A este respecto hay que sefialar que son pocas las
‘competencias exigibles” del nivel de quinto que parez-
can ser dominadas por el 80% de los alumnos al final de
segundo.

Observaciones referidas a los ensefiantes

De nuestras encuestas sale que, en su conjunto, los
ensefantes estdn atentos a esta nocién de exigibilidad y
alas listas oficiales; que son numerosos los que las tienen
seriamente en cuenta en sus evaluaciones, pero también
en la puesta a punto de las situaciones de formacién. En
numerosos colegios estas listas han sido el origen de
reuniones de armonizaci6n, luego de concertacién regu-
lar y finalmente, a menudo se organiza un trabajo de

TVAPM 5/88 - Items Q23 4 Q27
EVAPM 4/89 - Items B12 ¢ B16

S R

Resultados de b®

FURS esun paralelogramo. I es el punto medio de RU,
G es el simétrico de F en la simetria de centro 1.

G
Resultados de 42

¢Qué sabes decir de FUGR?

Explica por qué

en relacion con el segmento SG

Explica por qué

[ ¢Qué sabes decir de la posicién del punto R
N

Hay que advertir, ademas, que el porcentaje de razonamiento correcto pero incompleto pasa de 7 a 18%

Cuadro 16
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¢Es posible? ;Es deseable? especificar las “competencias” esperadas al final de la formacion

4 cm

EVAPM 5/88 - Ttems A11-12-13

Esto es un dibujo en perspectiva de un cilindro recto de bases circulares

(Prepara tus respuestas en sucio. Toma 7t = 3,14)

Calcula las siguientes areas

/ Resultados de b®

~

Resultados de 2°

12 cm

1¢ Area lateral del cilindro

22 Area de un disco de la base

-

3¢ Area total del cilindro
(area lateral mas areas de las bases)

J

Cuadro 17

equipo en torno suyo: planificacién en coman de la
ensefianza, evaluaciones comunes, distribucion flexible
de los alumnos para tratar de “remediar” las dificultades
observadas. Es cierto que esta nocién de “competencias
exigibles” ha llevado a numerosos ensenantes a observar
de manera mas analitica las capacidades de sus alumnos,
ella les ha ayudado a descentrar su accién y su reflexion,
incitandoles a interesarse mas en los comportamientos
de los alumnos.

Conclusion

Las “competencias exigibles” o mejor las “capacidades
exigibles” oficiales, en lugar de designar verdaderamen-
te competencias y en lugar de poder ser realmente
exigibles, pueden ser consideradas como indicadores de
competencia. Por esta razén permiten balizar el terreno
delosaprendizajesy favorecen una mejor comunicacién
tanto entre los ensenantes como entre los ensenantes y
losalumnosysin duda con el conjunto de interlocutores.

No hariafaltaquelosresultadosaparentemente débiles
registrados condujesen a una crispacién excesiva sobre
estas capacidades, e incluso, aunareduccién importante
de las ambiciones. Se ve por ejemplo dibujarse esta
tendencia en la preparacién de los nuevos programas de
segundo, en los que poco a poco, lo que no es estricta-
mente exigible estd amenazado de prohibicién. Claro
esta que el deseo de los responsables es obtener modifi-
caciones en el comportamiento de los ensefiantes y una
toma en consideracién mas realista de las posibilidades
de adquisicién de los alumnos. Hay quizd medios mas
eficaces para llegar a este resultado (jpor ejemplo la
formacion!).

Utilizada con flexibilidad, y con la condicién de con-
tinuar diversificando los modos de evaluacién, sobre
todo cuando esta diversificacién favorezcala emergencia
y el reconocimiento de las capacidades no triviales y no
exigibles, 1a nocion de “capacidad exigible” podrd servir
para mejorar la calidad de la ensenanza de las matema-
ticas.
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De los numeros a las letras

Jests Enfedaque

1.- Introducciéon

1.- La persistencia de los nifios en contar con los
dedos o en utilizar estrategias de contar con los
dedos, y de usar s6lo ntimeros positivos a la hora de
resolver elementales problemas artiméticos es, pro-
bablemente, uno de los mas claros sintomas de las
dificultades que experimentan los alumnos cuando
han de superar el paso a un sistema de representa-
ciébn mas abstracto, en el que la potencia de los
simbolos aumenta con respecto a la etapa anterior, y
en que el grado de abasraccién es también mds
elevado.

Maestros, profesores y también alumnos, recono-
cen que el principal escollo de las matemadticas para
muchos estudiantes suele ser el momento en que las
letras comienzan a sustituir a los niimeros, en que los
elementos basicos, la materia prima de las matemati-
cas dejan de ser los objetos, cosas, nimeros,... con-
cretos, para pasar a ocupar su lugar las letras, ya sea
como incognitas, niim,eros generalizados, parametros
o variables.

Este punto critico para los estudiantes, en nuestro
pais, esta situado en torno a 7% / 8% de EGB y marca,
como es légico, el inicio del estudio del Algebra
elemental en la ensefianza obligatoria.

2.- El Algebra elemental, probablemente va a
constituir una parte importante del nuevo curricu-
lum del periodo de secundaria obligatoria, no sélo
por la importancia de los contenidos y del lenguaje
algebrdico en si, tan potente y fructifero en el terre-
no de las matematicas y otras disciplinas, sino tam-
bién por las especificas particularidades y dificulta-
des que conlleva su ensenanza y aprendizaje.

Los contenidos esenciales del algebra elemental
son:

—1Las variables.

—Las expresiones algebriicas.

—Los calculos con expresiones algebraicas.

—La resolucién de ecuaciones (e inecuaciones) y
sistemas de ecuaciones.

Estos contenidos estan asociados a unos métodos y
reglas algebraicas especificas, que en parte derivan y
en parte difieren notablemente de la reglas y méto-
dos aritméticos aprendidos y utilizados por los nifos
hasta ese momento. Y, tanto contenidos como méto-
dos, tienen una forma especifica de manifestarse: el
simbolismo algebraico, por un lado simplificador y
facilitador de las tareas matemdticas (basta comparar
los complicados, tediosos y engorrosos cilculos para
resolver antiguamente una ecuacién de 22 grado y la
sencillez, claridad y rapidez con que la resolvemos
hoy gracias al 4lgebra elemental); pero por otro lado,
el simbolismo algebraico es dificil de comprender,
de asimilar y de utilizar correctamente, tal como se
senala en el parrafo inicial.

Un repaso a la historia

3.- Sobre estas cuestiones puede ser conveniente
dar un vistazo a como los conceptos y simbolos alge-
briicos han ido desarrollindose a lo largo de la
historia de las matematicas. Nos limitaremos, dentro
de lo posible, a un punto concreto de los contenidos
algebraicos: la resolucién de ecuaciones en relacién
con el simbolismo algebriico en general.

El problema n® 24 del papiro Rhind utiliza para la
incégnita la palabra “el montén” y dice asi:

“El montén y un séptimo del montén hacen 197,

Se resuelve suponiendo que la solucién es: 7; y
dado que 7 mis 1 séptimo de 7 es igual a 8, es decir:

1(7) + 1/7(7) = 8 y desde el 8 hasta el 19 se
progresa de esta manera: 1(8) + 1(8) + 1/4(8) +
+1/8(8) =8 + 8 + 2 +1 = 19, luego la solucién es:
1(7) + 1(7) + 1/4(7) + 1/8(7) =7+ 7/4 +7/8 =
=16 +1/2 + 1/8.

En Mesopotamia no se utilizan las letras simboli-
zando palabras, cosas, etc, sino palabras, cosas en si
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Jestis Enfedaque

mismas. Asi, por ¢jemplo, en el siguiente problema,
la incégnita es el lado:

“Hallar el lado de un cuadrado sbaiendo que area
menos el lado es igual a 14,30
La solucion que dan es la siguiente: “Toma la mitad
de 1, que es 0;30 y multiplica 0;30 por 0;30 que es
0;15, suma este namero a 14,30, lo que da 14,30; 15.
Este nimero es el cuadrado de 29,30. Ahora suma
0,30 a 29,30 cuyo resultado es 30, que es el lado del
cuadrado.”

Invitamos al lector a comprobar como esta solu-
cién es la expresion algebraica del cilculo de un raiz
de la ecuacion general x*px=q, de donde x = p/2 +
p2/4 + q

En otro texto toman la ecuacidén 11x% + 7x = 6;15
y la resuelven pasindola a la forma canénica x* + px
= q multiplicando por 11 los dos miembros y resol-
viendo para 11x.

En Babilonia ya se conocian las soluciones de las
ecuaciones cuadraticas:

xX*+px=q, X¥*=px+q, X¥*+q=px, conpyq
positivos, mientras que la ecuacion x* + px + q = 0 no
se resolvié hasta la época moderna por tener las raices
negativas.

También resolvian raices ciibicas y disponian de
tablas de n® + n2 Las ecuaciones px* + qx* =1y
px® + gx* eran consideradas simples casos particula-
res de ecuaciones cuadriticas, lo cual muestra el con-
siderable grado de madurez alcanzado por el algebra
en Babilonia.

En Grecia, también el Algebra alcanzé un impor-
tante nivel. El libro II de los Elementols de Euclides
estd dedicado enteramente al Algebra, sdlo que
mientras que el contenido es algebrdico, la forma
es... jgeométrical?

Ciertamente, el surgimiento de un simbolismo
literal para sustituir a los nimeros en Grecia era
bastante dificil debido a la no existencia de simbolos
numeéricos (distintos del alfabeto griego) y probable-
mente ésta haya sido la causa principal del desfase
entre la aritmética y dlgebra griega respecto a la
geometria.

Posteriormente Diofanto fue el primer matemati-
co que utilizé6 un simbolo para representar una in-
cognita: una abreviatura de la palabra niimero (arith-
mos) z un simbolo parecido a la s griega.

Las potencias de la incognita se representaban asi:

A = cuadrado”’

K = cubo

A'A = 4* potencia

A'K = b* potencia

KK = 6* potencia

Los coeficientes numéricos se escribian a conti-
nuacién de las potencias y el signo menos: . Asi
por ejemplo:

3x* - bx® + 7x% + 8x - 9 se escribia:

AYA3 A7 {8 K5 M 9
es decir:
<43 + x*7+ x8 - x35 % indep. 9

donde M servia para distinguir el término indepen-
diente de las incognitas.

La aritmética de Diofanto estd dedicada casi por
completo a la busqueda de las soluciones exactas en
ecuaciones determinadas e indeterminadas. Con
Diofanto se inicia el simbolismo algebraico, se supe-
ra la limitacién de las tres dimensiones propias de la
geometria, aunque los calculos son siempre realiza-
dos con niimeros concretos, de forma no axiomatica,
no se calculan todas las soluciones y carece de simbo-
los para las operaciones y las relaciones.

El Algebra de Al-Kwarizmi presenta unos proble-
mas mas sencillos, es retdrica, carece de simbolos, y
presenta una resolucién exhaustiva de los seis tipos
de ecuaciones que se pueden dar considerando las
siguientes tres especies:

Cuadrados, raices y nimeros.

Asi:

I: Cuadrados = raices (no considera la raiz nula).

II: Cuadrados = numeros.

III: Raices = nGmeros.

IV: Cuadrados y raices = nimeros.

V: Cuadrados y niimeros = raices.

VI: Cuadrados = raices y ntimeros.

No considera las raices negativas, y por consiguien-
te solo hay dos raices si son las dos positivas.

El tipo de solucién que aporta Al-Kwarizmi suele
ser completando el cuadrado mediante construccion
geométrica.

N. Chuquet en 1484 introduce los signos p, m
(plus, minus) para las operaciones y R?, R?,... para
raices, utiliando el subrayado a modo de paréntesis
R? 235 m 25 seria la expresiéon de V235 - 25. Utiliza

!;Ciudado! los niimeros son babil6nicos: notacién parcialmente decimal, parcialmente sexagesimal.
2 Se acompaia en anexo 1 ellibro II de los Elementos, extraido de la edicién a cargo de David Garcia-Bacca, Universidad Auténoma Nacional
de México, 1944. No se han incluido ni las demostraciones, ni el texto griego, ni los comentarios
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un cierto simbolismo para las potencias: 12? quiere
decir 12x2, 13 quiere decir x?, pero nunca 2® = 8,

Hacia 1494 la escuela algebrista alemana introdu-
ce los actuales simbolos de + y -. La escuela italiana
utiliza el igual en palabra: equale, est,... mientras
que a la incégnita la denominan la “cosa”, abreviada-
mente co, censo por x* (ce), cubo por x* (cu), cece
es censo de censo: x*, cecu es censo de cubo: x%...y
las potencias cuyo exponenete es un n? primo se
designan por p°r® (primo relato) por x°, 22 r® (secun-
do relato) por x7, 3° r? (terzo relato) por x'1...

En 1557 Robert Recorde utiliza el signo = por
primera vez. Y el salto definitivo hacia el simbolismo
actual lo dan Vieta y Descartes. Vieta® utiliza las vo-
cales para las incognitas y las consonantes para aque-
llas cantidades que suponemos conocidas, pero no
utiliza A® ni siquiera A°A*A, sino A cubus 6 A quadra-
tus; para la multiplicacién: in; para la divisién la linea
de fraccién, y para la igualdad, una abreviatura de
aequalis.

Descartes, hacia 1637 utiliza por primera vez prac-
ticamente toda la notacién actual excepto xx en vez
de x? y e en vez del =. Este sistema se generaliz6 tan
s6lo al cabo de unos 60 6 70 anos mais. Es decir,
disponemos de la notacién actual desde 1.700 apro-
ximadamente, salvo la convencién de considerar
constantes a las primeras letras del alfabeto, y varia-
bles a las ultimas.

4.- Como vemos, la adquisicion por la humanidad
de la notacién simbélica ha sido un proceso mucho
mas largo, tortuoso y costoso que el de la resolucién
de ecuaciones. La forma del Algebra ha ido, en
general, siempre por detras del contenido del Alge-
bra, y las letras, el uso de las letras en las matemati-
cas ha seguido una evolucién que podriamos, simpli-
cando, resumir en el siguiente proceso:

Uso de letras
simbolizando

Uso abreviado de
palabras: co, ce,

No utilizan las
letras. Uso de

palabras: lado, cu, solo parala incognitas y

cosa, montoén... incognita. constantes.

A destacar que sdlo hay conciencia explicita del
concepto de variable al final de este proceso.

De los nitmeros a las letras

Es importante recalcar la naturaleza convencional
del simbolismo algebraico, su alto grado de abstrac-
cién, yu las muchas dificultades que la humanidad
ha debido superar hasta conseguir el actual sistema
simbélico.

La arbitrariedad y alto grado de abstraccién impli-
can necesariamente grandes esfuerzos por parte de
maestros y profesores para que pueda ser asimilado
correctamente.

La investigacion educativa en algebra ele-
mental

5.- Sin embargo, cabria pensar si existe realmente
una correlacion entre dificultades histéricas y dificul-
tades en el aprendizaje del algebra. Y si no seria
posible contrastar estas previsibles dificultades con la
investigacién educativa actual.

Existe actualmente mucha informacién proporcio-
nada por numerosos estudios de investigaciéon en el
terreno de los procesos de ensefanza y aprendizaje
del Algebra, tanto globales como pormenorizados.
Citaremos algunos ejemplos:

Behr (1980), ieran (1981) senalan que, usualmen-
te, los nifios ven el signo igual, no como una relacién
de equivalencia segtin la cual ambos términos de la
ecuacién son equivalentes, sino cémo una seial, una
orden para realizar algo, aquello que estd a la iz-
quierda del signo igual. Para los nifios/as a la iz-
quierda del signo igual se hallan las 6rdenes a ejecu-
tar, a la derecha, el resultado. La prevalencia de la
artimética sobre el algebra ha sido también sefialada
por Collis (1975) en lo que denomina “aceptaciéon
de falta de clausura”, por lo que soluciones a un
problema como 4h + t no son aceptadas por los
alumnos/as, que no asumen el que en un resultado
haya una operacién sin realizar y necesitan, al estilo
aritmético, que haya un {nico resultado. Asi en el
citado ejemplo contestarian 4ht 6 en 2a + 7b : 9ab,
o similares respuestas.

Kieran (1979) con respecto al uso del paréntesis
sefala que los ninos/as suelen eludirlo, acostumbran-
do a ejecutar las operaciones, bien de izquierda a
derecha, tal como estin escritas en la ecuacién, o
bien siguiendo el orden de operaciones que senale
el enunciado de] problema (si de un problema se

% A partir de Vieta, el Algebra comenz6 a ser la ciencia de los cdlculos simbolicos, de las transformaciones literales, en constraste con la Aritmética

que opera sélo con niimeros concretos,
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trata). Otros trabajos de investigacién se han realiza-
do en torno al papel de las computadoras y como
éstas influirdn en la futura ensefianza del Algebra:
ver Parte 4 de The ideas of Algebra, K-12 Yearbook
1988 del NCTM.

Usiskin (1988) senala la relacién que existe entre
las diversas concepciones del Algebra y los diferentes
usos de las variables en la ensefanza. Segiin Usiskin,
si consideramos al algebra como una generalizacion
de la Aritmética, entonces las variables son vistas
como modelos generalizadores (3 + 5 = 5 + 3) —> (a
+b=b +a) ylas destrezas algebraicas se concentran
en traducir y generalizar diversas relaciones entre
nameros. Si considramos el dlgebra como el estudio
de ciertos procedimientos para resolver cierta clase
de problemas, entonces las variables son vistas como
incognitas y las destrezas clave necesarias son simpli-
ficar y resolver. Si consideramos el algebra como el
estudio de relaciones entre cantidades, entonces las
variables son vistas como argumentos o parametros
(ej: encontrar la ecuacién que representa a la linea
que pasa por el punto (4,5) y cuya pendiente es 2)
y los grificos mediante ejes coordenados se suelen
utilizar para representar esta relacién funcional,
Finalmente, si consideramos el Algebra como el estu-
dio de las estructuras (grupos, anillos,...) entonces
las variables pueden ser cualquier clase de objetos
arbitrarios en una estructura definida por determina-
das propiedades.

A. Bell, D. O’Brien, W. Galvin y otros, en torno a
The South Nottinghamshire Project han llevado a
cabo una serie de trabajos que estin centraddos
fundamentalmente en las reglas yleyes que rigenlas
transformaciones algebraicas y en la resolucién de
ecuaciones.

6.- Y con respecto al tema que nos ocupa. Kiche-
man (1978-1981) dentro del Proyecto CSMS (Con-
cepts in Secondary Mathematics and Science), ha
estudiado las diversas formas en que los estudiantes
usan las letras, administrando un test con 51 aparta-
dos a 3.000 alumnos/as de 22, 3° y 4° de secundaria
en Inglaterra (138, 14 y 15 anos). Con este estudio
estableci6 la siguiente jerarquia de interpretacién de
las letras:

1/ Letra evaluada

2/ Letra no usada

3/Letra como objeto

4/Letra como incognita especifica
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5/Letra como ntmero generalizado
6/Letra como variable.

¢Y en nuestra aulas?

El que esto escribe esta realizando un trabajo de
investigacion en Barcelona centrado en la interrela-
cién entre comprensién conceptual y destrezas pro-
cedimentales en Algebra, particularizando en ecua-
ciones y sistemas de ecuaciones.

Una parte de este trabajo, de caracter piloto, tiene
como objetivo corroborar los resultados de Kiiche-
man (1981) y Booth (1984) en nuestro pais. Por ello,
para ilustrar las diversas interpretaciones de las letras
me referiré a mis propios datos, realizados con un
grupo de los cursos de 8° de EGB, de 12 y de 2° de
BUP.

1°.- Letra evaluada: a la letra se le asigna un valor
numérico desde el primer momento. Es el caso de:

Sie+f=8entonces e +f+g=..... en que el
40% de las respuestas incorrectas fue : 12 (el 8% del
total de respuestas), en que los alumnos habian
evaluado, a partir de e + f = 8, cada letra por 4.

Otro 10% de las respuestas incorrectas correspon-
de a una evaluacién de la letra segtin el orden alfa-
bético, dindose ademas la circunstancia de que un
5% di6 para la letra g el valor 7 (catalanoparlantes)
y el 5% restante el valor 8 (castellanoparlantes, que
cuentan con una letra mas: ch).

2%.- Letra no usada: la letra es ignorada, o se
reconoce su existencia pero no se le da un significa-
do ni se opera con ella:

n multiplicado por 4 puede ser escrito 4n. Multi-
plica por 4 la expresiéon n + 5. Las respuestas 20 y 20
+ 1, constituyen el 51% de las respuestas incorrectas
(20% del total), y es un claro ejemplo de como en la
primera respuesta: la letra es totalmente ignorada y
en la 22 respuesta, se reconoce su eistencia, pero ni
se le da un significado, ni se opera con ella.

3°.- Letra usada como objeto: la letra es vista como
una abreviatura de un objeto o como un objeto por
si misma:

Una manzana cuesta 6 pesetas y una pera 8 pese-
tas. Si m es el n® de manzanas y p es el n® de peras
compradas, ¢qué representa la expresion 6m+8p?

'E144% de las respuestas incorrectas (27% del total)
respondian: 6 manzanas + 8 peras.



4°.- Letra como incognita especifica: la letra es un
n? especifico, concreto, aunque desconocido, con el
cual es posible oerar directamente:

¢Cuanto es correcta la siguiente expresién?:
L+M+N = L+P+N. Subraya la respuesta correcta:
Siempre; Nunca; A veces, cuando ..........

Un 70% de las respuestas incorrectas (61% del
total), senalaron: Nunca, indicando que las letras M
y P las veian no como un n® generalizado, sino como
un n® concreto especifico, que no podria coincidir
nunca dado que las letras M y P son diferentes.
Investigaciones de autores diversos coinciden en
senalar este uso de letras como uso diofantico y el
caso siguiente, letra como nimero generalizado,
como letra tipo Vieta, en correspondencia con el
desarrollo histérico del Algebra.

5%.- Letra como niimero generalizado: en que la
letra puede tomar varios valores, mas que uno sélo,
pero sin llegar a considerarla una variable:

En el ejemplo anterior, puede ser contestado
correctamente: A veces, cuando M=P, si el alumno
ha adquirido el nivel de comprensién tal que le
permite ver las letras como nimeros generalizados.

6°.- Letra como variable: la letra es vista como
representando un rango de valores inespecificos, y a
la vez se contempla la existencia de una sistemdtica
relacién entre dos conjuntos de valores:
a=b+3 ;Qué le sucede a a si le anadimos 2 a &7
J=3g+1 ¢Qué le sucede a fsi le anadimos 2 a g?

No es posible contestar correctamente a estos dos
apartados sin tener asimilado el concepto de letra
como variable, y los resultados correctos fueron de
un 33% para el 12y de tan s6lo un 7% para el 2°.

El apartado: un lapiz azul cuesta 5 pesetas y un
lapiz rojo 6 pesetas. Compro varios lapices rojos y
azules, que cuestan un total de 90 pesetas. Si a es el
n? de lapices azules y r es el n® de lapices rojos
comprados,.qué puedes escribir sobre a y r? muestra
un escalonamiento de las respuestas seglin los cita-
dos niveles:

Letra objeto: responde: a+r=90

Incégnita especifica: 1 Ginico par de valores

Nuamero generalizado: 2 6 mas pares

Letra como variable: relacién correcta entre a y r:
ba + 6r = 90

El trabajo de Kiicheman tiene un marco de refe-
rencia piagetiano y a través del test, los alumnos
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quedaban calsificados dentro de 4 niveles de com-
prension:

1: por debajo del nivel superior de las operaciones
concretas.

2: nivel superior de las oeraciones concretas.

3. nivel inferior de las operaciones formales.

4. nivel superior de las operaciones formales.

Los niveles 1 y 2 de esta clsificacion piagetiana se
corresonden con los niveles de letras como objeto,
no usadas y evaluadas, mientras que los nivel 3 y 4
corresponden a los alumnos que utilizan las letras
como incognitas especificas y a veces como nimeros
genralizados y como variables. El nivel 4 se corres-
ponde mas particularmente con el uso de las letras
como variables.

Los resultados de los alumnos de esta muestra
piloto en Barcelona en funcién de los anteriormente
citados niveles de comprensién del test de Kiiche-
mann de Algebra, se muestran en la tabla 1:

TABLA 1

Nivel 1 Nivel 2| Nivel 3 Nivel 4| Total

8 30 8 30 9 33 2 7 27 100
8 EGB |100 9| 44 9 28 10 7 21 31 31

0 0 9 29| 12 39| 10 32| 31 100
1BUP| O 0| 50 10| 36 14} 34 11| 35 35

0 0 1 31 12 40| 17 57| 30 100
2BUP| O 0 6 113 14] 59 19| 34 34

8 9] 18 20| 83 38| 29 33| 8 100
TOTAL{100 91100 201|100 38| 100 33100 100

n? alumnos % fila

% columna % total

Los resultados son elocuentes:

1) 60% de los alumnos de 8% EGB, 29% de 1° de
BUP y el 3% de 2° de BUP, no llegan al nivel 3, lo
cual supone que no han alcanzado un cierto nivel de
pensamiento formal, al menos en lo que respecta al
algebra. )

2) Si bien la mayoria de los alumnos de 1°y 2° de
BUP superan este nivel 71% (39 + 32) y 97% (40 +
57) respectivamente, con respecto al nivel 4 vemos
que el 68% de los de 1° de BUP y el 43% de los de
2° de BUP no han alcanzado ain una correcta
comprensiéon del concepto de variable.
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Si tenemos presente que los alumnos de 12y 22 de
BUP son una muestra selectiva de los jovenes de 15
a 16 anos, y que en un futuro préximo todos los
Jjovenes estaran escolarizados obligatoriamente hasta
los 16 afios, podemos llegar a la conclusién de que
seran muchas las dificultades que los profesores de
matematicas del futuro ciclo de secundaria obligato-
ria habran de superar para poder vencer todos los
escollos que representa la ensefianza del Algebra ya
en la simple iniciacién al simbolismo que la caracte-
riza..

El proyecto CSMS tuvo su continuacién en el SESM
Project (Strategies and Errors in Secondary Mayhe-
matics) en el que se prfundizé en algunos de los
problemas puestos de manifiesto por el CSMS. Parti-
cularmente con respecto al Algebra y a la cuestién
de la notacién y al simbolismo algebriico Booth
(1984) hace constar explicitamente que los nifios:

a/ Tienen dificultad de captar las letras como
nimeros generalizados.

b/ Piensan que las letras son mas bien entidades
que cantidades por lo que les cuesta manejarlas.

¢/ Confunden o no distinguen entre las letras que
representan los valores o ntimeros respecto a la
medida o a un objeto y las letras que representan la
medida o el objeto mismo.

Senala también que parte de estas dificultades
pueden ser debidas al mismo proceso de ensefanza
que se desarrolla enla escuela.

Y ... los libros de texto?

7¢.- No es momento de hacer un anilisis exhausti-
vo de este Gltimo problema, pero un somero repaso
a como son planteados estas cuestiones por los libros
de texto puede ser bastante esclarecedor. General-
mente los libros de texto de 7° de EGB* comienzan
de forma abrupta el estudio del dlgebra mediante un
capitulo dedicado a las ecuaciones de primer grado
y su resolucién. Previamente, absolutamente nada...
al menos de forma explicita, porque en un libro de
6° de EGB, de la misma editorial, en la pag. 4, en un
ejemplo de producto cartesiano, hay un rosal y un
ficus: conjunto P (plantas) y tres macetas: azul, blan-
ca y verde: conjunto M, y

PxM = {(1,a),(r,b),(r,v).(f,a),(f,b),(fv)} ejemplo en
que las letras tienen un uso inequivoco como abre-
viaturas, es decir, significan objetos.

* Matemiticas 7. Ed. Santillana (1983).
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En la pagina 22 (tema: multiplicacién de n® natu-
rales) se pone un ejemplo de producto cartesiano
(para introducir el concepto de multiplicacién) con
caminos representados por ntimeros y letras, es decir,
tanto unos como otros representan objetos, cosas
concretas. En la pagina 23, se presentan las propie-
dades de la multiplicacién de esta manera:

9x8=72  8x9=72
ab =b.a

Es decir, las mismas letras son, enla pagina siguin-
te, nimeros generalizados, y ni una sélo explicacién
sobre el cambio de significado de las mismas letras.

En la pagina 70 hablando de fracciones amplifica-
das y simplificadas se presenta lo siguiente:

1/2' =1.2/2.2 : fracciones
a/b = amplificadas

6/15 = 6:3/15:8 = fracciones
a/b =[am/bif— simplificadas

en donde, las letras no sélo se presentan como
nimeros generalizados, sino que ademds, se opera
con ellas. Y también, ...sin ninguna explicacién
previal

No sélo estos aspectos constituyen, desde el mis-
mo corazén de la ensefianza, desde la escuela, una
fuente de problemas en el aprendizaje del algebra:
como ya he senalado anteriormente, el signo igual,
en los mismos libros de texto, es siempre visto como
una orden para realizar una operacién; rara vez hay
ejemplos mostrando el signo igual como el simbolo
de una muy especial e importantisima relacién: de
equivalencia. Sobre el uso del paréntesis, algunos
libros de texto (no todos) explican cémo hay que
proceder para operar cuando en una expresion arit-
mética 6 algebraica aparecen paréntesis, pero ningu-
no de los libros que he consultado se plantea el
problema de cuindo, y por qué hay que colocar
paréntesis a la hora de traducir una frase de lenguaje
normal (p. ej: el texto de un problema) a lenguaje
aritmético 6 algebraico.

Las diferencias entre lenguaje aritmético y alge-
brdico tampoco son tratadas de forma explicita ni
tampoco las semejanzas y diferencias entre lenguaje
vernacular y lenguaje matemitico (en cualquiera de
sus variantes).




Los libros de texto explican las propiedades con-
mutativa, asociativa y distributiva de algunas opera-
ciones, perc no hacen hincapia, p. ej., en la no
conmutatividad ni asociatividad de la resta 6 la divi-
si6n, lo cual contriburia, si se hiciese, a evitar gene-
ralizaciones incorrectas por parte de los alumnos,
como por ejemplo, sustraer o dividir siempre el
nuamero mayor p()r el menor.

Otro tanto podriamos decir respecto a las expre-
siones algebrdicas, al calculo con las mismas.

Los conceptos de ecuacién, de ecuacién equiva-
lente e inecuacién practicqmente no se trabajan, pues
generalmente se presenta la ecuacion, se seiala que
existe una cosa llamada incognita y que para saber
cuanto vale hay que resolver la ecuacion; general-
mente se da un método para resolverla, método que
generalmente se ensena desligado de contextos y
significados concretos, asi como de los conceptos en
que se basan los posibles procedimientos.

Algunas conclusiones sobre el Algebra y su
lenguaje

1) El lenguaje algebriico es un lenguaje que tiene
sus propias y especificas peculiaridades que le distin-
guen tanto del lenguaje aritmético coémo del verna-
cular. Todo lenguaje tiene su propio.cédigo, su
propia simbologia, y no por ello es imposible de
asimilar. El cédigo de la circulacién para un mismo
simbolo, p. ej., 60, tiene al menos 5 significados
distintos:

a) Como distancia en la misma direccién que lle-
Vamos.

b) Como distancia, girando a la dcha. 6 izda., a
partir de la direcciéon que llevamos.

c) Como velocidad que no podemos sobrepasar.

d) Como velocidad que podemos sobrepasar de
nuevo.

e) Como velocidad recomendada.

Y ello no impide que millones de ciudadanos de
todos los niveles educativos asimilen dicho cédigo y
conduzean correctamente.

2) El Algebra no consta tan solo de contenidos.
Existen también los métodos y la notacion y simbolis-
mo algebriico, que merecen una considerable aten-
ci6én ligada ineludiblemente a los contenidos.

3) El actual lenguaje algebraico es una convencién
arbitraria, nada natural, y que por ello, obliga a una
precisa y cuidadosa atencion por parte del profesor
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en la escuela. Sobre el proceso historico de forma-
cion del lenguaje algebraico me complace personal-
mente recomendar la lectura del capitulo 11 del muy
interesante y documentado libro: Els origens i {'ensen-
yament de Ualgebra simbolica. En este capitulo se cita el
siguiente parrafo de Koyré:

El pensamiento del aritmético y del algebrista del Rena-
cimiento se mantiene al nivel del gramdtico, es un pensa-
miento semiconcrelo; se sigue la regla general, pero se opera
en casos concretos: palabras 6 nimeros. Por ello, la nota-
cion expresa de la incognita, introducida por Vieta y perfec-
cionada por Descartes, senala una etapa decisiva en la
historia de la notacion y en la historia del pensamiento
algebrdico mismo. En efecto, relfeja el paso del grado de
abstraccion del gramdtico al del logico puro...”

Es evidente que un paso de tal envergadura no
puede esperarse que sca resuelto sobre la base de los
proios procesos espontaneos del alumno, y por ello
es preciso que el profesor preste el maximo de ayuda
pedagoégica que pueda proporcionar a sus alumnos.

Algunas cuestiones sobre la actitud del pro-
fesor

1) Dada la especial dificultad del Algebra, es muy
importante que el rofesor tenga una idea clara de los
niveles concretos de comprensién en que se hallan
sus alumnos. Para ello no debe limitarse a corregir
examenes, a constatar resultados incorrectos: debe
prestar atencién a como y por qué acttian de deter-
minada manera los alumnos, a estudiar y analizar sus
respuestas, con el fin de ir a las causas de los errores,
y poder hacer un aprendizaje significativo y no
mecanicista ni memoricista. No solo en Ciencias,
también en Matematicas los alumnos llegan a las aulas
cargados de preconceptos y concepciones erroéneas
adquiridas en la misma escuela, a través de otros
profesores (de Ciencias, de Matemdticas...) y es
preciso sbaer de donde provienen estos errores, ser
conscientes de que en muchos casos es precisa una
readaptacion 6 reeducacion algebriica. Esto implica
en muchos casos, hacer entrar al alumnno en con-
flicto con sus ideas anteriores, y a partir de la toma
de cociencia de este conflicto, de su discusién abier-
ta, el alumno puede comenzar a ver la necesidad de
reordenar, reorganizar y cambiar sus conocimientos
previos para asimilar correctamente los nuevos que
se le presentan. .

2) Como en todo paso a un nivel superior de
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abstraccidn, la vuelta al referente, a lo concreto, a los
objetos, nlimeros, situacion, etc..., de los cuales surge
inicialmente un enunciado algebraico, debe realizar-
se siempre que sea necesario, siempre que se observe
la méds minima incompresion por parte del alumno.
Dicha vuelta ha de acompanarse siempre de una
discusion abieta sobre el significado de los simbolos
con respecto al referente de que se trate. En este
terreno la utilizacion de la historia de las matemati-
cas puede ser de gran ayuda: p. €j., la propiedad
distributiva de la multiplicacién respecto de la adi-
cion suele presentar ciertas dificultades de compren-
sion y por tanto de aplicacién, para algunos alum-
nos; sin embargo la 1* demostracién conocida de
dicha propiedad, el teorema II.1 de los Elementos de
Euclides, nos proporciona, geométricamente, un
buen ejemplo que puede ayudar a una correcta
comprension de esta propiedad.

Algunas propuestas sobre el uso de las letras

Sin pretender ser exhaustivos con respecto a toda
la problemitica que la ensefianza del Algebra ele-
mental tiene planteada, hay ciertos aspectos que
pueden ser de gran ayuda para los profesores de
matematicas de 72, 82 de EGB y de 12 e incluso de 2°
de BUP.

1) Adoptar la interpretacién de las letras como n®

‘generalizado desde el primer momento de su apari-
cién. Por ejemplo, en expresiones del tipo x+2=6 los.
“alumnos, y a veces también los profesores, suelen

asumir que la x representa un sélo valor. Un enfo-
que alternativo del tipo: la x puede representar
cualquier nittnero, y habra uno 6 varios nimeros que
hacen cierta la igualdad dada, y otros que la harin

- falsa, puede ayudar a solventar el problema. Es asi-

mismo importante presentar entornos y contextos
concretos que ayuden a este tipo de enfoques.
También es conveniente introducir la idea de que

una misma letra representa los mismos valores y que’

diferentes letras representan los mismos 6 diferentes
valores. ' :

En cualquier caso la discusién de si una letra
representa un objeto, una incognita especifica, un n®
generalizado 6 una variable, dentro de cada contex-
to concreto, siempre sera positiva.

2)Evitar m=n® de manzanas, p=n® de peras, pues
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ello induce al uso de letras solo como objetos. En el
caso de expresiones como: 1 m = 100 cm, dificiles de
evitar, una discusién sobre el significado de las letras
ayudara a evitar confusiones y malentendidos. Res-
pecto a la no combinabilidad de expresiones como
2a + 7b es conveniente no recurrir a: a=azules y
b=blancos. Siempre se puede volver al paso concreto
anterior: 2a+7b=ata+b+b+b+b+b+b+b 6 a compara
2a+7b con 7a, 7b, 9a, 9b, 9ab, 10ab,... sustituyendo a
y b por diversos pares de valores, y haciendo lo mismo
comparando 2a+ba con 7a.

3) Resaltar las semejanzar y diferencias entre el
lenguaje artimético y el algebraico:

57 es la suma de 50 + 7, en cambio ab es a.b, un
producto. Constatar la diferencia de 3b con 3+b y
con 30+b (treinta y b). Ademas de sefalar que no se
puede limtar la letra b como si solo puediera repre-
sentar a nimeros de un solo digito. '

4) Potenciar la legitimidad de respuestas abiertas,
indeterminadas, El nifio asume a través de la resolu-
cién de problemas artiméticos que una respuesta a
una operacién es 7, no 3+4. Sin embargo 3+4, a+b,
5+a, 3x+2,... pueden y deben ser consideradas res-
puestas perfectamente correctas.

La ensefianza del dlgebra necesita desarrollar otras

nuevas alternativas didécticas que ayuden a resolver
cuestiones como las referentes a las operaciones
aritméticas, algebraicas, el signo igual, el uso del
paréntesis, el concepto de ecuacién, de ecuacién
equivalente, transformacién de ecuaciones, resolu-
ciéon de las mismas, etc...

El Algebra es en cierto sentido una generalizacién
de la Aritmética, pero también mucho mas que eso;
el algebra proporciona importantes instrumentos
intelectuales para resolver problemas que de otra
forma serfan tediosos y engorrosos; el ilgebra ele-
mental es esencial para la comprensién de las estruc-
turas matematicas, para el dominio del conocimien-

to general de las matemiticas, y el algebra elemental

en el futuro ciclo de secundaria obligatoria ha de ser
esmerada y cuidadosamente ensefiada para que puda
ser correctamente asimilada.

Por dltimo, quiero traer aqui una cita sobre la
importancia del dlgebra, no de un algebrista, ni de
un matemadtico, ni siquiera de un fisico, quimiéo,
biélogo,... Un escritor, un brillante escritor francés



del siglo pasado, Stendhal, escribié en su Autobio-
grafia:

En casa de mi profesor de matemdticas enconiré a Euler
con su problema acerca de los huevos que la campesina
llevaba al mercado... Esto fue para mi un descubrimiento.
Comprendi lo que significaba valerse de un arma como el
dlgebra. Pero jdemonios! nadie me lo habia explicado an-
tes.”
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ANEXO

Libro Il de los Elementos de Geometria

Definiciones

D.IL1 De todo paralelogramo rectan-
gulo se dice que estd comfnendido por las
dos rectas que comprenden al angulo
recto.

D.L2 En todo dominio paralelogra-
mo dese el nombre de gnomoa uno cual-
quiera de los dos paralelogramos alrede-
dor del didmetro junto con sus dos com-
plementos

Teorema 1.1 (T.D.)

Sidadas dos rectas, se divide a una de ellas
en un matmero cualquiera de partes, el vecldn-
gulo comprendido por tales dos vectas es igual
a los rectdngulos compnendidos por la recla no
dividida.y por cada una de las vectas parcia-
les.

1.1 Sean A, BG las dos rectas y cortese
la BG por dos puntos cualesquiera los
D.E. (Hip.)

1.2 Digo que el rectangulo compren-
dido por las rectas A, BG es igual al
comprendido por las A,BD mais el com-
prendido por las A,DE mds el por las
AEG. (Tes.)

Teorema 11.2 (T.D.)

Si se divide al arbitrio una linea rvecta el
rectangulo comprendido por la vecta entera y
por cada una de sus partes es igual al cuadra-
do de la vecta entera.

2.1 Dividase, pues, la AB al arbitrio,
pongo por caso por el punto G (Hip.)

2.2 Digo que el rectangulo compren-
dido por las rectas AB, BG junto con el
rectangulo comprendido por las BA,AG
esigual al cuadrado de la AB.

Teorema 11.3 (T.D.)

Si se divide al arbitrio una linea vecta, el
rectangulo comprendido por la linea entera y
por una de sus paries es igual al reciangulo
compendido por las paries de tal linea mds el
cuadrado de la parle primeramente dicha.

3.1 Dividase, pues, la AB, al arbitrio;
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pongo por caso por el punto G.  (Hip.)

3.2 Digo que el rectangulo compren-
dido por las AB,BG esigual al rectangulo
comprendido porlas AG,GB mas el cua-
drado de la BG. (Tes.)

Teorema 1.4 (T.D.)

Si se corta al arbitrio una linea vecla, el
cuadrado de la linea entera es igual a los
cuadrados de las partes mas el duplo del
rectangulo comprendido porlas paries.

4.1 Dividase, pues, lalinef recta AB, al
arbitrio, por el punto G. (Hip.)

4.2 Digo que el cuadrado de la recta
AB esigual a los cuadrados de las AG,GB
mas el duplo de rectangulo comprendi-
do por las AG,GB. (Tes.)

Teorema IL5 (T.1D)

St se divide una linea recta en partes
igualesy desiguales elvectangulo comprendido
porlas paites desiguales de la recta total mds
elcuadvado deladiferencia entre las dos paries
es igual al cuadrvado de la mitad de la vecta
dada.

5.1 Cértese, pues, una recta cualquie-
ra, la AB, en partes iguales por el punto
G; y en desiguales por el D.

5.2 Digo que el rectangulo compren-
dido por las AD,DB mas el cuadrado de
GD es igual al cuadrado de GB. (Tes.)

Teorema 1.6 (T.D.)

Sise divide una linea recia en dos y se le
anade envecta olya vecta cualquiera, el reclin-
gulo comprendido por la vecta entera mds la
anadida y por la anadida, Junto con el cua-
drado de la linea mitad, esigual al cuadrado
dela linea compuesta de la linea mitad y de la
anadida.

6.1 Cértese,
puesendespor

4 s el punto G la
J — ;f o recta AB y ana-
¢ dasele enrecta,

# R la recta BD

6.2 Digo que el reciangulo compren-
dido porlas ADy DB junto con el cuadra-
do de la GB esigual al cuadrado dela GD
(Tes.)

Teorema (1.7 (T.D.)

Si se corta al arbitrio una linea recla, el
cuadrado de la linea eniera mds el cuadrado
devnade las paries, lomados de vez, son igual
al duplo del vectangulo comprendido por la
linea entera y la parie dicha mdas el cuadyado
de la otva parie.

7.1 Cértese, pues, al arbitrio la recia
AB por el punto G, (Hip.)

7.2 Digo que los cuadrados de Jas
AB,BG son igual al doble del rectangulo
comprendido por las AB,BG mas el cua-
drado de la GA  (Tes.)

Teorema 1.8 (T.D.)

Si se corta al avbitrio una linea reca, el
cuddruplo del rectdngulo comprendido porla
linea entera y por una de sus partes mds el
cuadrado de la olva parte es igual al cuadyado
descrito porla linea entera mds la parte dicha
tomadas como un solo lado.

8.1 Cériese, pues, al arbitrio la recta
AB por el punto G.  (Hip.)

3.2 Digo que el cuadruplo del rectan-
gulo comprendido por lus rectas AR, BG
mas el cuadrado de la AG es igual al
cuadrado descrito por las ABBG toma-
das como una sola recia,

orems (1.9 (T.0.)

St se divideuna linea vecic en parteiguales
y desiguales, los cuadrados de las partes desi-
guales de la linea lolal son el doble del cuadya-
do de la mitad de la linea eniera mds el
cuadrado de la mitad de la diferencia enive las
dos clases de cories.

9.1 Dividase, pues, lavecta AR en partes
iguales por el punto C y en partes desi-
guales por el D, (Hip.)

9.2 Digo que los cuadrados de los
lados AD, DB son el doble que los cuadra
dos de los AG,GID. ‘



Teorema IL.10 (T.D.)

Si se divide una linea vecta en dos y se le
anade en recta otra recta, el cuadrado de la
linea entera mas la anadida, junto coneldela
aniadida, tomadas de vez, son el doble que el
cuadrado descrito por la linea mitad mds el
cuadrado de la compuesta por la mitad y por
la anadida, tomadas como una sola.

10.1 Dividase, pues,

£ ¥ larecta AB en dos
i por el punto Gy
4 o
. anadasele en recta
larectaBD. (Hip.)
10.2 Digo que los cuadrados de las
AD DB son el doble que los cuadrados de

las AG.GD. (Tes.) :
Teorema IL.11 (T.D.)

Dividir unarecta de modo que el rectangu-
lo comprendido por recta entera y por una de
sus partes sea igual al cuadrado de la parte
restante.

11.1 Sea AB larecta dada (Hip.)

11.2 Hay que dividir la AB de manera
que el rectangulo comprendido por la
recta entera y por una de sus partes sea
igual al cuadrado de la parte restante.
(Tes.)

Teorema I1.12 (T.D.)

In los tridngulos obtusdngulos el cuadra-
do del lado que subtiende el dngulo obtuso es
mayor que los cuadrados de los lados que
comprenden el dngulo obtuso y mayor en el
doble del rectangulo comprendido por aquel de
los lados del angulo obtuso sobre el que cae la
perpendiculary por la vecta exterior que queda
entre perpendicular y el dngulo obtuso.

12.1 Sea ABG el triangulo obtusangu-
lo que tiene en BAG el angulo obtuso y
tracese desde el punto B a la recta GA
convenientemente prolongada, la per-
pendicular BD. (Hip.)

12.2 Digo que el cuadrado de BG es
igual a los cuadrados de los BA. AG mas
el duplo del rectangulo comprendido
por las rectas GA. AD. (Tes.)

Teorema II.13 (T.D.)

En los tridngulos acutdngulos el cuadrado
del lado que subtiende el angulo agudo es
menor que los cuadrados de los lados que
comprenden el dngulo agudo, y menor en el
duplo del rectangulo comprendido por el lado
sobre el que cae la perpendicular y por la recta
interior que queda entre la perpendicular y el
angulo agudo.

De los nitmeros a las letras

13.1 Sea ABG el
triangulo acutan-
gulo que tiene el

4 p
angulo agudo en
B y tracese desde
el punto A a la
recta BG la per-
S Y R

pendicular AD.
(Hip.)

13.2 Digo que el cuadrado de AG es
igual alos cuadrados de GB.BA.menos el
duplo del rectingulo comprendido por
los GB.BD.

Teorema I1.14 (T.D.)

Construir un cuadrado igual a un domi-
nio rectilineo dado.
14.1 Sea el dominio rectilineo dado
elA. (Hip.)
14.2 Hay que construir un cuadrado
igual al dominio rectilineo A. (Tes.)

EUCLIDES

Libro Il de Los Elementos de Euclides.

1.1

b C d

1.2 b

a-b

O bien:

a*=ab+a(a-b)

a+b

a(b+c+d)=ab+ac+ad.

(o+b)‘7‘ =(a+b)a+(a+b)b
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Jests Enfedaque

1.3 - b a-b

ab=b(a-b)+b
1.4 a

o bien:

a(a+b)=c*+ab.

(a+b) =+ +2ab

1.5

a-b

a-b

(a-b)(a+b)+b =a*

Y asi, de la misma forma:

6  ba+b) + o= (a+b)

17 (a+b)+b = 2(a+b)b + o

1.8 4(a+b)a + = Qa+b).

19 (a+bf+@a-by =2(a*+b%) .
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110 2a+bY + b =2(a*(a+b)).

1T Resolver: o(a—x):xz.'

.12 Lado opuesto a un dngulo obtuso.
.13 Lado opuesto a un dngulo agudo.

.14 Teorema de construccion.



Ll profesor

El profesor de Matematicas
y las 16gicas del descubrimiento

Antén Labrana Barrero

Cuando narramos hechos, describimos objetos, o
explicamos resultados, procuramos hacerlo con ordeny
coherencia, siguiendo una secuencia logica.

Pero los acontecimientos sélo pueden ser contempla-
doslinealmente desde una 6ptica retrospectiva. La reali-
dad resulta plural, sinuosa, zigzageante, y atin contradic-
toria.

La historia de las Matematicas nos muestra un mundo
de intuiciones, conjeturas, inducciones, deducciones,
pruebas, refutaciones, extensiones de conceptos, restric-
ciones de propiedades, teorfas convergentes, elementos
que se escinden,... En fin, una mezcla de diferentes
planteamientos, métodosy enfoques, o sea, de distintas
formas de pensar que en mayor o menor medida llenan
de contenido a esta ciencia.

¢El posible que las frecuentes faltas de comprension,
los errores, y los propios aciertos de los estudiantes, estén
reflejando en cierta medida toda esta diversidad?

¢Hasta qué punto laimposicién —sea o no explicita—
por parte del profesor de una determinada “forma de
pensar”, puede limitar las posibilidades de éxito escolar
de sus alumnos?

¢Ademas del propiamente cientifico, quéinterés puede
tener un docente en conocer las teorias que tratan de
explicar como se produce el descubrimiento, el avance,
en Matematicas? '

Trataré de aportar algunos ejemplos de clase que
representan situaciones frecuentes en la relacién alum-
no/profesor. '

12.-“... En cuanto anuestras observaciones, no podemos
tener la certeza de cuales son las condiciones exactas que
regulan las cosas que encontramos en la naturaleza. Las
cosas que encontramos son casi siempre muestras. Nos-
otros pretendemos que las condiciones que cumplen
esas muestras sean también cumplidas por las demas
entidades que juzgamos similares. Este razonamiento, de

lo individual a lo colectivo, es lainduccion. La teoria de
la induccién es la desesperacién de los filésofos, y sin
embargo todas nuestras actividades se basan en ella.”(1)

Problema: si un grifo tarda 3 horas en llenar un deposito
¢cudnto tardaran dos grifos?

Imagino que aningtn profesor de 8°de E.G.B. 0 1° de
B.U.P.oF.P.P,lesorprenderaobtenerrespuestas de este
tipo:

1 grifo tarda — 3 horas

2 grifos tardan — x horas
2e3
X =—— =6 horas
1

La respuesta puede contribuir a la exasperacion del
profesor si se produce por enésima vez en poco tiempo.
Sin embargo tendremos que aceptar que la similitud de
esta situacién con aquellas otras de “regla de tres” es
evidente. A Whithead probablemente no le extranaria
encontrarse la respuesta anterior al problema.

El profesor no se confunde entre otras cosas, porque
formula el problema “a posteriori”, o sea, conocedor de
la solucién y con una clara intencionalidad. Pero el
alumno asocia este enunciado a tantos otros resueltos
con anterioridad, aveces después de un costoso aprendi-
zaje, en los cuales la susodicha “regla de tres” proporcio-
naba un éxito inapelable.

Estariamos ante lo que Brousseau denomina “obstacu-
lo epistemoldgico”, cuyo tratamiento diddctico requiere
la toma de conciencia previa por parte del profesor.

9¢ -Refiriéndose también a lainduccién, pero considera-
da ahora como método de investigacién cientifica, escri-
be A.B. Wolfe (1924):

“En primer lugar se observarian y registrarian (todos)
los hechos sin seleccionarlos ni hacer conjeturas a priori
sobre su relevancia. En segundo lugar se analizarian,
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compararian y clasificarian los hechos registrados,... En
tercer lugar se harian generalizaciones inductivas refe-
rentes a las relaciones, clasificatorias o causales, entre
ellos. En cuarto lugar las investigaciones subsiguientes
serfan deductivas tanto como inductivas, haciéndose
inferencias a partir de generalizaciones previamente
establecidas.”(2)

(La palabra “todos” aparece en el texto sin distincién
especial, pero es que habla en un caso hipotético de ser
capaz de abarcarlos.)

Problema: el profesor pretende llevar al aula una génesis
de las razones trigonométricas del dngulo agudo. Propo-
ne a sus alumnos que dibujen triangulos de cualquier
tamanoy en cualquier posicién cuyos dngulos sean de 50,
60y 70 grados. Los lados seran denominados “a, byc”
opuestos a los angulos en el orden dado.

Segtin van terminando salen a la pizarra y cubren una
linea de la tabla que en ella figura:

cuadro 1
alumno/a | «a b ¢ a/b | a/c b/c
Elena 6| 68 | 77410°882]0°810| 0’918
Marisa 47 | 52 | 56(0°903|0°839 | 0°'928
José 10 11’3 |12°2|0°884 | 0’819 0°926
Dani 38 | 43 | 48]0°883|0°808| 0’914

Un breve analisis es suficiente para que se produzca la
generalizacion inductiva que el profesor pretendia:

“Para unos angulos fijos, las razones entre lados co-
rrespondientes son constantes en cualquier triangulo.”

Yo practicaba este método con gran ilusién hasta que
lei de Car G. Hempel (1966): “Los hechos o hallazgos
empiricos, sélo se pueden calificar como légicamente
relevantes o irrelevantes por referencia a una hipétesis
dada, y no por referencia a un problema dado”.(3)

Ciertamente no habia “hipétesis dada” para mis alum-
nos. A pesar de todo sigo haciéndolo igual ya que no se
me ha ocurrido nada mejor para que los estudiantes
“lleguen” a la proporcionalidad entre tridngulos seme-
jantes.

Por cierto, Hempel califica este método como “con-
cepcion inductivista estrecha de la investigacién cientifi-
ca”.

3%~ “DSETA: Primero, no tengo una ayuda a la investiga-
cion del gobierno, como para emprender una extensa
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observaciéon de los poliedros, ni ayudantes de investiga-
ciones suministrados por el ejército que cuenten el
numero de vértices, aristas y caras, para compilar tablas
con estos datos. Pero, atn cuando dispusiese de ello no
tendria paciencia (o interés) para ensayar una férmula
tras otra para comprobar si encaja.

BETA: ;Entonces qué? ;:Va usted a tumbarse en el sofa
y cerrar los ojos, olvidandose de los datos?

DSETA: Exactamente. Necesito unaidea para comen-
zar con ellay no dato alguno.

BETA: ;Y de dénde saca usted su idea?

DSETA: Esta ya ahi, en nuestra mente, cuando formu-
lamos el problema: de hecho, estd en la propia formula-
cién del problema.”(4)

.
Problema: obtener la ley de formulacién, o relacién
entre el nimero de triangulos que se construyen y el
ntmero minimo de segmentos necesarios.

Leia hace unos meses un articulo muy interesante
sobre este tema, y sin que con ello pretenda desmerecer
el mismo, ya que su alcance llega mucho mas lejos,
reproduzco una parte que me llamé especialmente la
atencion:

¢Guantos palillos se necesitan paia hacer un triangulo
equilatero?

NS
NN

¢Y para hacer cuatro, cinco, seis...?
Si se forma una tabla, parece haber una sencilla regu-
laridad:

¢Y para hacer dos? Con 5 basta.

¢Y para hacer tres? Con 7 basta.

Num. de triémgulos’l 23 4 5 6
8 5 7 911 13 ...

Num. de palillos

Realmente “formar la tabla” contribuye a observar la
regularidad pretendida, otra cosa seran los casos excep-
cionales, pero lo que me preguntaba era si al sugerir el
profesor que el alumno forme la tabla, no estara encau-
zando excesivamente su pensamiento.

Me decidi a intentarlo con nifios de 11 afios:

P: ¢Cual es el poligono mis sencillo que conocéis?

R: El triangulo

P: ;Por qué?

R: Porque tiene sélo tres lados

Les proporcioné tres palillos a cada uno y construye-
ron el triangulo. Continuamos:



P: ;Cuantos palillos necesitarfais para hacer dos?

R: Cinco, seis,... Discuten un poco y se queda en
“cinco”

P: ;Y para hacer diez?

R: ... (cuchichean)... 20, 21 (Se explican)... si, por-
que anadiendo dos méds conseguimos un nuevo triangu-
lo. Necesitamos dos para cada triangulo y uno mas para
el primero.

A continuacién les proporcioné mas palillos.

Efectivamente parecia un caso lo bastante asequible
como para que los chicos pudiesen establecer una conje-
tura deductiva: un experimento mental a partir de una
idea que latia “en la propia formulacién del problema”.

Hacerla tablay extraer conclusiones de la misma es un
proceso totalmente legitimo, aunque suponga el paso de
un estadio geométrico a otro aritmético. A veces puede
ser un método méis potente que los procedimientos
directos. En cualquier caso, si los alumnos no progresa-
sen, siempre estariamos a tiempo de proporcionarles
mas palillos e ir formando la tabla.

o

4°.- “... Los hechos no constituyen estimulos externos
paralainvestigacion; s6lo son tenidos en cuenta si entran
en conflicto con alguna expectativa previa, y su impor-
tancia se mide por la importancia de la teoria que refu-
tan.”®

Problema: simplificar la siguiente expresion:

Nat+a2 o a?+1

El profesor estara probablemente familiarizado con
respuestas del tipo siguiente:

=(\[2-l:+\];) J (VaQ-}l):

= (Va2 e (Walt 1) = (a2 +a) e (at 1) =...

En un intento de rectificar, antes de comentar con el
alumno o alumnos la solucién que habian aportado,
“contra-atacaba” de este modo:

Prof.: calcular VO + 16
Alum.:\[9—+\fl—6=?>+4=7

Prof.: dado que 9 + 16 = 25, tendriamos \]; =

Alum.:=5

El “argumento” parecia concluyente: la raiz de un
suma no es igual a la suma de la raices.

Reflexionando sobre el texto que se cita, me ha pare-
cido que esta sencilla forma de proceder dejaba de lado
algiin aspecto sustancial del aprendizaje. El método del

El profesor de Matemdticas y las logicas del descubrimiento

contra-ejemplo sin mas, dejaba intactas aquellas creencias
que habian impulsado al alumno a tomar la iniciativa de
distribuir la raiz en dos sumandos.

Obviamente la refutacion resultaba 1til, pero ¢por
ué no intentar corroborrar el supuesto de qvﬁgﬁa +b=
a + Vb?, en lugar de contentarse con falsarlo.

Al abordar esta Gltima cuestién me he dado cuenta
que para mis alumnos la propiedad distributiva es una
regla que obligaa obtener unasegunda parte mas facililla,
yno una propiedad que permiteelegir la forma de operar.
También pude apreciar que para ellos la obtencién de
raices y el cdlculo con radicales eran operaciones que
poco o nada tenian que ver: “volver a las raices” nos per-
mitié comprender el porqué se pueden distribuir en fac-
totes de los productos, y sin embargo las de las sumas no.

A modo de conclusion

Estas son las primeras notas de un estudio que he
emprendido acerca de la ldgica del descubrimiento, tratan-
do de obtener orientaciones de tipo didactico.

Con este escrito pretendo llamar la atencién de los
profesores de Matemiticas de cualquier nivel educativo,
ante un hecho que podremos aceptar sin reparos: a lo
largo de la historia, los grandes matematicos no han
actuado desde una Gnica “perspectiva verdadera”, sino
desde opticas muy diferentes entre si. Incluso algunos de
ellos han modificado su posicionamiento alo largo de sus
obras.

De aqui puede pensarse que mas que existir un
“pensamiento natural”, lo natural es que coexistan dis-
tintos modos de pensamiento y maxime en un aula con
cerca de 40 alumnos de trayectorias escolares diversas.

Comprender esto, y conocer las teorfas que tratan de
explicar como se produce el avance en Matematicas, serd
sin duda de gran utilidad para el profesor.
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Un problema interesante:
“Maridos enganados en un pueblo integrista™

José Colera

Este articulo lo presento como humilde homena-
je a Rafael Montoya (profesor, matematico, ajedrecis-
ta, amigo). Nos conocimos,jovenes estudiantes, en
Ceuta y compartimos durante muchos anos largas ho-
ras jugando al ajedrez; resolviendo problemas de ma-
tematicas, de ajedrez o de ingenio; preparando
oposiciones; o, simplemente, charlando, convivien-
do. Su tragica muerte, hace ahora un ano, siendo di-
rector del Instituto de Tanger, nos desgarrd a los
muchos amigos que tenia y que lo recordamos como
hombre inteligente, profundo, muy amistoso, extra-
ordinariamente afable, ... entranable.

El problema, primer enunciado

En un pueblo drabe hay mujeres que enganan a
sus maridos. El Cadi, alarmado, emite un edicto en
el que se ordena que el marido que tenga la seguri-
dad de que su mujer le engana la mate. Al cabo de
40 dias amanecen ejecutadas las 40 mujeres que en-
ganaban a sus maridos. ¢Qué razonamiento llevé a
éstos a la seguridad de que la suya era una de ellas?.

Este problema con un enunciado muy parecido
al que aqui doy, nos lo propuso Rafael Montoya en
Ceuta, una noche del verano de 1965, en los jardines
del Hotel la Muralla, a un grupo de amigos. Los
demds, no matemdaticos, mostraron poco interés y
acabamos los dos en “un aparte”, discutiendo sobre
él. Llegamos a la conclusién de que para que la
solucién que le habiamos dado fuera inequivoca se
requerian varios axiomas (pedanterias de jovenes
matemdticos) y sacamos algunas consecuencias curio-
sas. De modo que dimos al enunciado la forma axio-
matica que aparece a continuaciéon.

Enunciado definitivo
¢

En un pueblo arabe hay mujeres que enganan a
sus maridos. El Cadi, alarmado, publica el siguiente
edicto: puesto que en este pueblo hay mujeres que
enganan a sus maridos, ordeno que todo marido que
llegue a la conclusion de que su mujer le engana la
mate a las 12 de la noche del dia en cuestién.

Dato para que se resuelva el problema 40 dias des-
pués de publicado el edicto aparecen muertas las 40
mujeres adilteras.

Pregunta. ;Qué razonamiento llevé a cada uno de sus
maridos a deducir inequivocamente que su mujer era
una de ellas?.

Axiomas

1. Si una mujer engana a su marido lo sabe todo el
pueblo salvo él mismo.

2. Todos los hombres de ese pueblo son inteligentes.

3. Todos saben que los demis son inteligentes.

Consecuencias curiosas

- Si el Cadi, no tan integrista, se arrepintiera de la
hecatombe que se avecinaba y enviara un emisario
poco antes de las 12 de la noche para que convencie-
ra a cada uno de los 40 maridos que no matara a su
mujer, a la noche siguiente serian ejecutadas jtodas
las demads esposas del pueblol.

- En lugar de 40 maridos, mujeres, noches, se podria
poner, obviamente, n, cualquiera.

La solucion. (Lector, si no conocias el problema no
leas este parrafo. Intenta resolverlo por tu cuenta).

Resolvamoslo, paso a paso, empezando por sim-
plificarlo al maximo:
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¢Que pasaria si s6lo hubiera una mujer addltera?.
Su marido, al leer el edicto, razonaria asi: hay muje-
res que enganan a sus maridos y yo no conozco a
ninguna. Por tanto (Axioma 1) es la mia. ¢Y si hubiera
~dos?. Cada uno de sus maridos pensaria que era la
del otro y daria por sentado que la mataria esa noche.
Pero al ver que no lo habfa hecho razonaria (Axio-
mas 2y 3) que el otro conocia otra. ¢Otra que yo no
conozco? (La mial,

Y asi sucesivamente, por induccién, se puede
llegar a cualquier ntimero.

Anécdotas

Los problemas hermosos ( y éste lo es a pesar del
desaforado contexto con que se enuncia), se difun-
den sorprendentemente. Ignoro quién se lo conté o
donde lo leyé Rafael en aquella lejana época de
estudiante. Cada uno de nosotros, a partir de enton-
ces, lo hemos propuesto, con la versién axiomaitica,
en multiples ocasiones. Una de ellas fue en agosto
del 78, en una cafeteria de Santiago del Compostela,
el dia que terminé el XXX Congreso de la CIEAEM.
Uno de los presentes era Luis Puig quien, posterior-
mente, lo contd a Fernando Cerdia. Ambos también
lo han difundido extraordinariamente. Por cierto que
este Gltimo tuvo hace dos afos algunos problemas
como consecuencia de la irritacién que produjo a un
grupo de feministas que se escandalizaron con el
enunciado. Aunque parezca increible, las protestas
llegaron hasta la Secretaria de Estado para la Muyjer,
Carlota Bustelo, quien se hizo eco de su indignacién
No parece que el asunto fuera a mas.

Hace unos dias, en Pamplona, durante una so-
bremesa, nos lo propuso Luis Segarra a un grupo de
matematicos, curiosamente con los mismos axiomas
que pusimos hace 25 anos Rafael y yo.

Por lo demas hay que aclarar que este problema
€s muy antiguo y aparece, con enunciados ligeramen-
te distintos pero siempre con el contexto de maridos
enganados y pueblos arabes, en diversos libros de
problemas de ingenio.

Explicaciones necesarias (¢necesarias?)

¢Hace falta decir que quieres consideramos her-
moso este problema y, por tanto, lo difundimos,
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tenemos la conviccién de que no puede ser ofensivo
para nadie?. Més bien parece fruto de una actitud
tremendista el ofenderse por un enunciado que es,
de puro descabellado, ingenuo. ‘

Con objeto de llevar al aula esta situacién de
aprendizaje tan interesante, haciéndola operativa, he
diseniado la siguiente experiencia, en todo isomorfa
a nuestro problema.

Una adaptacion para el aula

Acudo al aula con 10 gorros (cucuruchos de tela
o papel) negros y 9 blancos, que muestro a los alum-
nos. ’

* 10 alumnos y alumnas se sientan, en corro, a la
vista del resto de la clase. Estos 10 son los que actua-
ran, pero pensaran y participaran todos.

A cada uno de los 10 les pongo en la cabeza un
gorro. Cada uno ve el de los demas pero no el propio.

“El que llegue a la conclusién de que su gorro es
negro, que se ponga de pie después de que dé un
golpe en la pizarra”. Pretendo, asi, que si por ejem-
plo 6 de ellos tienen gorro negro, se levanten ellos y
solo ellos después de 6 senales.

Logicamente, para poder llegar a esto razonada-
mente hay que preparar el ambiente con una secuen-
ciacién adecuada.

Empezaré poniendo un sélo gorro negro (y el
resto blancos) e iré ampliando,” poco a poco, en
sucesivas experiencias, el ntimero de gorros negros.

Probablemente haya que repetir las primeras (1
negro, 2 negros) para que los alumnos se vayan
familiarizando con la légica del juego. Después de
cada experiencia se procedera a un breve coloquio
para que los alumnos expongan sus conclusiones. Asi
hasta que lleguen a una regla general del siguiente
tipo: “Si hay 6 gorros negros,todos los que los llevan
se levantaran al 6° golpe. Esto ocurre porque cada
uno de los 6 ha razonado asi: “Veo 5 gorros negros;
cada uno de ellos ha de levantarse después del 5°
golpe; si no lo hacen es que ellos también ven 5
gorros negros: los otros 4 y el mio; habré de levantar-
me al golpe siguiente, el 6°,

Cuando la regla general estd perfectamente en-
tendida, haré una tltima experiencia con truco: diré
por escrito a los que tienen gorro negro que no se
levanten; para que no se note la diferencia habré de



darles también algiin mensaje, irrelevante, a los que
tienen gorro blanco. Si todo sale bien se acabarin
levantando los que tienen gorro blanco.

Puesta en practica

La experiencia la he llevado a cabo el 2/4/90 en
el curso 1°B del IB. de Colmenar Viejo (Madrid)
durante 40 minutos.

La profesora de matematicas de estos alumnos,
M? Angeles Isidro, les tiene acostumbrados desde
principio de curso a la resolucién de problemas “de
pensar”. Estos alumnos poseen un notable hébito de
discurrir en situaciones nuevas y una extraordinaria
actitud hacia este tipo de problemas. Me encontré,
pues, con un magnifico ambiente.

Situamos las mesas pegadas a las paredes. Se
colocaron 10 alumnos sentados en corro en el centro
del aula.

Presento el problema (“es un juego para pensar,
no solo los 10 que actuaran, sino la totalidad de la
clase”). Les muestro los gorros (risas). Obtienen una
primera conclusién: “Puesto que solo hay 9 gorros
blancos, seguro que a alguno le vas a poner gorro
negro”.

Pongo 9 blancos y 1 negro (muchas risas). Doy la
sehal (un golpe en la pizarra). La chica que tiene
gorro negro no se levanta. Todos la miran. Toma la
palabra: “me parecia que tenia gorro negro, pero no
estaba muy segura de lo que debia hacer. Creo que
no he entendido bien el problema”. Varios intentan
explicdrselo a la vez. Al final lo hace una de ellos con
toda claridad.

Se repite la experiencia con un solo gorro negro.
Sale correcto.

- 2 gorros negros y 8 blancos. Primer golpe. Segun-
do golpe y no se levanta nadie. Algunos de los obser-
vadores se mueven inquietos y cuchichean. Doy un
tercer golpe y se levantan dos chicos: uno con gorro
negro y otro con gorro blanco. (Risas y murmullos).
Este se mira el gorro y queda extrafiado. Toma la
palabra una chica del pablico. (“El lo ha hecho bien”,
dice senalandolo). Varios de ellos, sucesivamente,
explican lo ocurrido y sacan consecuencias. Nos
aproximamos a una regla general.

Se repite la experiencia con diversos ntimeros de

Un problema interesante

gorros negros. Sale siempre correctamente. Puesto
que ya parece comprendida la légica del juego, lo
concluimos asi: Pongo 4 gorros negros y 6 blancos. a
todos ellos les doy un papelito (“léelo sin que lo vean
los demias” les digo). El que doy a los que tienen
gorro negro dice: “Esta orden anula la que te he
dado de palabra: aunque llegues a la conclusién de
que tu gorro es negro no te levantes”. El papel que les
doy a los que tienen gorro blanco dice: “Si has de
levantarte, cuando lo hagas sujétate el gorro con las dos
manos”. Al cuarto golpe nadie se levanta. Al quinto lo
hacen, sujetandose el gorro con las dos manos, cinco
de los seis que lo tienen blanco. (Perplejidad). La
chica que no se ha levantado dice que lo iba a hacer
pero que no se ha decidido a hacerlo porque ha visto
que los que se levantaban eran los de gorro blanco.
“: Y tt de que color lo tienes?”. “Negro”.”Miratelo”
...(Muchas risas. Alboroto).

“¢Qué creéis que ponian los papeles que les di?”.
Tras dos o tres versiones fallidas, un chico con gorro
blanco atina con el tipo de mensaje que tenian los
de gorro negro y, a continuacién, uno de éstos da
una version correcta del otro mensaje.

Se les pide a los alumnos que hagan una redac-
cién (breve, pues estdn de lleno en examenes trimes-
trales) del problema que acaban de vivir. Incluyo
alguna de las versiones, o fragmento de ellas.

Un bonito e imprevisto epilogo

Comentando con la profesora del curso (M?
Angeles Isidro) el desarrollo de la sesién, se le ocu-
rri6 una estupenda idea: manana les propondré el
problema original (el del pueblo arabe) a ver si lo
relacionan con éste y cémo lo resuelven.

Asi lo hizo. Me cuenta el desarrollo de la sesion.
He aqui algunos detalles: A los tres o cuatro minutos
de enunciado, un alumno, e inmediatamente otro, le
llaman para comentarle en voz baja: “éste es igual
que el de los gorros”. Al cabo de media hora, apro-
ximadamente, lo ha resuelto mas de la mitad de la
clase. Se comenta en gran grupo.

Algunos de ellos se encontraron con dificultades
no previstas por nosotros: por tratarse de un pueblo
arabe consideraron que cada marido podia tener mas
de una mujer. Asi, jmenudo problema!
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Un probleme interesante

i ; : 4 ! N : R N N ] .
‘ ay oL == [ ohal 4 b | Lq}#‘” z 4 ‘¢,
- 44 V. M- w4 D g o e, " Al )‘L ;‘-I‘ _
] N L4 y |
T , 11
— - -
Va.qga " Ch - Y. R P) py a o & P, ')AA -
P , A ] 4 / }
is-|_| €] A ce &m'ﬁu < TRudh pa e Tthh bt I
1 T - 5
P4 A kA Cles] N el ft 2kl e (iclodsdcsl [Zhdanldl;
a 4.0 4 At n + 4 : 5
4 W gl . d s e /4,(,\. o Aol bk ). A /
¢ h LiLen / fre | AAL/ o ,I N o Lo
) N . -
f o : :
,@?_fyl MAL 1A o | *_47 17 P/(,lw A % /r: cd de et L1 e Y/ AL
i
1% a - LI :
R 2AZPEPZNMEY.FY s S ‘el frnat Lan g . fac Yeor !
/ P ’ . .
e 4 Tmm YA LN dA|_|ArdA dbla | Xy s Ban |
|
“@?E } < ’
‘g AL C la L‘ 0 4 A !?4 E N g o WZUBEPRV & o 4 s g__I)E.__.‘
7 7 Ma ;
Y, 2V AR " ] A O S £ > :
i ANed T Vi !
& :
I D A B TN N P J ! :
1 ~ 0, ot P
v, {02 7 ] ;
L - i
, T
S — 1 i T
e
] s
P
i .
. ! | ; T
SEEEEEE NN ENunnnEEN B

La curiosa historia de...

La dignidad de los diplomaticos, puesta en entredicho

Una vez terminados los estudios
universitarios en su ciudad natal, Leip-
zig, y de conseguir su doctorado en la
Universidad de Altdorf, en Nuremberg,
en 1667, alos 21 anos, rechazd Leibniz
la oferta de una citedra de derecho en
esa misma Universidad, y ya no se dedi-
carfanuncaensuvidaalaensenanza (al
contrario que Newton, por ejemplo).

Entré, en cambio, al servicio del
Principe Elector de Mainz como emba-
jador profesional y consultor juridico,
cargo que ocuparia hasta 1676 (los afios
mas fecundos de suvida, desde el punto
de vista de su obra matematica), para
entrar a continuacién al servicio de la
casa de Hannover, también como diplo-
matico, consejero juridico historiador-

cronista y bibliotecario, cargo en el que
permaneceria ya hasta su muerte en
1716.

Este tipo de actividad exigia hacer
frecuentes viajes por toda Europa y
ocuparse de asuntos muy diversos, que
impidieron a Leibniz hacer un estudio
reposado y a fondo de la matematica de
la época. Todo ellovino adificultar con-
siderablemente el que las ideas mate-
maticas de Leibniz sobre el nuevo “cal-
culoinfinitesimal” pudieran desarrollar-
se y madurar en la calma y el reposo
necesarios.

Erich Temple Bell, en su famoso
libro Men of Mathematics, dedicé a Leib-
niz un capitulo titulado elogiosamente
“Master of all Trades” (es decix, “Maestro

en todos los oficios”) , capitulo que termina
con lassiguientes palabras, refiriéndose
a la profesion de diplomatico que ejer-
ci6 Leibniz durante largos anos:

“There is but one profession in the
world older than his, and until that is
made respectable, itwould be prematu-
re to try any man for choosing diplo-
macy as his means to a livelihood”.

Es decir: “No hay mas que una
profesién en el mundo que sea mas
antigua que la suya, y mientras ésta no
consiga hacerse respetable, seria pre-
maturo juzgar a un hombre cualquiera
por el hecho de elegir la diplomacia
como medio de ganarse la vida”.

Mariano Martinez Pérez
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Una aproximaci6

a 'index de Preus al consum

Grup Zero

Introduccié

Sota el titol d’una aproximacié a I'index de Preus al
Consum presentem un tema que espottreballarinterdis-
ciplinariament a les arees de Matematiques i Ciéncies
Socials en els darrers cursos del futur ensenyament
secundari obligatori.

Aquest tema podria omplir part del buit de coneixe-
ments basics d’Economia que tenen els nostres alumnes;
també permetria la utilitzacié a fons d’unes eines mate-
matiques com sén: els cilculs de variacions percentuals,
les mitjanes ponderades, els nombres index, ...; no gaire
utilitzades actualment ni a ’'E.G.B. ni al B.U.P.

En el Grup Zero de Barcelona hem elaborat i experi-
mentat un material didactic que permet treballar I'1.P.C,

En aquest material, s’introdueixen els conceptes a partir

de laresolucié de problemes simples que, sempre que és
possible, es plantegen amb dades reals.

L’estructura basica és la segtient:

—Es fa una introduccié (apartat a) en la qual partint
dels conceptes més elementals (tant per cent, tant peru,
tant per mil) es pretén que els alumnes adquireixin
I'habilitat necessaria en el calcul de variacions percen-
tuals, per tal que el treball posterior no se’ls faci larg i
pesat.

—Segueix després el material basic per elaborar els
conceptes (apartats de B a G) que inclou a més proble-
mes d’aplicacié. Paral.lelament el professor pot propo-
sar als alumnes la realitzacié de treballs fora de 1’aula
com: actualitzacié de preus, I'estudi dels preus d’altres
productes, ...

—Per dltim, un cop acabat el tema, hom pot proposar
de fer treballs de consolidacié del que han apres (elabo-
raci6 d'un LP.C. personal, ...) o treballs complementaris
(estudi d’altres indexs, ).

Pel que fa a la recerca de dades per elaborar el
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materl'al, cal dir que els organismes oficials, com I'Insti-
tut Nacional d’Estadistica, no faciliten dades de preus,
sin que només donen indexs. Aixo és degut al fet que
per elaborar I'LP.C., s’utilitzen per una banda, compo-
nents el preu dels quals és complicat de calcular (teléfon,
electricitat...) i, per una altra, per als articles estacionals
com la fruita o el vestit, s’utilitzen productes diferents al
llarg de I'any (taronja a I'hivern, préssec a I’estiu, raim a
la tardor...). Aix6 comporta que pugui ser discutible
quin producte s’utilitza i com se n’obté el preu en cada
cas particular; i, donada la importancia que té actual-
ment I'index de Preus al Consum, I'LLN.E. prefereix

discutir-ho portes endins. Es peraixo que, quan es donen

preus, en el material que es déna als alumnes, es diu com
s’han obtingut.

Per treballar a classe és indispensable que els alumnes
disposin de calculadora, i és convenient la utilitzacié de
I'ordinador per ala realitzaci6 d’alguns grafics. El treball
amb aquest tema es pot aprofitar també per iniciar als
alumnes en les bases de dades, el full de cilcul i grafics,
1 per veure com es relacionen aquests elements en un
paquet integrat.

Breu descripci6 de les idees basiques de cada
apartat

A.- Variacions en percentatge:

Aquest apartat és una introduccié al tema. La major
part dels calculs que es fan en Pestudi de I'IPC s6n de
variacions percentuals. Per aquest motiu, és molt conve-
nient treballar préviament el calcul de variacions en
percentatges utilitzant el tant per u.

Per exemple:

a) Si s’ha de trobar la variacié entre 200 i 250:



Una aproximacion

Indice de Precios al Consumo. Grup Zero

al indice de precios al consumo*

Grupo Zero

Introduccion

Bajo el titulo de una aproximacién alindice de precios
al consumo presentamos un tema que se puede trabajar
interdisciplinariamente en las dreas de Matemadticas y
Ciencias Sociales en los ltimos cursos de la futura
ensenanza secundaria obligatoria.

Este tema podria llenar parte del vacio de conoci-
mientos basicos de economia que tienen nuestros alum-
nos; también permitiria la utilizacién a fondo de concep-
tos matemadticos como son: los calculos de variaciones
porcentuales,lasmedias ponderadasylosnimerosindice,
no muy utilizados actualmente en EGB ni en BUP.

En el Grup Zero hemos elaborado y experimentado
un material didactico que permite trabajar el L.P.C. En
este material se introducen los conceptosa partir de lare-
solucién de problemas simples que, siempre que sea po-
sible, se plantean con datos reales.

La estructura bésica es la siguiente:

—Se hace una introduccién (apartado A) en la cual,
partiendo de los conceptos mas elementales (tanto por
ciento, tanto por uno, tanto por mil), se pretende que los
alumnos adquieran la habilidad necesaria en el calculo
de variaciones porcentuales, para que el trabajo poste-
rior no les resulte largo y pesado.

Sigue después el material basico para elaborar los
conceptos (apartados de B a G), que incluyen ademds
problemas de aplicacion. Paralelamente el profesor
puede proponer a los alumnos la realizacién de trabajos

fuera del aula como la actualizacién de precios, el estu-
dio de los precios de otros productos,...

—Por tltimo, una vez acabado el tema, se puede
proponer hacer trabajos de consolidacién de lo que han
aprendido (elaboracién de un I.P.C. personal,...) o tra-
bajos complementarios (estudios de otros indices,...).

Respecto a la biisqueda de datos para elaborar el
material, es necesario decir que los organismos oficiales
como el Instituto Nacional de Estadistica no facilitan
datos sobre precios, sino que s6lo dan indices. Esto es
debido al hecho de que para elaborar el I.P.C. se utilizan,
por un lado, componentes cuyo precio es complicado de
calcular (teléfono, electricidad...) y, por otro, para los
articulos estacionales como la fruta o el vestido, se utili-
zan productos diferentesalo largo del afio (lanaranjaen
invierno, melocotén en verano, uva en otofo...). Esto
comporta que pueda ser discutible qué producto se
utiliza y como se obtiene su precio en cada caso particu-
lar; y, dada la importancia que actualmente tiene el
indice de precios al consumo, el LN.E. prefiere discutir-
lo de puertas a dentro. Por este motivo, cuando se
facilitan precios en el material que se da a los alumnos,
se especifica como se han obtenido.

Para trabajar en clase es indispensable que los alum-
nos dispongan de calculadoray es conveniente la utiliza-
cién del ordenador para la realizacién de algunos grafi-
cos. Eltrabajo de este tema se puede aprovechar también
parainiciar alosalumnos en las bases de datos, lahoja de
calculo y graficos, y para ver como se relacionan ambos
elementos en un paquete integrado.

* Este trabajo esun resumen del “crédito” elaborado para el concurso de unidades didacticas, realizado el aiio 1989, por el Grupo Zeroy convocado
por la Direccién General de Ordenacién e Innovacién Educativas de Cataluiia
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250/200-1=1,25-1=0,25 d’augment
b) Sis’ha de disminuir 500 en un 6%, multiplicarem
500 per (1-0,06), és a dir:
500 x 0,94 = 470
L’objectiu d’aquest primer apartat €s que els alumnes
agafin agilitat en aquest tipus de calcul. Aixo costa molt
perqué hi ha una gran resisténcia per part de ’'alumne a
abandonar el seu métode de calcul: “la regla de tres” i
passar a la utilitzaci6 del tant per u.

B.-Variacié del preu de diferents productes al llarg del
temps

A més de veure que els preus dels productes varien, el
que es pretén aqui és d’estudiar i comparar aquestes
variacions. Per poder-ho fer, cal veure la importancia de
la variaci6 relativa enfront de ’absoluta.

Els dos primers exercicis sén prou aclaridors: en el
primer (B1) hi ha dos anys en que I'augment va ser el
mateix (50 ptes) perod, en canvi, 'augment percentual
eramoltdiferent. En el segon exercici (B2) el periode de
maxim augment relatiu no correspon al de maxim aug-
ment absolut.

B1.- L’evoluci6 del preu d’una entrada en un cinema
d’estrena a Barcelona des de 1'any 1977 fins enguany, ve
representat pel diagrama de barres seguent:

77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88

(Dades proporcionades per 'empresa Cinemes Bala-
naS.A.)

a) Quin augment de preu hi va haver de 1977 a 1978?
I de 1985 a 1986°

b) ¢Quin tant per cent va augmentar ’entrada en un
cinema de 1977 a 19787 I de 1985 a 19867

c) ¢Quin dels dos valors, el calculat a 'apartat a) o el
delb), ussembla que reflecteix millor lavariaci6 del preu
de les entrades?

B2.- En un estudi fet pel Comité d’Energia de la
CEOF, es calcula la mitjana del preu del kWh (unitat de
mesura del consum eléctric), per a una familia que gasta
3500 kWh a ’any. Els valors obtinguts s6n:
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Any 1978 1979 1980 198] 1982 1983 1984 1985 1986

Ptes/kWh!| 4.09 4,09 468 645 864 979 11,32 12,37 13.68

a) Feu un grafic de I’evoluci6 del preu del kWh.

b) Quin augment de preu hiva haver de 1978 a 1979?
Ide 1980 a 19817

c) ¢En quin tant per cent va augmentar el preu del
kWh de 1978 a 19792 I de 1980 a 1981?
d) Completeu la taula seglient:

78-79 79-80 80-81 81-82 82-83 83-84 84-85 85-86

Augment (ptes.

% d’augment

e) Entre quins anys s’ha produitla maxima variaci6 de
preu en ptes (variacio absoluta)? Entre quins anys s’ha
dondtlaméaximavariacid en percentatge (variacié relativa
o taxa devariacid)? Dels dos periodes de temps que acabeu
d’assenyalar, en quin dirfeu que 'augment de la tarifa ha
estat més alt?

f) Quin és el percentatge d’augment global de 1978 a
19867

Els altres exercicis fan referéncia a I'evolucié dels
preus de dos productes energeétics (benzinaibutd) i de
dues marques de tabac. Aixd permet de veure I’existén-
cia de variacions negatives (en el cas de la benzina i del
butd),ilanecessitat d’utilitzar variacionsrelatives respec-
te d’un any base per poder comparar I'evolucié dels
preus de productes diferents.

En totaquestapartats’han utilitatzat productesambel
preu de venda al piblic controlat, ino amb variacions de
preus degudes a: canvis estacionals, relacid oferta-de-
manda, ... Per estudiar aquestes variacions en terminis
de temps molt curts es podrien utilitzar els preus de
majorista dels mercats centrals: Mercabarna o Llotja.
Alguns Bancs i Diaris publiquen setmanalment les varia-
cions de preus d’aquests mercats.

En els grafics no es considera I’evolucié de preus
respecte al temps com una funci6 real de variable conti-
nua, siné com una funcié de variable discreta: per aixo,
s'utilitzen diagrames de barres o corbes d’evoluci6. En
alguns casos es podria fer el grafic amb la variable
continua, De totes maneres constatem que en cap mitja
d’informacié no es publiquen grafics d’aquest tipus.
(Ens referim als grafics escalonats com el que s’obté en
estudiar la variacié del preu d’una trucada telefonica en
funcié del temps).

C.- Procés d’inflacio

L’objectiu d’aquest apartat és adonar-se que estem en
un periode inflacionari: comparant I’evolucié dels preus



Breve descripcion de las ideas basicas de cada
apartado

A.- Variaciones Porcentuales

Este apartado es unaintroduccién al tema. La mayoria
de los calculos que se realizan en el estudio del LP.C. son
de variaciones porcentuales. Por este motivo es muy
conveniente el calculo de variaciones en porcentajes
utilizando el tanto por uno.

Por ejemplo:

a) Si hay que hallar la variacién entre 200 y 250:

250/200-1=1,25-1=00,25 de aumento

b) Si hay que disminuir 500 en un 6%, multiplicare-
mos 500 por (1-0,06), es decir:

500 x 0,94 = 470

Elobjetivo de este primer apartado es que los alumnos
adquieran agilidad en este tipo de calculo. Esto cuesta
mucho porque existe una gran resistencia por parte del
alumno a abandonar su método de calculo habitual (la
regla de tres) y pasar a la utilizacién del tanto por uno.

B.- Variacion del precio de diferentes productos a lo
largo del tiempo

Ademas de comprobar que los precios de los produc-
tos varian, lo que se pretende con este apartado ‘es
estudiar y comparar dichas variaciones. Para poderlo
hacer, hay que ver laimportancia de la variacién relativa
frente a la absoluta.

Los dos primeros ejercicios son suficientemente ilus-
trativos: en el primero (Bl) hay dos anos en que el
aumento fue el mismo (50 ptas.) pero, en cambio, el
aumento porcentual era muy diferente. En el segundo
ejercicio (B2) el periodo de méaximo aumento relativo
no corresponde al de maximo aumento absoluto.

B1.-Laevolucién del precio de una entrada en un cine
de estreno en Barcelona desde el aflo 1977 hasta hoy en
dia, viene representado por el diagrama de barras si-
guiente:

77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88

(Datos facilitados por la empresa Cinemes Balana S.A.)
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a) ¢Qué aumento de precio hubo de 1977 a 19787 ;Y
de 1985 a 1986?

b) ¢Qué tanto por ciento aument6 la entrada en un
cine de 1977 a 1978? ;Y de 1985 a 19867

¢) ¢Cual de los dosvalores, el calculado en el apartado
a) o el del b) os parece que refleja mejor la variacion del
precio de las entradas?

B2.-En un estudio hecho por el Comité de Energia de
la CEOE, se calculala media del precio del KWh (unidad
de medida del consumo eléctrico), para una familia que
gasta 3.500 KWh al afio. Los valores obtenidos son:

Afo 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986

Ptas/kWh| 4,09 4,09 4,68 6,45 8,64 9,79 11,32 12,37 13,68

4) Haz un gréfico de la evolucién del precio del KWh.

b) ¢Qué aumento del precio hubo de 1978 a 1979? ;Y
de 1980 a 19817

¢) ¢Qué tanto por ciento aumenté el precio del KWh
de 1978 a 19792 ;Y de 1980 a 19817

d) Completar la tabla siguiente:

7879 79-80 80-81 81-82 82-83 83-84 84-85 85-86

Augment (ptes.)

% d’augment

e) ¢Entre qué afos se ha producido la maxima varia-
cién de precio en pesetas (variacién absoluta)? ;Entre qué
afios se ha producido la maxima variacién en porcenta-
jes (variacion relativa o tasa de variacion)? ¢De los dos pe-
riodos de tiempo seiialados, en cuil diriais que el aumen-
to de la tarifa ha sido mas alto?

f) ¢Cuél es el porcentaje de aumento global de 1978 a
1986?

Los siguientes ejercicios hacen referencia a la evolu-
cién de los precios de dos productos energéticos (gaso-
lina y butano) y de dos marcas de tabaco. Esto permite
ver la existencia de variaciones negativas (en el caso de la
gasolinay del butano), y lanecesidad de utilizar variacio-
nesrelativas respecto a un afio base para poder comparar
la evolucién de los precios de productos diferentes.

En todo este apartado se han utilizado productos cuyo
precio de venta al piblico estaba controlado, y sin varia-
ciones de precios debidas a cambios estacionales, rela-
ci6én oferta-demanda,. .. Para estudiar dichas variaciones
en periodos de tiempo muy cortos se podrian utilizar los
precios de mayorista de los mercados centrales: Merca-
barna o la Llotja, cuyas variaciones de precios son publi-
cadas semanalmente por algunos Bancos y Periédicos.

En los graficos no se considera la evolucién de precios
respecto al tiempo como una funcién real de variable
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en el periode 78-88 amb la del periode 23-33. Es pot
comengar a introduir la idea que els productes que
augmenten menys que els altres és com si “baixessin” de
preu.

Producte Preu 78 Preu 88
Liet (1 litre) 36 90
Ous (1 dotzena) 70 160
Arrds (1 quilo) 49 150
Pollastre (1 quilo) 140 215
Diari (La Vanguardia) 18 65
Benzina Super (1 litre) 37 78
Buta (1 bombona) 234 720
Renault 5TL (F.F.) 235200 730600
Disc (L.P.) 450 900
Tabac (Ducados) 18 49
Producte Preu 23 | Preu 33
Llet (1 litre) 0.79 0.70
Ous (1dotzena) 3.87 3.30
Arrds (1 quilo) ‘ 0.83 0.87
Pa (1 quilo) 0.68 0.70
Carn de vedella (1 quilo) 5.74 5.31
Petroli (1 litre) 0.72 0.70
Electricitat (KW-H) 0.75 0.75
Gas (Metre ctibic) 0.55 0.75

(Dades facilitades pel Banc d’Espanya)

D.- El valor del diner. El poder adquisitiu

Davant del fet de la inflacié hi ha dues possibilitats:
afegir més diners per poder comprar el mateix (augment
de preus) o comprar meys coses amb els inateixos diners
(pérdua de poder adquisitiu). Cal fer notar que els
percentatges d’augment de preu i de pérdua de poder
adquisitiu no coincideixen: els primers exercicis sén
prou aclaridors, especialment el D3, on es veu que aun
augment de 100% li correspon una pérdua de poder
adquisitiu del 50%. Per tant, si un producte dobla el
preu, o bé paguem el doble, bé en comprem la meitat.

D3.- Suposeu que disposeu de 100 ptes per comprar
caramels que costen una pesseta, i que a la botiga us
trobeu que s’han apujat de preu i que ara costen dues
pessetes cadascun.

a) Quin és el percentatge d’augment del preu dels
caramels?
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b) En quin percentatge ha disminuit la quantitat de
caramels que podeu comprar amb les mateixes 100 ptes?

c) Contesteu les tres preguntes anteriors, si en lloc de
100 ptes per comprar caramels disposeu de 2000 pessetes
per comprar xiclets que costaven 5 pessetes, i ara resulta
que costen 10 pessetes cadascun.

e) Repetiu I'exercici suposant que disposeu d’una
quantitat Q de diners per comprar un producte que
costava P pessetes per unitat i que ara val 2p pessetes.

En aquest apartat, és convenient fer la distincié entre
perdua del poder adquisitiu de la moneda (a causa de
I'augment dels preus) i pérdua del poder adquisitiu del
sou (a causa del fet que augmenti meys que els preus).

També cal esmentar que la devaluacié de la moneda
només s’estudia respecte a 'augment de preusino com
a valor de canvi respecte a d’altres monedes.

E.- Mitjanes ponderades

Donat que 'LLP.C. es calcula fent una mitjana ponde-
rada, es tracta d’arribar a obtenirne la férmula, expres-
sadaen tants per u, ja que és d’utilitzacié més senzilla que
no pas ’obtinguda utilitzant percentatges.

En els primers exercicis, el calcul de laugment del
preu es fa sobre el preu total, encara que progressiva-
ment s’'introdueix la ponderacié relativa (E3).

Per ultim s’arriba a I'expressié general del calcul
d’una mitjana ponderada. Als alumnes els costa forca
arribar-hiicaldra un ajut especial per part del professor.

E3.- Una entitat esportiva cobreix amb les quotes dels
socis el 50% del seu pressupost. Per cobrir la resta rep
subvencions: el 20% del pressupost I’aporta I’Ajunta-
ment, el 15% la Generalitat, i un 15% més la Diputacio.

Per a I'any vinent, pensen augmentar la quota dels
socis en un 5%, I’Ajuntament augmentara la subvencié
un 15%, la Generalitat un 10% i la Diputacié un 3%.

a) Quin percentatge d’augment tindra el pressupost
d’aquesta entitat I’any vinent?

b) Reproduiu els calculs anteriors utilitzant tants per
u en lloc de tants per cent. (Si no us en sortiu suposant
que el pressupost abans de I’augment és una quantitat p
qualsevol, feu-ho primer considerant que és de 100
milions de pessetes.)

F.- La variacid de Uindex de preus al consum

A partir de la idea de ponderaci6é de cada grup de
despeses, es donaa coneéixer la ponderacié oficial (1983)



continua, sino como una funcién de variable discreta:
razén por la cual se utilizan diagramas de barras o curvas
de evolucién.En algunos casos se podria hacer el grafico
con la variable continua de todas formas constatamos
que en ningtn medio de informacién se publican grafi-
cosde este tipo. (Nosreferimos alos graficos escalonados
- como el que se obtiene al estudiar la variacién del precio
de una llamada telefénica en funcién del tiempo.)

C.- Proceso de inflacion

El objetivo de este apartado es darse cuenta de que
estamos en un perfodo inflaccionario: esta comproba-
cién se realiza comparando la evolucién de los precios en
el periodo 78-88 con la del periodo 23-33. Se puede
empezar a introducir la idea de que los productos que
aumentan menos que los otros es como si “bajasen” de
precio. ‘

Producto Precio 78 | Precio 88
Leche (1 litro) | 36 | 90
Huevos (1 docena) 70 160
Arroz (1 kilo) 42 . 150
Pollo (1 kilo) 140 215
Periédico (La Vanguardia) 18 65
Gasolina Super (1 litro) 37 78
Butano (1 bombona) ' 234 720
Renault 5 TL (F.F.) 235200 730600
Disco (L.P.) 450 900
Tabaco (Ducados) 18 49
Producto Precio 23 | Precio 33
Leche (1 litro) 0.79 0.70
Huevos (1 docena) 3.37 3.30
Arroz (1 kilo) 0.83 0.87
Pan (1 kilo) 0.68 0.70
Carne de Ternera (1 kilo) 5.74 5.31
Petréleo (1 litro) 0.72 0.70
Electricidad (KWh) 0.75 0.75
Gas (Metro ctubico) 0.55 0.75

(Datos facilitados por el Banco de Espara)
D.- El valor del dinero. El poder adquisitivo

Como resultado de la inflaccién hay 2 posibilidades:
afadir méas dinero para poder comprar lo mismo que-
antes (aumento de precios), 0 comprar menos cosas con
el mismo dinero (pérdida de poder adquisitivo). Hay

Indice de Precios al Consumo. Grup Zero

que senalar que los porcentajes de aumento de precioy
de pérdida de poder adquisitivo no coinciden: los prime-
ros ejercicios son esclarecedores, especialmente el D3,
donde se puede ver que a un aumento del 100% le
corresponde una pérdida de poder adquisitivo del 50%.
Por lo tanto, si un producto dobla su precio, o bien
pagamos el doble por él, o bien compramos sélo la
mitad.

D3.- Suponed que disponéis de 100 ptas. para com-
prar caramelos que valen 1 pta. y que en la tienda os en-
contrais que han subido de precio y que ahora valen 2
ptas. cada uno.

a) ¢Cual es el porcentaje de aumento del precio de los
caramelos?

b) ¢En qué porcentaje ha disminuido la cantidad de
caramelos que podiais comprar con las mismas 100 ptas?

c) ¢En qué porcentaje se ha devaluado el dinero,
respecto a la compra de caramelos?

d) Contestar las tres preguntas anteriores, si en lugar
de 100 ptas. para comprar caramelos disponéis de 2.000
ptas. para comprar chicles que valian 5 ptas., y ahora
resulta que valen 10 ptas. cada uno.

e) Repetir el ejercicio suponiendo que disponéis de
una cantidad Q de dinero para comprar un producto
que valia P pesetas por unidad y que ahora vale 2P
pesetas.

En este apartado, es conveniente hacer la distincién
entre pérdida del poder adquisitivo de la moneda (a
causa del aumento de los precios) y pérdida del poder
adquisitivo del sueldo (por aumentar menos que los
precios).

También hay que senalar que la devaluacion de la
moneda sélo se estudia en relacién al aumento de pre-
cios, y no en cuanto valor de cambio respecto a otras
monedas.

E.- Medias ponderadas

Dado que el LP.C. se calcula haciendo una media
ponderada, se trata de llegar a obtener suférmula expre-
sada en tantos por uno, ya que resulta mas sencilla que la
que se obtiene utilizando porcentajes.

En los primeros ejercicios, el cilculo del aumento del
precio se hace sobre el precio total, aunque progresiva-
mente se introduce la ponderacién relativa (E3).

Por itimo se llega a la expresion general del calculo
de una media ponderada. A los alumnos les cuesta
bastante llegar a ello ynecesitaran una ayuda especial del
profesor.
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del “Cistell de la Compra”. Un cop introduida la ponde-
_racid, calcular lavariacié de 'IPC és només fer la mitjana
ponderada dels augments de preu dels diferentes grups
de despeses.
Es pot aprofitar aquest apartat per comentar lectures
" sobre com es calcula la ponderaci6 oficial del “Cistell de
la Compra”. Aquest és un tema d’actualitat ja que el
Govern té€ prevista la realitzacié d’una gran enquesta
estatal per establir una nova ponderacié (naturalment, el

92).

Grups de despeses| Ponderacié 76 | Ponderaci6 83
Alimentacié 405 330
Vestit 82 87
Habitatge 140 186
Paraments 78 74
Medicina 34 24
Transport 97 144
Cultura 69 70
Altres 95 85

G.- L'index de preus al consum

En aquest apartat s’introdueix la idea de nombre
index: en realitat el que es fa no és res més que convertir

la variacié relativa en absoluta.

Tot seguit es treballa amb la taula oficial de valors

mensuals de I'IPC. Cal fer notar que les variacions calcu-
lades no sempre es corresponen amb les oficiales a causa
d’un problema de decimals: el valor oficial de I'IPC Gni-

cament es dona amb una xifra decimal.

Finalments’introdueixen els conceptes de taxa intera-
nual i de variaci6 mitjana de I'TPC (que és el que oficial-
ment s’anomena inflacié). I a partir d’aix6 es proposen
diversos exercicis on es constata la incidéncia de I'LP.C.
en temes com: la renovaci6 dels contractes de lloguer
(G3), la negociacio6 salarial ...

+G3.- I'1 d’agost del 1986 una noia va llogar un pis a
Barcelona per 55.000 ptes mensuals. El contracte establia

que cada dos anys s’havia d’actualitzar el preu del lloguer

segonsl’augmentdel'IPC. Calculeu ellloguer que aquesta
noia haura de pagar a partir de I'l d’agost de 1988.
(Fixeu-vos que la variacié de I'IPC durant aquests dos
anys és la que va del juliol del 1986 al juliol de 1988.)

Tal com s’ha dit a la introduccié es pot completar
aquest temaamb I’estudi d’altres indexs (Borsa, natalitat
...),amb I'elaboracié d’un L.P.C. personal o local que es
pugui comparar amb 1’oficial (no per tothom les coses
pugen igual) ... etc. ‘

1977/1978 | 1979 | 1980 | 1981 | 1982 | 1983| 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988 | 1989
Gener 87.70 46.9 | 54.7| 63.8 | 73.0 | 83.6 | 94.9]106.4|116.3 | 127.1 |134.8 | 140.8 | 149.6
Febrer 38.2} 47.3 ] 55.1| 644 | 73.4 84.'2 95.41106.8 | 117.2 127.7 1185.4 | 141.2 | 149.9
Mare 89.2| 47.9 | 55.7| 64.7 | 74.9 | 85.1| 96.0{107.6]117.9 | 128.1 [186.1 | 142.2 | 150.8
Abril 39.9] 48.9 1 56.5| 65.4 | 75.6 | 86.2 | 97.31108.2{119.1 | 128.4 |136.4 | 141.7 | 151.8
Maig 40.2] 494 | 57.2| 65.8 | 76.0 | 87.4 | 97.7|108.7{119.5 | 128.8 |136.3 | 141.6 | 151.5
Juny 41.3] 49.9 | 57.7} 66.8 | 76.0 | 88.3| 98.3/109.5|119.3 | 129.9 |136.3 | 142.2
Juliol 42.7) 51.0 | 58.9| 67.8 | 77.5 | 89.4| 98.6{111.2120.0 | 131.3 |187.7 144.1
Agost 44.1} 51.9 | 59.5{ 68.6 | 78.5 | 90.0 {100.0/112.0|120.2 131‘.6 137.6 | 145.4
Setembre 447) 523 | 60.3| 69.3 | 79.1 | 90.1 |100.8 112.21121.5 | 133.0 1138.9 | 146.8
Octubre 45.4] 52.8 | 61.1| 69.9 | 80.0 | 91.0 {102.1{112.9}122.1 | 1383.5 i39.7 147.0
Novembre 45.8] 53.0 | 61.2| 70.6 | 80.7 | 91.3 |103.21113.4|123.0 | 183.2 |139.4 | 146.9
Desembre | 46.1] 53.7 62.1 71.6 | 81.9 | 93.4 (1048 114.2 123.6 1133.8 [139.9 | 148.1

{Dades de 'LLN.E.)
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E3.-Unaentidad deportiva cubre con las cuotas de los
socios €l 50% de su presupuesto. Para cubrir el resto
recibe subvenciones: el 20% del presupuesto lo aporta el
Ayuntamiento, el 15% la Generalitat y un 15% mas la
Diputacién.

Para el afio que viene, piensan aumentar la cuota de
los socios en un 5%, el Ayuntamiento aumentara la sub-
vencién un 15%, la Generalitat un 10% y la Diputacién
un 3%.

a) ¢Qué porcentaje de aumento tendra €l presupues-
to de esta entidad el préximo afno?

b) Reproducir los calculos anteriores utilizando tan-
tos por uno en lugar de tantos por cien. (Si no obtenéis

un buen resultado suponiendo que el presupuesto antes
del aumento es una cantidad p cualquiera, hacedlo pri-

mero considerando que es de 100 millones de pesetas).

F.- La variacion del indice de precios al consumo

A partir de la idea de ponderacién de cada grupo de
gastos, se da a conocer la ponderacién oficial (1983) de
la “cesta de la compra”. Una vez introducida la pondera-
ciém, calcular la variaciéon del LP.C. es s6lo cuestién de
hacer la media ponderada de los aumentos de precio de
los diferentes grupos de gastos.

Grupos de gastos | Ponderacion 76 | Ponderacién 83
Alimentacion 405 330
Vestido 32 : 87
Vivienda 140 186
Menaje 78 74
Medicina. 34 24
Transporte 97 144
Cultura 69 70
Otros - 95 85

indice de Precios al Consumo. Grup Zero

Se puede aprovechar este apartado para comentar
lecturas sobre cémo se calcula la ponderacién oficial de
la “cesta de la compra”. Este es un tema de actualidad ya
que el Gobierno tiene prevista la realizacion de una gran
encuesta estatal para establecer una nueva ponderacion
(naturalmente, el 92).

G.- El indice de precios al consumo

En este apartado se introduce la idea de niimero
indice: en realidad lo que se hace no es més que convertir
la variacidn relativa en absoluta.

A continuacién se trabaja con la tabla oficial de valores
mengsuales del L.P.C. Es necesario observar que las varia-
ciones calculadas no siempre se corresponden con las
oficiales a causa de un problema de decimales: el valor
oficial del L.P.C. Ginicamente se da con una cifra decimal.
(Ver tabla de IPC en pagina 50)

Finalmente se introducen los conceptos de tasaintera-
nual y de variacién media del L.P.C. (que es lo que
oficialmente se llama inflacién). Y a partir de aqui se
proponen diversos ejercicios donde se constata la inci-
dencia del L.P.C. en temas como: la renovacién de los
contratos de alquiler (G3), la negociacién salarial...

G3.- El 1 de agosto de 1986 una chica alquil6 un piso
en Barcelona por 55.000 ptas. mensuales. El contrato
establecia que cada dos afios se habia de actualizar el
precio del alquiler segiin el aumento del LP.C. Calcular
el alquiler que esta chica habra de pagar a partir del 1 de
agosto de 1988. (Fijaos que la variacién del L.P.C. duran-
te estos dos afios es la que va de julio de 1986 a julio de
1988).

Como se ha dicho en la introduccién se puede com-
pletar este tema con el estudio de otros indices (Bolsa,
natalidad,...), con la elaboracién de un I.P.C. personal o
local que se pueda comparar con el oficial (no para todo
el mundo las cosas aumentan igual)... etc.
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Creo que he aprendido mds de los li-
bros que de los profesores que tuve,

—C. A.r¢Cuales fueron tus primeros
pasos en la ensefianza?

—J:D.: En el 1983 hice los denomi-
nados “cursillos del 33”, un programa
republicano “para la sustitucién de la
ensenanza religiosa”. Se convocaron
treinta plazas en Barcelonaysesentaen
Madrid, estando Pi Calleja en el tribu-
nal. Yo saqué el ntimero uno en Barce-
lona y Santalé fue ¢l primero en Ma-
drid. A rafz del nombramiento fui des-
tinado al Instituto Escuela, donde logré
que ese gran pedagogo que fue su di-
rector, el profesor Estalella, me permi-
tiera usar el libro de texto de Puig

Adam y Rey Pastor aunque el Instituto -

seguialatradicién de apuntes. Més tarde
en el 35 gané la citedra de instituto en
Madrid. Habfa ocho plazas y éramos
doscientos. Muchos catedrdticos se
mscnblan para estar-en Madrid de
vacaaones ya cLue las oposiciones dura-
ron SlCtE meses (de octubrea abril).

: éﬂamo ,se recuadan los
am)s de mstmmﬂ

L —]Dy Yo ntigca deJe el ejefc1c10 de.

lé A quitectum pem ni un solo dia falte

2 0 1deai serfa. qué ;
.‘cato e ﬁos ;el pmfesm 86

Gu Vadaptar . perotio eraasi.
Aunque en“aquel bachillerato ponia-
mos problemas de los que hoy se consi-
derarfan de gran categoria. Resolver
problemas en temas que realmente
puedan interesar eslamejor manera de
enfocar las clases. Los problemas boni-
tos son los que se pueden explicar con
lenguaje sencillo.

—C.A.:Suaficién alos problemas ha
sido siempre notoria. El tiempo le ha
dadolarazén. Hoylaresolucién de pro-
blemas se considera un elemento esen-
cial en la ensefnanza...

—]J.D.: Antes, siempre se unian a las
explicaciones en clase los problemas
para casa. Y los alumnos dedicaban
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m Jos alummos 105' que ¢

mucho tiempo a resolverlos. Hoy pare-
ce que pasa al revés: acabada la clase el
gran trabajo queda para el profesor en
visitas, evaluaciones, cursos,... etc. ylos
alumnos poco dedican.

—C.A.: La experiencia universitaria
fue dilatada y sorprendente. ..

—J.D.: Yo fui encargado de catedra
en Barcelona, sorprendentemente, en

- muy diversas asignaturas. (Analisis 2¢,

Geometria Métrica, Ecuaciones Dife-
renciales, Geometria Proyectiva, Mate-
maticas para Quimicos, Mecénica, Esta-
distica,...). Claro esta que ello no signi-
ficaba que tuviera conocimientos séli-
dos sobre estas disciplints sino la oca-
sional inexistencia de profesorado.
Cabe decir que las asignaciones econé-
micas para estos cometidos eran irriso-
rias’en el caso de percibirse. Segura-
mente fiii yo el que mas aprendi6 en

' muchos de estos encargos.

—C.Au ¢Cual es tu visién del debam— ‘

do tema dél rigor?

—]J.D.: Creo tener el espiritu del ri-
gor pero procuro anteponer siempre la
intuicién. Podriamos decir que soy par-
tidario del rigor pero no un practicante
ciego. Hay que anteponer el sentido
comin y no vale la pena rigorizar lo
evidente. Una cosa es ver un resultado,
otra ver el proceso por el cual el resul-
tado puede ser cierto y otra es la
“demostracién oficial”... cuando pien-
so sobre un problema, puedo “descu-
brir” la solucién paseando o cortando
lefia, luego intento escribirlo en una
cuartilla, en su formamas breve posible

' una melo‘n que-

y si el asunto lo permite me encanta di-
bujar una buena figura.

—C.A.: Siempre volvemos a los pro-
blemas...

—J.D.: Yo aquino tengo libros: Todo
lo que aprendi lo. hice. hace muchos
anos. Me interesa mas lo poco que
puedo haceryo quelomucho que hacen
los otros. Me gustan los resultados sor-
prendentes, las soluciones breves y ele-
gantes. Quizas todo lo que uso para los
problemas se podria extractar en diez
cuartillas pero con intuicién y sentido
comtn, habiendo meditado sobre unas
pocas cosas bdsicas se puede sacar
mucho partido...

—C.A.: Por tanto las Matematicas
para todos tienen sentido en el proceso

_edncativo. .,

—J.D.: El estudio de las Matemati-
cas, tal y como se ha enfocado ha hecho
perder mucho'tiempo alaHumanidad.

" Hombre, quizds es mejor que hayan',

perdido el tiempo en esto que no en
otras cosas, P01 rque a veces en Iugar de
ensefiar a Jugar bien a las damas se ha

_querido ensefiar un diffeil ajedrez, con

lo cual el que intenta aprender pierdé
més tiempo y se divierte menos, En'-
cambi6 hay inos pocos pnnciplos que: .
bien asumidos hacen deia Ma%e:mﬁtica,

un. instr umento = jraordinario par:
todas las: cosas de: la Yida.”

cativa de planes.

—J.D.:En larefornia de plancsyon )
creo en absoluto. |Ya he vivido veinte!
El plan no importa, son los profésores -
los que deben evolucionar y cambiar.
Aqui estd la cuestion...

Tengo entonces el privilegio de
entrar en su archivo: carpetas con pro-
blemas resueltos o propuestos y corres-
pondencia internacional ocupan dos
mesitas. Los ojos de Jordi Dou encar-
nan entusiasmo, curiosidad, busqueda,
creatividad... En todos estos aspectos
Jordi Dou no tiene ningin problema.

Les Preses/Olot,
10 de Agosto de 1989
Claudi Alsina




La seccion aurea y la construccion
de poligonos regulares

Luis Hortelano Martinez

Introduccion

De entre la infinita variedad de posibilidades que
la Geometria ofrece, desde el punto de vista didacti-
co, consideraremos en este articulo la construcciéon
de poligonos con regla y compas, campo de trabajo
donde tienen cabida la investigacién personal, el
manejo de instrumentos geométricos, el rigor mate-
matico, la intuicién, la visién espacial, y un sinfin de
aspectos del maximo interés didactico. De entre ellos
quizd destacariamos la posibilidad de actuar, de
manipular y por consiguiente construir figuras, des-
cubrir propiedades y relaciones entre sus elementos
componentes. Pero no haremos un enfoque clasico
de esta cuestion, ni abordaremos la construccién de
todos los poligonos posibles. Presentaremos una
proporciéon famosa, aunque un tanto olvidada, v,
como consecuencia mas o menos inmediata de algu-
nas de sus propiedades, obtendremos una linea de
trabajo para la construccion de determinados poligo-
nos. -

La proporcién a que aludimos, seccién aurea o
divina proporcién, que ya aparece en el Timeo de
Platon y en el libro VI de los “elementos” de Eucli-
des, ha recibido distintas denominaciones a lo largo
de la historia y numerosos elogios, por ejemplo Kepler
la califica de “joya preciosa” y “tesoro de la Geome-
tria”. Y no es para menos pues tanto ella como su
razén, niamero de oro o aureo, aparecen abundante-
mente en la naturaleza, el propio cuerpo humano, el
arte, etc. Pero no es nuestro propésito ocuparnos en
este articulo de la presencia del niimero y seccién
aureos en nuestro entorno, cuestiéon por otra parte
estudiada aunque fuente inagotable de sorpresas, sino
de cémo utilizarlos para una tarea concreta ya apun-
tada.

Aunque ya se ha mencionado es importante sena-

lar de nuevo que, en todo lo que sucede a esta intro-
duccién, nos referiremos siempre al trabajo con regla
y compas clasicos.

Por otra parte el contenido del articulo, y su posible
aplicacién didactica, requieren de unos conocimien-
tos previos si bien no demasiado profundos. Esto hace
que sea adecuado para los ultimos tramos de la
Ensefianza Media, o niveles superiores. En concreto
ha sido compuesto pensando en alumnos de las
E.E.U.U. de Magisterio.

La Secciéon Aurea

Los textos que se refieren a la secciéon aurea sue-
len presentarla de dos formas. En la primera de ellas
se hace una introduccién directa del modo siguiente:

“Dadas tres cantidades a, b y ¢, de modo que a<b<c
y a+b=c, diremos que estan en la divina proporcidn si
el total (c) es a la parte mayor (b), como la parte
mayor (b) es a la parte menor (a)”, es decir, si:

¢ b

En la segunda introduccién la seccién 4urea se ob-
tiene como la forma mas sencilla y directa posible,
mas de acuerdo con la ley de economia de conceptos
de William D’Ockam, de dividir asimétricamente un
segmento. Asi considerando el segmento de la fig. 1

c
\ b | a J
B C A
Figura 1
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todas las razones que pueden establecerse entre a, b
y ¢ son:

que igualadas dos a dos nos dan 15 proporciones po-
sibles, de las que, eliminando casos iguales asi como
las que no cumplen la condicién de asimetria de la
definicién, y reduciendo las de razones inversas, se
llega a la seccién durea tal y como se presenté direc-
tamente.

Pero en busca de un conocimiento algo mayor de
la divina proporcién veamos cusl es su razén. Par-
tiendo pues de:

C a+b b .
5 = 0 llegamosa—B— = — yde ahi:
a b
v ot

haciendo entonces x=b/a y sustituyendo tendremos
que x? - x - 1 = 0, de donde resultan las raices:
14V5 15

—5— = 1’618... 5 = -0°618...

Nos quedamos con la solucién positiva a la que lla-
maremos ® o ntimero de oro, es decir, ¢/b = b/a =
® = 1’618... (ntmero irracional euclidiano), pues la
raiz negativa no haria, en la segunda introduccién de
la seccién durea, que el punto de divisién del seg-
mento cayera dentro del mismo. Aunque algunos
autores consideran para @ el valor 0°618...

La seccion durea y el nimero de oro en la natura-
leza, la ciencia, el arte, etc, cuestiones de las que ya
dijimos que no vamos a ocuparnos, proporcionan sin
embargo un amplio campo de trabajo didictico nada
desdenable y que resulta muy motivador (véase por
ejemplo el video “Donald en el pais de las Matem4-
gicas”, ya tratado en el n® 1 de esta propia revista).

Algunas construcciones graficas de interés

Desde el punto de vista de nuestro articulo, lo mas
interesante de la seccién durea y el ntimero de oro es
(ue ambos pueden obtenerse con regla y compis.
Veamos pues algunas construcciones interesantes,
pero prescindiendo de las demostraciones correspon-
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dientes dada su sencillez y por no alargar excesiva-
mente el articulo.
a) Obtencién grafica del niimero dureo:

1+\/§

La expresién @ = —2——

nos da la clave, pues construyendo el tridngulo rec-
tangulo de catetos 1y 2 (fig 2), la hipotenusa sera
V5. Observando entonces la figura 2, CB medira 1+V5
y por tanto la mitad de CB medird ®.

7 b N
/7 \
. 7/ N\
/ ‘JE \
/ 2 \

1, !
1 |
A ct oo B

Figura 2

b) Obtencién grafica de la seccién durea de un
segmento:

Para dividir el segmento AB segtn la divina pro-
porcidn (fig. 3) levantamos por B perpendicularmen-
te un segmento que mida la mitad de AB; unimos A
con G,y trazamos el arco de circunferencia centrada
en Cy de radio CB que dara con AC el punto de
corte D. Trazando ahora la circunferencia centrada
en Ay con radio AD se obtiene con AB el punto de
corte E, punto que divide a AB segiin la seccién aurea.

C

A 'E B
Figura 3

¢) Obtencién grafica del segmento total y de la
parte menor de su seccion durea, conocida la parte
mayor de dicha seccién:



Se construye un cuadrado de lado la parte mayor
de la seccidn aurea (AB en la figura 4) de un deter-
minado segmento. Desde la mitad de AB se traza la
circunferencia de radio OC, y se obtiene con la
prolongacién de AB el punto de corte E. De esta
forma AE queda dividido por B segtn la divina
proporcién, por lo que AE es el segmento total
buscado y BE la parte menor de su seccién aurea.

<
* N
\
\
x \
\
\
\
\
|
A o] B £
b a
W
c
Figura 4

d) Obtencidn grafica del segmento total y de la
parte mayor de su secciébn aurea, conocida la parte
menor de dicha seccién:

Segtn la figura 5, si AB es la parte menor de una
seccién aurea, levantamos perpendicularmente por
B un segmento BC cuya medida sea la mitad de AB.

Trazamos las circunferencias centradas en By A, con’

radios BC y AC respectivamente, y obtenemos los
puntos de corte D, F y E. De esta forma DE queda
dividido por F segin la divina proporcién; lo que
supone que, siendo FE=AB la parte menor de la
seccién aurea, DF serd la mayor y DE el segmento
total.

La seccion durea y la construccion de poligonos regulares

La seccién aurea y la construcciéon del pen-
tagono regular y el pentagrama

El pentagrama, simbolo pitagoérico, y el pentagono
regular, que podemos encontrar, ademas de en la
Geometria, en los sitios mas insospechados como por
ejemplo: la forma de la petunia, la estrella de mar,
algiin tipo de jazmin, en la disposicién espacial de
los elementos mas simples de los seres vivos (nunca
en los sistemas fisico-quimicos inertes), en la for de
cera, etc., etc., etc., son ademas los poligonos regula-
res que mayor cantidad de propiedades dureas pre-
sentan. Veamos una de ellas, de la que derivan casi
todas las demas, y que nos permitira una sencilla
construccién de ambos: “En un pentidgono regular
las diagonales que se cortan lo hacen segun la sec-
cién aurea, y ademas la parte mayor de dicha seccién
es igual al lado del pentagono®

En efecto, si nos fijamos en la figura 6, los tridngu-
los ABE y OCE son semejantes y por tanto CE/
BE=OE/AE, de donde OE/AE=1, y de ahi.

OE=AE=]lado del pentagono.

* Por otro lado los triangulos ABO y OCE son tam-
bién semejantes, y por consiguiente CE/BA=OE/AO
de donde BE/OE=OE/BO, lo que significa que la
diagonal queda dividida, por el punto de corte, se-
glin la seccién aurea.

Figura 6
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Esta sencilla propiedad nos va a permitir una cons-
truccién, igualmente fécil, del pentigono regular.
Dado el lado del pentigono (trazo continuo en la
figura 7), construimos, tal como se ha anticipado en
este mismo articulo, el segmento total cuya parte
mayor de su seccion aurea sea el lado del pentiagono
dado. Ese segmento total sera la diagonal del penta-
gono, segin la propiedad vista. A continuacién traza-
mos desde B una circunferencia de radio el lado, y
desde A otra de radio la diagonal, obteniendo un
punto de corte C que serd un vértice del pentidgono
regular. Reiteramos el procedimiento ahora sobre el
lado BC y posteriormente sobre CD, y la construc-
cién del pentigono regular quedard conseguida.

/"\\
’ N
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, ~
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4 .~
s, N
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/.7 N
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\L [
Figura 7

La construccién del pentagrama podria hacerse fa-
cilmente a partir de la del pentidgono regular: dado
el lado del pentagrama, lo dividiriamos segin la
seccién durea y la parte mayor seria el lado de un
pentagono regular que tendria como diagonal al lado
del pentagrama; construiriamos ese pentigono regu-
lar y uniendo los vértices dos a dos conseguiriamos el
pentagrama buscado (figura 8). Sin embargo también
es un buen ejercicio intentar la construccién del
pentagrama, a partir de un lado dado, usando la
seccion aurea pero sin realizar previamente el penta-
gono regular; para ello basta con reflexionar sobre la
figura 8, y seguir procedimientos similares a los des-
critos en la obtencién del pentigono regular.
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La seccion aurea y la inscripcion-circunscrip-
cion de poligonos regulares en circunferen-
cias dadas

Si tenemos en cuenta los poligonos regulares que

pueden inscribirse o circunscribirse, con regla y

compas clasicos, en una circunferencia de radio dado
(que segin el teorema de Gauss son los de lados 3,
4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20, 24,...); y considera-
mos por ejemplo hasta el de 12 lados, hallando la
relacion de dependencia entre el lado del poligono
en cuestion (L), el radio de la circunferencia inscrita
(r), y el de la circunscrita (R), encontramos para el
pentigono regular, pentagrama, decigono regular y
decagrama, las relaciones que figuran en la tabla de
relaciones que figura al final del articulo (habida
cuenta de que \/5=2<I>-1):

Lo que sugiere, dado que en todas ellas aparece
®, que en las inscripciones o circunscripciones en
circunferencias dadas, de los poligonos que apare-
cen en la tabla, podra usarse de un modo u otro la
seccién aurea. En las relaciones de dependencia de
los demis poligonos, hasta el de lado 12, no aparece
@, por lo que no parece que al menos de un modo
directo se pueda trabajar con la seccién durea.

Asi pues si se trata de inscribir un decdgono en
una circunferencia dada, la relacién R=L® nos da la
idea clave de la solucién, pues tomando el radio de
la circunferencia y seccionidndolo segin la divina



proporcion, la parte mayor de dicha seccién sera el
lado del decagono inscrito.

A partir del decagono inscrito serd facil la inscrip-
cién del decagrama (uniendo vértices de tres en tres),
del pentagono regular (uniendo vértices de dos en
dos), y del pentagrama (uniendo vértices de cuatro
en cuatro). Las figuras 10 y 11 ilustran las inscripcio-
nes comentadas.

Figura 9

Figura 1 0

La seccion dwrea y la construccion de poligonos regulares

La circunscripciéon del pentigono y decagono re-
gulares, en una circunferencia dada, podremos con-
seguirla inmediatamente a partir de los inscritos
mediante el trazado e interseccién de tangentes. Y
desde los circunscritos los estrellados correspondien-
tes uniendo vértices en el orden preciso.

Asi, en consecuencia, hemos visto como de una
sencilla seccidén aurea hemos derivado la inscripciéon
y circunscripcién del pentagono y decagono, regula-
res y estrellados, en una circunferencia.

La seccion aurea y la construccién del deca-
gono regular y el decagrama

Apoyandonos ahora en el epigrafe anterior, si que-
remos construir un decagono regular, conocido el
lado (L), bastari con tener en cuenta la relaciéon
R=L®, entre el lado del decagono y el radio de la
circunferencia circunscrita. Construiremos un seg-
mento tal que la parte mayor de su seccién aurea sea
L, y ese segmento sera el radio de la circunferencia
circunscrita al decidgono. Inscribiremos éste en ella
por el procedimiento ya descrito y el problema estara
resuelto.

Si quéremos, por otra parte, construir el decagra-
ma, conocido su lado (L), la relaciéon R=L(®-1)=LD-
L, donde R es el radio de la circunferencia circuns-
crita al decagrama, nos dara también un posibilidad
de solucién. Construiremos un segmento cuya parte
mayor de la seccién aurea sea L; quitaremos a este
segmento un trozo de longitud L, y el resultante sera
el radio de la circunferencia circunscrita al decagra-
ma. Inscribiremos el decagrama en ella por los pro-
cedimientos indicados en el epigrafe anterior y pro-
blema resuelto.

Seccién aurea; construccioén, inscripcién, cir-
cunscripcion de otros poligonos

Como curiosidad podemos anticipar que el préxi-
mo poligono regular en el que aparece @, en la re-
lacién entre el lado y los radios de las circunferen-
cias inscritas y circunscritas, es el pentadecdgono (15
lados), y en los tres estrellados que se derivan de él
Esto quiere decir que también en ellos podriamos
trabajar con la seccién aurea. Pero ademas hay otros
poligonos en condiciones similares (relaciones de-
pendientes de @),
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La linea de trabajo queda pues abierta: como con-
secuencia del estudio de relaciones y propiedades
aureas en los poligonos regulares (cuya abundancia
es sorprendente en los tratados hasta ahora), y mis
concretamente hallando relaciones de dependencia
lado-radios, puede investigarse posteriormente sobre
la aplicaciéon de la seccién durea en la construccién
de poligonos con regla y compis en cada caso. Esa es
la idea central de este trabajo, como queda visto, la
cual creo que en si misma es de inmediata aplicacion
diddctica; pero quiza, por lo amplia y ambiciosa,
permita multiples interpretaciones y formas de lle-
varse a cabo. Sugeriremos, finalmente, una forma de
comenzar: daremos una plantilla con pentagonos de
distintas dimensiones, en los que habra trazadas, en
unos algunas y en otros todas, las diagonales; a partir

de ahi todo debe ser medir, experimentar, probar
con otros poligonos regulares (inscritos y circunscri-
tos, o no, en circunferencias dadas)...

Referencias bibliograficas

Guyra, M. El nimero de oro. Los ritmos. Ed. Posei-
dén. Barcelona, 1984.

Guwra, M. Estética de las proporciones en la naturaleza
y en las artes. Ed. Poseidén. Barcelona, 1983.

Paciovs, L. La divina proporcion. Ed. Akal. Madrid,
1987.

Pepox, D. La Geometria en el arte. Ed. Gustavo Gili.
Barcelona, 1979,

WARUSFEL, A. Los nimeros y sus misterios. Ed, Marti-
nez Roca."Barcelona, 1968.

TABLA DE RELACIONES

R Y
SN orroerralil IR pepsun=s
R e [ CIE T el ECTENS
REGULVAR 2L L -
SR NsEA e =5 (e
s = - \15(6-2\[‘:) =
PENTACRAM A ﬁ Ao ]
- - ’TTVS(4““¢>
\/2+y4
| =
VECASoND L ?\Ib* 2\{; =
— 5)= L
REGULAR z(“@) / LS PN
= — ¥
2
~ L i
LH\-&\—— T\fb“z 5 =
VTCASRAMA 2
-
:L()A’A) = 4-11)3

58 SUMA 5/1990



Los cambios de escala
y el Calculo Grafico

Victor Arenzana Hernandez
Pedro Buera Pérez
Luisa Rodriguez Sol

1. Introducciéon

Hoy en dia las matematicas que se imparten en
la ensefianza secundaria tienen, en gran medida, un
cardcter fundamentalmente analitico. Esta es una de
las causas por las que nuestros alumnos son capaces
de resolver determinados problemas y salvar dificul-
tades mediante procesos mecanicos cuya justificacién
matemdtica no conocen plenamente y no tienen, por
consiguiente, una representaciéon precisa del proble-
ma que tratan. Hay que tener en cuenta que muchos
de los alumnos buscan “recetas” que salven los esco-
llos que se les plantean sin profundizar realmente en
el problema propuesto y asi vemos, por ejemplo,
cémo ante un problema de optimacién, la practica
totalidad de los alumnos obtiene la funcién objetivo,
la deriva, la iguala a cero, extrae sus raices y consigue
la solucién a la pregunta formulada. Casi ninguno se
plantea que estamos buscando el punto de ordenada
mayor o menor de la grifica que representa la fun-
cion objetivo, y que, por tanto, la “receta” puede no
ser vilida en muchos casos. Ejemplos semejantes a
éste los encontramos muy a menudo en el desarrollo
cotidiano de nuestra actividad docente y no merece
la pena insistir sobre ellos.

Cuando analizamos este tipo de dificultades, la
primera observacién que podemos hacer al tipo de
ensefianza que, por lo general, se imparte, es €l poco
peso, en relacién a su importancia, que tiene el cél-
culo grafico en nuestras explicaciones. Nosotros
pensamos que una mayor utilizacion y desarrollo del
calculo grifico y sus aplicaciones ayudaria a nuestros
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alumnos a comprender realmente lo que estan ha-
ciendo y les permitiria a la vez obtener una mayor
cantidad de recursos a la hora de enfrentarse a
cualquier dificultad matemética. Ademds opinamos
que una mayor dedicacién al estudio de resoluciones
graficas de diferentes problemas no supone un es-
fuerzo de comprensién excesivo sino todo lo contra-
rio: un alumno de enseflanzas medias estd mas prepa-
rado mentalmente para comprender, resolver y, sobre
todo, discutir y analizar las diferentes posibilidades
de un problema desde un punto de vista grafico que
analitico.

El calculo gréfico fue usado con gran generali-
dad a finales del siglo XIX y comienzos de este siglo,
como lo prueba la gran cantidad de obras que sobre
este tema se publicaron en esa época. Las Institucio-
nes docentes mas prestigiosas se preocuparon de estos
temas y asi vemos como, por ejemplo, en 1918 sale a
la luz la obra Cours de Geometrie pure et apliqué de
I’Ecole Polytechnique, de Maurice D’Ocagne (1862-
1988), que sirvié de texto en la Escuela Politécnica
francesa. Esta materia cay6 en desuso, desde el punto
de vista de la investigacién, a mediados del siglo
actual, como lo hizo la propia geometria, pero su
estudio sigue siendo fuente de inspiraciéon y estimulo
motivador para numerosas cuestiones matematicas.
Hoy en dia, muchas profesiones de caracter técnico
siguen utilizando métodos de calculo grafico lo que
prueba el aprecio y arraigo que siguen teniendo estos
procedimientos, siempre mas rapidos que los compli-
cados calculos numéricos, dentro del desarrollo
normal de la actividad laboral.
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2. Una primera reflexion sobre el cambio de
variable

Un recurso que resuelve muchas dificultades
matematicas (calculo de las raices de una ecuacién
bicuadrada, obtencién de la primitiva de una fun-
cién, etc...), y que nosotros, como profesores, acon-
sejamos numerosas veces a nuestros alumnos, es el
llamado “cambio de variable”. La aplicacién de este
“truco” se realiza desde un punto de vista exclusiva-
mente algebraico, pero la expresién de esta simple
operacion de forma grafica abre una nueva perspec-
tiva y asoma la inteligencia del alumno a una serie de
recursos potentes que simplifican cilculos mas com-
plicados.

Un par de ejemplos ayudaran a comprender-
lo que queremos decir:

Ejemplo 1: Si en la funciébn y =— x? se realiza el
cambio de variable

>

la funcién resultante es: y’= T ¥

Si representamos estas dos funciones observamos
que la parabola de ecuacién y = (1/4)x%se ha trans-
formado en la recta de ecuacién y’ = (1/4)x’. Esto
se debe a que el cambio de variable ha ocasionado
un cambio de escala en el eje de abscisas (segin la
relacién x’= x? lo que ha traido como consecuencia
la conversion de la pardbola en la recta. La grafica de
y=(1/4)x* que es una pardbola si el eje de abscisas
esta dividido segtin la escala natural, es una recta si
en dicho eje hemos cambiado la escala segin la
relaciébn x'= x?

Por tanto un cambio de variable permitira trans-
formar curvas de una cierta complejidad en otras mas
sencillas. '

Uno de los ejemplos de cambio de variable mas
significativos, que el alumno maneja con toda natu-
ralidad, es el utilizado al tratar de resolver las ecua-
ciones bicuadradas.

Ejemplo 2: Resolver la ecuacién x* — 4x*+ 3 =0 equi-
vale a calcular la interseccién de la funcién y = x* —
4x? + 3 con el eje de abscisas, esto es, resolver el sis-
tema:

y=x'-4x+ 3

(1)
y =20
La resolucién se hace mediante el cambio de

variable:

4 2

X'= X Y=y
con lo que se obtiene el sistema:
y'= x'2-4x'+3
(2)
y'=0

dando lugar a la ecuacién de segundo grado
¥2-4x" +3 =0

cuyas raices son 1 y 3
Deshaciendo el cambio de variable se tiene:

x = 1 x = +V3

Evidentemente, los sistemas (1) y (2) son
distintos y las soluciones de uno no coinciden con las
del otro. Graficamente las soluciones de los sistemas
(1) y (2) se obtienen al buscar las abscisas de los
puntos de corte de las curvas de ecuaciones y = x4-
4x2+3 , y = xX’2-4x’+3 con el eje de abscisas.
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La grafica del sistema (2) es la transformada
de la grafica del sistema (1) cuando se ha efectua-
do un cambio de escala en el eje de abscisas (de
acuerdo con la relacién x’= x?). evidentemente la
segunda grafica es mucho mas sencilla que la prime-
ray el calculo de los puntos de corte de esta segunda
grafica con el eje de abscisas no reviste ya ningln
problema. Logicamente, una vez hallados los valores
de las abscisas de los puntos de corte en el segundo
sistema, serd necesario saber que valores son los que
les corresponden en el primero, pues la solucidén bus-
cada son los puntos de corte del primer sistema y no
los del segundo.

Los dos tltimos ejemplos ponen de manifiesto la
importancia del cambio de escala en un sistema de
referencia. A lo largo de la historia se han utilizado
diferentes transformaciones que permiten simplificar
de forma notable problemas de cilculo que, de otra
forma resultarian excesivamente complicados. En la
actualidad, época en la que los ordenadores se encar-
gan de realizar los cilculos mas complicados, estos
procedimientos siguen utilizindose en determinadas
profesiones para obtener rapidamente resultados
aproximados. De todas las transformaciones la mas
usada es la llamada escala logaritmica.

3.- Escala logaritmica. Operaciones con ella.

Es la que se obtiene mediante las formulas de
transformacién siguientes:

x'= log x y'=logy
o sus equivalentes:
x = 10x’ y = 10y’

Para obtener una escala logaritmica basta con
representar en una recta logl, log2, log3, ...... ,
marcando dichas divisiones con los ntmeros 1,

2,8, ... respectivamente. De este modo obtendria-
mos:
| _— " 1 1 1 I Il i L 1 i1 i 1 P I T |
b —t } " ——
1 15 2 25 3 35 4 45 5 5% 6 7 8 9 10

Los cambios de escala y el Calculo Grdfico

A partir de la primera escala del 1 al 10, se
construiria su continuacién, del 10 al 100, mante-
niendo las distancias existentes entre 1, 2, 3, ... para
10, 20, 30,.... respectivamente. Por este procedimien-
to puede prolongarse la escala del 100 al 1000, del
1000 al 10000, etc.... Siguiendo el mismo criterio
tambien pueden obtenerse las divisiones correspon-
dientes a las décimas, centésimas, etc....

Con la escala logaritmica se facilitan las opera-
ciones de multiplicar, dividir, elevar a una potencia
y extraer una raiz ya que por las propiedades de los
logaritmos, las multiplicaciones se reducen a sumas,
las divisiones a restas, las potencias a multiplicaciones
y las raices a divisiones. Veamos como pueden reali-
zarse estas operaciones:

3.1 Multiplicacion .

En la escala natural la grafica de la hipérbola
xey = k con x>0 e y>0,representa los puntos del plano
tales que el producto de sus coordenadas es constan-
te.

Si en lugar de utilizar la escala natural se traba-
jase con la escala logaritmica, la grafica de xy = k
seria una recta ya que:

x4y’ =log k ===> y'=x'+logk
que es la ecuacién de una recta que corta, tanto al
eje de ordenadas como al de abscisas, en puntos que

distan log k unidades del origen. Para diferentes
valores de k tendremos las siguientes rectas:
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Esta grafica permite calcular el producto de dos
nimeros cualesquiera ay b. Para ello, basta tomar
a en el eje de abscisas y b en el de ordenadas (o
viceversa); se determinari as{ el punto (a,b) y Ia
recta que pasa por €l serd la que dari el producto
buscado. En la figura siguiente se muestra como se
realizaria 2 o 3,

N
NN

!
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3.2 Divisién

Podemos obtener el resultado de una divisién
utilizando el mismo grafico ya que, por ser la divisién
la operacién inversa de la multiplicacién, si quere-
mos realizar la divisién de a entre b basta con levan-
tar a partir de b una perpendicular al eje de abscisas
hasta encontrar la recta oblicua correspondiente a a.
la ordenada del punto de interseccién sera el cocien-
te.

3.3 Potencia :

De acuerdo con lo ya visto, no es muy dificil
comprender que para elevar al cuadrado bastaria con
trazar la bisectriz del cuadrante. De este modo, para
calcular el cuadrado de 3 se traza la perpendicular al
eje de abscisas en x=3 y se observa el punto de corte
con la bisectriz; este punto pertenece a una de las
rectas oblicuas cuyo nimero ,9, es el resultado busca-
do. .
Para trazar las rectas correspondientes a cual-
quier potencia an procederemos del siguiente modo:
se elige un valor sencillo cualquiera n y se calcula
manualmente su potencia an; se traza una perpendi-
cular al eje de abscisas en a hasta cortar a la recta
oblicua marcada con a”. Este punto y el origen
determinan la recta correspondiente a a®. En la figura
siguiente se han trazado las rectas correspondientes a
los cuadrados y a los cubos.

9 (]
Y, S
f /o

&4

’boo

Cub

3

- — —

Q




Si a>2 la recta que define an cortara a la parte
superior del cuadrante (caso de la recta de cubos) y
en un principio no podremos calcular el valor de an
siempre y cuando n esté a la derecha de la vertical
que define el punto de corte de la recta con la parte
superior del cuadrante. En este caso hay dos posibles
soluciones: prolongar los ejes del cuadrante o trazar
una vertical por el punto de corte hasta el eje hori-
zontal inferior del cuadrante y, a partir de este ulti-
mo punto de corte, trazar una recta paralela a la
anterior recta de an. Siempre que sea necesario uti-
lizar esta Gltima recta, se multiplicard el resultado
obtenido por 10

4.- Abacos

Los cuadrantes que hemos dibujado anteriormen-
te reciben el nombre de dbacos, pero es evidente que
la utilizacién de dichos dbacos para multiplicar, divi-
dir o bien obtener potencias no resultan muy practi-
cos porque existen otros métodos mas comodos. Sin
embargo todavia se utilizan cuando es necesario
combinar un conjunto de operaciones para obtener
un determinado valor. En esta situacién es posible
construir un dbaco que permita obtener directamen-
te el resultado final a partir de unos valores iniciales.
A continuacién presentamos dos abacos de este tipo:

S
: E N

o

.
37

N

1 2 3 H 5 6 7 8 910

Los cambios de escala y el Calculo Grdfico

4.1 Abaco para calcular el volumen de una esfera

En este abaco se han utilizado escalas logaritmi-
cas en los dos ejes y se puede calcular el volumen de
la esfera mediante el siguiente procedimiento:

Dado el radio de la esfera r se levanta la perpen-
dicular al eje de abscisas por x=r (fig. A) y se busca
el punto donde corta a alguna de las rectas z,, z, 0 Z,.
El ntimero de Ia recta oblicua multiplicado por 1, 10
o 100 segiin que el corte sea con la recta z;, z, 0 z,
respectivamente, dara el volumen de la esfera.

Asi para r=2 resulta un volumen aproximado de
33’5 y para r=8 se obtiene 2150.

JLas rectas z,, z, y z, son paralelas a la rectade
cubos, tomdndose la primera de ellas a partir del valor
(4/3)1 en el eje vertical

4.2 Abaco para calcular la probabilidad de vida

El siguiente abaco calcula la probabilidad de que
una persona de edad a alcance una edad a’. En el
eje horizontal se indica la edad actual y en el vertical
la edad que se pretende alcanzar. El nimero de la
recta que pasa por (a, a’) indica la probabilidad
buscada

)
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Este abaco fue construido por Lalanne a media-
dos del siglo pasado. Légicamente para cada pobla-
cion y cada época es necesario variar la distribucién
de las edades a lo largo de los ejes horizontal y ver-
tical.

Estos ejemplos dan una idea de las posibilidades
del célculo grifico como instrumento de resolucién
de diferentes problemas. Otras cuestiones de caric-
ter practico que se resuelven mediante técnicas gra-
ficas son:

Resolucién de ecuaciones algebraicas (Método

de Lill)

Calculo de dreas mediante integracién grafica

cuyos fundamentos son la base del funcionamien-

fia para medir areas sobre planos.

Calculo de longitudes de arco. El mecanismo de
algunos curvimetros esta inspirado en este tipo
de calculos.

Determinacién de fuerzas y momentos que so-
porta una viga cargada, problema que se plantea
numerosas veces en arquitectura.

Integracién de ecuaciones diferenciales (Méto-
dos de Massau y Runge)

La importancia de estos problemas tendria que
conducir a una reconsideracién del olvido que han
sufrido estos métodos graficos en la actual ensefian-

to del planimetro, aparato utilizado en topogra-

Los matematlcos a la Vloleta

“ Manuel Diaz Casl:lIIo

Larazén por la que los neoclasxcos

odiaran la pedanteua €Oomo cosa con-
traria al buen sentido y la naturalidad,
puede que estuviera en relacién con su

- confesado amor por laponderaciényel
Jjusto’ punto medio, y que también lo
esté con determinados ambientesen los
que aquella prohferase muy visiblemen-

te, como la corte, o la propia universi-.:

dad: cuando se quisiera denunciar el in-
cumplimiento de su primordial funcién
de bisqueda de la verdad, se oirfa insis-
tentemente en la Euaropa ilustrada la
acusacién de “pédanterie”,

‘Mientras José de Cadalso y Vazquez
(1741-1782), perteneciente al ala mis

‘avanzada de la intelectualidad de su.

tiempo escribia Los eruditos a la violeta,
sostenia en sus tertulias en Ia Fonda de
S.8ebastidn que el aristotelismo escolas-
- tico sélo se manteniapor perezaintelec-

- tual,'y defendia, sin duda con vibrante .
“apasionamiento, que la mgente canti-

~dad de obras que contenfan saberes
practicos debfan ser estudiadas, incluso

‘aescondidas, para elevar nuestro grado -

de preparacién, y para que no nos lla-
maran “barbaros” los extranjeros. Mu-
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chos sinsabores le produjo su valiente
posicion, yalgunavez hubo'de escuchar
~ de sus superiores, militares y civiles, in-

timidaciones que le conminaban a ser

militar “exclusive”, con escarnio parala |

lengua a quien en cuerpo y alma servia.

Habia, sin embargo, modos de alla- -

nar las abruptas- dificultades que la
“prudencia” ¢ la “moderacién” aconse-
jadas oponfan a la libre expresion. La
obra que comentamos es un intento de
fuga de las carceles que el propio movi-
miento ilustrado tenfa preparadas para
los que se excedian en la pretensién o
en el tono. El libro tiene un subtltulo
aleccionador:
“Curso completo de todas las cien-
cias. Dividido en siete lecciones paralos

sicte dias de la semana. Compuesto por -

D. Joseph Vézquez, quien lo publica en

obsequio de los que pretenden saber
“mucho estudiando poco”. ,
El catedritico alavioleta que escri-

be el curso para sus escolariegos lecto- :

res dedica la leccién del sibado a la

matematica. Para empezar censura: el

doémine a la disciplina sus defectos,
Enprimerlugar, ladificultad de sus

y nimeros y puntos.,.

za‘de las matematicas en todos los niveles educativos.

conceptos y términos, “infinidad de
avechuchos con nombres todos durisi-
mosde: pelar .Apesar de ello, el violeto
10 tendrd que angustiarse con tal de
pronunciarlos bien. Algo después pro-
testardn con grave dignidad de que esta
ciencia consistaen lineas, letrasyntime-
ros que podrian distraer, por si solos, al
Jjoven pedante de la sagrada preocupa-
¢ion por su nuevo peinado. La proliji-
dad de cualquier tratado matematico es
algo tan inaguantable que es mejor

- pasarlapor alto para fijar la atenciénen

lo que verdaderamente atrae: las aplica-
ciones pricticas de la disciplina.
Entre estas, pueden citarse: :
“Geometria especulativay practica,
Artillerfa, Fortificacion, Nautica, Aiqm-
tectura civil, Astronomia”. -
Hay, naturalmente; otros apartados

rmcones de la matematica, como. esa

“cosa que llaman édlgebra y es una

- algarabia de Luzbel, con crucecitas y

rayitas doblesysencﬂlas yaspas,yletras,
” cuyo estudio
debe. ser sinceramente despreciado

~ porque pide al menos “aphcaaon ‘cons-
: tanc1ay método”; que son tan enemlgas
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cQueé es la matematica para la familia?

Virginia Thompson

[a Matematica para la Familia es un
curso que brinda a padres e hijos (de
Kindergarten a 8% grado) una buena
oportunidad para desarrollar las destre-
zasnecesarias pararesolver problemasy
entender la matematica a través de acti-
vidades que requieren la participacién
activa de padres y ninos, L.os maestros,
padres, jubilados o trabajadores de la
comunidad pueden ensenar el curso en
las escuelas, los centros comunitarios, o
atn en el mismo hogar.

Por destrezas para la resolucion de
problemas entendemos todas las for-
mas en que pensamos al intentar resol-
ver un problema cualquiera, utilizando
estrategias especiales como lo son las de
buscar patrones o relaciones, dibujar es-
quemas, trabajar en colaboracién con
otra persona o eliminar posibilidades.
Teniendo unaamplia fuente de estrate-
gias especiales podemos eliminar en
parte la frustracion que usualmente se
siente cuando no se sabe comonidonde
comenzararesolver un problema. Mien-
tras mas estrategias tenemos, mas au-
menta nuestra confianza propia, nues-

tra habilidad y nuestro deseo de resol-
ver nuevos problemas. La participacion
activa se consigue al utilizar “objetos
concretos” en las actividades del curso,
como por ejemplo, bloques, frijoles,
palillos de dientes, etc., los cuales ayu-
dan a visualizar y conceptualizar los
problemas.

Los cursos de Matemadtica para la
Familia se suelen ensenar por niveles
escolares (K-2; 3-4; 5-6; 7—'9), aunque en
ocasiones es posible observar excepcio-
nes a estaregla, Las sesiones duran alre-
dedor de dos horas y se extienden por
un periodo de seis a ocho semanas. El
curso, que abarca temas del curriculo
de K-8, incluye actividades que cubren
las siguientes dreas: Ariumética, Geome-
tria, Probabilidad y Estadistica, Medi-
cion, Estimaciéon y Loégica. A medida
que los nifios progresan en sus estudios
matematicos se hace necesario que és-
tos desarrollen sus habilidades para vi-
sualizar relaciones espaciales (Geome-
tria), aproximar cantidades (Estima-
cion), interpretar datos (Prohabilidad y
Estadistica) y razonar correctamente

(Logica). Elcontacto con tales dreas (de
por si interesantes) puede estimular al
estudiante de poco interés o poco éxito
a perseverar en el estudio de las mate-
maticas. Los padres participantes ganan
una vision global de los temas que se
tocan en el curriculo matematico del
nivel escolar de sus hijosy reciben expli-
caciones detalladas sobre la relacion de
tales temas con las actividades del curso.

El curso de Matematica para la
Familia tiene disponible parala venta o
elalquierunapelicula de 17 minutos de
curacién la cual contiene escenas de
varias clases del mismo. Ademas, el libro
Matemdtica para la Familia contiene
actividades con instrucciones detalla-
das para que padres e hijos las puedan
realizar en sus hogares o en el curso. El
libro también provee informacién va-
liosa referente a la forma de organizar
un curso de Matematica parala Familia.

Virginia Thompson, Family Math,
Lawrence Hall of Science, University of
California, Berkeley, CA, 94720.
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Cronica de dos encuentros de profesores

Enrique Vidal Costa

Vamos a contar dos hechos que estan ocurriendo en
nuestro pais. Probablemente la Formacion de Profeso-
res de Educacién Infantil, Primaria o Secundaria, tanto
inicial como permanente, es el gran tema del que no se
sabe, o no se quiere, adoptar una visién global y unifica-
da que sirva de marco general. ¢Es imposible que el
Consejo de Universidadesy los responsables de las Ense-
fanzas Primaria y Secundaria se sienten a dialogar?
Parece que en los dias anteriores a la salida del Libro
Blanco, el texto relativo a la Formacién de Profesores se
" cambié ocho veces. ¢Seria un preludio de los diferentes
ajustes y parches que nos esperan en los noventar Vamos
aser simples cronistas de dos hechos que sobre este tema
se estan produciendo,

1. Encuentro de profesores de didactica de la
Matematica de las Escuelas de Magisterio

Los dias 18 y 19 de Septiembre se celebraron en
Santiago de Compostela unas jornadas de trabajo, en las
que se reunieron profesores de las Escuelas de Magiste-
rio de todo el Estado, y en las que se discutieron los
problemas relacionados con el Area de Conocimiento
Didactica de la Matematica y la Formacién inicial de
Profesores de Secundaria. Al final de las mismas se
redactaron unos acuerdos que vamos a comentar.

a) Respuesta al documento Al del Consejo General de
Universidades

Enrelacién al documento Al, que tratade determinar
la Formacién inicial de los Profesores de Educacién
Infantil y Primaria, se. acuerda solicitar el establecimien-
to de 9 créditos de la Didactica de la Matematica en todas
las opciones.

Se propone un mismo programa cuya base es la si-
guiente:

1. Conocimiento informal y Conocimiento formal.
Conceptos y concepciones. Evoluciéon historica de las
ideas matematicas.

2. Teorfa y modelos de la educaciéon matematica ele-
mental. Principios usos y defectos.

3. Analisis y disefio curricular.

4, La practica docente: recursos y secuencializacion
didactica. ~

5. Evaluacién.
b) Alternativas al documento Al

Los profesores del area de Didactica de la Matematica
acuerdan solicitar la modificacién del Titulo de Diplo-
mado en Educacién Infantil y Primaria por el de Licen-
ciado en Educacién Infantil y Primaria, con una carga
lectiva minima de 240 créditos y méxima de 320.

Razones de dignificacién del Profesorado de Infantil
y Primaria, la necesidad de conseguir un tnico nivel de
titulacién para ejercer la docencia, que contribuya a con-
figurar el Cuerpo Gnico de ensenantes, y la homologa-
ci6én con el nivel de titulacién mayoritario en los paises de
la CEE, hacen que este cambio sea imprescindible.

¢) Formacion inicial de profesores de ensefianza secunda-
riq

La formacién inicial de los profesores de Ensenanza
Secundaria, debe realizarse en la Universidad, a través de
los Departamentos.

Esta formacién inicial debe formar parte de los estu-
dios de licenciatura. En particular, para la formacioén
inicial de Profesores de Matematica de la Ensenanza
Secundaria, deberan utilizarse créditos de la especiali-
dad de Educaciéon Matematica.

En todo caso, entendemos que debe ser requisito
necesario para acceder a la docencia de Matematicas en
la Ensefianza Secundaria haber adquirido estos créditos,
que también podran articularse en Cursos de Postgrado
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que ofrece la Universidad, desde los Departamentos
especificos.

d) Investigacion en Diddctica de la Matemdtica

En estos momentos, la investigacién es un tema de
interés prioritario para los profesores del Area de Didac-
tica de la Matematica. Como punto de arranque de esta
sesion, se present6 un resumen de las cuestiones basicas
que componen laactividad investigadora en el campo de
Didictica de la Matematica, y se comentaron algunas de
las Tesis Doctorales en esta materia, leidas recientemen-
te en Espana.

2. Formacién inicial del profesorado de secun-
daria (FIPS) en el ICE de la Universidad Auté-
noma de Madrid.

El Ministerio de Educacion y Ciencia y el ICE de la
Universidad Auténoma de Madrid, ha llegado a un
acuerdo para la elaboracién de un Plan de Formacién
del Profesorado de Secundaria, que ya estd en rodaJe en
sus primeros pasos.

Vamos a resumir un borrador del mismo que se distri-
buyé el pasado mes de Septiembre.

a) Objetivos:

L. Disefiar, realizar y evaluar un plan de Formacién
Inicial del Profesorado de Ensefianza Secundaria que,de
acuerdo con las directrices ministeriales, prepare a los
futuros profesores en temas de psicopedagogia necesa-
rios para el desarrollo de la docencia en el nivel corres-
pondiente.

IL. Para conseguir el primer objetivo, se establecera un
plan de formacién de expertos en Didécticas especificas.

b) Fases

El programa FIPS se desarrollara en dos afios experi-
mentales.
El primer afio (1989-90) estara integramente dedica-
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do a la preparacién de programas y materiales para
impartir este tipo de formacién. Ademas se desarrollara
un Curso de Formacién de Profesores Especialistas en
Didacticas Especificas (E.D.E.).

El segundo afio (1990-91) la Universidad Auténoma
de Madrid ofrecera la posibilidad de elegir el programa
experimental de formacién inicial del profesorado a 135
licenciados, 15 por cada una de las nueve areas de
conocimiento siguientes: Ciencias de la Naturaleza;
Educacion Fisica; Expresi6n Visual y Plastica; Geografia,
Historia y Ciencias Sociales; Lengua y Literatura; Len-
guas Extranjeras; Matemiticas; Tecnologia y Misica.

¢) Estructura del programa

I. Seminario EDE

dbjetivo: proporcionar a un grupo de profesores la
formacién teérica necesaria que les permite diseiar las
didécticas especificas que formaran parte del curricu-
lum del FIPS y que se desarrollaran en el siguiente afio
académico.

IL. Curso FIPS

El programa esti estructurado en un modo teérico
con asignaturas de diferente duracién y un médulo de
précticas en los centros de Secundaria.

El médulo tedrico se desarrollara simultineamente a
las précticas en jornadas de tarde en el ICE. Constara de
las siguientes asignaturas:

1.- Didactica Especifica: 100 h.

2.- Didactica General: 30 h.

3.- Organizacién Escolar y marco Curricular; 30 h.
4.- Problemas de aprendizaje y adaptaciones curricula-
res: 50 h.

5.- Psicologia del desarrollo: 30 h.

6.- Relaciones psicosociales en el aula: 20

7.- Sociologia del sistema educativo: 20 h.

8.- Tecnologia educativa: 50 h.

9.- Teoria de la educacién: 20 h.

10.- Complementos cientificos: 40 h.

Existen también otros apartados en los que se tratan
temas como el marco administrativo y el calendario.



INFORMACION

1. Congreso iberoamericano
de educacion matematica

Sevilla, 24 al 29 de Septiembre de 1990

Coordinadora: M* Mercedes Garcia Blanco.

Comité local de organizacion:

Trinidad Bando Casado
Isabel Escudero Pérez

M? Mercedes Garcia Blanco
José A. Mayor Gallego

José Munoz Santonja

José A. Prado Tendero

Lugar de celebracion: Conferencias inaugural y de clau-
sura: Teatro LOPE DE VEGA. Restantes sesiones de
trabajo: Facultad de Matematicas.

24 25 27 28 29
9 ) 10
a Recepcién | Conferen. | Conferen.
11 Confer.
11,30 Apertura 11,30
a y Paneles Paneles Paneles
13,30 Conferen. Clausura
16,30
a Paneles Comunica- | Comunica. | Comunica,
18,30 ciones
19
a Comunica. | Comunica. | Comunica | Comunica,
20

CONFERENCIAS PLENARIAS

Prof. C. Arsina: “Los 90 son nuestros. Ideas educativas
para una Matemdtica feliz.”
Prof. U. D’AMBRosIO: “Las matemdticas y su entorno
socio-cultural.” (Conf. de clausura)

Prof. E. LuNa: “El papel de la investigacion en el mejo-
ramiento de la enserianza y el aprendizaje de
la matemdtica en un contexto latinoamerica-

»

no.

¢
Prof. J. PoNTE: “Investigacao em educacao matematica

em Portugal: 1894-1989.”

Prof. L. A. SANTALG: “La Matemdlica para no matemd-
- ticos:™ (Conferencia inaugural)

PANELES

1- RENOVACION Y REFORMA

* Coordinador. Salvador Guerrero Hidalgo

® Panelistas: Raul Calvahlo (Portugal); José Cole-
ra (Espana); Regina Corio (Brasil).

® Representante organizacion: Cristébal Rodriguez

Cesar
* Esquema del panel:

Se organizara en dos sesiones expositivas de 2

horas de duraciéon cada una.

—12 Sesién: Exposicién por parte de los panelis-
tas de la ponencia basica siguiente:

1- Necesidad de reformas en la Ensenanza de

las Matematicas.

2- Desarrollo de las reformas en Matematicas.

3- Reformas actuales en curso.

Se recogeran por escrito preguntas y suge-
rencias a tratar en la segunda sesion.

—22 Sesién: Se completaran los temas no tratados
de la ponencia basica y se contestardn las pro-
puestas recogidas el dia anterior.

Debate por parte de todos los participantes y

conclusiones.
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9- INFORMATICA Y ENSENANZA.

Coordinador. Antonio Pérez Jiménez.
Panelistas: Francisco Martin (Espafia); Fidel
Oteiza (Chile); Eduardo Veloso (Portugal)
Representante organizacion: Pedro Reyes Colomé
Aspectos a tratar en el panel:

a) Estado actual en incidencias de las nuevas
tecnologias en relacién con la Ensenanza
de las Matemiticas:

1 Caracter general.

2 Innovacién, experiencias

3 Incidencia en el curriculum
4 “Cambios” en el profesorado

b) Descripciéon de experiencia de tipo gene-
ral y ejemplificadoras.

3- FORMACION DEL PROFESORADO.

Coordinador. Javier Pérez Fernandez.
Panelistas: Domingos Fernandes (Portugal);
Eduardo Luna ( R. Dominicana); Representan-
te del Grupo Cero de Valencia
Representante organizacion: Juan Ninez Valdés
Estructura del panel:
A- Presentacion del panel Introduccién a los
modelos de formacién del profesorado.
B- Experiencias de formacién en ejercicio en
las distintas regiones:
1 Formacién y curricula
2 Formacién e innovacién
3 Acciones institucionales y acciones ex-
pontaneas.
C- Formacién inicial del profesorado.
1 La didactica de las Matematicas y la
Universidad
2 Incorporacién de los nuevos profesores
al Sistema Educativo.
D- Evaluacién de los diversos Planes y Expe-
riencias.
1 Evaluacién institucional, en su caso.
2 Incidencia real.
3 Opiniones del profesorado.
4 Papel jugado por la Administracién.
E- Posibles extrapolaciones de las Experien-
cias.

4- EDUCACION MATEMATICA EN GRUPOS CUL-
TURALMENTE DIFERENCIADOS.
¢ Coordinador. Ubiratan D’Ambrosio.
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Palaus Gerdes (Mozambique); Eladio Domin-
guez (Espana).

Representante organizacion: Cristobal Rodriguez.
Aspectos a tratar en el panel:

Tratard de aspectos socio-culturales de la edu-
cacién matemdtica, incluyendo aspectos de
etnomatemaitica.Seran abordados temas de in-
vestigacién, metodologia y aspectos curricula-
res en general. Los panelistas procuran referir-
se a grupos indigenas, a grupos marginales en
ciudades y a grupos profesionales distintos.

INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMAT.
¢ Coordinador. Juan Diaz Godino
¢ Panelistas: Eugenio Filloy (México); Angel Gu-

tiérrez (Espana); Joao F. Matos (Portugal).

® Representantes organizacion: Pilar Dominguez
e Ponencias que se presentardn:
J. Diaz: “Concepciones y paradigmas en Educa-

ciébn Matematicas: su influencia en la
definicion de agendas de investigacién y
en la formacién de investigadores”.

E FiLoy: “Aprendizaje del algebra escolar des-
de una perspectiva psicoldgica.”

J. MarTos: “Las nuevas Tecnologias de la Infor-

macion en el aula de Matematicas” /
“Concepciones y actitudes de los profe-
sores sobre la matemadtica y su influencia
en la practica docente y en los resulta-
dos de ensenanza.”

A. Guriirrez: “Tendencias actuales de la inves-
tigaciéon en Geometria.

ESTADISTICA Y ENSENANZA.
e Coordinador. Antonio Pozo Chia
* Panelistas: M? Eliza Fini (Brasil); Andrés Nortes

(Espaiia).

® Representante organizacién: Pilar Dominguez
Abad.

¢ Esquima del panel. -

—1¢ dia: Intervencién durante 20 minutos de los

panelistas sobre los siguientes temas:

E. Fin: “La ensenanza de la Estadistica en Brasil
(niveles basico y medio).”

A. Nortes: “La ensefianza de la Estadistica en
Espana en EGB y BUP y sobre la impor-
tancia de la Estadistica en la Sociedad
Actual.”



A. Pozo: “La Estadistica en la mejora del Proce-
so Educativo.” ‘

A continuacién se establecera un debate sobre

los temas tratados.

—2° dia: Presentacién de diversas experiencias de
tipo estadistico-informativo, tanto por los pane-
listas como por otras personas asistentes al
Congreso.

7- GEOMETRIA.

o Coordinador. Rafael Pérez Gémez.

® Panelistas: Jos€ M?* Fortuy (Espana); Francisco
Herndn (Espana); Emilio Lluis (México).

© Representante organizacion: Ismael Roldan Castro
Esquema del panel:

—1? Sesi6én: Presentacién e intervencion de los

panelistas.
Se recoge por escrito, preguntas de los asisten-
tes sobre el tema del panel, que seran reparti-
das entre los panelistas para ser contestadas en
la segunda sesion. ,

—22 Sesion: Respuesta por los panelistas de las
preguntas entregadas en la sesién anterior.
Tendran cabida, en este segundo dia, algunas
comunicaciones relacionadas con las cuestiones
presentadas. Elaboracién de conclusiones.

El panel tiene previsto organizar, durante el Con-
greso, distintas exposiciones relacionadas con el
tema que seran presentadas por el profesos Cefe-
rino Ruiz.

8 RESOLUCION DE PROBLEMAS.

e Coordinador: Luis Rico Romero
o Panelistas: Paulo Abrantes (Portugal); Luis Puig
(Espaiia); Pedro Gémez Guzman (Colombia).
o Representante organizacion: Juan Nunez
e Esquema del panel:
Estard centrado en los temas siguientes:
P. Gomez: “Aprendizaje de las Matematicas
mediante Resolucién de Problemas.”
P. ABranTES: “Resolucion de Problemas como
elemento del Curriculo de Matematica.”
L. Puic: “Investigaciéon sobre Resolucién de
Problemas en Educaciéon Matematica.”

— 12 sesién: Presentacidén e intervencion de los
panelistas sobre el campo de trabajo: Resolu-
cién de Problemas. Debate general.

Durante los dias intermedios se entregard por

escrito cuestiones que los panelistas clasificaran
y se distribuiran para su contestacion.

—2? sesion: Respuesta a cuestiones planteadas.
Cuestiones prioritarias en el campo de Resolu-
cion de Problemas. Debate final y conclusiones.

TALLER DE JUEGOS

Presentado por: Fernando Corbalan; José M? Gairin
Olbjetivos: Presentar y jugar con distintos juegos
matematicos, asi como discutir sobre los méto-
dos de utilizacién en la programacién normal
de matemadticas en los distintos cursos de EGB

y EE.MM. Se tratara asimismo las dificultades

. para la practica de juegos, asi como de los
métodos mas idéneos para superarlas.
Metodologia:

—Presentacion de las relaciones juego-matema-
ticas k

—Se presentan diversos juegos, y los asistentes,
en pequefios grupos, juegan durante el tiem-
po que dedican.

—Discusién sobre la adecuacién a los objeti-
vos, niveles idoneos de uso, formas de intro-
duccién en el curso. etc... de cada juego.

—Visionado de videos sobre utilizacién de
dichos juegos en las clases.

—Discusién general sobre los juegos y las ma-
tematicas: introduccién en clase, tiempo de
utilizacién, frecuencia de uso, efectos en los
alumnos, incidencia en el tipo de clase, difi-
cultades mas frecuentes, etc...

NOTA: Debido a las limitaciones de espacio reserva-
do para el Congreso, serd totalmente imprescindible la
presentacién del distintivo de participante, para poder
asistir a las sesiones de trabajo. La ausencia de dicho
distintivo, cualesquiera que sean los motivos, traerd como
consecuencia la no admisién a las sesiones.

Las personas que figuren como acompanantes, no
podréan participar en las actividades de trabajo del Con-
greso (conferencias, paneles, talleres, comunicaciones,
etc.), pero si en todas las actividades de tipo recreativo
que se organicen (exposiciones, excursiones, etc.)

AVISO:Segtn Orden de 7 de Marzo de 1990 (Boja de
19 de marzo), se ha convocado bolsas de ayudas indivi-
duales para la asistencia y participacién en actividades
de formacioén del profesorado, como por ejemplo, el
CIBEM. Todos aquellos interesados en asistir pueden
solicitarlas si les parece oportuno.

Asimismo en el B.O.E. de 14 de Marzo de 1990
(Orden de 16 del 2 de 1990) se convocan ayudas indivi-
duales para actividades de formacién del profesorado.
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Centro de documentaciéon “Thales”

En la década que comienza se ha de producir uno de
los cambios mas importantes de nuestro Sistema educa-
tivo, en lo que va de siglo. El proceso de reforma que se
ha de generalizar paulatinamente en los afios venideros
no ha de ser una adecuacién mas a las necesidades
sociales, econémicas y productivas (al menos eso seria lo
deseable); estando estas bien presentes, la transforma-
cion ha de ser en profundidad: no sélo se trata de
extender la educacién sino también, y muy primordial-
mente, plantearse como ha de entenderse ésta.

En el campo de las Matematicas, desde los afios 70 ha
venido produciéndose un movimiento, cada vez mas
importante de profesores en biisqueda de soluciones a
importantisimos problemas pedagégicos de su drea (en
buena medida todos derivan en qué se ensefian y c6mo
se ensenan, qué ha de aprenderse y cémo ha de apren-
derse).

Desde entonces hasta aqui se han construido Grupos
y Sociedades de profesores, y sobre todo se ha conectado
con una considerable incidencia numérica con las gran-
des corrientes y con los foros méis importantes de la
Educacién Matemitica internacionales.

Muchos han sido los ailos que hemos ido tanteando,
partiendo de nuestra propia experiencia y necesidades,
pero con una reducida informacién y un considerable
desconocimiento de la investigacién y experiencias in-
ternacionales, a veces acertando y otras dando palos de
ciegos, e un arduo esfuerzo, pero mal orientado en la
mayoria de los casos, por una renovaciéon didactica.

Un buen niimero de Grupos y de ntcleos de profe-
sores han ido saliendo de esta situacién, pero son mu-
chos més los que no. disponen atn de la adecuada
orientacién e informacién.

Un paso adelante es sin duda la red de Asesores o
Coordinadores de Area que se esta tejiendo por el mapa
espanol. Otro especialmente importante ha sido la cons-
titucién de Departamentos de Didéctica de las Matema-
ticas en diversas Universidades. Y otro més, que deberia
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servir de apoyo a aquellos, a todo el profesorado y , en
general a todos los interesados en el estudio e investiga-
cién de esta drea, seria contar con un buen centro de
documentacién, conectado con las principales bases de
datos y centros similares internacionales.

En la S.A.EM. “THALES” hemos estado firmemente
convencidos de esta necesidad. En 1986 iniciamos un
dificil camino en este sentido. E1 11 de Junio de ese afio
se firmé un Convenio con el ICE de la UNVERSIDAD DE Capiz
» por el que se ofrecia a todos los profesores del Distrito
granadinoyalossocios de Thales un servicio de informa-
cion y otro de préstamo de los fondos documentales de
nuestra Sociedad; se edité un Boletin de Informacién
Bibliogréfica y se ofrecia la posibilidad de efectuar bas-
quedas retrospectivas a través de las bases de datos: Eri,
MATHEMATICS, PSYCINSO, REMARC 'y REVISTAS 37.

Lo realizado, no obstante, ha sido fruto del volunta-
rismo de unos pocos comparieros de la Sociedad y de la
atencion prestada por el Jefe del Servicio de Documen-
tacion del ICE. Desde aquella fecha hasta hoy se ha
venido imponiendo la necesidad de contar de forma
permanente con el personal cualificado dedicado exclu-
sivamente a esta tarea (y no en su tiempo libre), asi como
ampliar considerablemente los fondos, aumentar el
namero de diferentes revistas internacionales que se
reciben, conectar con nuevas distribuidoras y Bases de
Datos, y por supuesto ampliar el campo de usuarios a
atender.

Elaio que acaba de finalizar ha supuesto otro paso
hacia adelante, se firmé un nuevo Convenio, entre la
Consejeria de Educacion de la Junta de Andalucia, 1a Univer- -
sidad de Cadiz y la S.A.EM. “THates’, por el que se
potenciay se amplia el actual Centro de Documentacién.
Con este convenio quedan atendidas muchas de las
deficiencias anteriores: se cuenta ya con una persona
dedicada exclusivamente a él, se dispone de apoyo
administrativo y de infraestructura, asi como de una
dotacién econdémica especifica.



Las funciones que desarrollara el Centro de Documen-
tacion en Diddctica de las Matemdticas “T'HALES”, seran las
siguientes:

1.-

Proporcionar a todo el profesorado de Matema-
ticas, de todos los niveles educativos, el apoyo
bibliografico necesario para el desarrollo de la
actividad docente, de los procesos de investiga-
cién en proyecto o en realizacién y de todo el
soporte documental necesario para el proceso
de renovacién pedagogica y de reforma.

Para el acceso y difuision de la informacién
cientificase procederaal tratamiento documen-
tal (catalogacién, clasificacion, indizacién) de
las principalesnovedades bibliograficas delarea,
la mayoria de las revistas cientificas sobre Didac-
tica de las Matematicas publicadas en el mundo,
asi como otro tipo de literatura relacionada con
eltema, comorevistas de experiencias docentes,
Actasde Congresos,vreuniones, simposiums, etc.,
y aquella documentaciéon que produzcan los
organismos oficiales y entidades privadas. Toda
esta informacién se encontrard en la base de
datos del Centro. La catalogacién realizada per-
mite hasta cinco campos de blisqueda distintos.

La difusién de la informacion cientifica se efec-
tuara por varios canales:

3.1.- Impresién de un boletin de periodicidad
trimestral, que serd distribuido entre los
profesores de la S.A.E.M. “THALES”, los
CEP’s,los Departamentos de Didactica, los
Asesores de Matematicas, los centros de
Reforma, todo ello en el marco de Andalu-
cia, asi como a cualquier otro centro o
persona que lo solicite.

3.2.- Difusién de la informacidon en diskettes a
todos los CEP’s de Andalucia.

3.3.- Realizacién de busquedas retrospectivas
bibliograficas sobre Didéctica de las Mate-
maticas, en funcién de las necesidades de
los usuarios.

3.4.- Realizacion de busquedas retrospectivas
bibliograficas en bases de datosinternacio-
nes.

4- A medio plazo se contempla la posibilidad de

¢

que cualquier usuario que se conecte directa-
mente con nuestra base de datos, bien a través
de lared R. I.C. A. ( Red Informatica Cientifica
de Andalucia), bien a través de la red IBERAC.

Con todo, esahora cuando se inicia estanueva etapa,
por lo que la ratea no sera facil. !

En cualquier caso, las propias demandasy la necesa-
ria exigencia de los usuarios serdn un imprescindible
incentivo para el afianzamiento y potenciacién de un
servicio importantisimo para la renovacién educativa.

No podria terminar estas lineas sin facilitaros las
sefas a las que podréis dirigiros:

CENTRO DE DOCUMENTACION EN DIDACTICA

DE LAS MATEMATICAS “THALES”.
Facultad de Ciencias
Poligono del Rio San Pedro, s/n
Apdo.: 82.
11510-Puerto Real ( Cadiz )
tfnos.: 832911-833000

Profesora responsable: Inmaculada Serrano Gomez
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CURRICULUM AND EVALUA-
TION STANDARDS FORSCHOOL
MATHEMATICS
N.C.T.M. (1989)

La prestigiosa sociedad norteameri-
cana de profesores de matematicas Na-
tional Council of Teachers of Mathema-
tics ha publicado recientemente un
documento curricular que consideramos
v a tener un fuerte impacto en la proxi-
ma década en el disefio de los curricula
de matematicas, desde preescolar hasta
la ensenanza secundaria. Se trata del
libro titulado Curriculum and evalua-
tion standards for school mathematics
elaborado por una Comisién del
N.C.T.M. creada en 1986, formada por
profesores, formadores de profesores,
inspectores, investigadores y matemati-
cos profesionales, y cuyos trabajos con-
cluyeron en 1988, después de una am-
plia consulta a la comunidad de educa-
dores matematicos de Estados Unidos.

Dada la circunstancia de que en
nuestro pais nos encontramos en un
periodo de reformas de los curricula de
matemadticas, puede servir de punto de
referencia complementario de los dise-
fos curriculares base elaborados por el
M.E.C. y por las Comunidades Auténo-
mas. Pensamos que seria un buen acier-
to la traduccién al castellano de este
libro por parte del M.E.C. como viene

CLFFIEUL LM A4 EVALLIATION
= T . [ [ — =
FOR BCHODL MATHEMATIGE
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Resenas

haciendo con otros documentos curri-
culares.

¢Qué son los Standards?

Los Standards son enunciados que
permiten juzgar la calidad de un curri-
culum de matematicas y de los métodos
de evaluacién del mismo. Constituyen
un documento disefiado para establecer
un marco de referencia amplio para
guiar la reforma de las matemdticas es-
colares en Estados Unidos en la p6xima
década. Se incorpora una visién de lo
que los curricula de matematicas debe-
rian incluir en términos de contenido,
énfasis prioritario en los mismos, los
criterios metodolégicos a seguir y sobre
las cuestiones claves relativas ala organi-
zaci6én e implementacién de la evalua-
cién de los alumnos y de los programas.

Los Standards constituyen un instru-
mento para:

1.- Asegurar unos ciertos niveles de
calidad; son condiciones necesarias,
aunque no suficientes para asegurar
dicha calidad de los procesos de ense-
nanza/aprendizaje de las matemdticas.

2.- Formular fines.

3.- Promover un cambio en un siste-
ma hacia nuevos fines, formulados te-
niendo en cuenta el estado actual del co-
nocimiento sobre la ensefianza/apren-
dizaje de la matemaitica.

Los objetivos que han guiado la re-
daccién de los distintos enunciados son:

1.- Preparar trabajadores con una
formacién matematicasuficiente en una
sociedad basada en la informacién.

2.- Que sean capaces de ampliar su
aprendizaje a lo largo de su vida.

3.- Ofrecer oportunidades de apren-
der a todos los ciudadanos.

4.- Formar ciudadanos informados
capaces de comprender los problemas
en una sociedad tecnolégica.

Respecto a los estudiantes los Stan-
dards articulan cinco metas generales:

1.- Que aprendan a valorar las mate-
maticas. :

2.~ Que adquieran confianza en su
capacidad de hacer matematica.

3.- Que sean capaces de resolver
problemas.

4.- Que aprendan a comunicarse
matematicamente.

5.- Que aprendan a razonar matema-
ticamente.

Un programa de matemdticas de cali-
dad debe proporcionar a todoslos alum-
nos oportunidad de experimentar estos
componentes del aprendizaje matema-
tico.

Resumen del contenido de los Standards

Ellibro presenta un total de 54 Stan-
dards divididos en cuatro categorias: -
WW4; 5-8; 9-12 y Evaluacién.

Cada Standards comienza con un
enunciado de las matematicas que el
curriculum deberia incluir. Ademas
incluye una descripcién de las activida-
des del estudiante asociadas con dichas
matematicasy unadiscusién que incluye
ejemplos de situaciones-problemas
mediante las cuales se muestra la vision
ofrecida de la matematica y la instruc-
cién.

Enloscontenidos matematicosse trata
de incorporar las siguientes ideas bési-
cas:

1.- Conocer matemadticas es hacer
matematicas.

2.- Las aplicaciones de las matemati-
cas deben salir del circulo tradicional de
la ingenieria y de las ciencias fisicas,
amplidndose a las ciencias sociales y
humanas.



3.- Matematicas para todos.

4.- El uso de las Nuevas Tecnologias
de la Informacién cambia a la propia
matemadtica y su uso. En consecuencia,
se considera que:

—Las calculadoras deben estar disponi-
bles para todoslosalumnos todo el tiem-
po.

—FEn cada clase debe haber un ordena-
dor con fines de demostracion.
—Cada alumno deberia tener acceso a
un ordenador para su trabajo individual
0 por grupos.

—Losalumnosdeberian aprenderausar
el ordenador como herramienta para
procesar informacién y realizar calculos
para investigar y resolver problemas.

Actividad del alumno

Cada Standards especifica las activi-
dades esperadas del alumno asociadas
con el hacer matematicas. Las descrip-
ciones se basan en dos principios:

1) Las actividades surgen de las situa-
ciones-problemas.

2) El aprendizaje tiene lugar por
medio de una implicacién, tanto activa
como pasiva, con las matematicas.

Se adoptaun punto de vista construc-
tivista del conocimiento matematico. En
consecuencialainstruccion debe incluir
oportunidades para realizar:
—Proyectos de trabajo apropiados.
—Tareas individuales y grupales.
—Discusiones entre el profesor, los estu-
diantes y entre estos mismos.
—Practica sobre los métodos matemati-
cos.

—Exposiciones por el profesor.

Las ideas sobre las situaciones-pro-
blemasy el aprendizaje sc reflejan en los
verbosusados para describirlasacciones
delosalumnos (investigar, formular, en-
contrar, verificar). Estas situaciones
deben sersuficientemente simples como
para que sean manejables, pero lo sufi-
cientemente complejas de modo que
proporcionen diversidad en la aproxi-
macién. Deben ser adaptables a la in-
struccion individual, trabajo en peque-
nos o gran grupo, deben implicar una
variedad de dominios matematicosy ser

abiertas y flexibles como los métodos
que se deben usar.

Estructura de los Standards de curricu-
lum

Para el grado WW-4 se proponen 13
Standards:
1. Las matematicas como resoluciéon de
problemas
2. Las matemadticas como comunicaciéon
3. Las matemaiticas como razonamiento
4, Conexiones matematicas
5. Estimacion
6. Sentido numérico y numeracién
7. Concepto de ntumero natural y opera-
ciones ¢
8. Calculo con niimeros naturales
9. Geometria y sentido espacial
10. Medicién
11. Estadistica y probabilidad
12. Fracciones y decimales
13. Patrones y relaciones

Para el grado 5-8 se proponen tam-
bién 13 Standards. El titulo de los cuatro
primeros coinciden conlosdelasecciéon
anterior. Los restantes son:

5. Ntimero y relaciones numéricas

6. Sistemas numéricosy teoria de niime-
Tros

7. Cdlculo y estimacién

8. Patrones y funciones

9. Algebra

10. Estacdlistica

11. Probabilidad

12. Geometria

13. Medicion

Para los grados 9-12 se proponen 14
Standards. El titulo de los cuatro prime-
ros coinciden con los de las Secciones
anteriores. Los restantes son:

5. Algebra

6. Funciones

7. Geometria desde una perspectiva
sintética

8. Geometria desde una perspectiva
analitica

9. Trigonometria

10. Estadistica

11. Probabilidad

12. Matematica discreta

13. Base conceptual del calculo

14. Estructura matematica

Los Standards de Evaluacion

Los Standards de Evaluacion propo-
nen cambios en los procesos y métodos
por los cuales se recoge la informacién,
de tal modo que:

—La evaluacién del alumno quede inte-
grada en la instruccién.

—Se utilicen métodos miltiples de eva-
luacién.

—Se evaltien todos los aspectos del
conocimiento matematico.

—El curriculum vy la instruccién sean
igualmente considerados al juzgar la
calidad de un programa.

Se presentan 14 Standards de evalua-
cién, agrupados en tres categorias:

a) Evaluacién general. En estos se
presentan los principios para juzgar los
instrumentos de evaluacion tanto del
alumno como del programa. Estos de-
ben utilizar diversas técnicas, ser concor-
dantescon el curriculo y tener en cuenta
el fin de la evaluacién.

1.- Concordancia

2.- Fuentes multiples de informacién
3.-Métodosy usos apropiados de evalua-
cién v

b) Evaluacién del estudiante. Descri-
ben lo que debe observarse y medirse
para conocer tanto la comprension de
las matematicas porlos estudiantes como
su disposicion hacia ellas:

4. Poder matematico

5. Resolucién de problemas

6. Comunicacion

7. Razonamiento

8. Conceptos matematicos

9. Procedimientos matematicos
10. Disposiciéon matematica

c) Evaluacién del programa. Consti-
tuyen una guia para crear un programa
que concuerde con los objetivos traza-
dos en los Standards, asegurando que
ajusten entre si los distintos componen-
tes:
11. Indicadores para la evaluacion del
programa
12. Curriculum y recursos de instruc-
cion
13. Instruccién
14. Equipo de evaluacién

En resumen, podemos decir que a
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través de los Standards el National Coun-

cil of Teachers of Mathematics propor-

ciona una visién de:

—Capacidad matematica para todos los
alumnos en una sociedad tecnolégi-
ca.

—La matemitica como algo que uno
hace —resuelve problemas, comuni-
ca, razona.

—Un curriculum para todos que incluye
un rango amplio de contenido, una
variedad de contextos, y conexiones
deliberadas.

—La instruccién basada sobre proble-
mas reales.

—La evaluacién como un medio de
mejorar la instruccién, el aprendizaje
y los programas de formacién.

Juan Diaz Godino
Dpto. de Didactica de la Matematica
Universidad de Granada

LAS MATEMATICAS EN LA
ENSENANZA SECUNDARIA.

Jan de Lange y otros. Documentos Di-
dicticos n? 187. .U.C.E. Ediciones Uni-
versidad de Salamanca, 1989.

instiluto de ciencias de fa educacidn
universidag de  salamanca

las matemdticas en la
ensefianza secundaria

Muateriales diddcticos diseiados
en ¢l OW & OC (antigno 10WO)

Jan DE LANGE
Aad GODDEN

Auton ROODHARDT
Hany KRABH M

documentos diddcticos

Con este titulo se presentan una
serie de materiales didacticos que, se-
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gunnuestraopinién, puedenser de gran
utilidad para todos los profesores que
trabajamos en el campo de la Ensefianza
Secundaria (12-18 afios)

Nadie cuestiona ya la gran labor
desarrollada en el campo de la DidActica
de las Matematicas por el IOWO, funda-
doy dirigido por H. Freudenthal y que
en la actualidad su continuidad en el
OW&OC. Pues bien, todos los materia-
les presentados en el libro han sido
preparados por sus profesores (Jan de
Lange, Aad Goddijn, Anton Roodherdt
oHansKrabbendam) y experimentados
por el instituto con diversos grupos de
alumnosaloslargo de varios cursos. Pre-
cisamente, en conversaciones manteni-
das con el propio Jan de Lange, la tinica

limitacién impuesta a su publicacién -

consistia en que ésta se limitara a los
materiales ya experimentados directa-
mente en las aulasy que hubieran alcan-
zado su redaccién definitiva.

En mi opinidn, el aspecto mis inte-
resante que aporta este documento es el
estar constituido por materiales para los
alumnos. Efectivamente, en estos mo-
mentos en que la Reforma del Sistema
Educativo nos enfrenta a los profesores
con el disefio de nuevos materiales que
desarrollen los planteamientos teéricos
y bloque de contenidos del Disefio Cu-
rricular Base (DCB), es imprescindible
el conocimiento de nuevos materiales.

Posiblemente ninguna de las unida-
des que aparecen en libro puedan ser
utilizadas directamente en nuestras au-
las, pero lo que si estoy seguro es que
constituyen un buen “modelo” de refle-
xién para aquellos profesores interesa-
dos en los nuevos disenos curriculares.

Sientramos a estudiar los principios
metodolégico-didacticos que guian el
“Enfoque Realista de la Educacién Ma-
tematica” del OW&OC observamos que
son asombrosamente coincidentes con
las lineas maestras propuestas por el
DCB para el Area de Matematicas en la
Secundaria Obligatoria. Haciendo
mucho hincapié en los aspectos inducti-
vos, diferenciales, histérico-genéricos,...
Jan de Lange resume en Mathematic,
insight and meaning ( Utrecht, 1987) estos
principios as: :

1. Otorgar mucha atencién a la “re-
invencién” que consiste en recrear
conceptos y estructuras matema-
ticas sobre las nociones intuitivas
(actividad).

2. Progresar en diferentes niveles de
abstraccién (diferenciacién).

3. Guiarse mads por el desarrollo his-
térico-genérico que por el méto-
do sistematico del contenido del
material (planificacién vertical).

4. Instruir significativamente, pega-
dos a la realidad.

No obstante, nos sintamos o no nos
sintamos identificados con la linea me-
todolégica sugerida en los DCB, es segu-
ro que con la lectura de estas unidades
didicticas podremos encontrar sugeren-
cias, ejemplos concretos y visiones dife-
rentes de la ensehanza que nos ayuda-
ran, en la situacién actual, a dinamizar
nuestras aulas, incentivando y.motivan-
do el trabajo de nuestros alumnos.

Estamos convencidos de que estos
materiales van a contribuir a mejorar la
calidad de nuestra ensefianza y a hacer
mis “populares” las matematicas entre
nuestros jovenes.

En el Prélogo se indica para qué
nivel ha sido disefiada cada una de las
unidades.

La revisién y adaptacién han sido
realizadas por el Grupo GAUSS yel libro
es distribuido por: Andrés Garcia, C/
Perti,n°1,37003-SALAMANCA, Tn®923-
23 0206.

Mariano Dominguez Muro
Salamanca

ASPECTOS DIDACTICOS DE
MATEMATICAS 3.

Varios autores.

L.C.E. Universidad de Zaragoza, 1990

El Instituto de Ciencias de la Educa-
ciéndelaUniversidad de Zaragoza, viene
organizando, desde hace algunos afios,
unos encuentros anuales, que por reas,
se convierten en bianuales, sobre Aspec-
tos Didacticos de las mismas. La publica-
cién de la que aqui hacemos referencia



corresponde alas ponencias de matema-
ticas del Encuentro celebrado en sep-
tiembre de 1989.

Se presentaron cinco ponencias,
tituladas:

—*“Informacién y control en educacién
matematica”, a cargo de J. M. Fortuny
de la U.A. Barcelona,

—“Los medios audiovisuales en la didac-
tica de las matematicas”, por el Grupo
AGdeTecnologia Educativa (Galdon,
Dominguez, Ramirez y Gémez).

—“Posibles usos de la Historia de las
Matemiticas en la ensenanza de las
Matematicas”, de Julio Sancho, .B. de
Alagén.

—"“Vision didactica de la estadistica y el
azar”, por José Colera, I.B. de Colme-
nar Viejo, y

—“Estimacién: nuevas propuestas para
el curriculo de Matematicas en Secun-
daria”, por Luis Rico de la U. de Gra-
nada.

J-M. Fortuny, nos habla de las fun-
ciones de los profesores de matematicas
en cuanto ala clarificacion de los aspec-
tos culturales de las matematicas como
informacién y el proceso de ensefianza/
aprendizaje como control, en el sentido
de tomar decisiones globales. Pasa des-
puésal estudio delasvariablesateneren
cuenta al desarrollar en las aulas un
curriculo: el analisis del contexto y los
niveles de aprendizaje de los alumnos
(en el sentido de Van Hiele) y a preferir
el constructivismo como modelo episte-
molégico y psicolégico de aprendizaje,
pero este modelo exige, como todos, o
incluso mas que otros, la planificacién
de las fases en que cada actividad y estra-
tegia se realiza: creacién de un ambiente
de aprendizaje, organizacién de las si-
tuaciones didacticas, (cémo tomar deci-
siones?, ...

Para que todo lo anterior no quede
en “pura teoria” nos propone como
modelos algunos talleres: Medida de la
energia transferida, Medida de la ener-

gia oculta, Modelo geométrico de la
energia, laenergiainteriénica, yla ener-
gia de la corriente. Termina su trabajo
con cuatro tipos de tareas parala evalua-
cién: guia de observacién de las tareas,
cuestionario autorreflexivo, pruebas de
rendimiento conceptual, diagnosis y re-
cursioén, cuya mision es garantizar el
control del proceso en cuanto alogrosy
eficiencia.

Enladel grupo AG se apuesta por la
utilizacién de dos aparatos “conocidos™
Retroproyector y Proyector de diapositi-
vas, se explican sus prestaciones para la
didéctica de las matematicas, asi como
las “dificultades” de utilizacion, si no se
dispone de un Aula-Taller d& Matemati-
cas, adecuada, de la cual se describe
como prepararla. A continuacién se
describen los materiales necesarios para
confeccionar transparencias y las técni-
cas de creacion de las mismas. Para ter-
minar la exposicién con un ejemplo de
utilizacién para el tema de funciones (2°
B.U.P.). Ademis, puesto que los autores
apuestan por el uso sistematico de este
material, aparece la lista de temas que

ellos mismos tienen preparados con él.

El trabajo de Julio Sancho, se centra
en dos aspectos:

—elinterés de la historia de las matema-
ticas en el andlisis didactico de las difi-
cultades de su aprendizaje, y

—el papel de la historia a la hora de
disefiar actividades para la enseflanza
de las matematicas. )

Y sobre ellos aborda “casos histéri-
cos™ .

—el de la teoria de probabilidades, lo
que le sucedi6 a D’Alambert

—Los obstaculos, que oculta habitual-
mente la presentacién axiomatica:
ontogenéticos, didacticos, culturalesy
epistemologicos

—1la comprensién de los ntimeros nega-
tivos, tema estudiado por G. Glaeser,
las dificultades para justificar la “regla
de los signos”

—ILa nocién de limite, fundamentado

con los estudios, parciales, de A. Sier-
pinska sobre los obstaculos de los ti-
pos antes citados (no olvidemos que
Anna es discipula, de Brousseau).

Para concluir se apuesta por cono-
cer un tipo de historia de las matemati-
cas, hasta ahora poco desarrollada atin:
la de los pequetios pasos dados en con-
textos concretos.

José Colera declara que, como se
pretende que lo que el alumno aprende
sea 1til, formativo y placentero, el estu-
dio de la estadistica y del azar sale clara-
mente favorecido. Pasa a proponer una
manera de abordar el estudio de la esta-
distica descriptiva, a través de tablas y
gréficas, en la que el estudio de los para-
metros estadisticos parta de meditar
sobre qué se quiere medir para que se
vayaadquiriendo el sentido poco apoco.
Anadiendo a ello un estudio intuitivo de
las distribuciones bidimensionales. So-
bre Probabilidad plantea el estudio a
través de situaciones, y juegos en los que
se llegue a obtener las leyes del azar, en
particularlaley de los grandes nmeros.
Pasando posteriormente al calculoyala
experimentacion de situaciones de pro-
babilidad condicionada y compuesta.

Luis Rico intenta analizar y solicita
la reflexién de todos sobre el papel que
las disciplinas tradicionales pueden y
deben desempenar en un sistema de
educacion obligatoria hasta los 16 afios.
Enlasegundaparte de su trabajo analiza
con profundidad uno de los tépicos
matematicos mds olvidados: Estimacion.
Sobre ella dice: “la Estimacién exige y
necesita un amplio desarrollo de habili-
dadesalolargo de un intervalo conside-
rable de tiempo, por ello no debe singu-
larizarse en uno o dos lecciones, sino
tratarlo con todos aquellos topicos que
lo permitan”.

Florencio Villarroya
S.A.P.M. “P.S. Giruelo”
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L.a redaccion de “suma” quiere iniciar una subseccion dentro de la in-

formacion de libros y revistas destinada a dar a conocer todas las publicacio-
nes de educacion matematica que desde los centros de profesores, socieda-
des o similares vienen editandose.

Quienes deseen colaborar en esta tarea deben enviar la infornacién y dos
ejemplares de la publicaciéon a:

Santiago Fernandez
COP - PAT Txorierri
Plza. Aketxe, s/n — Leioa
VIZCAYA
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Las siguientes mdlcaaoncs tienen por objeto conseguir una paula-
tina normalizacién en el estilo de presentacién de los textos. No
deben ser consideradas como obsticulo o dificultades afiadidas a las
generalmente ya de por s precarias condiciones en que se realizan
los trabajos sino como metas a las que debemos ir tendiendo.

La propias indicaciones son susceptibles de altéracién en funcién
de los medios tecnoldgicos de impresién de que la redaccién pueda
ir disponiendo.

1. Indicaciones de caricter general

Todo texto presentado deber ser (fisica o conceptualmente) legi-
ble, coherente (en contenido y en notacién) y manipulable —para
propésitos de imprenta— por personas no versadas en el tema de
que el texto trate.

Se aconseja explicitamente, a quienes envien articulos, piensen
que el lector medio no sabe tanto del tema como ellos mismos. Se
puede tener consideracién hacia el lector de muy diversas maneras;
por ejemplo, cabe

a) redactar una introduccién (no necesariamente limitada al pri-
mer prrafo) que sifie informalmente el contenido del articulo_en
un contexto generalmcnte mis conocido;

b) plantearse si el esquema «definicion-teorema-demostracién» no
podria ser sustituido por otro mds «amigable;

¢) atender al hecho incuestionable de que muchos lectores prefe-
rirdn enfrentarse a textos claros y concisos antes que a ristras de
férmulas;

d) estructurar el articulo de modo que el hilo conductor no
quede ahogado por divagaciones...

2. Indicaciones especificas
2.1. Eym'to.ra

Los escritos deberfan presentarse por duplicado, en papel DIN-
A4, escritos 1 miquina por una sola cara.

El titulo debe ser descriptivo y corto.

En hoja aparte, figurard un breve resumen en castellano y la tra-
duccién de éste al mgles (independientemente de la lengna utilizada
en el articulo).

Es deseable que la longitud de los articulos no sobrcpase las 15
piginas; sin embatgo, este nimero jamis serd un requisito de acep-
tacién o de rechazo. (La redaccién se reserva la posibilidad, en arti-
culos mis largos, de publicarlos en dos entregas de la revista si los
autores muestran su acuerdo.) Se invita a los autores a ser escuetos,
pero sin abusar de sobreentendidos.

Tanto la pigina del resumen como la primera pégina del articulo
deben contener el nombre y apellidos y centro de trabajo de quignes
lo han realizado. .

Siempre deberd tigurar una direccién completa 2 la que deba
temitirse la correspondencia y, en su caso, prucbas de iniprenta.

2.2, Simbolos y unidades

Todos los articulos deben ser coberentes en lo rélativo a simbolos
y 2 unidades. Si no son de uso comitin, deben aparecer adecuada-
mente definidos. »

Los simbolos matemdticos pueden ser escritos a mano o a mi-
quina y no deben surgir ambigiiedades. Los simbolos poco usuales y
las letras de un alfabeto como el griego deben ir anotadas al margen.
Distingase muy bien la letra O del ntimero 0, la letra / del ndmero 1

Recomendaciones

y de la prima, la letra £ de la letra kappa, etc. Empléese una notacién
coherente para vectores (por ejemplo: negrita o indicacién de esto
con un subrayado sinuoso) o para numerar expresiones matemiticas
(por ejemplo: némeros entre paréntesis a la derecha de la expre-
sién).

2.3. Referencias bibliograficas

Toda referencia a obras previamente publicadas debe ir numerada
entre corchetes ([ ]) a lo largo del texto. Al final de éste aparecers
la lista ‘completa de citas en el mismo orden numérico.

Los articulos de revistas se citarin con la siguiente pauta:

Auntor/a/es: Nombre (inicial/es) y apellido(s).

Titulo: (el que corresponda).

Revista: Nombre o abreviatura cominmente utilizada para refe-
rirse a ella.

Niimero: (el que corresponda, subrayado).

Pdginas: (ntmero de la pdgina inicial)-(nimero de la pigina final)
ocupada(s) por el articulo. ‘

Afo: (cuatro cifras)

- Los libros se ataran con la.siguiente pauta;
* Autor:

Titulo: ...

Editorial: ... X

Lugar de edicién: ...

Afo de edicién: ...

2.4. Notas a pie de pdgina

Deben ir correlativamente numcradas con superindices a lo largo
del articulo.

2.5. Listados de ordenadsr (programas, tablas, etc.)

Se enviardn listados originales (evitense rigurosamente las fo-
tocopias) que se reprografiarin para evitar errores. También ‘se .
aceptardn negativos en blanco y negro de listados originales.

2.6, Uustraciones

Aunque las ilustraciones interrumpirin el texto publicado, deben
remitirse en hojas separadas del manuscrito con indicacién de la
colocacién éptima. Los autores deben asegurar la calidad de los tra-
zos, de los simbolos empleados y, en general, de todos los elementos
de las ilustraciones teniendo en cuenta que éstas s¢ someterin a
rcprografia directa en escala proxima a 1:2.

El nimero de ilustraciones“no estd limitado; se ruega eviten re-
dundancias en el material grifico.

2.7. Forografia en blanco y negro

Sélo podrin publicarse fotogratias remitidas con negativos. Si las
fotografias requieren algin comentario, leyenda o simbolo especial,
se numerardn y en folio aparte se indicard el contenido de tales
adiciones.

2.8. Enviar a cualquiera de las personas que ﬁguran en ¢l Panel de
Colaboradorcs oa
* Revista SUMA
Apdo. 1017
18080 Granada.
ESPANA
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Con la colaboracién de la

CAJA GENERAL DE AHORROS
DE GRANADA





