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1. Introducciéon

Hoy en dia las matematicas que se imparten en
la ensefianza secundaria tienen, en gran medida, un
cardcter fundamentalmente analitico. Esta es una de
las causas por las que nuestros alumnos son capaces
de resolver determinados problemas y salvar dificul-
tades mediante procesos mecanicos cuya justificacién
matemdtica no conocen plenamente y no tienen, por
consiguiente, una representaciéon precisa del proble-
ma que tratan. Hay que tener en cuenta que muchos
de los alumnos buscan “recetas” que salven los esco-
llos que se les plantean sin profundizar realmente en
el problema propuesto y asi vemos, por ejemplo,
cémo ante un problema de optimacién, la practica
totalidad de los alumnos obtiene la funcién objetivo,
la deriva, la iguala a cero, extrae sus raices y consigue
la solucién a la pregunta formulada. Casi ninguno se
plantea que estamos buscando el punto de ordenada
mayor o menor de la grifica que representa la fun-
cion objetivo, y que, por tanto, la “receta” puede no
ser vilida en muchos casos. Ejemplos semejantes a
éste los encontramos muy a menudo en el desarrollo
cotidiano de nuestra actividad docente y no merece
la pena insistir sobre ellos.

Cuando analizamos este tipo de dificultades, la
primera observacién que podemos hacer al tipo de
ensefianza que, por lo general, se imparte, es €l poco
peso, en relacién a su importancia, que tiene el cél-
culo grafico en nuestras explicaciones. Nosotros
pensamos que una mayor utilizacion y desarrollo del
calculo grifico y sus aplicaciones ayudaria a nuestros
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alumnos a comprender realmente lo que estan ha-
ciendo y les permitiria a la vez obtener una mayor
cantidad de recursos a la hora de enfrentarse a
cualquier dificultad matemética. Ademds opinamos
que una mayor dedicacién al estudio de resoluciones
graficas de diferentes problemas no supone un es-
fuerzo de comprensién excesivo sino todo lo contra-
rio: un alumno de enseflanzas medias estd mas prepa-
rado mentalmente para comprender, resolver y, sobre
todo, discutir y analizar las diferentes posibilidades
de un problema desde un punto de vista grafico que
analitico.

El calculo gréfico fue usado con gran generali-
dad a finales del siglo XIX y comienzos de este siglo,
como lo prueba la gran cantidad de obras que sobre
este tema se publicaron en esa época. Las Institucio-
nes docentes mas prestigiosas se preocuparon de estos
temas y asi vemos como, por ejemplo, en 1918 sale a
la luz la obra Cours de Geometrie pure et apliqué de
I’Ecole Polytechnique, de Maurice D’Ocagne (1862-
1988), que sirvié de texto en la Escuela Politécnica
francesa. Esta materia cay6 en desuso, desde el punto
de vista de la investigacién, a mediados del siglo
actual, como lo hizo la propia geometria, pero su
estudio sigue siendo fuente de inspiraciéon y estimulo
motivador para numerosas cuestiones matematicas.
Hoy en dia, muchas profesiones de caracter técnico
siguen utilizando métodos de calculo grafico lo que
prueba el aprecio y arraigo que siguen teniendo estos
procedimientos, siempre mas rapidos que los compli-
cados calculos numéricos, dentro del desarrollo
normal de la actividad laboral.
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2. Una primera reflexion sobre el cambio de
variable

Un recurso que resuelve muchas dificultades
matematicas (calculo de las raices de una ecuacién
bicuadrada, obtencién de la primitiva de una fun-
cién, etc...), y que nosotros, como profesores, acon-
sejamos numerosas veces a nuestros alumnos, es el
llamado “cambio de variable”. La aplicacién de este
“truco” se realiza desde un punto de vista exclusiva-
mente algebraico, pero la expresién de esta simple
operacion de forma grafica abre una nueva perspec-
tiva y asoma la inteligencia del alumno a una serie de
recursos potentes que simplifican cilculos mas com-
plicados.

Un par de ejemplos ayudaran a comprender-
lo que queremos decir:

Ejemplo 1: Si en la funciébn y =— x? se realiza el
cambio de variable

>

la funcién resultante es: y’= T ¥

Si representamos estas dos funciones observamos
que la parabola de ecuacién y = (1/4)x%se ha trans-
formado en la recta de ecuacién y’ = (1/4)x’. Esto
se debe a que el cambio de variable ha ocasionado
un cambio de escala en el eje de abscisas (segin la
relacién x’= x? lo que ha traido como consecuencia
la conversion de la pardbola en la recta. La grafica de
y=(1/4)x* que es una pardbola si el eje de abscisas
esta dividido segtin la escala natural, es una recta si
en dicho eje hemos cambiado la escala segin la
relaciébn x'= x?

Por tanto un cambio de variable permitira trans-
formar curvas de una cierta complejidad en otras mas
sencillas. '

Uno de los ejemplos de cambio de variable mas
significativos, que el alumno maneja con toda natu-
ralidad, es el utilizado al tratar de resolver las ecua-
ciones bicuadradas.

Ejemplo 2: Resolver la ecuacién x* — 4x*+ 3 =0 equi-
vale a calcular la interseccién de la funcién y = x* —
4x? + 3 con el eje de abscisas, esto es, resolver el sis-
tema:

y=x'-4x+ 3

(1)
y =20
La resolucién se hace mediante el cambio de

variable:

4 2

X'= X Y=y
con lo que se obtiene el sistema:
y'= x'2-4x'+3
(2)
y'=0

dando lugar a la ecuacién de segundo grado
¥2-4x" +3 =0

cuyas raices son 1 y 3
Deshaciendo el cambio de variable se tiene:

x = 1 x = +V3

Evidentemente, los sistemas (1) y (2) son
distintos y las soluciones de uno no coinciden con las
del otro. Graficamente las soluciones de los sistemas
(1) y (2) se obtienen al buscar las abscisas de los
puntos de corte de las curvas de ecuaciones y = x4-
4x2+3 , y = xX’2-4x’+3 con el eje de abscisas.
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La grafica del sistema (2) es la transformada
de la grafica del sistema (1) cuando se ha efectua-
do un cambio de escala en el eje de abscisas (de
acuerdo con la relacién x’= x?). evidentemente la
segunda grafica es mucho mas sencilla que la prime-
ray el calculo de los puntos de corte de esta segunda
grafica con el eje de abscisas no reviste ya ningln
problema. Logicamente, una vez hallados los valores
de las abscisas de los puntos de corte en el segundo
sistema, serd necesario saber que valores son los que
les corresponden en el primero, pues la solucidén bus-
cada son los puntos de corte del primer sistema y no
los del segundo.

Los dos tltimos ejemplos ponen de manifiesto la
importancia del cambio de escala en un sistema de
referencia. A lo largo de la historia se han utilizado
diferentes transformaciones que permiten simplificar
de forma notable problemas de cilculo que, de otra
forma resultarian excesivamente complicados. En la
actualidad, época en la que los ordenadores se encar-
gan de realizar los cilculos mas complicados, estos
procedimientos siguen utilizindose en determinadas
profesiones para obtener rapidamente resultados
aproximados. De todas las transformaciones la mas
usada es la llamada escala logaritmica.

3.- Escala logaritmica. Operaciones con ella.

Es la que se obtiene mediante las formulas de
transformacién siguientes:

x'= log x y'=logy
o sus equivalentes:
x = 10x’ y = 10y’

Para obtener una escala logaritmica basta con
representar en una recta logl, log2, log3, ...... ,
marcando dichas divisiones con los ntmeros 1,

2,8, ... respectivamente. De este modo obtendria-
mos:
| _— " 1 1 1 I Il i L 1 i1 i 1 P I T |
b —t } " ——
1 15 2 25 3 35 4 45 5 5% 6 7 8 9 10
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A partir de la primera escala del 1 al 10, se
construiria su continuacién, del 10 al 100, mante-
niendo las distancias existentes entre 1, 2, 3, ... para
10, 20, 30,.... respectivamente. Por este procedimien-
to puede prolongarse la escala del 100 al 1000, del
1000 al 10000, etc.... Siguiendo el mismo criterio
tambien pueden obtenerse las divisiones correspon-
dientes a las décimas, centésimas, etc....

Con la escala logaritmica se facilitan las opera-
ciones de multiplicar, dividir, elevar a una potencia
y extraer una raiz ya que por las propiedades de los
logaritmos, las multiplicaciones se reducen a sumas,
las divisiones a restas, las potencias a multiplicaciones
y las raices a divisiones. Veamos como pueden reali-
zarse estas operaciones:

3.1 Multiplicacion .

En la escala natural la grafica de la hipérbola
xey = k con x>0 e y>0,representa los puntos del plano
tales que el producto de sus coordenadas es constan-
te.

Si en lugar de utilizar la escala natural se traba-
jase con la escala logaritmica, la grafica de xy = k
seria una recta ya que:

x4y’ =log k ===> y'=x'+logk
que es la ecuacién de una recta que corta, tanto al
eje de ordenadas como al de abscisas, en puntos que

distan log k unidades del origen. Para diferentes
valores de k tendremos las siguientes rectas:
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Esta grafica permite calcular el producto de dos
nimeros cualesquiera ay b. Para ello, basta tomar
a en el eje de abscisas y b en el de ordenadas (o
viceversa); se determinari as{ el punto (a,b) y Ia
recta que pasa por €l serd la que dari el producto
buscado. En la figura siguiente se muestra como se
realizaria 2 o 3,

N
NN

!
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3.2 Divisién

Podemos obtener el resultado de una divisién
utilizando el mismo grafico ya que, por ser la divisién
la operacién inversa de la multiplicacién, si quere-
mos realizar la divisién de a entre b basta con levan-
tar a partir de b una perpendicular al eje de abscisas
hasta encontrar la recta oblicua correspondiente a a.
la ordenada del punto de interseccién sera el cocien-
te.

3.3 Potencia :

De acuerdo con lo ya visto, no es muy dificil
comprender que para elevar al cuadrado bastaria con
trazar la bisectriz del cuadrante. De este modo, para
calcular el cuadrado de 3 se traza la perpendicular al
eje de abscisas en x=3 y se observa el punto de corte
con la bisectriz; este punto pertenece a una de las
rectas oblicuas cuyo nimero ,9, es el resultado busca-
do. .
Para trazar las rectas correspondientes a cual-
quier potencia an procederemos del siguiente modo:
se elige un valor sencillo cualquiera n y se calcula
manualmente su potencia an; se traza una perpendi-
cular al eje de abscisas en a hasta cortar a la recta
oblicua marcada con a”. Este punto y el origen
determinan la recta correspondiente a a®. En la figura
siguiente se han trazado las rectas correspondientes a
los cuadrados y a los cubos.
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Si a>2 la recta que define an cortara a la parte
superior del cuadrante (caso de la recta de cubos) y
en un principio no podremos calcular el valor de an
siempre y cuando n esté a la derecha de la vertical
que define el punto de corte de la recta con la parte
superior del cuadrante. En este caso hay dos posibles
soluciones: prolongar los ejes del cuadrante o trazar
una vertical por el punto de corte hasta el eje hori-
zontal inferior del cuadrante y, a partir de este ulti-
mo punto de corte, trazar una recta paralela a la
anterior recta de an. Siempre que sea necesario uti-
lizar esta Gltima recta, se multiplicard el resultado
obtenido por 10

4.- Abacos

Los cuadrantes que hemos dibujado anteriormen-
te reciben el nombre de dbacos, pero es evidente que
la utilizacién de dichos dbacos para multiplicar, divi-
dir o bien obtener potencias no resultan muy practi-
cos porque existen otros métodos mas comodos. Sin
embargo todavia se utilizan cuando es necesario
combinar un conjunto de operaciones para obtener
un determinado valor. En esta situacién es posible
construir un dbaco que permita obtener directamen-
te el resultado final a partir de unos valores iniciales.
A continuacién presentamos dos abacos de este tipo:
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4.1 Abaco para calcular el volumen de una esfera

En este abaco se han utilizado escalas logaritmi-
cas en los dos ejes y se puede calcular el volumen de
la esfera mediante el siguiente procedimiento:

Dado el radio de la esfera r se levanta la perpen-
dicular al eje de abscisas por x=r (fig. A) y se busca
el punto donde corta a alguna de las rectas z,, z, 0 Z,.
El ntimero de Ia recta oblicua multiplicado por 1, 10
o 100 segiin que el corte sea con la recta z;, z, 0 z,
respectivamente, dara el volumen de la esfera.

Asi para r=2 resulta un volumen aproximado de
33’5 y para r=8 se obtiene 2150.

JLas rectas z,, z, y z, son paralelas a la rectade
cubos, tomdndose la primera de ellas a partir del valor
(4/3)1 en el eje vertical

4.2 Abaco para calcular la probabilidad de vida

El siguiente abaco calcula la probabilidad de que
una persona de edad a alcance una edad a’. En el
eje horizontal se indica la edad actual y en el vertical
la edad que se pretende alcanzar. El nimero de la
recta que pasa por (a, a’) indica la probabilidad
buscada
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Este abaco fue construido por Lalanne a media-
dos del siglo pasado. Légicamente para cada pobla-
cion y cada época es necesario variar la distribucién
de las edades a lo largo de los ejes horizontal y ver-
tical.

Estos ejemplos dan una idea de las posibilidades
del célculo grifico como instrumento de resolucién
de diferentes problemas. Otras cuestiones de caric-
ter practico que se resuelven mediante técnicas gra-
ficas son:

Resolucién de ecuaciones algebraicas (Método

de Lill)

Calculo de dreas mediante integracién grafica

cuyos fundamentos son la base del funcionamien-

fia para medir areas sobre planos.

Calculo de longitudes de arco. El mecanismo de
algunos curvimetros esta inspirado en este tipo
de calculos.

Determinacién de fuerzas y momentos que so-
porta una viga cargada, problema que se plantea
numerosas veces en arquitectura.

Integracién de ecuaciones diferenciales (Méto-
dos de Massau y Runge)

La importancia de estos problemas tendria que
conducir a una reconsideracién del olvido que han
sufrido estos métodos graficos en la actual ensefian-

to del planimetro, aparato utilizado en topogra-

Los matematlcos a la Vloleta

“ Manuel Diaz Casl:lIIo

Larazén por la que los neoclasxcos

odiaran la pedanteua €Oomo cosa con-
traria al buen sentido y la naturalidad,
puede que estuviera en relacién con su

- confesado amor por laponderaciényel
Jjusto’ punto medio, y que también lo
esté con determinados ambientesen los
que aquella prohferase muy visiblemen-

te, como la corte, o la propia universi-.:

dad: cuando se quisiera denunciar el in-
cumplimiento de su primordial funcién
de bisqueda de la verdad, se oirfa insis-
tentemente en la Euaropa ilustrada la
acusacién de “pédanterie”,

‘Mientras José de Cadalso y Vazquez
(1741-1782), perteneciente al ala mis

‘avanzada de la intelectualidad de su.

tiempo escribia Los eruditos a la violeta,
sostenia en sus tertulias en Ia Fonda de
S.8ebastidn que el aristotelismo escolas-
- tico sélo se manteniapor perezaintelec-

- tual,'y defendia, sin duda con vibrante .
“apasionamiento, que la mgente canti-

~dad de obras que contenfan saberes
practicos debfan ser estudiadas, incluso

‘aescondidas, para elevar nuestro grado -

de preparacién, y para que no nos lla-
maran “barbaros” los extranjeros. Mu-
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chos sinsabores le produjo su valiente
posicion, yalgunavez hubo'de escuchar
~ de sus superiores, militares y civiles, in-

timidaciones que le conminaban a ser

militar “exclusive”, con escarnio parala |

lengua a quien en cuerpo y alma servia.

Habia, sin embargo, modos de alla- -

nar las abruptas- dificultades que la
“prudencia” ¢ la “moderacién” aconse-
jadas oponfan a la libre expresion. La
obra que comentamos es un intento de
fuga de las carceles que el propio movi-
miento ilustrado tenfa preparadas para
los que se excedian en la pretensién o
en el tono. El libro tiene un subtltulo
aleccionador:
“Curso completo de todas las cien-
cias. Dividido en siete lecciones paralos

sicte dias de la semana. Compuesto por -

D. Joseph Vézquez, quien lo publica en

obsequio de los que pretenden saber
“mucho estudiando poco”. ,
El catedritico alavioleta que escri-

be el curso para sus escolariegos lecto- :

res dedica la leccién del sibado a la

matematica. Para empezar censura: el

doémine a la disciplina sus defectos,
Enprimerlugar, ladificultad de sus

y nimeros y puntos.,.

za‘de las matematicas en todos los niveles educativos.

conceptos y términos, “infinidad de
avechuchos con nombres todos durisi-
mosde: pelar .Apesar de ello, el violeto
10 tendrd que angustiarse con tal de
pronunciarlos bien. Algo después pro-
testardn con grave dignidad de que esta
ciencia consistaen lineas, letrasyntime-
ros que podrian distraer, por si solos, al
Jjoven pedante de la sagrada preocupa-
¢ion por su nuevo peinado. La proliji-
dad de cualquier tratado matematico es
algo tan inaguantable que es mejor

- pasarlapor alto para fijar la atenciénen

lo que verdaderamente atrae: las aplica-
ciones pricticas de la disciplina.
Entre estas, pueden citarse: :
“Geometria especulativay practica,
Artillerfa, Fortificacion, Nautica, Aiqm-
tectura civil, Astronomia”. -
Hay, naturalmente; otros apartados

rmcones de la matematica, como. esa

“cosa que llaman édlgebra y es una

- algarabia de Luzbel, con crucecitas y

rayitas doblesysencﬂlas yaspas,yletras,
” cuyo estudio
debe. ser sinceramente despreciado

~ porque pide al menos “aphcaaon ‘cons-
: tanc1ay método”; que son tan enemlgas



