De los numeros a las letras

Jests Enfedaque

1.- Introducciéon

1.- La persistencia de los nifios en contar con los
dedos o en utilizar estrategias de contar con los
dedos, y de usar s6lo ntimeros positivos a la hora de
resolver elementales problemas artiméticos es, pro-
bablemente, uno de los mas claros sintomas de las
dificultades que experimentan los alumnos cuando
han de superar el paso a un sistema de representa-
ciébn mas abstracto, en el que la potencia de los
simbolos aumenta con respecto a la etapa anterior, y
en que el grado de abasraccién es también mds
elevado.

Maestros, profesores y también alumnos, recono-
cen que el principal escollo de las matemadticas para
muchos estudiantes suele ser el momento en que las
letras comienzan a sustituir a los niimeros, en que los
elementos basicos, la materia prima de las matemati-
cas dejan de ser los objetos, cosas, nimeros,... con-
cretos, para pasar a ocupar su lugar las letras, ya sea
como incognitas, niim,eros generalizados, parametros
o variables.

Este punto critico para los estudiantes, en nuestro
pais, esta situado en torno a 7% / 8% de EGB y marca,
como es légico, el inicio del estudio del Algebra
elemental en la ensefianza obligatoria.

2.- El Algebra elemental, probablemente va a
constituir una parte importante del nuevo curricu-
lum del periodo de secundaria obligatoria, no sélo
por la importancia de los contenidos y del lenguaje
algebrdico en si, tan potente y fructifero en el terre-
no de las matematicas y otras disciplinas, sino tam-
bién por las especificas particularidades y dificulta-
des que conlleva su ensenanza y aprendizaje.

Los contenidos esenciales del algebra elemental
son:

—1Las variables.

—Las expresiones algebriicas.

—Los calculos con expresiones algebraicas.

—La resolucién de ecuaciones (e inecuaciones) y
sistemas de ecuaciones.

Estos contenidos estan asociados a unos métodos y
reglas algebraicas especificas, que en parte derivan y
en parte difieren notablemente de la reglas y méto-
dos aritméticos aprendidos y utilizados por los nifos
hasta ese momento. Y, tanto contenidos como méto-
dos, tienen una forma especifica de manifestarse: el
simbolismo algebraico, por un lado simplificador y
facilitador de las tareas matemdticas (basta comparar
los complicados, tediosos y engorrosos cilculos para
resolver antiguamente una ecuacién de 22 grado y la
sencillez, claridad y rapidez con que la resolvemos
hoy gracias al 4lgebra elemental); pero por otro lado,
el simbolismo algebraico es dificil de comprender,
de asimilar y de utilizar correctamente, tal como se
senala en el parrafo inicial.

Un repaso a la historia

3.- Sobre estas cuestiones puede ser conveniente
dar un vistazo a como los conceptos y simbolos alge-
briicos han ido desarrollindose a lo largo de la
historia de las matematicas. Nos limitaremos, dentro
de lo posible, a un punto concreto de los contenidos
algebraicos: la resolucién de ecuaciones en relacién
con el simbolismo algebriico en general.

El problema n® 24 del papiro Rhind utiliza para la
incégnita la palabra “el montén” y dice asi:

“El montén y un séptimo del montén hacen 197,

Se resuelve suponiendo que la solucién es: 7; y
dado que 7 mis 1 séptimo de 7 es igual a 8, es decir:

1(7) + 1/7(7) = 8 y desde el 8 hasta el 19 se
progresa de esta manera: 1(8) + 1(8) + 1/4(8) +
+1/8(8) =8 + 8 + 2 +1 = 19, luego la solucién es:
1(7) + 1(7) + 1/4(7) + 1/8(7) =7+ 7/4 +7/8 =
=16 +1/2 + 1/8.

En Mesopotamia no se utilizan las letras simboli-
zando palabras, cosas, etc, sino palabras, cosas en si
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mismas. Asi, por ¢jemplo, en el siguiente problema,
la incégnita es el lado:

“Hallar el lado de un cuadrado sbaiendo que area
menos el lado es igual a 14,30
La solucion que dan es la siguiente: “Toma la mitad
de 1, que es 0;30 y multiplica 0;30 por 0;30 que es
0;15, suma este namero a 14,30, lo que da 14,30; 15.
Este nimero es el cuadrado de 29,30. Ahora suma
0,30 a 29,30 cuyo resultado es 30, que es el lado del
cuadrado.”

Invitamos al lector a comprobar como esta solu-
cién es la expresion algebraica del cilculo de un raiz
de la ecuacion general x*px=q, de donde x = p/2 +
p2/4 + q

En otro texto toman la ecuacidén 11x% + 7x = 6;15
y la resuelven pasindola a la forma canénica x* + px
= q multiplicando por 11 los dos miembros y resol-
viendo para 11x.

En Babilonia ya se conocian las soluciones de las
ecuaciones cuadraticas:

xX*+px=q, X¥*=px+q, X¥*+q=px, conpyq
positivos, mientras que la ecuacion x* + px + q = 0 no
se resolvié hasta la época moderna por tener las raices
negativas.

También resolvian raices ciibicas y disponian de
tablas de n® + n2 Las ecuaciones px* + qx* =1y
px® + gx* eran consideradas simples casos particula-
res de ecuaciones cuadriticas, lo cual muestra el con-
siderable grado de madurez alcanzado por el algebra
en Babilonia.

En Grecia, también el Algebra alcanzé un impor-
tante nivel. El libro II de los Elementols de Euclides
estd dedicado enteramente al Algebra, sdlo que
mientras que el contenido es algebrdico, la forma
es... jgeométrical?

Ciertamente, el surgimiento de un simbolismo
literal para sustituir a los nimeros en Grecia era
bastante dificil debido a la no existencia de simbolos
numeéricos (distintos del alfabeto griego) y probable-
mente ésta haya sido la causa principal del desfase
entre la aritmética y dlgebra griega respecto a la
geometria.

Posteriormente Diofanto fue el primer matemati-
co que utilizé6 un simbolo para representar una in-
cognita: una abreviatura de la palabra niimero (arith-
mos) z un simbolo parecido a la s griega.

Las potencias de la incognita se representaban asi:

A = cuadrado”’

K = cubo

A'A = 4* potencia

A'K = b* potencia

KK = 6* potencia

Los coeficientes numéricos se escribian a conti-
nuacién de las potencias y el signo menos: . Asi
por ejemplo:

3x* - bx® + 7x% + 8x - 9 se escribia:

AYA3 A7 {8 K5 M 9
es decir:
<43 + x*7+ x8 - x35 % indep. 9

donde M servia para distinguir el término indepen-
diente de las incognitas.

La aritmética de Diofanto estd dedicada casi por
completo a la busqueda de las soluciones exactas en
ecuaciones determinadas e indeterminadas. Con
Diofanto se inicia el simbolismo algebraico, se supe-
ra la limitacién de las tres dimensiones propias de la
geometria, aunque los calculos son siempre realiza-
dos con niimeros concretos, de forma no axiomatica,
no se calculan todas las soluciones y carece de simbo-
los para las operaciones y las relaciones.

El Algebra de Al-Kwarizmi presenta unos proble-
mas mas sencillos, es retdrica, carece de simbolos, y
presenta una resolucién exhaustiva de los seis tipos
de ecuaciones que se pueden dar considerando las
siguientes tres especies:

Cuadrados, raices y nimeros.

Asi:

I: Cuadrados = raices (no considera la raiz nula).

II: Cuadrados = numeros.

III: Raices = nGmeros.

IV: Cuadrados y raices = nimeros.

V: Cuadrados y niimeros = raices.

VI: Cuadrados = raices y ntimeros.

No considera las raices negativas, y por consiguien-
te solo hay dos raices si son las dos positivas.

El tipo de solucién que aporta Al-Kwarizmi suele
ser completando el cuadrado mediante construccion
geométrica.

N. Chuquet en 1484 introduce los signos p, m
(plus, minus) para las operaciones y R?, R?,... para
raices, utiliando el subrayado a modo de paréntesis
R? 235 m 25 seria la expresiéon de V235 - 25. Utiliza

!;Ciudado! los niimeros son babil6nicos: notacién parcialmente decimal, parcialmente sexagesimal.
2 Se acompaia en anexo 1 ellibro II de los Elementos, extraido de la edicién a cargo de David Garcia-Bacca, Universidad Auténoma Nacional
de México, 1944. No se han incluido ni las demostraciones, ni el texto griego, ni los comentarios
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un cierto simbolismo para las potencias: 12? quiere
decir 12x2, 13 quiere decir x?, pero nunca 2® = 8,

Hacia 1494 la escuela algebrista alemana introdu-
ce los actuales simbolos de + y -. La escuela italiana
utiliza el igual en palabra: equale, est,... mientras
que a la incégnita la denominan la “cosa”, abreviada-
mente co, censo por x* (ce), cubo por x* (cu), cece
es censo de censo: x*, cecu es censo de cubo: x%...y
las potencias cuyo exponenete es un n? primo se
designan por p°r® (primo relato) por x°, 22 r® (secun-
do relato) por x7, 3° r? (terzo relato) por x'1...

En 1557 Robert Recorde utiliza el signo = por
primera vez. Y el salto definitivo hacia el simbolismo
actual lo dan Vieta y Descartes. Vieta® utiliza las vo-
cales para las incognitas y las consonantes para aque-
llas cantidades que suponemos conocidas, pero no
utiliza A® ni siquiera A°A*A, sino A cubus 6 A quadra-
tus; para la multiplicacién: in; para la divisién la linea
de fraccién, y para la igualdad, una abreviatura de
aequalis.

Descartes, hacia 1637 utiliza por primera vez prac-
ticamente toda la notacién actual excepto xx en vez
de x? y e en vez del =. Este sistema se generaliz6 tan
s6lo al cabo de unos 60 6 70 anos mais. Es decir,
disponemos de la notacién actual desde 1.700 apro-
ximadamente, salvo la convencién de considerar
constantes a las primeras letras del alfabeto, y varia-
bles a las ultimas.

4.- Como vemos, la adquisicion por la humanidad
de la notacién simbélica ha sido un proceso mucho
mas largo, tortuoso y costoso que el de la resolucién
de ecuaciones. La forma del Algebra ha ido, en
general, siempre por detras del contenido del Alge-
bra, y las letras, el uso de las letras en las matemati-
cas ha seguido una evolucién que podriamos, simpli-
cando, resumir en el siguiente proceso:

Uso de letras
simbolizando

Uso abreviado de
palabras: co, ce,

No utilizan las
letras. Uso de

palabras: lado, cu, solo parala incognitas y

cosa, montoén... incognita. constantes.

A destacar que sdlo hay conciencia explicita del
concepto de variable al final de este proceso.

De los nitmeros a las letras

Es importante recalcar la naturaleza convencional
del simbolismo algebraico, su alto grado de abstrac-
cién, yu las muchas dificultades que la humanidad
ha debido superar hasta conseguir el actual sistema
simbélico.

La arbitrariedad y alto grado de abstraccién impli-
can necesariamente grandes esfuerzos por parte de
maestros y profesores para que pueda ser asimilado
correctamente.

La investigacion educativa en algebra ele-
mental

5.- Sin embargo, cabria pensar si existe realmente
una correlacion entre dificultades histéricas y dificul-
tades en el aprendizaje del algebra. Y si no seria
posible contrastar estas previsibles dificultades con la
investigacién educativa actual.

Existe actualmente mucha informacién proporcio-
nada por numerosos estudios de investigaciéon en el
terreno de los procesos de ensefanza y aprendizaje
del Algebra, tanto globales como pormenorizados.
Citaremos algunos ejemplos:

Behr (1980), ieran (1981) senalan que, usualmen-
te, los nifios ven el signo igual, no como una relacién
de equivalencia segtin la cual ambos términos de la
ecuacién son equivalentes, sino cémo una seial, una
orden para realizar algo, aquello que estd a la iz-
quierda del signo igual. Para los nifios/as a la iz-
quierda del signo igual se hallan las 6rdenes a ejecu-
tar, a la derecha, el resultado. La prevalencia de la
artimética sobre el algebra ha sido también sefialada
por Collis (1975) en lo que denomina “aceptaciéon
de falta de clausura”, por lo que soluciones a un
problema como 4h + t no son aceptadas por los
alumnos/as, que no asumen el que en un resultado
haya una operacién sin realizar y necesitan, al estilo
aritmético, que haya un {nico resultado. Asi en el
citado ejemplo contestarian 4ht 6 en 2a + 7b : 9ab,
o similares respuestas.

Kieran (1979) con respecto al uso del paréntesis
sefala que los ninos/as suelen eludirlo, acostumbran-
do a ejecutar las operaciones, bien de izquierda a
derecha, tal como estin escritas en la ecuacién, o
bien siguiendo el orden de operaciones que senale
el enunciado de] problema (si de un problema se

% A partir de Vieta, el Algebra comenz6 a ser la ciencia de los cdlculos simbolicos, de las transformaciones literales, en constraste con la Aritmética

que opera sélo con niimeros concretos,
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trata). Otros trabajos de investigacién se han realiza-
do en torno al papel de las computadoras y como
éstas influirdn en la futura ensefianza del Algebra:
ver Parte 4 de The ideas of Algebra, K-12 Yearbook
1988 del NCTM.

Usiskin (1988) senala la relacién que existe entre
las diversas concepciones del Algebra y los diferentes
usos de las variables en la ensefanza. Segiin Usiskin,
si consideramos al algebra como una generalizacion
de la Aritmética, entonces las variables son vistas
como modelos generalizadores (3 + 5 = 5 + 3) —> (a
+b=b +a) ylas destrezas algebraicas se concentran
en traducir y generalizar diversas relaciones entre
nameros. Si considramos el dlgebra como el estudio
de ciertos procedimientos para resolver cierta clase
de problemas, entonces las variables son vistas como
incognitas y las destrezas clave necesarias son simpli-
ficar y resolver. Si consideramos el algebra como el
estudio de relaciones entre cantidades, entonces las
variables son vistas como argumentos o parametros
(ej: encontrar la ecuacién que representa a la linea
que pasa por el punto (4,5) y cuya pendiente es 2)
y los grificos mediante ejes coordenados se suelen
utilizar para representar esta relacién funcional,
Finalmente, si consideramos el Algebra como el estu-
dio de las estructuras (grupos, anillos,...) entonces
las variables pueden ser cualquier clase de objetos
arbitrarios en una estructura definida por determina-
das propiedades.

A. Bell, D. O’Brien, W. Galvin y otros, en torno a
The South Nottinghamshire Project han llevado a
cabo una serie de trabajos que estin centraddos
fundamentalmente en las reglas yleyes que rigenlas
transformaciones algebraicas y en la resolucién de
ecuaciones.

6.- Y con respecto al tema que nos ocupa. Kiche-
man (1978-1981) dentro del Proyecto CSMS (Con-
cepts in Secondary Mathematics and Science), ha
estudiado las diversas formas en que los estudiantes
usan las letras, administrando un test con 51 aparta-
dos a 3.000 alumnos/as de 22, 3° y 4° de secundaria
en Inglaterra (138, 14 y 15 anos). Con este estudio
estableci6 la siguiente jerarquia de interpretacién de
las letras:

1/ Letra evaluada

2/ Letra no usada

3/Letra como objeto

4/Letra como incognita especifica
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5/Letra como ntmero generalizado
6/Letra como variable.

¢Y en nuestra aulas?

El que esto escribe esta realizando un trabajo de
investigacion en Barcelona centrado en la interrela-
cién entre comprensién conceptual y destrezas pro-
cedimentales en Algebra, particularizando en ecua-
ciones y sistemas de ecuaciones.

Una parte de este trabajo, de caracter piloto, tiene
como objetivo corroborar los resultados de Kiiche-
man (1981) y Booth (1984) en nuestro pais. Por ello,
para ilustrar las diversas interpretaciones de las letras
me referiré a mis propios datos, realizados con un
grupo de los cursos de 8° de EGB, de 12 y de 2° de
BUP.

1°.- Letra evaluada: a la letra se le asigna un valor
numérico desde el primer momento. Es el caso de:

Sie+f=8entonces e +f+g=..... en que el
40% de las respuestas incorrectas fue : 12 (el 8% del
total de respuestas), en que los alumnos habian
evaluado, a partir de e + f = 8, cada letra por 4.

Otro 10% de las respuestas incorrectas correspon-
de a una evaluacién de la letra segtin el orden alfa-
bético, dindose ademas la circunstancia de que un
5% di6 para la letra g el valor 7 (catalanoparlantes)
y el 5% restante el valor 8 (castellanoparlantes, que
cuentan con una letra mas: ch).

2%.- Letra no usada: la letra es ignorada, o se
reconoce su existencia pero no se le da un significa-
do ni se opera con ella:

n multiplicado por 4 puede ser escrito 4n. Multi-
plica por 4 la expresiéon n + 5. Las respuestas 20 y 20
+ 1, constituyen el 51% de las respuestas incorrectas
(20% del total), y es un claro ejemplo de como en la
primera respuesta: la letra es totalmente ignorada y
en la 22 respuesta, se reconoce su eistencia, pero ni
se le da un significado, ni se opera con ella.

3°.- Letra usada como objeto: la letra es vista como
una abreviatura de un objeto o como un objeto por
si misma:

Una manzana cuesta 6 pesetas y una pera 8 pese-
tas. Si m es el n® de manzanas y p es el n® de peras
compradas, ¢qué representa la expresion 6m+8p?

'E144% de las respuestas incorrectas (27% del total)
respondian: 6 manzanas + 8 peras.



4°.- Letra como incognita especifica: la letra es un
n? especifico, concreto, aunque desconocido, con el
cual es posible oerar directamente:

¢Cuanto es correcta la siguiente expresién?:
L+M+N = L+P+N. Subraya la respuesta correcta:
Siempre; Nunca; A veces, cuando ..........

Un 70% de las respuestas incorrectas (61% del
total), senalaron: Nunca, indicando que las letras M
y P las veian no como un n® generalizado, sino como
un n® concreto especifico, que no podria coincidir
nunca dado que las letras M y P son diferentes.
Investigaciones de autores diversos coinciden en
senalar este uso de letras como uso diofantico y el
caso siguiente, letra como nimero generalizado,
como letra tipo Vieta, en correspondencia con el
desarrollo histérico del Algebra.

5%.- Letra como niimero generalizado: en que la
letra puede tomar varios valores, mas que uno sélo,
pero sin llegar a considerarla una variable:

En el ejemplo anterior, puede ser contestado
correctamente: A veces, cuando M=P, si el alumno
ha adquirido el nivel de comprensién tal que le
permite ver las letras como nimeros generalizados.

6°.- Letra como variable: la letra es vista como
representando un rango de valores inespecificos, y a
la vez se contempla la existencia de una sistemdtica
relacién entre dos conjuntos de valores:
a=b+3 ;Qué le sucede a a si le anadimos 2 a &7
J=3g+1 ¢Qué le sucede a fsi le anadimos 2 a g?

No es posible contestar correctamente a estos dos
apartados sin tener asimilado el concepto de letra
como variable, y los resultados correctos fueron de
un 33% para el 12y de tan s6lo un 7% para el 2°.

El apartado: un lapiz azul cuesta 5 pesetas y un
lapiz rojo 6 pesetas. Compro varios lapices rojos y
azules, que cuestan un total de 90 pesetas. Si a es el
n? de lapices azules y r es el n® de lapices rojos
comprados,.qué puedes escribir sobre a y r? muestra
un escalonamiento de las respuestas seglin los cita-
dos niveles:

Letra objeto: responde: a+r=90

Incégnita especifica: 1 Ginico par de valores

Nuamero generalizado: 2 6 mas pares

Letra como variable: relacién correcta entre a y r:
ba + 6r = 90

El trabajo de Kiicheman tiene un marco de refe-
rencia piagetiano y a través del test, los alumnos

De los niimeros a las letras

quedaban calsificados dentro de 4 niveles de com-
prension:

1: por debajo del nivel superior de las operaciones
concretas.

2: nivel superior de las oeraciones concretas.

3. nivel inferior de las operaciones formales.

4. nivel superior de las operaciones formales.

Los niveles 1 y 2 de esta clsificacion piagetiana se
corresonden con los niveles de letras como objeto,
no usadas y evaluadas, mientras que los nivel 3 y 4
corresponden a los alumnos que utilizan las letras
como incognitas especificas y a veces como nimeros
genralizados y como variables. El nivel 4 se corres-
ponde mas particularmente con el uso de las letras
como variables.

Los resultados de los alumnos de esta muestra
piloto en Barcelona en funcién de los anteriormente
citados niveles de comprensién del test de Kiiche-
mann de Algebra, se muestran en la tabla 1:

TABLA 1

Nivel 1 Nivel 2| Nivel 3 Nivel 4| Total

8 30 8 30 9 33 2 7 27 100
8 EGB |100 9| 44 9 28 10 7 21 31 31

0 0 9 29| 12 39| 10 32| 31 100
1BUP| O 0| 50 10| 36 14} 34 11| 35 35

0 0 1 31 12 40| 17 57| 30 100
2BUP| O 0 6 113 14] 59 19| 34 34

8 9] 18 20| 83 38| 29 33| 8 100
TOTAL{100 91100 201|100 38| 100 33100 100

n? alumnos % fila

% columna % total

Los resultados son elocuentes:

1) 60% de los alumnos de 8% EGB, 29% de 1° de
BUP y el 3% de 2° de BUP, no llegan al nivel 3, lo
cual supone que no han alcanzado un cierto nivel de
pensamiento formal, al menos en lo que respecta al
algebra. )

2) Si bien la mayoria de los alumnos de 1°y 2° de
BUP superan este nivel 71% (39 + 32) y 97% (40 +
57) respectivamente, con respecto al nivel 4 vemos
que el 68% de los de 1° de BUP y el 43% de los de
2° de BUP no han alcanzado ain una correcta
comprensiéon del concepto de variable.
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Si tenemos presente que los alumnos de 12y 22 de
BUP son una muestra selectiva de los jovenes de 15
a 16 anos, y que en un futuro préximo todos los
Jjovenes estaran escolarizados obligatoriamente hasta
los 16 afios, podemos llegar a la conclusién de que
seran muchas las dificultades que los profesores de
matematicas del futuro ciclo de secundaria obligato-
ria habran de superar para poder vencer todos los
escollos que representa la ensefianza del Algebra ya
en la simple iniciacién al simbolismo que la caracte-
riza..

El proyecto CSMS tuvo su continuacién en el SESM
Project (Strategies and Errors in Secondary Mayhe-
matics) en el que se prfundizé en algunos de los
problemas puestos de manifiesto por el CSMS. Parti-
cularmente con respecto al Algebra y a la cuestién
de la notacién y al simbolismo algebriico Booth
(1984) hace constar explicitamente que los nifios:

a/ Tienen dificultad de captar las letras como
nimeros generalizados.

b/ Piensan que las letras son mas bien entidades
que cantidades por lo que les cuesta manejarlas.

¢/ Confunden o no distinguen entre las letras que
representan los valores o ntimeros respecto a la
medida o a un objeto y las letras que representan la
medida o el objeto mismo.

Senala también que parte de estas dificultades
pueden ser debidas al mismo proceso de ensefanza
que se desarrolla enla escuela.

Y ... los libros de texto?

7¢.- No es momento de hacer un anilisis exhausti-
vo de este Gltimo problema, pero un somero repaso
a como son planteados estas cuestiones por los libros
de texto puede ser bastante esclarecedor. General-
mente los libros de texto de 7° de EGB* comienzan
de forma abrupta el estudio del dlgebra mediante un
capitulo dedicado a las ecuaciones de primer grado
y su resolucién. Previamente, absolutamente nada...
al menos de forma explicita, porque en un libro de
6° de EGB, de la misma editorial, en la pag. 4, en un
ejemplo de producto cartesiano, hay un rosal y un
ficus: conjunto P (plantas) y tres macetas: azul, blan-
ca y verde: conjunto M, y

PxM = {(1,a),(r,b),(r,v).(f,a),(f,b),(fv)} ejemplo en
que las letras tienen un uso inequivoco como abre-
viaturas, es decir, significan objetos.

* Matemiticas 7. Ed. Santillana (1983).
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En la pagina 22 (tema: multiplicacién de n® natu-
rales) se pone un ejemplo de producto cartesiano
(para introducir el concepto de multiplicacién) con
caminos representados por ntimeros y letras, es decir,
tanto unos como otros representan objetos, cosas
concretas. En la pagina 23, se presentan las propie-
dades de la multiplicacién de esta manera:

9x8=72  8x9=72
ab =b.a

Es decir, las mismas letras son, enla pagina siguin-
te, nimeros generalizados, y ni una sélo explicacién
sobre el cambio de significado de las mismas letras.

En la pagina 70 hablando de fracciones amplifica-
das y simplificadas se presenta lo siguiente:

1/2' =1.2/2.2 : fracciones
a/b = amplificadas

6/15 = 6:3/15:8 = fracciones
a/b =[am/bif— simplificadas

en donde, las letras no sélo se presentan como
nimeros generalizados, sino que ademds, se opera
con ellas. Y también, ...sin ninguna explicacién
previal

No sélo estos aspectos constituyen, desde el mis-
mo corazén de la ensefianza, desde la escuela, una
fuente de problemas en el aprendizaje del algebra:
como ya he senalado anteriormente, el signo igual,
en los mismos libros de texto, es siempre visto como
una orden para realizar una operacién; rara vez hay
ejemplos mostrando el signo igual como el simbolo
de una muy especial e importantisima relacién: de
equivalencia. Sobre el uso del paréntesis, algunos
libros de texto (no todos) explican cémo hay que
proceder para operar cuando en una expresion arit-
mética 6 algebraica aparecen paréntesis, pero ningu-
no de los libros que he consultado se plantea el
problema de cuindo, y por qué hay que colocar
paréntesis a la hora de traducir una frase de lenguaje
normal (p. ej: el texto de un problema) a lenguaje
aritmético 6 algebraico.

Las diferencias entre lenguaje aritmético y alge-
brdico tampoco son tratadas de forma explicita ni
tampoco las semejanzas y diferencias entre lenguaje
vernacular y lenguaje matemitico (en cualquiera de
sus variantes).




Los libros de texto explican las propiedades con-
mutativa, asociativa y distributiva de algunas opera-
ciones, perc no hacen hincapia, p. ej., en la no
conmutatividad ni asociatividad de la resta 6 la divi-
si6n, lo cual contriburia, si se hiciese, a evitar gene-
ralizaciones incorrectas por parte de los alumnos,
como por ejemplo, sustraer o dividir siempre el
nuamero mayor p()r el menor.

Otro tanto podriamos decir respecto a las expre-
siones algebrdicas, al calculo con las mismas.

Los conceptos de ecuacién, de ecuacién equiva-
lente e inecuacién practicqmente no se trabajan, pues
generalmente se presenta la ecuacion, se seiala que
existe una cosa llamada incognita y que para saber
cuanto vale hay que resolver la ecuacion; general-
mente se da un método para resolverla, método que
generalmente se ensena desligado de contextos y
significados concretos, asi como de los conceptos en
que se basan los posibles procedimientos.

Algunas conclusiones sobre el Algebra y su
lenguaje

1) El lenguaje algebriico es un lenguaje que tiene
sus propias y especificas peculiaridades que le distin-
guen tanto del lenguaje aritmético coémo del verna-
cular. Todo lenguaje tiene su propio.cédigo, su
propia simbologia, y no por ello es imposible de
asimilar. El cédigo de la circulacién para un mismo
simbolo, p. ej., 60, tiene al menos 5 significados
distintos:

a) Como distancia en la misma direccién que lle-
Vamos.

b) Como distancia, girando a la dcha. 6 izda., a
partir de la direcciéon que llevamos.

c) Como velocidad que no podemos sobrepasar.

d) Como velocidad que podemos sobrepasar de
nuevo.

e) Como velocidad recomendada.

Y ello no impide que millones de ciudadanos de
todos los niveles educativos asimilen dicho cédigo y
conduzean correctamente.

2) El Algebra no consta tan solo de contenidos.
Existen también los métodos y la notacion y simbolis-
mo algebriico, que merecen una considerable aten-
ci6én ligada ineludiblemente a los contenidos.

3) El actual lenguaje algebraico es una convencién
arbitraria, nada natural, y que por ello, obliga a una
precisa y cuidadosa atencion por parte del profesor

De los mimeros a las lebrvas

en la escuela. Sobre el proceso historico de forma-
cion del lenguaje algebraico me complace personal-
mente recomendar la lectura del capitulo 11 del muy
interesante y documentado libro: Els origens i {'ensen-
yament de Ualgebra simbolica. En este capitulo se cita el
siguiente parrafo de Koyré:

El pensamiento del aritmético y del algebrista del Rena-
cimiento se mantiene al nivel del gramdtico, es un pensa-
miento semiconcrelo; se sigue la regla general, pero se opera
en casos concretos: palabras 6 nimeros. Por ello, la nota-
cion expresa de la incognita, introducida por Vieta y perfec-
cionada por Descartes, senala una etapa decisiva en la
historia de la notacion y en la historia del pensamiento
algebrdico mismo. En efecto, relfeja el paso del grado de
abstraccion del gramdtico al del logico puro...”

Es evidente que un paso de tal envergadura no
puede esperarse que sca resuelto sobre la base de los
proios procesos espontaneos del alumno, y por ello
es preciso que el profesor preste el maximo de ayuda
pedagoégica que pueda proporcionar a sus alumnos.

Algunas cuestiones sobre la actitud del pro-
fesor

1) Dada la especial dificultad del Algebra, es muy
importante que el rofesor tenga una idea clara de los
niveles concretos de comprensién en que se hallan
sus alumnos. Para ello no debe limitarse a corregir
examenes, a constatar resultados incorrectos: debe
prestar atencién a como y por qué acttian de deter-
minada manera los alumnos, a estudiar y analizar sus
respuestas, con el fin de ir a las causas de los errores,
y poder hacer un aprendizaje significativo y no
mecanicista ni memoricista. No solo en Ciencias,
también en Matematicas los alumnos llegan a las aulas
cargados de preconceptos y concepciones erroéneas
adquiridas en la misma escuela, a través de otros
profesores (de Ciencias, de Matemdticas...) y es
preciso sbaer de donde provienen estos errores, ser
conscientes de que en muchos casos es precisa una
readaptacion 6 reeducacion algebriica. Esto implica
en muchos casos, hacer entrar al alumnno en con-
flicto con sus ideas anteriores, y a partir de la toma
de cociencia de este conflicto, de su discusién abier-
ta, el alumno puede comenzar a ver la necesidad de
reordenar, reorganizar y cambiar sus conocimientos
previos para asimilar correctamente los nuevos que
se le presentan. .

2) Como en todo paso a un nivel superior de
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abstraccidn, la vuelta al referente, a lo concreto, a los
objetos, nlimeros, situacion, etc..., de los cuales surge
inicialmente un enunciado algebraico, debe realizar-
se siempre que sea necesario, siempre que se observe
la méds minima incompresion por parte del alumno.
Dicha vuelta ha de acompanarse siempre de una
discusion abieta sobre el significado de los simbolos
con respecto al referente de que se trate. En este
terreno la utilizacion de la historia de las matemati-
cas puede ser de gran ayuda: p. €j., la propiedad
distributiva de la multiplicacién respecto de la adi-
cion suele presentar ciertas dificultades de compren-
sion y por tanto de aplicacién, para algunos alum-
nos; sin embargo la 1* demostracién conocida de
dicha propiedad, el teorema II.1 de los Elementos de
Euclides, nos proporciona, geométricamente, un
buen ejemplo que puede ayudar a una correcta
comprension de esta propiedad.

Algunas propuestas sobre el uso de las letras

Sin pretender ser exhaustivos con respecto a toda
la problemitica que la ensefianza del Algebra ele-
mental tiene planteada, hay ciertos aspectos que
pueden ser de gran ayuda para los profesores de
matematicas de 72, 82 de EGB y de 12 e incluso de 2°
de BUP.

1) Adoptar la interpretacién de las letras como n®

‘generalizado desde el primer momento de su apari-
cién. Por ejemplo, en expresiones del tipo x+2=6 los.
“alumnos, y a veces también los profesores, suelen

asumir que la x representa un sélo valor. Un enfo-
que alternativo del tipo: la x puede representar
cualquier nittnero, y habra uno 6 varios nimeros que
hacen cierta la igualdad dada, y otros que la harin

- falsa, puede ayudar a solventar el problema. Es asi-

mismo importante presentar entornos y contextos
concretos que ayuden a este tipo de enfoques.
También es conveniente introducir la idea de que

una misma letra representa los mismos valores y que’

diferentes letras representan los mismos 6 diferentes
valores. ' :

En cualquier caso la discusién de si una letra
representa un objeto, una incognita especifica, un n®
generalizado 6 una variable, dentro de cada contex-
to concreto, siempre sera positiva.

2)Evitar m=n® de manzanas, p=n® de peras, pues
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ello induce al uso de letras solo como objetos. En el
caso de expresiones como: 1 m = 100 cm, dificiles de
evitar, una discusién sobre el significado de las letras
ayudara a evitar confusiones y malentendidos. Res-
pecto a la no combinabilidad de expresiones como
2a + 7b es conveniente no recurrir a: a=azules y
b=blancos. Siempre se puede volver al paso concreto
anterior: 2a+7b=ata+b+b+b+b+b+b+b 6 a compara
2a+7b con 7a, 7b, 9a, 9b, 9ab, 10ab,... sustituyendo a
y b por diversos pares de valores, y haciendo lo mismo
comparando 2a+ba con 7a.

3) Resaltar las semejanzar y diferencias entre el
lenguaje artimético y el algebraico:

57 es la suma de 50 + 7, en cambio ab es a.b, un
producto. Constatar la diferencia de 3b con 3+b y
con 30+b (treinta y b). Ademas de sefalar que no se
puede limtar la letra b como si solo puediera repre-
sentar a nimeros de un solo digito. '

4) Potenciar la legitimidad de respuestas abiertas,
indeterminadas, El nifio asume a través de la resolu-
cién de problemas artiméticos que una respuesta a
una operacién es 7, no 3+4. Sin embargo 3+4, a+b,
5+a, 3x+2,... pueden y deben ser consideradas res-
puestas perfectamente correctas.

La ensefianza del dlgebra necesita desarrollar otras

nuevas alternativas didécticas que ayuden a resolver
cuestiones como las referentes a las operaciones
aritméticas, algebraicas, el signo igual, el uso del
paréntesis, el concepto de ecuacién, de ecuacién
equivalente, transformacién de ecuaciones, resolu-
ciéon de las mismas, etc...

El Algebra es en cierto sentido una generalizacién
de la Aritmética, pero también mucho mas que eso;
el algebra proporciona importantes instrumentos
intelectuales para resolver problemas que de otra
forma serfan tediosos y engorrosos; el ilgebra ele-
mental es esencial para la comprensién de las estruc-
turas matematicas, para el dominio del conocimien-

to general de las matemiticas, y el algebra elemental

en el futuro ciclo de secundaria obligatoria ha de ser
esmerada y cuidadosamente ensefiada para que puda
ser correctamente asimilada.

Por dltimo, quiero traer aqui una cita sobre la
importancia del dlgebra, no de un algebrista, ni de
un matemadtico, ni siquiera de un fisico, quimiéo,
biélogo,... Un escritor, un brillante escritor francés



del siglo pasado, Stendhal, escribié en su Autobio-
grafia:

En casa de mi profesor de matemdticas enconiré a Euler
con su problema acerca de los huevos que la campesina
llevaba al mercado... Esto fue para mi un descubrimiento.
Comprendi lo que significaba valerse de un arma como el
dlgebra. Pero jdemonios! nadie me lo habia explicado an-
tes.”
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ANEXO

Libro Il de los Elementos de Geometria

Definiciones

D.IL1 De todo paralelogramo rectan-
gulo se dice que estd comfnendido por las
dos rectas que comprenden al angulo
recto.

D.L2 En todo dominio paralelogra-
mo dese el nombre de gnomoa uno cual-
quiera de los dos paralelogramos alrede-
dor del didmetro junto con sus dos com-
plementos

Teorema 1.1 (T.D.)

Sidadas dos rectas, se divide a una de ellas
en un matmero cualquiera de partes, el vecldn-
gulo comprendido por tales dos vectas es igual
a los rectdngulos compnendidos por la recla no
dividida.y por cada una de las vectas parcia-
les.

1.1 Sean A, BG las dos rectas y cortese
la BG por dos puntos cualesquiera los
D.E. (Hip.)

1.2 Digo que el rectangulo compren-
dido por las rectas A, BG es igual al
comprendido por las A,BD mais el com-
prendido por las A,DE mds el por las
AEG. (Tes.)

Teorema 11.2 (T.D.)

Si se divide al arbitrio una linea rvecta el
rectangulo comprendido por la vecta entera y
por cada una de sus partes es igual al cuadra-
do de la vecta entera.

2.1 Dividase, pues, la AB al arbitrio,
pongo por caso por el punto G (Hip.)

2.2 Digo que el rectangulo compren-
dido por las rectas AB, BG junto con el
rectangulo comprendido por las BA,AG
esigual al cuadrado de la AB.

Teorema 11.3 (T.D.)

Si se divide al arbitrio una linea vecta, el
rectangulo comprendido por la linea entera y
por una de sus paries es igual al reciangulo
compendido por las paries de tal linea mds el
cuadrado de la parle primeramente dicha.

3.1 Dividase, pues, la AB, al arbitrio;

32 SUMA 5/1990

pongo por caso por el punto G.  (Hip.)

3.2 Digo que el rectangulo compren-
dido por las AB,BG esigual al rectangulo
comprendido porlas AG,GB mas el cua-
drado de la BG. (Tes.)

Teorema 1.4 (T.D.)

Si se corta al arbitrio una linea vecla, el
cuadrado de la linea entera es igual a los
cuadrados de las partes mas el duplo del
rectangulo comprendido porlas paries.

4.1 Dividase, pues, lalinef recta AB, al
arbitrio, por el punto G. (Hip.)

4.2 Digo que el cuadrado de la recta
AB esigual a los cuadrados de las AG,GB
mas el duplo de rectangulo comprendi-
do por las AG,GB. (Tes.)

Teorema IL5 (T.1D)

St se divide una linea recta en partes
igualesy desiguales elvectangulo comprendido
porlas paites desiguales de la recta total mds
elcuadvado deladiferencia entre las dos paries
es igual al cuadrvado de la mitad de la vecta
dada.

5.1 Cértese, pues, una recta cualquie-
ra, la AB, en partes iguales por el punto
G; y en desiguales por el D.

5.2 Digo que el rectangulo compren-
dido por las AD,DB mas el cuadrado de
GD es igual al cuadrado de GB. (Tes.)

Teorema 1.6 (T.D.)

Sise divide una linea recia en dos y se le
anade envecta olya vecta cualquiera, el reclin-
gulo comprendido por la vecta entera mds la
anadida y por la anadida, Junto con el cua-
drado de la linea mitad, esigual al cuadrado
dela linea compuesta de la linea mitad y de la
anadida.

6.1 Cértese,
puesendespor

4 s el punto G la
J — ;f o recta AB y ana-
¢ dasele enrecta,

# R la recta BD

6.2 Digo que el reciangulo compren-
dido porlas ADy DB junto con el cuadra-
do de la GB esigual al cuadrado dela GD
(Tes.)

Teorema (1.7 (T.D.)

Si se corta al arbitrio una linea recla, el
cuadrado de la linea eniera mds el cuadrado
devnade las paries, lomados de vez, son igual
al duplo del vectangulo comprendido por la
linea entera y la parie dicha mdas el cuadyado
de la otva parie.

7.1 Cértese, pues, al arbitrio la recia
AB por el punto G, (Hip.)

7.2 Digo que los cuadrados de Jas
AB,BG son igual al doble del rectangulo
comprendido por las AB,BG mas el cua-
drado de la GA  (Tes.)

Teorema 1.8 (T.D.)

Si se corta al avbitrio una linea reca, el
cuddruplo del rectdngulo comprendido porla
linea entera y por una de sus partes mds el
cuadrado de la olva parte es igual al cuadyado
descrito porla linea entera mds la parte dicha
tomadas como un solo lado.

8.1 Cériese, pues, al arbitrio la recta
AB por el punto G.  (Hip.)

3.2 Digo que el cuadruplo del rectan-
gulo comprendido por lus rectas AR, BG
mas el cuadrado de la AG es igual al
cuadrado descrito por las ABBG toma-
das como una sola recia,

orems (1.9 (T.0.)

St se divideuna linea vecic en parteiguales
y desiguales, los cuadrados de las partes desi-
guales de la linea lolal son el doble del cuadya-
do de la mitad de la linea eniera mds el
cuadrado de la mitad de la diferencia enive las
dos clases de cories.

9.1 Dividase, pues, lavecta AR en partes
iguales por el punto C y en partes desi-
guales por el D, (Hip.)

9.2 Digo que los cuadrados de los
lados AD, DB son el doble que los cuadra
dos de los AG,GID. ‘



Teorema IL.10 (T.D.)

Si se divide una linea vecta en dos y se le
anade en recta otra recta, el cuadrado de la
linea entera mas la anadida, junto coneldela
aniadida, tomadas de vez, son el doble que el
cuadrado descrito por la linea mitad mds el
cuadrado de la compuesta por la mitad y por
la anadida, tomadas como una sola.

10.1 Dividase, pues,

£ ¥ larecta AB en dos
i por el punto Gy
4 o
. anadasele en recta
larectaBD. (Hip.)
10.2 Digo que los cuadrados de las
AD DB son el doble que los cuadrados de

las AG.GD. (Tes.) :
Teorema IL.11 (T.D.)

Dividir unarecta de modo que el rectangu-
lo comprendido por recta entera y por una de
sus partes sea igual al cuadrado de la parte
restante.

11.1 Sea AB larecta dada (Hip.)

11.2 Hay que dividir la AB de manera
que el rectangulo comprendido por la
recta entera y por una de sus partes sea
igual al cuadrado de la parte restante.
(Tes.)

Teorema I1.12 (T.D.)

In los tridngulos obtusdngulos el cuadra-
do del lado que subtiende el dngulo obtuso es
mayor que los cuadrados de los lados que
comprenden el dngulo obtuso y mayor en el
doble del rectangulo comprendido por aquel de
los lados del angulo obtuso sobre el que cae la
perpendiculary por la vecta exterior que queda
entre perpendicular y el dngulo obtuso.

12.1 Sea ABG el triangulo obtusangu-
lo que tiene en BAG el angulo obtuso y
tracese desde el punto B a la recta GA
convenientemente prolongada, la per-
pendicular BD. (Hip.)

12.2 Digo que el cuadrado de BG es
igual a los cuadrados de los BA. AG mas
el duplo del rectangulo comprendido
por las rectas GA. AD. (Tes.)

Teorema II.13 (T.D.)

En los tridngulos acutdngulos el cuadrado
del lado que subtiende el angulo agudo es
menor que los cuadrados de los lados que
comprenden el dngulo agudo, y menor en el
duplo del rectangulo comprendido por el lado
sobre el que cae la perpendicular y por la recta
interior que queda entre la perpendicular y el
angulo agudo.

De los nitmeros a las letras

13.1 Sea ABG el
triangulo acutan-
gulo que tiene el

4 p
angulo agudo en
B y tracese desde
el punto A a la
recta BG la per-
S Y R

pendicular AD.
(Hip.)

13.2 Digo que el cuadrado de AG es
igual alos cuadrados de GB.BA.menos el
duplo del rectingulo comprendido por
los GB.BD.

Teorema I1.14 (T.D.)

Construir un cuadrado igual a un domi-
nio rectilineo dado.
14.1 Sea el dominio rectilineo dado
elA. (Hip.)
14.2 Hay que construir un cuadrado
igual al dominio rectilineo A. (Tes.)

EUCLIDES

Libro Il de Los Elementos de Euclides.

1.1

b C d

1.2 b

a-b

O bien:

a*=ab+a(a-b)

a+b

a(b+c+d)=ab+ac+ad.

(o+b)‘7‘ =(a+b)a+(a+b)b

SUMA5/1990 33



Jests Enfedaque

1.3 - b a-b

ab=b(a-b)+b
1.4 a

o bien:

a(a+b)=c*+ab.

(a+b) =+ +2ab

1.5

a-b

a-b

(a-b)(a+b)+b =a*

Y asi, de la misma forma:

6  ba+b) + o= (a+b)

17 (a+b)+b = 2(a+b)b + o

1.8 4(a+b)a + = Qa+b).

19 (a+bf+@a-by =2(a*+b%) .
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110 2a+bY + b =2(a*(a+b)).

1T Resolver: o(a—x):xz.'

.12 Lado opuesto a un dngulo obtuso.
.13 Lado opuesto a un dngulo agudo.

.14 Teorema de construccion.



