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na de las caracteristicas de las matematicas que hacen
dificil el ensenarlas, es su doble naturaleza de herramienta
para construir cosas y herramienta para pensar sobre las cosas.
A lo largo de este ntmero y el siguiente, reflexionaremos
sobre la manera en que la obra del grabador holandés Escher
ilustra esta doble naturaleza de las matemadticas.

Maurits Cornelius Escher naci6 en 1898 y muri6 en 1972. Es
contemporaneo, por ejemplo a Marcel Duchamp (1887-1968)
y Pablo Picasso (1881-1973) y, aunque la obra de estos tres
artistas no puede ser mas distinta, un aspecto une a los tres
creadores: todos se inspiraron en algin momento en ideas
matematicas, y en los tres casos las matemdticas pueden, a su
vez, ayudarnos a entender su obra (Cipra, 1999). Curio-
samente, ademds, se da una aparente paradoja: por un lado,
mucho del trabajo de Escher tiene un aspecto clasico, mien-
tras que Duchamp y Picasso son, sin ninguna duda, artistas
del siglo XX; por otro, las matemdticas que inspiraron a
Duchamp y Picasso datan del siglo XIX, mientras que Escher
se metié de lleno en algunas de las creaciones geométricas
mads hermosas del siglo XX. Trabajé fundamentalmente en
grabados sobre madera y litografias, y muchas de las image-
nes que produjo estan inspiradas directamente por las distin-
tas nociones matemadticas de simetria.

Clasicamente, en matematicas se distinguen tres superficies
“muy” simétricas (Mazur, s.a): el plano euclideo, el plano
hiperbdlico y la esfera. Estas tres superficies (6 geometrias)
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satisfacen todas ellas todos los postulados de la geometria
euclidea salvo uno: el postulado quinto, un postulado muy
sutil que nos habla de la existencia y unicidad de las rectas que
pasan por un punto y son paralelas a otra recta dada.
Curiosamente, estas tres geometrias se caracterizan (y, muy
elegantemente, se distinguen entre si) precisamente por cémo
se comportan respecto a este postulado de las paralelas. La
geometria euclidea nos garantiza la existencia de una tnica
recta que pasa por un punto y es paralela a una recta dada
(que no pase por el punto, claro), en la geometria esférica no
hay tal recta, y en la geometria hiperbélica podemos construir
cuantas rectas queramos que sean paralelas a una recta dada
y se corten en un punto exterior a ella. La obra de Escher nos
ayuda a comprender mejor las propiedades de estas tres geo-
metrias y, a su vez, las matemadticas nos permiten entender
mejor la obra de Escher, y apreciarla como un catalogo bas-
tante completo de imdgenes que ilustran cémo fueron cam-
biando las nociones de geometria y simetria en matemdticas
desde finales del siglo XVIII (en que sélo se concebia como tal
la geometria euclidea), hasta principios del siglo XX. Y es
sobre este cambio sobre lo que reflexionaremos, de la mano
de la obra de Escher, en este primer articulo.

Escher y el plano euclideo

Muchos de los grabados més conocidos de Escher estan basa-
dos en la division regular del plano: recubrir de forma regular
el plano mediante losetas. Este tipo de construcciones se
conocen como enlosetados, y consisten en figuras en forma de
pdjaros, peces, dngeles y otras formas animadas con las que,
utilizadas como los zelig drabes que las inspiraron, se recubre
todo el plano. El interés de Escher por los enlosetados apare-
ce ya en sus primeros trabajos; sin embargo, fue precisamen-
te tras un viaje a Granada en 1936 que se convirtieron en el
tema central de su obra.

No es de extranar que su visita a la Alhambra despertase en
Escher una pasién por el estudio de la simetria que le duré
toda su vida, pues la Alhambra nos ofrece un catilogo com-
pleto de todos los enlosetados posibles (Costa, 1995). La
Alhambra demuestra, pues, que los drabes habian encontrado
todos los posibles enlosetados antes del siglo XIII. Sin embar-
go, se ha necesitado muchisimo tiempo, muchas matematicas,
y un profundisimo proceso de abstraccién para demostrar
que estas diecisiete maneras son, de hecho, las tinicas posi-
bles. Ha sido necesario definir con precisiéon nociones como
grupo, grupo de simetrias o el paralelogramo bésico de un
enlosetado y, dando un paso mas en el proceso de abstraccidn,
identificar este paralelogramo con un foro (una rosquilla), un
paso con el que el problema original (encontrar de cuantas
maneras distintas se puede recubrir un plano con losetas),
referido a un plano, se convierte en un problema espacial, el
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estudio de ciertas transformaciones de un toro. Herramientas
todas ellas desarrolladas en el siglo XIX y utilizadas por pri-
mera vez simultineamente en el XX.

En 1937, de vuelta en Holanda y buscando en bibliotecas
cémo entender y como construir él mismo lo que habia visto
en Granada, Escher descubrié el articulo del matematico hiin-
garo George Pdlya, “Sobre la analogia de las simetrias del cris-
tal en el plano” (Pélya, 1924). En este articulo Pdlya explica,
entre otras cosas, por qué pese a la infinidad de disefos pla-
nos con los que aparentemente se puede cubrir un plano, hay
tan sélo diecisiete tipos esencialmente distintos que pueden
ser clasificados con toda precision segln sus simetrias, y da
un ejemplo para ilustrar cada uno de estos diecisiete disefios.
Escher no entendié el articulo de Pélya, carecia de los conoci-
mientos matemadticos necesarios, pero si que entendid, des-
pués de haber copiado en su cuaderno muchos de los arabes-
cos de la Alhambra, la ilustracién con la que Pélya acomparia-
ba su trabajo.
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Figura 1. Ilustraciones de Pélya de los
17 grupos de simetrias, 1924

Basandose en los dibujos del articulo de Pélya, Escher des-
arrollé a lo largo de cuatro anos sus propias teorias y explica-
ciones (“populares’, no técnicas) sobre cémo construir las die-



cisiete simetrias planas, y las recogié en un cuaderno al que
titulé6 “Divisién regular de un plano con polinomios con-
gruentes asimétricos”. Este cuaderno fue la fuente en que basé
mucho de su trabajo posterior.

Figura 2. Angeles y demonios, Escher
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Pronto Escher, dominando ya las construcciones usuales de
enlosetados (esto es, las que recubren el plano euclideo), se
pregunté si seria posible ir un paso mas alld y recubrir el
plano con figuras que, manteniendo su forma y engarzadas
unas en otras, fuesen cambiando de manera regular de tama-
no. El problema de cémo llevar a cabo estas construcciones
se lo resolvid, una vez mds, una ilustraciéon en un articulo
matematico.

Escher y el plano hiperbdlico

En efecto, en 1958 la matematica volvi6 a inspirar a Escher
cuando, en el articulo “Cristal Symmetry and Its Generali-
zations” de H.S.M. Coxeter (1957), encontré un enlosetado
del modelo que Henri Poincaré construyé del plano hiperbé-
lico, una superficie no euclidea en la que, como ya se ha
comentado, por cada punto pasan una infinidad de rectas
paralelas a una dada.

Figura 3. Ilustracién de Coxeter de un enlosetado del
modelo de Poincaré del plano hiperbélico
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El diagrama de Coxeter le resolvia a Escher el problema ya
mencionado con el que andaba peledandose: cémo conseguir
una sucesion de imdgenes entrelazadas que, manteniendo su
forma, fuesen disminuyendo en tamafio. De nuevo, para llevar
a cabo sus construcciones no necesitaba entender las matema-
ticas, le bastaba con que le indicasen cémo medir, esto es, cémo
son las rectas en la nueva situacion, que es precisamente lo que
ilustra la grafica de Coxeter. La propiedad métrica que carac-
teriza al mundo de Poincaré es que todo va disminuyendo de
tamaio al aproximarse al borde del mundo, y haciéndose cada
vez mas grande al ir alejaindose de él. Como consecuencia de

esta propiedad, una persona que viva en el mundo de Poincaré
nunca podra alcanzar el borde de éste, porque si comienza a
caminar cuando estd, por ejemplo, a un kilémetro y con un
cierto tamaio, para cuando se encuentre a medio kilémetro de
distancia habrd reducido su tamafio a la mitad, y luego a la
mitad de la mitad, y asi ininterrumpidamente, haciéndose cada
vez mas pequena, por lo que nunca llegara al borde. La métri-
ca y aspecto de las rectas en este modelo de geometria hiper-
bélica es precisamente lo que intenta explicar la ilustracion de
Coxeter que encontré Escher en 1958, con la que aprendié a
construir enlosetados hiperbdlicos.
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Figura 4. Angeles y demonios hiperbdlicos, Escher, 1960

Escher y las curvas elipticas

Si miramos con atencién la dltima imagen de Escher, nos
damos cuenta de que podriamos, sin ningin problema, inter-
pretar que Escher ha cubierto con sus dngeles y demonios una
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esfera, una pelota, y luego ha dibujado ésta desde arriba. No
es la primera vez que Escher se enfrenta a la esfera: en 1945,
en el grabado “Balcdn’, nos ilustra qué ocurre cuando a una
superficie le “sale un grano” esférico.
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Figura 5. Balcdn, Escher, 1945

Tampoco es la esfera la dnica superficie “no plana” sobre la
que Escher trabajé. Hace unos afios, el matematico holandés
Hendrick Lenstra viajaba de San Francisco a Amsterdam en

avidn, y en la revista de la compariia aérea encontré repro-
ducida una litografia bastante inusual que Escher hizo en
1956.

Figura 6. La galeria de grabados, Escher 1956

Prentententoonstelling (La Galeria de Grabados), la titul6
Escher, y muestra un hombre en una galeria de arte contem-
plando una imagen del puerto maritimo de Malta. Cuando
los ojos del hombre recorren los edificios que, junto al male-

con, aparecen en el grabado, descubre entre ellos la propia
galeria en la que él se encuentra. Una mancha circular blan-
ca aparece en mitad de la litografia, y sobre ella el mono-
grama de Escher con su firma.
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Buscando entretenerse durante el viaje, Lenstra se preguntd
por qué aparece el agujero blanco en el centro y si habria algu-
na manera satisfactoria de rellenarlo utilizando las matemati-
cas. Para poder contestar a estas preguntas necesitaba enten-
der qué habia hecho Escher en el cuadro, la estructura interna
tras La Galeria de Grabados. Lo primero que le llam¢ la aten-
cién es que, como ya hemos mencionado, la galeria donde esta
el joven vuelve a reproducirse en el interior del cuadro, sugi-
riendo que lo mismo deberia ocurrir tras el borrén blanco;
dicho con otras palabras, que estamos ante lo que Lenstra, en
homenaje al famoso chocolate holandés, llama efecto Droste.

Figura 7. El papel de chocolate holandés
Droste

La diferencia esencial entre el papel del chocolate y el graba-
do, es que en el primero la figura esta dibujada sobre un plano,
mientras que la escena de La Galeria de Grabados esté dibu-
jada sobre una superficie claramente no plana. Qué superficie,
y cémo acabar el dibujo son las dos preguntas que se hizo
Lenstra y que las matematicas le ayudaron a contestar.

Si Escher, artista, habia encontrado las instrucciones para uti-
lizar las matematicas en las ilustraciones de matemadticos, es
légico que Lenstra, matemadtico, buscase las pistas de como
utilizar las matematicas en las ilustraciones de los artistas. Al
llegar a Holanda, consulté el libro El espejo mdgico de M.C.
Escher, escrito por el amigo del artista Hans de Rijk bajo el
seudénimo de Bruno Ernst. Rijk visité con frecuencia a
Escher en su estudio mientras éste trabajaba en La Galeria de
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Grabados y su libro, revisado y autorizado por el propio artis-
ta, describe con detalle el método que éste utilizd, y explica
que lo que Escher intentaba es una expansién circular conti-
nua, una protuberancia o abultamiento en una formacién de
anillo cerrado, sin principio ni fin. Buscando esta construc-
cién —para la que no encontré ayuda en las ilustraciones de
los textos matematicos que consultd, lo que no es de sorpren-
der, pues las curvas elipticas estaban todavia poco estudiadas
a mediados del siglo XX—, Escher creé primero esta expan-
sién o abultamiento en una trama de lineas rectas, distorsio-
nandola y haciendo que el tamafio de los cuadrados de la
trama creciesen un factor de 256 segtin se movia a lo largo de
un bucle cuadrado desde el centro hacia afuera.

Figura 8. La trama de Escher

Una vez tenia esta trama distorsionada dibujada, Escher dibu-
jo la escena de la galeria —en la que uno de los cuadros repro-
duce el puerto de Malta, entre cuyos edificios vuelve a apare-
cer la galeria con el cuadro en el que aparece el puerto de
Malta, etc.—, colocé sobre €l la trama rectilinea sin distorsio-
nar y, dibujando una a una cada una de las celdillas cuadradas,
fue trasladando la imagen a una trama distorsionada. No es de
extrafiar que acabase con un borrén blanco en el centro, pues
ademas de la dificultad para llevar a cabo los cédlculos mate-
maticos de las medidas en la nueva situacién, Escher tenfa un
verdadero problema material: no hay pincel lo suficientemen-
te fino para pintar tan chiquito.

Pero ni el tamano ni los cdlculos supusieron un problema
para Lenstra, matematico en el siglo XXI, ;para qué, si no,
estan los ordenadores? Mirando la imagen de la trama dis-
torsionada de Escher en el libro de Rijk, se pregunté, ;Hay
alguna transformacion matemadtica que nos permita repro-
ducir el proceso llevado a cabo por Escher? La respuesta es si.
No tenemos mds que combinar rotaciones, funciones expo-
nenciales y logaritmicas, y reduccién de tamafo o escala,



transformaciones todas ellas muy conocidas y estudiadas en
el Bachillerato. Combinando estas cuatro funciones para
valores apropiados de las constantes (que encontraron por el
método de ir probando hasta acertar) Lenstra y su equipo de
la Universidad de Leiden lograron entender la imagen de
Escher; el grabado contiene una copia de si mismo rotada
157,6255960832... y reducida en escala por un factor de
22,5836845286... (Lenstra y Smit, 2003).

—

Figura 9. Reproduccion de la trama de Escher
por Lenstra y su equipo

Identificadas las transformaciones, reconocer la superficie
que estas transformaciones producen cuando se las hace
actuar de manera continuada sobre una trama no es dificil: se
trata de un toro, una superficie con un agujero —técnicamen-
te, una curva eliptica definida sobre el cuerpo de los niimeros
complejos—. Para verlo, basta pensar en una situacién fisica
donde aparezca un bucle producido por un giro, quitar el
tapon de un lavabo lleno de agua, por ejemplo. Enseguida
aparecerd nuestro bucle, que antes o después se convertird en
un agujero. Ya tenia Lenstra respuesta a la primera de sus pre-
guntas: Escher habia intentado proyectar su escena sobre una
rosquilla. De hecho, tenfa mucho mads, tenia las transforma-
ciones exactas con las que producir dicha rosquilla.

Con esta informacién, y utilizando ordenadores, el equipo
holandés de matematicos pudo “rellenar el agujero” Los pasos
sucesivos que recorrieron al hacerlo (y que aparecen explicados
e ilustrados con todo detalle, tanto con imagenes fijas como por
peliculas, en el trabajo publicado en la pagina de Internet
http://escherdroste.math.leidenuniv.nl/) son los siguientes.

+ Paso 1. Haciendo actuar sobre el grabado de Escher las
inversas de las transformaciones que se han identificado,
plancharlo, llevarlo de nuevo a una cuadricula plana.
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+ Paso 2. Rellenar el agujero en el modelo plano y completar
la escena.

Figura 10. Ejemplo de aplanado y
relleno de una parte del agujero

(Notese que el ordenador dibuja marcos de aluminio, no de
madera como Escher, un detalle siempre a tener en cuenta
cuando se trabaja con maquinas.)

+ Paso 3. Devolverle su forma original haciendo actuar sobre
ella las transformaciones que conocemos.
Y, asi, una vez mas y casi cincuenta anos después de su muer-

te, las matematicas ayudan a Escher a llevar a cabo sus cons-
trucciones. M
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Figura 11. El agujero rellenado

Figura 12. El grabado terminado
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