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omienza un nuevo curso y con él llega un nuevo niimero de SUMA.
Como todos los arios el comienzo de curso trae novedades y a la vez un cier-
to aire de ‘ya visto; de repeticion ciclica.

La reforma de la educacion y los cambios legislativos que la acomparian
parecen haberse convertido en un compariero permanente de este viaje
siempre nuevo y siempre repetido que realizamos cada ario de septiembre
a junio, acompariando a nuevos alumnos en su aprendizaje matemdtico.
Esperemos que esta vez esa reforma venga para quedarse. Que, por la via
del consenso, se diseiie un traje en el que todos nos podamos sentir cémo-
dos para trabajar, que sea mds duradero y que logre adaptarse a las nece-
sidades de aprendizaje de una sociedad cambiante, en la que la calidad se
mida, como sefiala la UNESCO, por la compensacion de las desigualdades
de partida y no exclusivamente por el nivel de aprendizaje de la élite. Una
reforma que sobreviva a los gobiernos que la disefian, en la que las mate-
mdticas recuperen su papel axial, junto con la lengua, en la educacion
bdsica y en la postobligatoria y dispongan del tiempo necesario para poder
ser ensefiadas y aprendidas.

Es este nuimero de SUMA se inician dos nuevas secciones. La primera de
ellas, CineMATeca, a cargo de José Maria Sorando Muzds, nos presentard
unidas por un hilo conductor, que cambiard de articulo en articulo,
secuencias de cine, muchas veces de peliculas comerciales, que pueden ser
usadas en el contexto de la clase. Capi Corrales se hace cargo de la seccion
que ha titulado En un cuadrado, titulo de un cuadro de Kasimir Malevich.
Y de arte y matemdticas tratard precisamente su seccion, que inicia
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habldndonos de Salvador Dali en el ario en que se celebra el centenario de
su nacimiento. Ambos, José Maria y Capi, pasan asi a engrosar las filas de
Angel Ramirez y Carlos Usén —Desde la historia—, el Grupo Alquerque —
Juegos matematicos—, Fernando Corbaldn —Presencia mediatica—, Ana
Milldn —Hace...—, Jacinto Quevedo —Informales e Interactivas—, Julio
Sancho —Hemeroteca—, Claudi Alsina —El clip— y Miquel Alberti —
iMATgenes—. A todos ellos, los que ya estaban y los que se incorporan nue-
vos, les damos las gracias por su tiempo y su trabajo.

El mes pasado presento su dimision como presidente de la Sociedad Ara-
gonesa de Profesores de Matemadticas Florencio Villaroya, cesando tam-
bién por tanto como presidente de la Federacion Espariola de Sociedades
de Profesores de Matemdticas (FESPM), editora de esta revista. Le sustitu-
ye Serapio Garcia Cuesta, presidente de la Sociedad Castellano Man-
chega, que era el actual vicepresidente. Desde SUMA le deseamos los
mayores éxitos al frente de su nueva tarea.

Seguimos animando a todos a enviar a SUMA articulos breves, que des-
criban experiencias de clase y reflexionen sobre la prdctica, que pongan a
disposicion de los lectores, comparieros al fin de cuentas, ideas iitiles para
la prdctica diaria, con referencias a coémo y por qué resultaron adecuadas
con los alumnos con los que se probé. Creemos que eso enriquecerd la revis-
ta y la hard mds de todos.

Queremos también leer vuestras opiniones, las que sean criticas y las que
nos indiquen que algo ha ido bien. Queremos saber qué ha gustado y qué
no. Para enviar esas opiniones podéis escribirnos a la direccion de SUMA,
sumadireccion@fespm.org Con esa retroalimentacion podremos mejorar
esta revista que es la SUMA de muchos esfuerzos de mucha gente. m
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Dimision del presidente de la FESPM

l comienzo de este curso académico he presentado mi dimision como
presidente de la Sociedad Aragonesa de Profesores de Matemdticas y, como
consecuencia de ello, ceso también como presidente de la Federacion
Esparviola de Sociedades de Profesores de Matemdticas, cargo que ocupaba
desde principios de 2002.

La decision ha sido meditada largo tiempo. La razon principal que me ha
llevado a hacerlo es la imposibilidad de cumplir los compromisos que me
exigen tales cargos, especialmente la necesidad de realizar algunas de esas
actividades en dias lectivos, con la consiguiente pérdida de clases para mis
alumnos.

Otra razén quizd mds oculta es que desde 1989, en que de manera provi-
sional ocupé la Secretaria General y la Tesoreria de esta Federacion, he
estado en su Comision Ejecutiva y en su Junta de Gobierno. Fui primero
durante dos arios secretario y tesorero; desde 1991 hasta 1999 fui sélo teso-
rero y de 1999 a 2001 simultaneé este cargo con el de vocal de Relaciones
con Europa. En mi Sociedad he sido vicepresidente desde 1983 y presiden-
te desde 1997 hasta ahora. Creo que me merezco un descanso.

La Federacion tiene importantes retos y compromisos de futuro: mantener
nuestras principales actividades:

Organizacion de las Jornadas sobre Aprendizaje y Ensefianza de las Mate-
mdticas JAEM (por cierto nombre que fijamos una noche de larga discu-
sion, alld por 1982, entre Francisco Martin Casalderrey —uno de los
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actuales directores de SUMA— y yo, cuando él era el vicepresidente de la
Sociedad Aragonesa y yo su chéfer’), la revista SUMA, las Olimpiadas, el
Servicio de Publicaciones, el Dia Escolar de las Matemdticas. A lo que hay
que afiadir nuestra participacion en las Federaciones Iberoamericana y
Europea de Sociedades de Educacion Matemdtica, y en el Comité Espariol
de Matemdticas, especialmente en su Comision de Educacion.

Actividades todas ellas que solo se pueden llevar adelante con muchas
ganas de trabajar y siempre poniendo nuestro tiempo a su servicio. Hora
serd de que las autoridades educativas de nuestro pais —centrales y auto-
nomicas— reconozcan nuestra desinteresada labor al servicio de la ense-
fianza de las matemdticas y nos ofrezcan algunas compensaciones, por
ejemplo a través de reducciones de nuestros horarios de trabajo.

También se abre ante nosotros, en los préximos meses un nuevo debate
sobre el sistema educativo. Tenemos una vez mds la oportunidad de defen-
der nuestras ideas sobre qué matemdticas ensefiar y como hacerlo, para los
ciudadanos del siglo XXI y no del XIX.

Tarea no falta. Lo que necesitamos es que cada vez mds personas, espe-
cialmente jovenes profesionales, se unan a nosotros en nuestro trabajo para
hacer camino al andar.

Y como dice en una de sus canciones mi querido Joan Manuel Serrat:

Es hermoso partir sin decir adios, serena la mirada, firme la voz. m

Florencio Villarroya
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Como jugarsela a la incertidumbre

Si tienes que elegir entre dos alternativas, sin saber cudl es la mds favorable, no pierdes nada por tomar la decision lanzando

una moneda al aire. ;Es asi? No, hay métodos mejores.

If you have to decide between two alternatives without knowing which one is more favourable, then you may quite as well flip a

coin - Right? No, you can do better.

muieres vender tu casa. Tu anuncio “Se vende a quien haga
la mejor oferta por encima de 800.000 euros” lleva ya varias
semanas apareciendo en el periédico. Y, por fin, el préximo
domingo vence el plazo.

Dos potenciales compradores han anunciado su firme inte-
rés. El Sr. X, de Paris, llamé y dijo que ofrecerd mas de
800.000 euros, pero que le gustaria ver la casa otra vez el pré-
ximo sdbado antes de concretar su oferta. Y luego estd la Sra.
Y, que llam6 desde Londres para decir esencialmente lo
mismo, salvo que sélo puede venir el préximo domingo.
Tanto el Sr. X como la Sra. Y insistieron en que necesitan que
les des el S o No definitivo el mismo dia de su visita.

iTe habria gustado tanto conocer mas detalles! ;Si al menos
hubieses conseguido alguna indicacién de cudl es el limite
que el Sr. X y la Sra. Y estan dispuestos a pagar!

Pero todo lo que lograste por teléfono fue una breve risa y
algo del estilo de “Por favor, permita que vea la casa otra vez”.
iAutenticas personas de negocios los dos! Por tu parte, ya has
hecho también tus averiguaciones: ambos son serios y de fiar
y los dos cuentan con los fondos necesarios. En consecuencia,
parece dificil adivinar cuél de ellos podria esperarse que esté
mads interesado.

Ha llegado el momento de analizar las circunstancias exactas
de tu situacion. Claramente, volveras a tener ocasién de sefia-

lar las espléndidas caracteristicas de tu casa. Pero esto no va
a altera tu dilema: si aceptas la oferta del Sr. X perderas la de
la Sra. Y y si quieres esperar a la oferta de la Sra. Y pierdes la
del Sr. X. {Parece un juego de azar! Perderas la mejor de las
dos ofertas con probabilidad 1/2, ;0 no?.

Se te ocurre otra idea. Paris... Londres... no es probable que el
Sr. X y la Sra. Y se conozcan. ;Deberfas quizd tratar de que el
precio suba diciéndole a cada uno de ellos lo muy interesado
que estd el otro? ;A lo mejor probando primero con el Sr. X?
—Pero no, deshechas esta idea, un hombre como el Sr. X difi-
cilmente se dejaria impresionar asi— mads bien al contrario.
¢Intentdndolo quizd con la Sra. Y? Pero, en ese caso, el dia que
ella venga el Sr. X estard ya fuera del juego y no podré seguir
sirviendo como instrumento de presion.

F. Thomas Bruss

Université Libre de Bruxelles (Bélgica)
Taducido al castellano por

Adolfo Quirés Gracidn,

Universidad Autonoma de Madrid
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Y vuelves a llegar a la misma conclusién que antes: darfa igual
que lanzases una moneda al aire para decidir. {Quiza deberias
simplemente cerrar el trato con el Sr. X para al menos tener el
domingo libre!

Un juego con dos tarjetas

En la vida real se dan muy diversas variantes de situaciones
como ésta. Un descuento especial en el supermercado, un
bonito apartamento, una atractiva oferta de trabajo, o incluso
la mujer o el hombre de nuestra vida: debemos con frecuen-
cia elegir sin saber si todavia nos espera algo mejor.

Para aclarar el panorama del problema, resumimos su esencia
en un pequeno juego: pides a tu hijo y a tu hija que cada uno
escriba, en secreto y sin consultar entre ellos, un nimero arbi-
trario en una tarjeta. Les haces notar que “arbitrario” quiere
realmente decir el que quieran: grande, pequefo, negativo,
decimal, cualquiera estd permitido. Luego colocan las tarje-
tas, boca abajo, sobre la mesa. Ahora debes volver la tarjeta de
tu hijo, mirar el nimero y decidir si lo aceptas. Si lo rechazas,
optas automaticamente la tarjeta de tu hija. Entonces se com-
paran los dos niimeros. Si has elegido el nimero mayor ganas,
si no, pierdes.

Pides a tu hijo y a tu hija que
cada uno escriba, en secreto y
sin consultarse , un niimero
arbitrario: grande, pequerio,
negativo, decimal, cualquiera
estd permitido. Luego colocan
las tarjetas, boca abajo, sobre la
mesa. Miras la tarjeta de tu
hijo, lees el niimero y decides si
lo aceptas. Si lo rechazas, optas
automdticamente la tarjeta de
tu hija.Si has elegido el niimero
mayor ganas, si no, pierdes.

La diferencia entre los dos nimeros no tiene en este momen-
to ninguna importancia, s6lo quieres ganar. Si los dos ntime-
ros coincidiesen, habria que repetir el juego, aunque este caso
es muy poco probable. Ademds, si crees que quizd juegues con
ventaja porque conoces bien a tus hijos, puedes pensar que en
lugar de ellos son unos extranos. Como alternativa, también
puede ser la misma persona quien rellene ambas tarjetas.
Ciertamente, esto tiene ya el aspecto de un puro juego de azar
con probabilidad de ganar 1/2.

Pero ahora viene la sorpresa: hay una estrategia que te permi-
te conseguir que tu probabilidad de ganar sea mayor que 1/2.
Se basa en una idea del Profesor Thomas Cover (de la
Universidad de Stanford). Sean X e Y los dos nimeros dife-
rentes que aparecen en las cartas.

Estrategia: Piensa un nimero cualquiera Z. Descubre ahora el
primer nimero X, y eligelo si es estrictamente mayor que Z, si

no, elige Y.

¢Por qué motivo deberia esta estrategia ser mejor que elegir X
o Y aleatoriamente? Aqui tienes la demostracion:

Recuerda que X es el primer ntimero, Y el segundo. Sea
Min=min{X,Y} el menor de ellos y Max=max{X,Y} el mayor.

Hay exactamente tres posibilidades:

(A) Ni X ni Y son mayores que Z,

Min Max Z

(B) Z estd entre X e Y (quizé coincida con el menor de ellos),

Min zZ Max
| | |
I I I
(C) Tanto X como Y superan a Z.
Z Min Max

Con arreglo a la estrategia, eliges el nimero Yen el caso (A) y
el nimero X en el caso (C). En estos dos casos terminas eli-
giendo al azar entre el nimero mayor y el menor, y por tanto
ganas con probabilidad 1/2. En el caso (B), sin embargo, ganas
seguro, porque si X es el mayor de los dos nimeros lo aceptas,
mientras que si es el menor lo rechazas. Por tanto tu probabi-
lidad total de ganar es ahora

a ¢
=—+—+b
£ 2 2

donde a, b y c denotan respectivamente las probabilidades de
los sucesos (A), (B) y (C). Por supuesto, uno de estos sucesos
debe darse, es decir a+b+c=1, de modo que

(a+b+c) b 1 b
=+ —=— 4 —
2 2 2 2



Asi pues, la probabilidad de ganar excede lo equiprobable en
b/2>0, ya que (B) puede ocurrir.

[Observacién: para hacer esto preciso basta elegir Z de acuer-
do con una densidad cualquiera que sea estrictamente positi-
va en toda la recta real.]

¢Como puedes aplicar esta estrategia con la méxima destreza?
Evidentemente deberias intentar que (B) fuese tan probable
como se pueda. Esto significa que deberias elegir un Z que
tenga la maxima probabilidad de estar entre X e Y. Puesto que
estos dos numeros son desconocidos, no se puede dar una
receta que sea valida en general. Ante un caso concreto, sin
embargo, bien podrian ocurrirsenos algunas ideas.

Eleccion 6ptima de un umbral

Nuestro problema de la venta de la casa es uno de estos casos
concretos. En la primera tarjeta estd la oferta del Sr. X, y no
conocerds el numero de la otra tarjeta, la oferta de la Sra. Y,
cuando tengas que decir Si o No al Sr. X. Una primera dife-
rencia con el juego de las tarjetas con nimeros arbitrarios es
que sabes que tanto X como Y estdn por encima de 800.000.
La segunda diferencia es que ahora te interesa, y mucho, la
cantidad |X-Y].

Una oferta de 900.000 euros o més estaria bien, pero no es
muy probable. Por otra parte, si aceptases la oferta del Sr. X
de, digamos, 801.000 euros, no sentirias demasiado que la Sra.
Y te fuese a ofrecer 802.000 euros. No tiene sentido intentar
blindarse contra una perdida muy modesta. Por tanto puede
que lo mejor sea elegir Z claramente por encima de 800.000
euros, pero tampoco demasiado grande. Si me preguntases
qué haria yo: lanzarfa un dado y, por cada punto que mostra-
se, anadirfa 5.000 euros a la cantidad de 800.500 euros. Asi,
por ejemplo, si saliese un 3, elegiria Z=815.500 euros. Pero en
absoluto hay nada especial en esta sugerencia y ti puedes sen-
tirte mucho mds cémodo con tus propias ideas.

¢Por qué lanzar un dado? ;Por qué no fijar simplemente
Z=820.000 euros, por ejemplo, si tenemos la sensacién de que
éste serfa mas o menos el orden correcto de magnitud? Aparte
de nuestro argumento probabilistico hay otra razén: en una
situacion de teoria de juegos como ésta, es preferible habi-
tualmente ser impredecible. Si actuamos de un modo prede-
cible, el otro jugador puede adaptar su comportamiento. De
ahi la introduccién de una componente de azar.

;Cudnto vale nuestra estrategia? Ciertamente mas que la elec-
cion aleatoria, como hemos visto. No podemos realmente
cuantificar la ventaja con respecto a la eleccién aleatoria, pero
bien podria suponer (en media) alrededor de 10.000 euros
adicionales.
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Demos un paso mds y volvamos a considerar nuestro juego
con las dos tarjetas. Ahora vamos a jugar td y yo. Supongamos
que tu eres quien escribe los dos nimeros en las dos tarjetas
y yo soy el que elige uno. Como antes, gano yo si elijo el mayor.
Supongamos que te gustaria reducir mi probabilidad de ganar.
+Qué deberias hacer?

La respuesta es sencilla. Basta con que elijas dos nimeros que
estén muy préximos. Digamos 6,123455y 6,123456. No vale la
pena debatir sobre las ventajas de que yo emplee la estrategia-Z
porque el Z que elija tiene muy pocas posibilidades de estar
entre estos dos nimeros.

Demos un paso mds y volvamos
a considerar nuestro juego con
las dos tarjetas. Ahora vamos a
jugar tu y yo. Supongamos que
tu eres quien escribe los dos
ntimeros en las dos tarjetas y yo
soy el que elige uno. Como
antes, gano yo si elijo el mayor.
Supongamos que te gustaria
reducir mi probabilidad de
ganar. ;Qué deberias hacer?

Pero en los problemas del mundo real las cosas son a menudo
diferentes. Las estrategias del mundo real las desarrolla una
de las partes interesadas y normalmente no se las comunica a
la otra parte. ;Supone esto alguna diferencia?

Para averiguarlo hice, hace varios afos, una prueba con estu-
diantes de empresariales de Vesalius College. Entregué a cada
uno de los presentes dos tarjetas para que escribiesen sus
numeros y luego me paseé entre ellos y fui eligiendo. No habia
mencionado anteriormente las estrategias-Z.

Logré ganar 32 veces con 41 o 42 participantes. Eligiendo al
azar esperarfamos unos 21 triunfos, y quizd tres o cuatro mas
con un poco de suerte. Pero 32 no deberian atribuirse sélo a
la suerte, como ellos sabian. Incluso los mejores estudiantes
estaban desconcertados. Es dificil ver lo que uno no se espe-
ra. Pero td, querido lector, ti probablemente has acertado:
habia aplicado una estrategia-Z, de hecho una especialmente
inocente. Habia elegido Z=0.

¢Por qué tuve tanto éxito? Creo que fue porque pude abonar
el terreno para la estrategia: parece que habia conseguido que
mi observacién “los nimeros también pueden ser negativos”
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sonase lo bastante intranscendente. Resulté que muchos estu-
diantes echaron mano de los nimeros negativos, y todos
aquellos que escribieron solo un nimero negativo me hicie-
ron ganar automaticamente.

Este experimento muestra que el pensamiento estratégico no
sigue reglas sencillas. Hay quienes predican que la clave del
éxito en los comportamientos estratégicos es siempre estre-
char el campo de juego del adversario. Pero no es asi. Si cree-
mos que nuestro adversario no ha anticipado nuestra estrate-
gia, puede ser una mala idea reducir su conjunto de posibles
opciones. Cuantas menos alternativas se tienen, mas se pien-
sa cada paso. De hecho, en nuestro experimento, al admitir
numeros negativos no redujimos sino que mas bien aumenta-
mos el conjunto de opciones de los estudiantes. Probable-
mente esto ayudo a que no prestasen demasiada atencién a lo
que hacian.

Unas palabras sobre las matematicas

Acabas de aprender a entender un pequeiio problema en un
campo de las matematicas que, comparado con otros campos,
estd todavia en su infancia: el pensamiento estratégico, como
parte de la teoria de la probabilidad. Incluso en este nivel ini-
cial hay todavia varias preguntas abiertas. Por ejemplo, ;exis-
te una estrategia para el juego de las dos tarjetas que sea en
general mds eficaz que una estrategia-Z? Demostrar la exis-
tencia o la no existencia seria ya un avance significativo. Pero,
con lo que sabemos actualmente, no veo ninguna base sufi-
cientemente firme desde la que atacar dicha demostracién, ni
siquiera para plantear la pregunta con la necesaria precisién.
¢No es verdaderamente sorprendente que alguien pueda opti-
mizar, en un sentido estrictamente matematico, la venta de
una casa con dos potenciales compradores? A la vista de tan-

NOTA DEL TRADUCTOR

tas cosas impresionantes como las matematicas han logrado
en nuestro mundo, creo que deberfamos estar de acuerdo en

¢No es verdaderamente
sorprendente que alguien pueda
optimizar, en un sentido
estrictamente matemadtico, la
venta de una casa? A la vista de
tantas cosas impresionantes
como las matemdticas han
logrado en nuestro mundo, creo
que deberiamos estar de
acuerdo en que realmente es
sorprendente.

que realmente es sorprendente. Piensa en otros problemas de
optimizacion que surgen, por ejemplo, de la ingenieria aero-
nautica. Comparado con ellos nuestro pequefio problema
parece ridiculamente simple. Sin embargo, no es asi. Los inge-
nieros aeronduticos cuentan con una enorme ventaja histéri-
ca: pueden trabajar, de manera rutinaria, con muchos méto-
dos cuyos cimientos matematicos fueron solidamente estable-
cidos hace dos o tres siglos. No es éste el caso de nuestro
pequeio problema.

Estos contrastes se dan en muchos campos de las matematicas.
¢Es esto un sintoma de la eterna juventud de nuestra disciplina?

Si, yo asilo creo. W

Este articulo es una traduccién de “Der Ungewissheit ein
Schnippchen schlagen’, publicado en Spektrum der Wissenschaft
(la edicién alemana de Investigacién y Ciencia). Estd basado en
“Unerwartete Strategien”, trabajo del mismo autor que aparecié
en Mitteilungen der Deutschen Mathematikervereinigung
(Sociedad Matemadtica Alemana). La idea estd inspirada en el
Problema de Cover (ver Referencias).

“Der Ungewissheit ein Schnippchen schlagen” obtuvo el segundo
premio en el concurso organizado por la European Mathematical
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El proyecto CUBE es una propuesta de trabajo en el aula de Matemdticas donde a partir de la pelicula CUBE (Vincenzo Natali,
1997) se desarrollan una serie de actividades introductorias a la Geometria Analitica tridimensional y a la visualizacion espa-
cial geométrica. Consta de dos partes, una relativa al guion de la pelicula y otra derivada hacia el desarrollo del curriculo de
4° de ESO en el bloque de Geometria. Las caracteristicas de la propuesta hacen que se presente como un proyecto abierto a la
interdisciplinariedad e idoneo para la prdctica del aprendizaje significativo en un contexto de prdcticas procedimentales.

CUBE is a proposal for a project for the math class issuing from the film cult CUBE (Vincenzo Natali, 1997), it develops a series
of activities introducing both analytical three-dimensional geometry and special geometrical visualization. The project consist of
two parts: one relating directly to the film script and another one focusing on the development of 4th year ESO geometry curricu-
lum. The characteristics of the proposal allows scope for cross curricular involvement, is also open to multi-level approaches and
very apt to the practice of meaningful learning in a context of procedural tasks.

a dificultad de motivar al alumno en los cursos de ESO es
un grave problema del que todos los docentes de Secundaria
nos hacemos eco. En la asignatura de Matematicas, donde los
contenidos se perciben por tradicién como aburridos y des-
conectados de la realidad, la situacién se agrava. De ahi el
interés en buscar nuevos recursos motivadores que interesen
al alumno y muevan su curiosidad. Uno de ellos, ampliamen-
te utilizado en otras dreas, es el video. Precisamente debido al
escaso material en el drea de matematicas (series de TVE,
Universo matemdtico y Més por menos de Antonio Pérez)
resulta curioso encontrar una pelicula de ficciéon donde el
tema central y motor de la historia sea un tema matematico
tratado con el rigor suficiente como para trabajar con ella en
el aula de Matematicas. El titulo referido es CUBE del direc-
tor Vincenzo Natali, aiio 1997 (Ciberpais 7/6/2001, Cartelera
Turia n° 1.822 (4/10 enero 1999)) (Fig 1).

Un primer punto de interés radica en poder introducir al
alumno en el universo tridimensional. Como dice Floreal
Gracia (1994)

..la intuicién espacial permite un desarrollo mis equili-
brado del estudiante, en especial por que se posibilita a
una parte de los alumnos y alumnas a conseguir las capa-
cidades establecidas para la Secundaria Obligatoria, sin
pasar necesaria y Gnicamente por el eje de la légica y el
razonamiento.

Una actividad interesante para mejorar la intuicién espacial
es precisamente pasar del plano al espacio. Desde este punto

Figura 1. Imagen promocional de la pelicula

Elena Thibaut Tadeo
IES Tierno Galvdn. Moncada.
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de vista, la visualizacién de una estructura cuibica, como la
que se da en los ejercicios con policubos (Alsina, 1988, 1997)
es un inicio acertado para trabajar en geometria espacial.

En matemdticas es muy dificil
motivar al alumno, por lo que
se buscan nuevos

recursos que le interesen y
muevan su curiosidad.

Uno de ellos es el cine.

El siguiente paso a seguir seria intentar representar algebrai-
camente los puntos del espacio. El rompecabezas propuesto
en la pelicula resulta una introduccién perfecta a los sistemas
cartesianos de representacién y permite un juego de coorde-
nadas muy adecuado para la practica de simbolizacién numé-
rica de desplazamientos y posiciones.

Por dltimo, las posibilidades que ofrece la pelicula para la
reflexién sobre ciertas caracteristicas de algunos poliedros y
el llenado del espacio en estructuras similares al cdbico
(Guillén, 1991), hace que resulte idénea para el 4° curso de
ESO en la opcién B.

Planteamiento de la actividad: Material del aula

Para poder comenzar a trabajar después de haber visto la peli-
cula conviene que el alumno tenga las claves para descifrar
matematicamente lo que ocurre. Este es el texto del que dis-
pondran en clase:
CUBE

En esta pelicula nos encontramos con una prisién de caracte-
risticas muy particulares. La finalidad de su existencia y el
porqué los protagonistas han sido encerrados en ella no es
asunto de esta asignatura.

Pero lo que si nos interesa es su funcionamiento.

El recinto es un espacio ctibico compuesto por otros cubos
mds pequenos, todos ellos de igual tamafio (14 pies de lado).
Por Worth sabemos que estd contenido en una carcasa exte-
rior de dimensién 1432 pies cuadrados. Leaven hace célculos
y deduce, haciendo la hipétesis de que entre la carcasa exte-
rior y el cubo gigante hay un espacio igual al lado de un cubo
pequeno, que hay un total de 26 cubos en cada arista. Calcula
después el total de cubos: 17576.

Cada cubo pequeriio tiene una compuerta en cada una de sus
caras, en total seis, que conducen a otro cubo. En el interior
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de esas compuertas se puede leer un nimero de nueve cifras,
agrupadas de tres en tres, que identifican al cubo. Leaven des-
cubre que si suma las cifras, obtiene las coordenadas de ese
cubo en un sistema de ejes cartesianos. Pero se encuentra con
un cubo con una coordenada igual a 27. Eso no es posible por-
que habiamos dicho que por el volumen de la carcasa exterior
el maximo de cubos eran 26. Se dan cuenta en ese momento
que probablemente los cubos con esas coordenadas hacen de
puerta de salida, ya que estarfan en contacto con la carcasa
exterior. Pero para que eso sea posible, los cubos deben cam-
biar su posicién, ya que el cubo con la coordenada 27 se
encuentra en ese momento en contacto con otros cubos y no
con la carcasa exterior.

¢Cémo se mueven los cubos? Leaven dice que si la suma da
unas coordenadas, deberian ser las del punto inicial, y por lo
tanto la resta deberfa dar los cambios de posicién. Veamoslo
con un ejemplo:

320 176 223 Estas son las cifras del cubo.
320: 3+2+0=5=x
176: 1+7+6=14=y
223: 24+2+43=7=z

Estas son las coordenadas.

320: 3-2=1; 2-0=2; 0-3=-3
176: 1-7=-6; 7-6=1; 6-1=5
223: 2-2=0; 2-3=-1; 3-2=1

Desplazamientos en x.
Desplazamientos en .
Desplazamientos en z.

Obtenemos el primer desplazamiento sumando las restas a las
coordenadas de la posicién anterior:

(5+1, 14+(-6), 7+0)=(6, 8, 7) llegara a esta posicion.
En el segundo desplazamiento:

(6+2, 8+1, 7+(-1))=(8,9, 6)  llegara a esta posicion.

En su tercer desplazamiento:

(8+(-3), 9+5, 6+1)=(5, 14, 7)  vuelve a la posicién inicial.

Para saber en qué desplazamiento se encuentra el cubo tene-
mos que conocer las cifras de los cubos que le son adyacentes
y calcular, con estas, las coordenadas iniciales y las que
corresponden a sus desplazamientos. Comparando unas y
otras podemos concluir que sélo en una de las tres se puede
encontrar en contacto con los cubos que le rodean. Lo vemos
con un ejemplo.

Supongamos que las tres posiciones posibles del cubo son:
(14,8,6) (7,7,5) (6,4,3)

y que las posiciones posibles de tres de los cubos que le rode-
an son:



arriba (5,3,2) (7,7,6) (14,5, 3)
derecha (11,12,10) (7,8,5) (12,1,5)
izquierda (13,14,7) (7,14,6) (7,6,5)

Si miramos las coordenadas de la segunda posicién encontra-
mos que sile sumamos 1 a la coordenada z, nos da (7, 7, 6) que
coincide con una de las posiciones del cubo de arriba. Si le
sumamos 1 a la coordenada 1, nos da (7, 8, 5), que coincide
con una de las posiciones del cubo de la derecha. Y si le resta-
mos 1 a la coordenada, nos da (7, 6, 5), que también es una de
las posiciones del cubo de la izquierda. Por tanto el cubo en el
que nos encontramos estd en su segunda posicion y le faltan
dos movimientos para volver al inicio. Ademads, el de arriba y
el de la derecha también se encuentran en su segunda posi-
cion; y el de la izquierda en su tercera.

El recinto de CUBE es un
espacio ctibico compuesto por
otros cubos de igual tamario.
Cada cubo pequeyio tiene una
compuerta en cada una de sus
caras. en la que se puede leer un
ntimero de nueve cifras,
agrupadas de tres en tres.

De lo dicho antes deducimos que todos los cubos no se mue-
ven a la vez. Cada uno de ellos ha comenzado a cambiar su
ubicacion en momentos diferentes, lo que hace extremada-
mente complejo el mecanismo del cubo gigante.

Asi es como Leaven puede encontrar cudntos movimientos
faltan para que el cubo puerta vuelva a su punto de inicio, es
decir, a la salida.

Ademais de toda esta complejidad en el diseiio de CUBE, se
afiaden, para hacerlo mas dificil todavia, trampas mortales en
algunos cubos.

Al principio Leaven piensa que contenfan trampa cuando
cualquiera de los tres nimeros de tres cifras era primo.
Después se da cuenta de que en realidad eran aquellos que se
descomponian en una potencia de un tinico niimero primo.
Ser primo sélo era un caso particular en el que el exponente
es 1. Ejemplo:

Al principio:

563 es primo, entonces tiene trampa
128 no es primo, entonces no tiene trampa
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Luego:

563=5631, entonces tiene trampa
128=27, entonces tiene trampa!!!

Es conveniente realizar un debate para aclarar todas las posi-
bles dudas antes de plantear la primera serie de actividades (1°
parte). Estas son las siguientes:

Peligroso
¢Cudl es el mayor niimero de tres cifras con trampa y cudl es
su descomposicion factorial? ; Cudl es el menor?

Lo que hace Kazan no es tan dificil como adivinar los niime-
ros que son primos. ;Por qué?

Probablemente debido a un error en la traduccion, Kazan
hace cdlculos incorrectos. Comprueba los siguientes:

567 (2) 898 (2) 545 (2) Seguro
656 (2) 779 (2) 462 (3) Seguro
563 (2) Seguro
384 (1) Trampa
805 (2) Seguro

Se trabajan los nimeros primos y se familiariza al alumno con
las ternas de numeros. El heuristico que interesa trabajar es la
practica de ensayo-error para buscar el resultado correcto.

Faradnico
;Cémo es posible deducir que hay 26 cubos en cada arista?

Viendo las coordenadas de cada cubo, ;hay otra manera de
deducir que habrd 26 cubos?

Calcula el volumen total de cube sin contar la carcasa exterior
(debes tener en cuenta que hay tres cubos mds: los que hacen
de salida, una por cada coordenada).

Para hacernos una idea, busca cosas que tengan el mismo
volumen que cube.

Hay dos formas de deducir el nimero de cubos de la prisién:
en una de ellas hay que explicar el razonamiento que se hace
en la pelicula (a partir de un dato empirico, ir de lo conocido
a lo desconocido), y en la otra se ha de interpretar la numera-
cién de los cubiculos (se hace una hipétesis). El cdlculo de
volimenes, la comparacién y la estimacion, es el objetivo de
la Gltima parte de la actividad.

E pur si mouve

Explica qué es un sistema cartesiano de puntos. Dibuja en la
proyeccién de los tres planos definidos por los ejes (XY, XZ, YZ)
el movimiento de los siguientes cubos:

13
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566 778 462
626 999 347

Hay cubiculos que no se mueven por todo el cubo. ; Cudles son?
Describe como serd su movimiento y razénalo.

Se puede guiar una busqueda bibliografica para explicar un
sistema cartesiano de puntos. Las proyecciones sobre planos
pueden resultar complicadas por eso conviene, segin los gru-
pos, trabajar Gnicamente el cdlculo de las coordenadas de
movimientos y su representacién en perspectiva tridimensio-
nal. Los cubiculos que no se mueven por todo el cubo tienen
las numeraciones:

XXX YYY zzz, no cambian su posicién;
XXX YYY, ..., S€ mueven en una recta;
XXX, ..., ..., ¢ mueven en un plano.

La generalizacion es el objetivo de esta parte de la actividad.

Claustrofébico

En el plano de la figura siguiente (Fig 2) tienes representado el
dibujo de un laberinto bidimensional. Cada cuadrado estd
determinado por un par de niimeros de dos cifras.

Si ya sabes cémo se mueven los cubos tridimensionalmente, no
te serd dificil explicar como funcionan los cuadrados en dos
dimensiones. Para hacerlo mds sencillo, piensa que todos los
cuadrados cambian de posicion al mismo tiempo.

16 | 11-79 | 13-88 | 24-88 | 35-88 | 46-88 | 57-88 | 86-79 | 88-88
14 | 11-68 | 31-77 | 42-77 | 62-86 | 73-59 | 75-68 | 77-77 | 79-86
12 | 11-57 | 22-75 | 60-39 | 62-48 | 64-57 | 66-66 | 68-75 | 79-39
10 | 11-46 | 22-64 | 51-37 | 53-46 | 55-55 | 57-64 | 59-73 | 88-64
11-35 | 40-26 | 42-35 | 44-44 | 46-53 | 48-62 | 86-35 | 88-53
20-51 | 31-24 | 33-33 | 35-42 | 37-51 | 39-60 | 77-42 | 88-42
20-13 | 22-22 | 24-31 | 26-40 | 37-13 | 57-22 | 68-22 | 79-22
11-11 | 13-20 | 42-11 | 53-11 | 64-11 | 75-11 | 86-11 | 88-20
2 4 6 8 10 12 14 16

N N

Figura 2. Laberinto bidimensional con la numeracién de cada
cubiculo cuadrangular

Haz un diagrama de las posiciones que adoptardn después de
cada desplazamiento.

cPor qué no aparecen las coordenadas impares?
La necesidad de generalizar y la representacion simbdlica de
resultados son los objetivos principales de esta actividad. De

hecho, la contestacién a la ultima pregunta es sencilla si se
generaliza:
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AB; A + B = coordenada; A - B = desplazamiento;
A+B+A-B=2A=coordenada de la segunda posicién que ha de
ser necesariamente par. Otra posible propuesta es el desarro-
llo de un sistema similar ortogonal en cuatro dimensiones,
haciendo una breve referencia al hipercubo.

Otra serie de actividades (2* parte) que complementan las
anteriores y cubren una parte del curriculo de Matematicas en
4° ESO-B, serian las relacionadas con la geometria de polie-
dros. Las propuestas son las siguientes.

Prismoide: Con prismas. ;Qué condicion deben cumplir los
poligonos de las bases para que sea posible hacerlo? ;Cudntos
poligonos regulares cumplen este requisito? Aytidate con dibu-
jos en tus explicaciones.

Doderom: Otro poliedro que tiene todas sus aristas del mismo
tamario como el cubo y que también puede cubrir todo el espa-
cio sin dejar huecos es el dodecaedro rémbico (Fig 3).

¢Cudntas caras, aristas y vértices tiene? Dibuja su desarrollo
en el plano.

Figura 3. Dodecaedro rémbico (rhombic dodecahedron)

Decuforme: Deformando un cubo para que sus caras acaben
siendo rombos. ;Cémo ha de ser la deformacién para que
encajen y se pueda hacer una construccion compacta como
CUBE que llenen todo el espacio sin dejar huecos? Aytidate con
dibujos en tus explicaciones.

Octatruncum: Otro poliedro que tiene todas sus aristas del
mismo tamario como el cubo y que también puede cubrir todo
el espacio sin dejar huecos es el octaedro truncado (Fig 4).



¢ Cudntas caras, aristas y vértices tiene? Dibuja su desarrollo
en el plano.

Figura 4. Octaedro truncado (truncated octahedron)

Resultados en el aula de 4° de la ESO

Curriculo

La experiencia didictica se concibi inicialmente para apli-
carse segun el Decreto 47/1992. Aunque se trabajan en gene-
ral todos los objetivos generales de la etapa de Educacion
Secundaria Obligatoria, es en especial el apartado 7, en el que
se insiste mds directamente: Identificar las formas y relaciones
espaciales que se presenten en la realidad, analizando las pro-
piedades y relaciones geométricas implicadas y siendo sensible
a la belleza que generan. Los contenidos se encontraban reco-
gidos en el Bloque 3: Geometria, en concreto dentro del apar-
tado 1. Elementos basicos: Elementos de los poligonos, polie-
dros y cuerpos de revolucidn; Simetrias y regularidades en las
construcciones y configuraciones geométricas; Propiedades
elementales de las figuras y de los cuerpos. También se traba-
jan los contenidos del bloque 7: Resolucién de problemas.
Algoritmos y 8: Matemadticas y actitudes.

Actualmente el Decreto 39/2002, que modifica al de 1992,
regula el curriculo de Matematicas en la etapa de Educacion
Secundaria Obligatoria. En este caso, ademds de tener como
objetivos todos los generales de etapa especificados, es el apar-
tado 5 el que se trabaja de forma directa: Aplicar los conoci-
mientos geométricos para comprender y analizar el mundo fisi-
co que nos rodea. Identificando las formas y relaciones espa-
ciales que se presentan en la realidad, analizando las propie-
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dades y relaciones geométricas implicadas y siendo sensible a
la belleza que generan. Los contenidos que se han desarrollado
en las actividades expuestas se encuentran recogidos en el blo-
que 3: Geometria: Se trata de estudiar en el plano y en el espa-
cio figuras y cuerpos geométricos y algunas de sus relaciones y
de sus propiedades. Ademds de la relacién plano-espacio, tam-
bién se abordard el paso del plano al espacio (mediante el ple-
gado de desarrollos de diferentes cuerpos regulares o no, de dis-
tintas vistas planas) y el paso del espacio al plano, con visiones
desde distintos lugares de cuerpos o configuraciones geométri-
cas, desarrollos... Se propone también el estudio de algunas
figuras y cuerpos importantes. Asimismo es fundamental la
adquisicion de un vocabulario que les permita hablar de su
entorno geométrico. Y concluye: Por otra parte se abordard el
inicio del estudio de la geometria analitica plana resaltando la
relacion existente entre ésta y los métodos del dlgebra.

Las actividades propuestas también comprenden los conteni-
dos relacionados con la resolucién de problemas y los actitudi-
nales del Decreto 39/2002 como comunes a todos los bloques.

Metodologia

La metodologia empleada en el tratamiento de aula de las
actividades ha sido la propuesta por Feuerstein, mediated
learning experience o experiencia de aprendizaje mediado. En
la lista siguiente (Serrano y Tormo, 2002) se resumen los cri-
terios o categorias que propone Feuerstein en su metodologia
de la mediacién.

Intencionalidad y reciprocidad: Consiste en implicar al
mediado en el aprendizaje, haciéndole asumir los estimulos:
ésa es la intencién del mediador.

Trascendencia: Se trata de que el mediado llegue al convenci-
miento de que la resolucién de una determinada actividad no
se acaba en si misma, sino que le ha de servir para otras oca-
siones de aprendizaje.

Significado: Se presentan las situaciones de aprendizaje de
forma interesante y relevante para el alumno, que signifiquen
algo para él, que penetren en su propio sistema de significados,
posibilitando las relaciones entre los aprendizajes adquiridos.

Sentimiento de capacidad: Estd estrechamente relacionado
con la motivacién y la autoestima. Se trata de provocar en el
mediado el sentimiento de ser capaz de.

Control del comportamiento: Equivale, tanto a dominio de la
impulsividad, controlada por si y en si misma, como a inicio y

a aceleracion de la actividad.

Comportamiento de compartir: Compartir y desarrollar acti-
tudes de cooperacion, solidaridad y ayuda mutua, respon-
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diendo a un deseo primario del individuo, que puede o no
estar desarrollado, si se ha mediado o no.

Individualizacion y diferenciacion psicoldgica: Implica acep-
tar al alumno como individuo tinico y diferente, consideran-
dolo participante activo del aprendizaje, capaz de pensar de
forma independiente y diferente respecto a los demds alumnos
e, incluso, al propio profesor.

Buasqueda, planificacion y logro de objetivos: Se trata de crear
en el mediado la necesidad de trabajar segiin unos objetivos,
para conseguir los cuales se han de poner unos medios.

“La Individualizaciéon y
diferenciacién psicoldgica
implica aceptar al alumno como
individuo tnico y diferente,
considerandolo participante
activo del aprendizaje, capaz de
pensar de forma independiente
y diferente respecto a los demas
alumnos e, incluso,
al propio profesor”

Feuerstein

Basqueda de novedad y complejidad: Se fomenta la curiosi-
dad intelectual, la originalidad y el pensamiento divergente. Se
pretende hacer al alumno flexible, tanto en la aceptacion
como en la creacién de lo nuevo en sus respuestas.

Conocimiento del ser humano como ser cambiante: Se trata
de hacer que el alumno-mediado llegue a autopercibirse como
sujeto activo, capaz de generar y procesar informacion. El
cambio ha de ir acompanado de la conciencia de que se cam-
bia; que el mediado conozca su potencial para el cambio.

Optimismo: Si el mediador es optimista, la situacién de
mediacion lo serd; y el mediado, l6gicamente, también. En la
misma base de la mediacién estd el optimismo. El mediador
ha de creer en la capacidad de cambio de las personas con las
que trabaja; esto ya significa y requiere un espiritu optimista.

Sentimiento de pertenencia: Pero, no sélo pertenencia a un
pequeno grupo, sino ademds pertenencia a una determinada
cultura, a una sociedad concreta. El mediado estd dentro de
unas determinadas coordenadas socioculturales. El mediador
ha de interponerse entre esa realidad sociocultural y la reali-
dad personal del mediado.
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Grupos y dindmica de trabajo

La experiencia se ha puesto en practica en dos grupos de 4°
ESO. El primero de ellos en el IES Roc Chabas de Dénia,
Alicante (curso 1999-2000). Se repartieron las actividades
(una actividad de la primera parte y una de la segunda) en
grupos de cinco o seis alumnos. Cada grupo desarrollé las res-
puestas (tres sesiones) y las expuso a toda la clase (dos sesio-
nes). Ademas realizaron las construcciones en maquetas de
cartulina.

El segundo grupo pertenece al IES Ramén Muntaner de
Xirivella, Valencia (curso 2001-2002). Se suprimieron la ela-
boraciéon de maquetas y el reparto por grupos. Todos los
alumnos realizaron todas las actividades, una por sesién de la
primera parte y dos por sesion de la segunda, dispuestos por
grupos de cuatro o cinco personas y al final elaboraron una
memoria con los resultados obtenidos.

En ambos grupos se reservaron dos sesiones en el aula de
video para ver la pelicula y establecer un debate posterior. En
el debate se aclararon las diversas dudas, los alumnos dieron
su opinién respecto al contenido de la pelicula y se repartié
todo el material dando las instrucciones precisas sobre el
método de trabajo que se iba a desarrollar en el aula.

Evaluaciéon
La evaluacion se realizé en ambos cursos mediante la obser-
vacién directa en el desarrollo de las actividades.

En el IES Roc Chabas de Dénia se realizd, ademas, una expo-
sicién de cada grupo de trabajo en la que el resto de alumnos
podia interactuar y hacer preguntas a sus propios compaiie-
ros. De esta manera, ellos mismos pudieron hacer una autoe-
valuacién de los contenidos y procedimientos que sirvié al
profesor para identificar cudles habian sido los dificultades
con las que se habian encontrado y constatar si el aprendizaje
habia sido significativo o no. Las dificultades surgieron prin-
cipalmente en la organizacién de tareas dentro del grupo,
sobre todo a la hora de elaborar las maquetas por lo minucio-
so y repetitivo del proceso, a pesar de contar con las piezas
troqueladas en cartulina para facilitar la construccién. El
grupo que realizé la actividad E pur si muove, no acabé de
entender como realizar las proyecciones y optaron por un
dibujo en perspectiva de las tres posiciones. Se evalué positi-
vamente el paso del plano al espacio y la introduccién de
métodos algebraicos para trabajar la geometria, asi como los
contenidos actitudinales y los relacionados con la resolucién
de problemas.

En segundo curso, en el IES Ramén Muntaner de Xirivella,
elaboraron una memoria para la evaluacion en lugar de reali-
zar la exposicion que se realizé en el anterior instituto. En un
principio, un grupo daba con la solucién y corria la voz entre



SUMA 47
Noviembre 2004

A) (Como es posible deducir que hay 26 cubos en cada arista’ |
Porque Worth sabe que la carcasa exterior mide 142884 pies”, por lo ta.n.to'con
la raiz cuadrada de 142884 que es 378 sale lo que miden las aristas. y dividiendo
esto entre 14 pies que mide cada cubo pequefio se obtiene el nimero de cubos de
cada arita que es 27. pero como entre la carcasa exterior y la interior hay 'el
espacio correspondiente a un cubo, por lo tanto hay que restarle uno al niimero
total de cubos lo que quiere decir que hay 26 cubos.

s AL A1l i halean

-, Como es posible deducir que hay 26 cubos en cada arista?;Hay otra manera de

de deducir que habran 26 26 cubos?. Calcula el volumen total de cubesin contar la
carcasa exterior. Busca cosas del mismo volumen.

14z 2744 pies® tienen los cubos pequeiios
14%= 196 pies® tienen los cubos pequefios

27 27 14 14- 142884 mide la carcasa exterior
26 26 26 14 14 14- 48228544 mide la carcasa interior
48228544 : 14°= 17576 cubos hay en el interior
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Figura 5. respuestas de diferentes grupos de aloumnos a una misma pregunta
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los otros grupos. Lo positivo es que, aunque la solucién no
fuese la propia, el esfuerzo de explicdrsela a si mismos o a
otros miembros de su grupo incrementaba la comprensién y
el sentimiento de capacidad del alumno, hasta el punto de que
al final la sensacion de reto hizo que algunos de los grupos no
quisiesen saber las respuestas sin encontrarlas ellos mismos.
El criterio de compartir, indicado en el aprendizaje mediado
de Feuerstein, se daba igualmente y a la vez también la dife-
renciacion psicolégica necesaria. Los desarrollos sobre el
plano de los poliedros constituyeron la mayor dificultad (sélo
dos grupos de seis intentaron el octaedro truncado), quizas
debido a la complejidad de visualizar en tres dimensiones de
una fotografia. De todas formas aprendieron a utilizar méto-
dos de resolucion de problemas (ensayo-error, hacer hipdte-
sis, deducir de lo conocido a lo desconocido, inferir, generali-
zar...) y a verbalizar los resultados obtenidos de manera origi-
nal y auténoma, no sélo numéricamente. En la figura 5 (ver
pégina anterior) se ven tres ejemplos en la contestacién de
una misma respuesta.

Conclusiones y comentarios

En las dos ocasiones que ha sido puesto en marcha, el balan-
ce del proyecto ha sido muy positivo. No sélo por el desarro-
llo de los contenidos conceptuales y procedimentales propia-
mente matemadticos que subyacen y por el grado de motiva-
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Actividades de geometria fractal en el aula
de secundaria (I)

En este trabajo se ofrece una vision general de la geometria fractal y sus aplicaciones. Se hace un andlisis de sus posibilidades
diddcticas mediante una recopilacion, sintesis y adaptacién de sus principales conceptos, de forma que sean asequibles a los
alumnos de Secundaria. Consta de dos partes, este primer articulo se dedica fundamentalmente al concepto de fractal, su dimen-
sion y la generacion de algunos tipos de fractales, a través de actividades pensadas especialmente para los alumnos de esa etapa.

This paper offers an overview of fractal geometry along with its applications. Through compilation, synthesis and adaptation of
its main concepts, the fractal teaching possibilities are analysed at Secondary level. In two parts, this first article looks at the con-
cept of fractal, its dimension and generation of some sorts of them through activities specially devised for Secondary students.

a teoria del caos y, dentro de ella, la geometria fractal
constituyen un campo de investigacién reciente que surgi6 de
la aparicién de una especie de conjuntos llamados monstruos
geométricos que amenazaban con hacer tambalearse los pila-
res sobre los que se habian construido muchas propiedades
matemadticas, y que por ello, merecian ser condenados al olvi-
do. Sin embargo, hoy en dia constituyen una de las partes mas
fascinantes de las matematicas, de las ciencias y de las artes.

Michael Barsley, conocido matematico y uno de los investiga-
dores punteros en el terreno de la geometria fractal caracteri-
26 este campo de investigacién de la siguiente forma:

La geometria fractal cambiard a fondo su visién de las
cosas. Se arriesga uno a perder definitivamente la imagen
inofensiva que se tiene de nubes, bosques, galaxias, hojas,
plumas, flores, rocas, montaiias, tapices y de muchas otras
cosas. Jamds volverd a pensar lo mismo de todos estos
objetos.

Puesto que los fractales estin revolucionando la ciencia
actual y concretamente las matemadticas, parece interesante
introducir a nuestros alumnos en ellos, de manera que sean
fuente de motivacion y les ayuden a descubrir diferentes con-
ceptos y procedimientos matemadticos, situdndolos en contex-
tos reales que muestren su necesidad y justifiquen su uso. En
este trabajo se realiza una recopilacién y sintesis de los com-
plicados conceptos recogidos en la teoria de fractales, com-
prensible para nuestros estudiantes y una propuesta didacti-
ca susceptible de ser llevada al aula de Secundaria.

La metodologia llevada a cabo es la de presentar diferentes
conceptos de la geometria fractal y de la teoria del caos de
manera breve y sencilla, introduciendo unas actividades que
ha de resolver el alumno trabajando en grupo, con otros com-
paiieros, y guiado por el profesor. De esta manera se posibili-
ta el aprendizaje por descubrimiento y el desarrollo de habi-
lidades y destrezas en un ambiente colaborativo y se motiva y
estimula al alumno a utilizar y desarrollar su capacidad para
aprender por si mismo.

La geometria fractal
cambiard a fondo su visién
de las cosas. Jamds volverd a
pensar lo mismo de todos
estos objetos.

Antonia Redondo Buitrago
1ES Diego de Siloé. Albacete.
M= José Haro Delicado

IES Al-Basit. Albacete.
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Algunas actividades son originales. Otras han sido recopila-
das de diferentes libros y articulos que aparecen en la biblio-
grafia y adaptadas al nivel de los estudiantes de Bachillerato.
En todas sirve de gran ayuda, el uso de la calculadora grafica
o de algiin programa de calculo simbdlico, como Derive o
Maple, con los que poder representar graficamente funciones
y realizar célculos. También ayuda poder utilizar el programa
de geometria Cabri Géometre, con el que se pueden repre-
sentar algunos objetos.

El primer apartado, se dedica fundamentalmente al concepto
de fractal y de dimensién fractal y es la mds idénea para ser
desarrollada en el aula como primer contacto. En los aparta-
dos siguientes profundizamos en las distintas formas de gene-
rar objetos fractales y en sus aplicaciones, muestra de su gran
utilidad en el contexto de la sociedad actual.

La secuencia de las actividades no es cerrada pues lo que se
pretende es presentar una propuesta que el profesor pueda
adaptar segtn su criterio diddctico y las posibilidades de su
alumnado.

;Qué es un objeto fractal? Un
fractal es lo que se crea
después de un proceso de
iteracion infinita, de repetir
infinitamente los mismos
procedimientos sobre los
resultados obtenidos en la
fase anterior.

Concepto de fractal y de dimensidon fractal

En este apartado se dan breves nociones sobre los objetos
fractales, y algo, tan importante como complicado, que los
caracteriza: el concepto de dimensién no entera.

La geometria fractal estudia y clasifica los objetos fractales.
Pero, ;qué es un objeto fractal? Su definicion exacta estd adn
por establecer. Una manera de conocerlos y tratarlos es, qui-
z4s, analizando lo que tienen en comun los procesos matema-
ticos mediante los que se generan. Un fractal es lo que se crea
después de un proceso de iteracién infinita, de repetir infini-
tamente los mismos procedimientos sobre los resultados
obtenidos en la fase anterior. En muchas ocasiones, la forma
de construirlos es muy sencilla. Se necesita muy poca infor-
macién para obtenerlos y, sin embargo, el resultado final
puede ser de una gran complejidad. El interés de estos objetos
es que proporcionan modelos que simulan estructuras pre-
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sentes en la naturaleza y posibilitan la realizacién de manipu-
laciones matematicas que podran ser aplicadas a la realidad.
Una caracteristica comudn a todos ellos, y que puede servir
para definirlos, es su dimension. Se admite que un fractal es
un objeto geométrico que puede ser descrito en términos de
dimensiones que pueden no ser enteras. La mayoria de las
veces la dimensién de un fractal serd un nimero no entero,
pero existen algunos casos particulares de fractales, como la
curva de Peano y todos los objetos propios de la geometria
euclidea, que tienen dimensién entera. Aclaremos un poco
este concepto.

La gran mayoria de las formas geométricas referidas a
objetos creados por el hombre han sido pensados, des-
arrollados y descritos dentro de la geometria euclidea
(lineas, planos, arcos, cilindros...). Estos elementos tie-
nen dimensién entera 1, 2 o 3. Nuestra costumbre de
observar y representar objetos, definidos por medidas
de largo, ancho y alto, constituye la principal dificultad
para aceptar las dimensiones no enteras (fractales).

Consideremos la llamada curva de Koch. El proceso para crear
esta forma es reemplazar repetidamente cada segmento por
los cuatro segmentos siguientes:

El proceso empieza con un solo segmento y continua asi suce-
sivamente sobre cada uno de los segmentos obtenidos en la
fase anterior.

Actividad 1: Sobre una trama triangular construye las cinco
primeras iteraciones de esta curva.

Objetivos: Introducir el concepto de iteracién y de autosimi-
laridad mediante la presentacién de uno de los llamados
monstruos geométricos: La curva de Koch.

Observaciones: Al desarrollar esta actividad se trabaja el con-
cepto de medida.

Tratamiento informatico: Como el proceso es repetitivo,
mediante el programa Cabri Géometre y utilizando el teore-
ma de Thales, se puede construir una macro que con solo
hacer clic sobre cada segmento lo divida en tres partes, elimi-
ne el central y construya un tridngulo equildtero sobre él
(Figueiras y cols., 2000).

Hay que hacer notar que la longitud de la curva que ocupa el
espacio inicial va aumentando en cada paso.



Actividad 2: En cada iteracién por qué valor se multiplica la
longitud de la curva? ;Qué longitud tendrd la curva limite,
cuando hacemos un ntmero infinito de iteraciones? ;Cual es
la longitud entre dos puntos cualesquiera de la curva? ;Se
podria encerrar esta curva dentro de una superficie acotada?
¢Se podria establecer la posicién de uno cualquiera de sus
puntos con un solo nimero?

Objetivos: Aclarar el concepto de dimensién euclidea e intro-
ducir la duda sobre la existencia de esa dimensién.

Observaciones: Se trabaja con la funcién exponencial, el limi-
te de una sucesion y con longitudes infinitas en superficies
finitas. Se aclaran ideas como el de longitud de una curva y el
de posicion de los puntos de la misma y su relacién con el ins-
trumento de medida (cuanto mds preciso sea mds detalles se
descubrirdn y la longitud aumentard).

A cada paso que se da la longitud se incrementa, de modo que
en la k-ésima iteracién la longitud es (4/3). El alumno debe-
ria construir una tabla en la que se relacione el nimero de la
iteraciéon con la longitud de la curva correspondiente. Es
importante que el alumno descubra que, en la curva limite, la
longitud entre dos puntos cualesquiera es infinita, y, sin
embargo, esta curva no se sale de un recinto acotado. La alti-
ma pregunta permite reflexionar sobre la idea de que no es
posible establecer la posicién de sus puntos con un solo
numero (distancia al punto origen), como sucede al trabajar
con dimension euclidea 1. ;Podr4 ser la dimensién de la curva
superior a 1?

Tratamiento informético: Calculadora grafica para obtener las
longitudes de la curva en cada iteracién y representar grafica-
mente los puntos obtenidos.
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Se puede concluir que el método para crear esta curva es sen-
cillo pero no hay férmula algebraica que describa sus puntos.
La longitud de la linea fractal depende de la precisién del ins-
trumento con el que midamos, o de la unidad de medida que
tomemos. Cuando se intenta medir la linea con una regla,
siempre se escaparan algunos detalles que no se pueden
medir. Por tanto, el concepto de longitud carece de sentido.

Presentamos ahora el concepto de dimension fractal, que en
el caso de las lineas fractales va a indicar de qué forma o en
qué medida la linea fractal llena una porcién del plano.
Ademais, dicha dimensién debe ser una generalizacién de la
dimensién euclidea.

Consideremos un segmento de longitud L, se divide por la
mitad y se obtienen dos segmentos de longitud L/2. Si se hace
lo mismo para un cuadrado de lado L, se obtienen 4 cuadra-
dos de lado L/2 y si se aplica a un cubo se obtienen 8 de lado
L/2. En cualquiera de los tres casos, el nimero por el que
hemos de multiplicar el lado para que cada parte se convierta
en el todo es 2, que es el llamado factor de escala. Se plantea
una relacién entre el nimero de elementos a y el factor de
escala s, del tipo s?=a, donde d es la dimensién del objeto.

L 1y 1 —— Dimensién
L=2.L 1:2.(—) 222
2 2
N.° de objetos
Factor
de escala
) Ly 1V ) Dimension
L:4~(—) 1:4.(—) 224
2 2
N.° de objetos
Factor
de escala
3 3 — Dimensién
Lls.(i) 1:8.(i) 2’28
2 2
N.° de objetos
Factor
de escala

Actividad 3: ;Si en la expresiéon s?=a despejamos d que se
obtiene?

Objetivos: Obtener una expresiéon para la dimensién de un
objeto.

Observaciones: Con esta actividad se repasa el concepto de
logaritmo y su utilidad a la hora de resolver ecuaciones expo-

nenciales.

Después de esta actividad, y puesto que el alumno ha obteni-
do una expresién para la dimensién de un objeto, se puede dar
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una definicion de objeto fractal y un ejemplo de aplicacién de
la misma. Como hemos dicho, se suele aceptar e incluso defi-
nir que un objeto es fractal cuando su dimension fractal es
mayor que su dimensién euclidea.

Veamos otro ejemplo. Partimos del intervalo cerrado [0,1], lo
dividimos en tres partes iguales y eliminamos el intervalo cen-
tral, volvemos a dividir en tres partes cada uno de ellos y eli-
minamos de nuevo el intervalo central y asi sucesivamente.

Actividad 4: ;Al continuar en la etapa k-ésima indefinida-
mente, cudntos intervalos cerrados habremos obtenido? ;Qué
longitud tendrad cada uno de esos intervalos? ;Cudl es la lon-
gitud de todos los segmentos obtenidos en cada etapa? ;Qué
ocurrird con el numero de segmentos y la longitud de todos
ellos cuando el ndmero de iteraciones sea infinito?

Objetivos: Mostrar otro conjunto (de Cantor) que presenta
extrafias propiedades y hacer reflexionar al alumno sobre las
mismas y la posible dimensién del conjunto.

Observaciones: Se repasan conceptos como el de contar, car-
dinal de un conjunto y conjunto numerable. Al trabajar con
esta actividad, el alumno se encuentra en la k-ésima etapa con
2k intervalos de longitud (1/3)* La unién de todos ellos tiene
longitud (2/3)* que tiende a cero cuando el nimero de itera-
ciones es infinito.

Tratamiento informdtico: Como antes, Cabri Géomeétre y el
teorema de Thales.

La dimension fractal, en el
caso de las lineas fractales,
indica de qué forma o en qué
medida la linea fractal llena
una porcion del plano.

Después de estas reflexiones, se puede dar esta definicion de
conjunto de Cantor: Si en cada etapa hallamos la unién de
todos los intervalos obtenidos y después calculamos la inter-
seccion de todas estas uniones obtenemos un conjunto al que
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se le llama conjunto ternario de Cantor. Este conjunto es no
vacio, pues al menos contiene los extremos de los intervalos,
pero no solamente a ellos. Ademads es cerrado por ser inter-
seccion de intervalos cerrados. Nos encontramos con un con-
junto de infinitos puntos no numerable pero de longitud nula.

Actividad 5: Calcula las dimensiones fractales de la curva de
Koch y del conjunto de Cantor. ;Se pueden considerar los dos
como conjuntos fractales?

Objetivos: Afianzar la idea de dimension fractal como indice
de la medida en que un objeto llena el espacio. Distinguir
entre dimensién fractal (forma de llenar el espacio) y euclidea
(forma de ocuparlo).

Observaciones: El alumno confirma con el célculo de la
dimensién de la curva de Koch, (In4/In3) = 1,26, que llena
mas el espacio que otras curvas de la misma dimensién eucli-
dea que ella. Al ser su dimensidn fractal mayor que su dimen-
sion euclidea, si es un objeto fractal. En el caso del conjunto
de Cantor, ocurre lo contrario, su dimensién fractal es
(In2/In3) = 0,63, menor que su dimensién euclidea, luego no
es un fractal.

La dimensién es una caracteristica que define a un objeto
fractal, pero hay otras caracteristicas que se dan en muchos de
ellos, aunque no en todos:

+ Autosimilitud: El conjunto fractal puede dividirse en
partes tan pequeiias como se desee y estas partes
representan una copia del total.

+ Infinito detalle: Al ampliar un fractal aparecen muchos
mas detalles.

+ Iteracién: Los objetos se obtienen mediante un proce-
so repetitivo aplicado a los resultados obtenidos en
cada fase.

Otra forma de asociar una dimensién es la de recuento por
cajas. Consiste en intentar obtener una medida de la longitud
de una curva mediante la medida de las longitudes /, de los
lados de los cuadrados que forman un reticulo que la recubra.
Se cuenta el nimero de cuadrados Ny se establece la relacién
entre Ny [, N = (1/l)P, donde D es, aproximadamente, la
dimensidn fractal. Se repite el proceso con reticulos de cua-
drados de lado cada vez menor y se representan las parejas
(1/l, N) en papel doblemente logaritmico. Se observa que
dichos puntos se concentran en torno a una recta de pendien-



te D. Tomando logaritmos en la expresion de N se obtiene
InN = D In(1/l), funcién lineal de variable independiente
In(1/1) y variable dependiente /n N. Se puede llegar a la con-
clusion que una buena forma de definir D es como
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Jiirgens y cols., 1989.

La siguiente actividad se basa en uno de los primeros objetos
fractales de dimension superior a 1 aparecidos en la literatura
sobre fractales (Mandelbrot, 1975).

Actividad 6: Utilizando tramas cuadradas, calcula la dimen-
sién de recuento por cajas de la curva de Koch y la de una
linea costera como la de Gran Bretana.

Objetivos: Hacer ver al alumno otra definicién de dimension
diferente a la fractal pero coincidente con ella en los objetos
mds caracteristicos, de manera que se ponga de manifiesto el
desarrollo de los conceptos matematicos al intentar adaptarse
y dar respuesta a los problemas surgidos en determinados
momentos.

Observaciones: Se relacionan los conceptos de regresion
lineal y dimensién.

SUMA 47
Noviembre 2004

Tratamiento informatico: Calculadora grafica, para introducir
parejas de puntos, representarlas graficamente y, calcular y
dibujar la recta de regresién.

Sistemas dinamicos discretos

Se pretende ahora, dar una breve introduccién a los sistemas
dindmicos discretos, para poder iniciar la teoria del caos,
introduciendo el concepto de atractor y determinados tipos
de objetos fractales importantes que se generan de esta forma.

Los sistemas dindmicos se ocupan del movimiento, de las
transiciones de un estado a otro. Un sistema dinamico discre-
to es un par de la forma (X, f), donde f es una aplicacién de X
en X que representa la ley de evolucién del sistema dinamico.
El conjunto X recibe el nombre de espacio de fases o de esta-
dos. La palabra discreto significa que el sistema evoluciona
para valores discretos del tiempo. Las variables que describen
el sistema dindmico discreto reciben el nombre de variables
de estado y forman un vector llamado vector de estado.

Si se parte de una solucidn inicial xy, denotaremos x; = fx(xy),
en donde f* representa la composicién k veces de la funcién f.
Se llama solucion general a la expresion Fy(k) = fx(x). Al con-
junto de valores {xq, x;, x5 x3...} = {x, f{x), P(x), (x)...}se le llama
orbita de x = xo. La obtencién de expresiones analiticas para
esta solucion suele ser muy dificil o imposible, en estos casos
se recurre a la representacién grafica.

Dado un sistema dindmico (X, f), se dice que € € X es un punto
fijo si fle) = €. Los puntos fijos merecen especial atencion, son
estados de equilibrio, una vez que se entra en ellos no se aban-
donan. Se clasifican en atractivos, repulsivos e indiferentes.
Un punto fijo se dice que es atractivo si |f’(€)| < 1. Esto quiere
decir que existe un intervalo abierto que contiene a cuyos
puntos tienen érbitas que mueren en €. Se dice que es repul-
sivo si |[f(€)| > 1. Viene a decirnos que todos los puntos proxi-
mos a €, que estén dentro del mismo intervalo abierto al que
pertenece, tienen oOrbitas que se alejan de €. El punto fijo es
indiferente si |[f’(€)| = 1. En este caso puede haber puntos pro-
ximos a € cuyas Orbitas se alejan de € y otros cuyas drbitas
caenen €.

Se dice que el punto fijo € es periddico o ciclico de periodo n
del sistema (X, f), si existe un # tal que |fi(e)| = €y |fi(e)| # ¢
Su 6rbita seria de la forma:

(€, fle), f2(e) .. fri(e), &, fle), fAE) ... fri(e), &, fl€), E) ... fri(e)...)

El siguiente bloque de actividades permite introducir los sis-
temas dindmicos discretos y los conceptos asociados a él,
como: 6rbita, punto fijo y sus diferentes clases y solucion
general. En ellas se trabajan conceptos ya conocidos por los
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alumnos, entre ellos la composicién y el limite de funciones,
ecuaciones de primer y segundo grado con una incégnita, la
funcién lineal, la cuadratica, y las progresiones aritméticas.

Actividad 7: Itera con la calculadora grafica las funciones
flx)=x2 fix)=cos x; flx)=1/x, partiendo de diferentes valores
iniciales. Investiga sus drbitas graficamente y su estabilidad.
(Una orbita es estable si, aunque cambiemos ligeramente el
valor inicial, la 6rbita sigue siendo mds o menos la misma).

Actividad 8: Calcula la solucién general de la ecuaciéon de
Malthus xi,; = a - xi v el limite de dicha expresion. (Martin y
otros, 1998).

Actividad 9: Calcula la solucion general de un sistema dina-
mico con dos variables de estado como el siguiente:

Xk 1=Xk+ Yk Vir1=Xk
Actividad 10: Prueba que si a # 1, la ecuacion xx.;=a - xx +b
tiene un punto fijo y calcdlalo. Si € es el punto fijo anterior.
Prueba que si xx = zx + €, entonces zx satisface la ecuacién
zr.1=a-zr. Comprueba que si a=1, las soluciones de la ecuacién

Xke1= Xk + b son progresiones aritméticas. (Martin y otros,
1998).

La actividad 7 presenta a los estudiantes tres funciones dife-
rentes. En el primer caso, van a trabajar con una funcién muy
sensible a las condiciones iniciales. Si tomamos valores muy
préximos a 1, para los valores situados a la izquierda, las 6rbi-
tas convergen a cero, para valores a la derecha de 1, las 6rbi-
tas van a +oo. Lo mismo sucede en un entorno de —1. En el
segundo, sea cual sea el punto inicial, todas las 6rbitas con-
vergen a un mismo punto fijo. En el tercero hay dos puntos
periédicos de periodo 2.

Con la actividad 8 se practica la composicién de funciones
asociada al proceso de iteraciéon de manera algebraica y se dis-
cuten los valores del limite en funcién de los valores de a. En
la 9, el alumno se enfrenta a la composicién de dos funciones,
una de ellas es, a su vez, funcion de la otra. Como era de espe-
rar, aparecen como coeficientes los nimeros de Fibonacci por
ello, antes de resolverla algebraicamente, se puede pedir a los
alumnos que mediten sobre el posible resultado. La actividad
10 estd pensada para ser resuelta algebraicamente. Los alum-
nos deben aplicar en ella relaciones de recursividad y es inte-
resante que observen la relevancia del valor del pardmetro a.

La calculadora gréfica permite obtener y representar las érbi-
tas. Con las sucesiones se pueden generar valores y represen-
tarlos graficamente, permitiéndonos analizar las orbitas,
determinar o aproximarse a los puntos fijos y analizar la esta-
bilidad de las drbitas, recalculando las mismas para pequenas
modificaciones del valor inicial.
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Tipos de fractales

Se presentan aqui diferentes formas de obtener objetos frac-
tales y ejemplos de algunos objetos que simulan formas de la
naturaleza.

Fractales deterministas lineales

Los fractales lineales son descritos mediante sistemas dindmi-
cos lineales. La funcion aplicada sobre el espacio de fases es
una funcién lineal. Partiendo de un objeto inicial se aplica una
funcidn lineal repetidas veces sobre cada uno de los resulta-
dos obtenidos en el proceso anterior. Todos ellos se caracteri-
zan por ser autosimilares. Cualquier parte del objeto contiene
una copia reducida del original. La manera habitual de obte-
ner estos objetos es mediante un sistema de funciones itera-
das (IFS). Una transformacién lineal actGa sobre el plano
euclideo y permite girar, desplazar y cambiar la escala de cual-
quier conjunto del plano. La transformacién W, se denomina
contractiva si hace que dos puntos cualesquiera estén mas
préximos después de haber sido transformados. Esta transfor-
macion modifica los puntos de un objeto hasta convertirlo en
un punto fijo al que se denomina atractor.

Se puede expresar como W(x, y) = (ax+by+e, cx+dy+f) o bien

x a b\rx e
w = +
b aloH
También se puede expresar
x rcoso.  —ssenf \/x m
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Si observamos la imagen anterior, la transformaciéon W con-
verge a un punto fijo. Este fendmeno se da con todas las apli-
caciones contractivas. Lo curioso es que el atractor, indepen-
dientemente de la imagen de origen, es siempre el mismo.

Un sistema de funciones iteradas es un conjunto de transfor-
maciones lineales contractivas. Los sistemas de funciones ite-
radas estdn formados por transformaciones y probabilidades.

El helecho es un fractal
generado por un sistema de
funciones iteradas que consta
de cuatro matrices de
transformaciones 2x2, cuatro
matrices 2x1 de traslaciones y
cuatro probabilidades.

Cada transformacidn lineal tiene asociada una probabilidad
que influye en su aplicacién. Un conjunto fractal se puede
representar en forma de matriz mediante un Sistema de
Funciones Iteradas (IFS). Consideremos, por ejemplo, un sis-
tema de funciones iteradas formado por tres aplicaciones
contractivas, Wi, W2y W3, y sus correspondientes probabili-
dades. A un conjunto inicial se le aplica una de las transfor-
maciones, al objeto obtenido se le aplica otra de las transfor-
maciones o la misma incluso, al objeto obtenido se le aplica,
de nuevo, alguna de las tres transformaciones y asi sucesiva-
mente hasta caer en un objeto final, el atractor del sistema de
funciones iteradas. Dentro del conjunto de fractales que se
obtiene de esta forma estdn los de la geometria euclidea y los
autosemejantes. Al margen de las probabilidades asociadas a
cada transformacién y del conjunto inicial de partida al que se
aplican las mismas, el resultado es siempre el mismo objeto
fractal, el atractor del IFS. Esto quiere decir que los IFS son
independientes del conjunto inicial, como se muestra en el
siguiente dibujo (Jirgens, 1989):
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El uso de IFS ofrece la posibilidad de encontrar, para un obje-
to natural, un fractal que se aproxime a él lo que se desee.
Dado un ente real, como una planta, una montaia, o el cora-
z6n humano se puede obtener un conjunto de aplicaciones
lineales contractivas que determinarédn un fractal que se apro-
ximar4 a la realidad tanto como se quiera.

Esto es un helecho. Es un fractal generado por un sistema de
funciones iteradas que consta de cuatro matrices de transfor-
maciones 2x2, cuatro matrices 2x1 de traslaciones y cuatro
probabilidades. La autosimilaridad es evidente en él.

El tridngulo de Sierpinski: Sin duda es uno de los objetos mas
simples e interesantes que existen. Uno de los aspectos mds
sorprendentes de dicho tridngulo es que hay muy diferentes y
faciles formas para generarlo. El camino més facil es empezar
con un tridngulo, (no es imprescindible que sea equiltero). Se
unen los puntos medios de cada lado para formar cuatro
tridngulos separados y se elimina el central. Se repite el pro-
ceso indefinidamente con cada uno de los tres restantes.

Actividad 11: Con la ayuda de una malla triangular de puntos,
dibuja unas cuantas iteraciones de dicho tridngulo. ;Qué figu-
ra obtienes? Calcula en cada iteracién el perimetro y el rea de
la figura obtenida. Calcula el perimetro y el drea para la figu-
ra que resultaria si se realizaran infinitas iteraciones. ;Cual
podria ser la dimensioén de este objeto? Calctlala con la fér-
mula que ya conoces.

Objetivos: Presentar un objeto de los llamados extraiios, de
gran importancia, el tridngulo de Sierpinski, afianzar los con-
ceptos de iteracion y autosimilaridad.

Observaciones: Se vuelve a trabajar el concepto de medida, en
este caso referida al perimetro y al area del objeto. El alumno
se ve obligado a razonar y reflexionar sobre el nimero de ele-
mentos obtenidos en cada iteracién y sobre el factor de esca-
la. Es conveniente que en cada iteracidn se calcule el perime-
tro y el drea a la vez, de esta forma se puede comparar y ver
que mientras que el perimetro aumenta el drea disminuye, y
este hecho puede ayudar a llegar a la conclusién de que, a
pesar de ser un objeto contenido en el plano, la manera en que
lo llena es un tanto peculiar y que, mientras que su dimensién
euclidea serfa 2, su dimensién fractal serfa un valor compren-
dido entre 1 y 2. Al calcular la dimensién del mismo se com-
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prueba este hecho y el proceso de razonamiento permitird al
alumno afianzar la idea de dimensién fractal.

Actividad 12: Aplica el siguiente sistema de funciones iteradas
al tridngulo que se muestra a continuacién. ;Qué obtienes?

(5,5)

X 0,5 0 \rx 0
Wl(yJ: 0 05 (yJ+ 0
X 0,5 0 \/x 2,5
Wz(y]: 0 05 (y]"L 0
X 0,5 0 \rx 2,5
W{yJ: 0 05 (y}r 2,5

Objetivos: Manipular el concepto de sistema de funciones ite-
radas.

“El caos observa que
realmente existen
movimientos sin orden.
Gracias a la teoria del caos,
hemos comprendido que
puede haber movimientos
erraticos que no son
aleatorios, sino que
responden a reglas fijas”
Feigenbaum

Observaciones: Se efectian operaciones con matrices
mediante las que se van reduciendo las medidas del objeto a
la mitad y se trasladan. Con la primera transformacion el
tridngulo se sittia en la zona inferior de la izquierda, con la
segunda en la zona inferior de la derecha y con la tercera se
sitda en la parte superior. La zona central quedaria vacia. En
la k-ésima iteracién tendriamos 3 tridngulos donde cada lado
mide (%)k de la longitud del lado correspondiente en el primer
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tridngulo. Se debe reflexionar sobre el objeto resultante
(Sierpinski) y lo que implica cada transformacion.

Utilizando las posibilidades de la calculadora grafica, se intro-
ducen las matrices de escalado y de traslacidn, y se aplican a
los vértices de los tridngulos obtenidos en cada iteracion.
Introduciendo los valores en listas se pueden representar los
puntos que se van obteniendo. Con Cabri Géometre II se
puede construir una macro que reduzca cada triangulo a la
mitad y saque tres copias que traslade a los lugares corres-
pondientes, para ver el efecto final. Se afianzarédn los concep-
tos de iteracion y recursividad.

L]

El tridngulo de Pascal (Tartaglia) y el tridngulo de Sierpinski:
El tridngulo de Pascal es una creacién fascinante que ha sido
colocada en todo tipo de sitios: teoria de nimeros, teoria de la
probabilidad... Ahora cabe también en la geometria fractal.

1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

1 11 55 165 330 465 462 330 165 55 11 1

1 12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1

Actividad 13: Colorea de negro en el tridngulo anterior las
casillas ocupadas por nimeros impares y deja en blanco las
casillas ocupadas por pares. ;Qué obtienes? Haz lo mismo
con los multiplos de 4, dejando en blanco las casillas ocupa-
das por ellos. Igual con los multiplos de 5 ;Qué obtienes?
Vamos a repetir el experimento trabajando en una base dis-
tinta a la habitual. Escojamos, por ejemplo, base cinco.
Convierte el tridngulo de Tartaglia a esta base, toma las 15 pri-



meras filas y colorea de diferentes formas los grupos forma-
dos por ceros, por una parte, y por unos, doses y treses, por
otra. ;Qué obtienes? ;Cudl es el patron de formacion de este
tridngulo de Sierpinski? Repite el proceso en otra base distin-
ta. Usa otra regla para obtener dicho tridngulo, como restar
los dos nimeros anteriores en vez de sumarlos y colorea de
diferentes formas los positivos y los negativos. ;Qué obtienes
ahora? Inventa tu otras reglas y colorea de diferentes formas.
¢Observas algo comun en todo lo obtenido a lo largo de la
actividad?

Objetivos: Presentar al alumno la curiosa relacién que se esta-
blece entre el tridngulo de Sierpinski y el de Tartaglia a través
de juegos con los nimeros.

Observaciones: Se trabaja con multiplos, nimeros combina-
torios y bases diferentes a la decimal, y se permite al alumno
usar la imaginacién para experimentar con diferentes posibi-
lidades. Esta actividad se puede utilizar para despertar la
capacidad de asombro de los alumnos y mostrarles como lo
aprendido en diferentes bloques de contenidos se relaciona de
las mds insospechadas formas. Serfa interesante hacerles
reflexionar sobre el porqué se establece esa relacion entre
ambos tridngulos, analizando cémo se distribuyen en el tridn-
gulo de Tartaglia los pares y los impares, o los multiplos de
cuatro y los de 5, etc. y la formacién de los huecos en dicho
tridngulo. Es posible, ademads, trabajar en diferentes bases y
establecer relaciones entre las mismas, afirmando los proce-
dimientos de formacién de ntimeros en sistemas de numera-
cién posicionales.

Eljuego del caos: Consiste en lo siguiente: Se marcan tres pun-
tos como los vértices de un tridngulo equildtero. Se colorea el
vértice de arriba de rojo, el de abajo de la izquierda de verde y
el de abajo de la derecha de azul. Se toma un dado que tenga
dos caras rojas, dos verdes y dos azules. Para iniciar el juego,
se necesita, un origen, que puede ser cualquier punto arbitra-
rio del plano. Se procede del siguiente modo: Se lanza el dado,
y dependiendo del color obtenido se mueve el punto origen la
mitad de la distancia hacia el apropiado vértice coloreado.
Después se repite el proceso, utilizando el punto obtenido en
el anterior movimiento como origen del siguiente movimien-
to. No conviene marcar los primeros puntos obtenidos.
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Actividad 14: ;Qué crees que sucedera? Juega con un compa-
fiero y observa lo que pasa. Para efectuar las medidas te pue-
des ayudar de una regla como ésta:

Objetivos: Obtener el tridngulo de Sierpinski a través del
juego.

Observaciones: El alumno puede ver la riqueza de procedi-
mientos que nos conducen a este interesante objeto, y, del
mismo modo que en la actividad anterior, serfa interesante
que, después de jugar y de haber dibujado los puntos que se
van obteniendo, intentaran dar una explicacién del porqué de
la formacién del triangulo. Si se parte de uno de los vértices
de alguno de los tridngulos de alguna iteracion, las siguientes
posiciones se encuentran también en vértices de tridngulos de
alguna iteracién. ;Qué ocurrirfa si el punto de inicio se
encuentra dentro de alguno de los tridngulos eliminados?
Igual que antes, los sucesivos puntos que se van obteniendo
estdn contenidos en tridngulos eliminados, ;Cémo aparece,
por tanto, el tridngulo de Sierpinski? Se puede hacer, de
nuevo, hincapié en el concepto de infinito, y hacer ver que al
tomar un nimero muy grande de iteraciones los tridngulos
eliminados se vuelven tan pequefios que es muy dificil preci-
sar qué puntos estdn en él y qué puntos no lo estan. Con el
uso de la regla del punto medio, los alumnos descubren un
método sencillo y original de calcular el punto medio de un
segmento de una determinada longitud.

Actividad 15: Sitiate en un vértice del tridngulo de Sierpinski
y en un tridngulo de una determinada iteracién. Intenta esti-
mar el nimero minimo de tiradas necesarias para llegar a
dicho tridngulo desde dicho vértice.

1,2

3,4 5,6
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Objetivos: Profundizar en el algoritmo de formacién del
tridngulo.

Observaciones: Al igual que en la actividad anterior se com-
probaba experimentalmente que al caer en uno de los vértices
de alguno de los tridngulos que forman parte del tridngulo de
Sierpinski, los siguientes movimientos nos situaban en vérti-
ces de otros tridngulos del objeto final, en esta otra actividad
se puede comprobar también el mismo efecto. Se parte del
vértice marcado y se consideran los puntos a los que se podria
saltar. Dibujando la distancia a cada uno de los vértices, se
podria calcular, en cada caso, el punto medio, aproximandolo
primero y después conformando su posicién exacta mediante
simetrias y giros. De esta forma se puede trabajar con los
movimientos. W

Al A12
A13
3
A21
Az Azz
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Tres problemas clasicos y complejidad

En este trabajo se muestra como algunos de los problemas de mds interés de las ciencias de la computacion pueden encontrarse
en la historia de las Matemdticas. En concreto, se comentan los tres problemas cldsicos como un ejemplo de biisqueda de la solu-
cion de un problema dentro de un modelo de computacion, esto es, con una restriccion sobre las operaciones que se pueden efec-
tuar. Se comenta someramente la historia de estos problemas. El concepto de complejidad en el peor de los casos se presenta como
una manera adecuada de medir la efectividad de un algoritmo que resuelve un problema.

This paper shows how some of the most interesting problems within the computer sciences can be found in the history of
Mathematics. In fact, the three classic problems are mentioned as an example of the quest for problem solution within a compu-
ter pattern; that is to say, with some restriction over the operations to be carried out. The concept of complexity in the worst of
cases is put forward as a suitable way of measuring how effective a problem-solving algorithm is.

uando una persona adquiere un nuevo instrumento,
digamos por ejemplo un video diferente o un robot domésti-
co nuevo, su primer interés es conocer todo lo que dicho ins-
trumento es capaz de hacer. En el manual de instrucciones de
cada aparato se describen todas las operaciones que éste
puede realizar. Asi, con el nuevo video puede ver peliculas,
grabar programas de television... o con el robot puede prepa-
rar tal o cual guiso, exprimir, triturar... Por otro lado el usua-
rio también estd interesado en saber con qué tipo de objetos
funciona su electrodoméstico. Se pregunta si su video admite
cintas del tipo VHS o puede usar un CDROM o un DVD, o si
su robot doméstico admite todo tipo de alimentos o debe
tener precauciones con algunos de ellos. Este sencillo ejemplo
ilustra las dos preguntas generales sobre las que se va a cons-
truir el concepto abstracto de modelo computacional.

Pregunta 1: ;Qué tipo de datos admite el sistema?
Pregunta 2: ;Qué operaciones es capaz de realizar dicho
sistema con estos datos?

Entendiendo el término datos en su sentido etimolégico
como lo que se da, esto es, lo dado.

Por tanto, si queremos construir un modelo abstracto que
represente las potencialidades de una mdaquina, un conjunto
de mdaquinas, un ordenador o ciertos instrumentos, se debe
basar sobre la respuesta a esas dos preguntas anteriores: datos
y operaciones.

Un modelo computacional se describe entonces dando:

Los datos de entrada que va admitir.
Las operaciones basicas que va a poder efectuar con
dichos datos.

Ejemplo: Un modelo computacional muy habitual en el con-
texto de las ciencias de la computacion es el conocido como
Real RAM (Random access machine) donde los datos de
entrada estdn formados por numeros reales y las operaciones
basicas son:

+ Asignacién a una variable de una unidad de memoria.

+ Operaciones aritméticas: suma, resta, multiplicacién
y divisién.

+ Comparaciones: dados dos numeros reales a y b
determina si a es menor, igual o mayor que b.

Observacion: No vamos a entrar en estas notas en dos intere-
santes cuestiones que aparecen relacionadas con este ejemplo
pero que tienen caricter general. La primera acerca de cémo
representar los nimeros reales (en general cémo representar
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adecuadamente los datos de entrada de un modelo computa-
cional, sean nimeros, letras, palabras, o datos de alguna otra
naturaleza). La segunda sobre los tipos de datos que se pue-
den construir (y qué caracteristicas y ventajas tienen) con los
numeros reales (o en general con los elementos que se hayan
elegido como datos de entrada en el modelo computacional)
digamos por ejemplo, listas, arboles, arrays...

Una vez que tenemos este ente abstracto que es el modelo
computacional, y dado un problema P, nos gustaria saber si
podemos encontrar una combinacién de las operaciones basi-
cas del modelo que resuelva el problema P, esto es, un algo-
ritmo que resuelve P. Para ser precisos, demos una definicion
del término algoritmo.

Definicién: Dado un modelo computacional y un problema P,
definimos un algoritmo que resuelve P (en dicho modelo)
como una lista ordenada vy finita de operaciones bdasicas del
modelo que, aplicadas a unos datos de entrada precisamente
definidos, y tras realizar un namero finito de operaciones,
construyen una solucién del problema P.

Por ejemplo en el modelo computacional Real RAM podemos
resolver ecuaciones del tipo siguiente: Ax + B = C, donde A,
B, Cson nameros reales y, en particular, A es no nulo. En efec-
to, la solucién es el cociente (C-B)/A y se ha construido
mediante una diferencia y un cociente, que son operaciones
basicas para el modelo considerado Real RAM.

Entonces podemos hablar de problemas resolubles (respecti-
vamente irresolubles) en un modelo computacional, como
aquellos para los que se puede construir (respectivamente no
se puede construir) un algoritmo que los resuelva.

Desde el siglo V' AC, distintos
matemdticos han trabajado
tratando de resolver algunos

problemas como la triseccion
de un dngulo, la duplicacion

de un cubo y la cuadratura de un
circulo mediante la geometria con
regla y compads.

Tomemos ahora un problema P resoluble en un modelo com-
putacional. Supongamos que tenemos una maquina que efec-
taa las operaciones basicas de nuestro modelo computacional
y que necesita, por ejemplo, una décima de segundo para
efectuar cada una de dichas operaciones bésicas. Si el algorit-
mo que resuelve P necesita realizar demasiadas operaciones,
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por ejemplo, 3.1536 por la décima potencia de 10, entonces
tendremos que esperar 100 largos afos para que el algoritmo
nos ofrezca una solucién del problema en cuestién, lo que
parece un tiempo demasiado largo. En este sentido podremos
hablar de problemas resolubles efectivamente en un modelo
computacional como aquellos problemas para los que puede
construir un algoritmo que realice una cantidad de operacio-
nes que precisen de un tiempo razonable para su solucién. El
término razonable es, en este contexto, un término relativo
que no sera igual para una empresa con balance anual, que
para un proyecto quinquenal, que en otros contextos.

Por tanto, resumiendo, dado un modelo computacional nos
estamos preguntando:

Sobre la resolubilidad. ;Qué problemas son resolubles dentro
del modelo, es decir, para qué problemas se puede construir
un algoritmo que aporte una solucién del problema.

Sobre la resolubilidad efectiva ;Qué problemas, dentro de los
que son resolubles en el modelo, se pueden resolver efectiva-
mente, esto es, el algoritmo que los resuelve precisa de un
tiempo razonable (en un sentido que precisaremos mas ade-
lante) para construir la solucién del problema?

Pongamos un ejemplo del alcance de estas preguntas. La
seguridad informdtica estd en muchos casos basada sobre
métodos criptograficos que se fundamentan en que el proble-
ma de la factorizacién de nimeros naturales es, por ahora, un
problema no efectivamente resoluble. Esto quiere decir que
los algoritmos que se conocen necesitan un tiempo demasia-
do largo para decodificar mensajes, por lo que el sistema es
seguro. Pero el hecho de que no se conozcan algoritmos efec-
tivos no significa (salvo que haya una demostracion que lo
indique y no es el caso) que no puedan existir.

Los ejemplos que vienen a continuacién ilustran situaciones
en las que ciertos problemas son no resolubles en un modelo
computacional. La infructuosa busqueda de soluciones du-
rante siglos parecia indicar que esto era asi. Pero conviene
sefalar que el mero paso del tiempo no es un argumento en si
mismo. Por ejemplo, el problema de la construccién con regla
y compads de un poligono regular de 17 lados parecié durante
cientos de afios (de la Grecia clasica a los tiempos de Gauss)
irresoluble, hasta que Gauss realiz6 dicha construccién, de la
que se sintié tan orgulloso que la mandé tallar sobre su tumba.

Construcciones con regla y compas

Situados tras la introduccion en los conceptos basicos, pode-
mos pensar que las cuestiones planteadas han aparecido con
la tecnologia, que antes de los ordenadores este tipo de pre-
guntas sobre la resolubilidad de un problema carecian de inte-



rés. La historia de las matemdticas muestra que esta curiosi-
dad estd presente en el trabajo de diferentes personas, aun
antes de que fuera un problema la evaluacion de las potencia-
lidades de un instrumento. Como ejemplo podemos mencio-
nar que desde el siglo V antes de Cristo hasta el siglo XIX dis-
tintos matematicos han trabajado duramente para tratar de
resolver algunos problemas, a saber: la triseccion de un dngu-
lo, la duplicacion de un cubo y la cuadratura de un circulo
dentro del modelo computacional conocido como la geome-
tria con regla y compads.

Definamos el modelo computacional: Geometria con regla y
compds.

Los datos de entrada estan formados por tres tipos de objetos:

« Los puntos.
« Las circunferencias.
+ Lasrectas.

Las operaciones bdsicas que vamos a poder realizar son las
siguientes:

+ Apoyar una pata del compds en un punto.

+ Producir una circunferencia.

« Apoyar la regla en un punto.

+ Producir una recta.

» Intersecar rectas, circunferencias y rectas con circun-
ferencias.

Y nos estamos rigiendo por los axiomas habituales de la geo-
metria euclidea, que son, citando textualmente (Boyer, 1987):

Postulados

« Trazar una recta desde un punto a otro cualquiera.

+ Prolongar una linea recta finita de manera continua a
otra linea recta.

+ Describir un circulo con cualquier centro y cualquier
radio.

+ Que todos los dngulos rectos son iguales.

+ Que si una linea recta corta a otras dos lineas rectas
formando con ellas dngulos interiores del mismo lado
menores que dos angulos rectos, las dos lineas rectas,
prolongadas indefinidamente, se cortan del lado por el
cual los dngulos son menores que dos dngulos rectos.

Nociones comunes
+ Cosas que son iguales a la misma cosa son iguales
entre si.
« Siiguales se suman a iguales, los resultados son iguales.
« Siiguales se restan de iguales, los restos son iguales.
« Cosas que coinciden una con otra son iguales entre si.
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+ El todo es mayor que la parte.

Pongamos dos ejemplos de problemas resolubles en este
modelo computacional:

Ejemplo: Construccién de angulos rectos. Para construir un
angulo recto se traza un segmento AB. Se pincha el compds en
Ay se apoya la otra pata en B. Se traza una circunferencia C1
con el compds asi situado. Se repite el proceso pinchando el
compds en B y apoyando la otra pata en A, construyendo la
circunferencia C2. Se traza el segmento PQ que une los dos
puntos de interseccién de C1 y C2. Este segmento es perpen-
dicular al segmento AB y ademds divide el segmento AB en
dos partes iguales, es decir, si M es el punto de interseccion de
los segmentos PQ y AB se tiene que la longitud de AM es igual
a la longitud de MB.

En la Figura 1 el segmento AB es el segmento horizontal. De
este modo haciendo la construccién que se detalla en el parra-
fo anterior, si llamamos P al punto de la interseccién de C1y
C2 que esté en el semiplano superior definido por la recta AB,
se forman dos tridngulos equildteros: APB y BQA (pues su
lado es el radio comun de C1y C2, esto es, la longitud del seg-
mento AB). Al ser tridngulos equiléteros se tiene que APy BQ
(respectivamente PB y AQ) son rectas paralelas. Esto permite
concluir que los tridngulos APM y MBQ son iguales y por
tanto que la longitud del segmento AM es igual a la de MB.
Esto justifica el hecho de que AMP es un dngulo recto, pues
finalmente se tiene la igualdad de los cuatro tridngulos
AMP=BMP=AMQ=BMQ.

Q

Figura 1. Construccién de dngulos rectos

Ejemplo: Construccién de hexdgonos regulares. Para cons-
truir un hexdgono regular se tiene el siguiente algoritmo:

« Dibujar un circulo C de radio r.
« Elegir un punto pI en Cy pintar un circulo CI con centro
en pl y radio r. Se tiene que la intersecciéon de Cy CI es el

conjunto {p2, p3}.

« Dibujar un circulo C2 con centro p2 y radio r. Entonces la
interseccién de C2y Ces {pl, p4}.
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« Dibujar un circulo C3 con centro p4 y radio r. Entonces la
interseccién de C3y C es {p2, p5}.

« Dibujar un circulo C4 con centro p5 y radio r. Entonces la
interseccién de C4 y C es {p6, p4}.

El hexdgono es, dando sus vértices: p1, p2, p4, p5, p6, p3, p1.

El lector puede reproducir esta construccién y verificar por si
mismo que, en efecto, se ha formado un hexdgono regular.

Este modelo computacional de la geometria con regla y com-
pas es conocido desde la Grecia cldsica donde comenzaron a
preguntarse acerca de qué construcciones eran posibles den-
tro de él. En la coleccién de libros Los Elementos de Euclides
(un compendio del conocimiento de la geometria en la Grecia
clésica) se pueden encontrar mdltiples construcciones con
regla y compds para resolver problemas de indole geométrica
(e incluso aritmética). Entre los problemas para los que no se
obtuvo una construccién con regla y compds se plantearon los
siguientes, que por su interés para la comunidad matematica
griega y para la de los siglos venideros hasta la actualidad, se
han venido a denominar Problemas cldsicos.

1. Problema de la duplicacién de un cubo: Dado un cubo C de
arista a, dar una manera de construir (con regla y compas) un
cubo C’ de volumen el doble. Esto es, el volumen de C es el
cubo de a y el volumen de C’ debe ser el doble del cubo de a.

2. Problema de la cuadratura de un circulo: Dado un circulo
T de radio r, construir con regla y compds un cuadrado 7’ de
lado / de modo que el drea de T'y el area de 7" sean iguales.

3. Problema de la triseccién de un dngulo: Dado un dngulo,
digamos a, construir con regla y compas el angulo a/3.

Después de dar algunas soluciones a estos problemas en
modelos computacionales que no son la geometria con regla
y compas (esto es, esencialmente, permitiendo alguna opera-
cién mds), muchos siglos después (en el siglo XIX) se demos-
tré que no son resolubles en ese modelo computacional, en
algunos casos mediante el uso de teorias que, en principio, no
presentaban relacién con el problema inicial. Recorramos
someramente la historia de estos problemas.

El problema de la duplicacion del cubo

El enunciado del problema es el siguiente, expresado en los
términos que hemos ido definiendo en parrafos anteriores:

Problema: ;Es el problema de la duplicacién de un cubo un
problema resoluble en el modelo computacional Geometria
con regla y compds?
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Hay dos explicaciones sobre la génesis del problema, que, en
cualquier caso, nos permiten datarlo en el siglo V AC. Por un
lado una de las afirmaciones sostiene que el ordculo de los
dioses inform6 a los Delianos de que para librarse de una
plaga deberian construir un altar de volumen el doble del altar
cubico existente. Por otro, un episodio mitolégico en el que el
poeta describe que Minos encuentra la tumba de Glauco
(ctibica de arista 100 pies) demasiado pequeiia para su cate-
goria y para duplicar su volumen propone simplemente dupli-
car su arista. Claramente, lo que propone el poeta no es una
solucién del problema porque si la arista a se duplica enton-
ces el nuevo volumen es ocho veces el volumen inicial.

Como sefialamos antes estas dos fuentes (véase la pagina web
[SA]) permiten datar el problema (porque la plaga mas impor-
tante que asol6 Atenas fue alrededor del 430 AC) y nos hace
comprender que este problema de duplicar un sélido igual a si
mismo estaba en el interés matematico de la época.

El problema en dos dimensiones, esto es, duplicar el cuadra-
do, es una construccién muy simple, consecuencia del teore-
ma de Pitdgoras. Si el cuadrado C tiene arista a, entonces la
diagonal mide exactamente el producto de a por la raiz cua-
drada de 2. Por tanto un cuadrado C’ con esa diagonal como
arista tiene drea exactamente el doble de la de C.

Figura 2. Duplicacién de un cuadrado

Volviendo al problema del cubo, la primera idea interesante,
posiblemente debida a Hipdcrates, acerca del problema es la
equivalencia con el siguiente problema:

Problema equivalente: Dados dos nimeros a y b encontrar
dos medias proporcionales entre ellos, esto es, dos nimeros x
ey de modo que a/x = x/y = y/b. Asi, tomando b = 24, se tiene
que x es justamente la arista del cubo de volumen el doble.

Se han ido construyendo dichas medias x e y de distintas
maneras a lo largo de la historia, presentamos por ejemplo
c6mo lo hizo Menecmo, con la ayuda de secciones cénicas.
Nuestras medias buscadas forman un punto p del plano, diga-
mos p = (%, y). De la igualdad a/x = x/y se obtiene que p yace
en la parébola P definida por la igualdad entre el cuadrado de
x y el producto ay. Por otro lado de la igualdad a/x = y/b se
obtiene que p yace en la hipérbola H definida por la ecuacién



xy = ab. De este modo p es el Gnico punto de interseccién de
Py H que yace en el primer cuadrante.

Esta solucién del problema no pertenece a nuestro modelo
computacional pues necesita de la construccién de dos sec-
ciones cénicas, en concreto, una pardbola y una hipérbola,
objetos geométricos que no se pueden construir con regla y
compds. A lo largo de la historia otros mateméticos fueron
dando soluciones al problema pero siempre usando mas ins-
trumentos que meramente la regla y el compds.

Hasta el siglo XIX, concretamente en el afio 1837, no se
demostré que el problema de la duplicacién de un cubo no era
resoluble en el modelo computacional de la geometria con
regla y compds. Fue el matemdtico francés P. Wantzel (ver
[Wantzel, 1837]) quien publicé en el Journal of Liouville una
demostracién de que no se podia duplicar el cubo con regla y
compds. En los detalles de la demostracién no entraremos en
estas notas.

Hasta el ario 1837, no se
demostré que el problema de la
duplicacion de un cubo no era
resoluble en el modelo
computacional de la geometria
con regla y compds.

El problema de la cuadratura de un circulo

Problema: ;Es el problema de la cuadratura de un circulo un
problema resoluble en el modelo computacional Geometria
con regla y compds?

Este es un problema cuyo origen también puede situarse en la
Grecia clasica y que ha interesado a muchos matematicos a lo
largo de la historia. De hecho, la pregunta central gira en
torno al nimero 7, ese nimero real no racional que describe
la proporcidn entre el radio y la longitud de la circunferencia,
de caricter atractivo y misterioso.

Si anteriormente, en el problema de la duplicacién del cubo, y
después, en el problema de la trisecciéon de un angulo, hemos
aportado unas construcciones geométricas que resuelven el
problema (aunque no dentro de nuestro modelo computacio-
nal), en este problema vamos a ver cémo la historia ha ido tra-
duciendo el problema de la cuadratura del circulo en un pro-
blema algebraico. Y también cémo la solucién a este proble-
ma algebraico equivalente resolvi6 el problema original,
dando ademds una mirada més general sobre muchos otros
problemas relacionados.
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Evidentemente se trata de saber si 7 es una longitud que se
puede construir con regla y compas pues ésta debe ser la aris-
ta de nuestro cuadrado (fijando por ejemplo el radio unidad).
Si miramos cuidadosamente las ecuaciones de los objetos que
podemos construir con regla y compds se trata de: ecuaciones
lineales, del tipo Ax + By = C, y ecuaciones cuadraticas, del
tipo de la ecuacion de la circunferencia. Como no podemos
medir, (nuestra regla no tiene marcas) debemos suponer que
los puntos que podemos escoger de partida tienen coordena-
das enteras, de este modo las ecuaciones tienen coeficientes
racionales. Un estudio sistematico de las posibles soluciones
de estas ecuaciones nos llevan a la siguiente conclusién fun-
damental.

Teorema: Si un nimero real ¢ puede construirse con regla y
compds entonces debe ser solucién de una ecuacién polino-
mial de grado una potencia de 2 con coeficientes racionales.

Este teorema entonces transforma la pregunta sobre la cons-
tructibilidad de  en una pregunta sobre si T es algebraico, es
decir, raiz de un polinomio con coeficientes racionales.
Obsérvese que por ejemplo la raiz cuadrada de 2 no es racio-
nal y si es algebraico pues es raiz de un polinomio ménico de
grado 2 y ademas es constructible (como no podia ser de otra
manera segun el teorema) pues es la diagonal del cuadrado
unidad.

Cuando un ndmero real no es algebraico se dice que ese
numero es trascendente.

Fue Lindemann en 1880 quien probé que 7 es trascendente,
esto es, que no es soluciéon de ninguna ecuacién polinomial
con coeficientes racionales, demostrando con ello que la cua-
dratura del circulo es un problema no resoluble en el modelo
computacional Geometria con regla y compds.

El problema de la triseccion de un angulo

Problema: ;Es el problema de la trisecciéon de un dngulo un
problema resoluble en el modelo computacional Geometria
con regla y compds?

En 1837, Wantzel, en el mismo articulo sefialado anterior-
mente, demostré también que el problema de la triseccién del
angulo no se puede resolver con regla y compdas. Veamos, sin
embargo, algunas construcciones geométricas (no con regla y
compds) que permiten resolver esta cuestion.

Comencemos con un problema mds simple: construir la bisec-
cion de un dngulo, esto es, dividir un angulo escogido en dos
partes iguales. Esta construccion se puede efectuar con regla
y compads. Para esto, tomando el angulo BAC, basta completar
el paralelogramo ABDC'y trazar la diagonal.
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Veamos una manera de trisecar un dngulo, que ya conocia
Hipdcrates, y que no es una construccion con regla y compas.
Es lo que vamos a llamar una solucién mecdnica; después de
describirla, veremos qué significa esto.

C
Figura 3. Biseccién de un dngulo

Partimos del dngulo CAB y trazamos la perpendicular a AB
pasando por C. Esta perpendicular corta al segmento AB en
un punto que denominamos D. Construimos ahora el punto F
que completa el rectangulo ADCF. Elegimos un punto E en la
recta FC de modo que la interseccién H de las rectas AEy DC
verifique que la longitud de HE sea el doble de la longitud AC.
Se tiene que el &ngulo EAB es la tercera parte del angulo CAB.
En efecto, situamos el punto G en la mitad del segmento HE.
Como la longitud de HE es el doble de la longitud de AC (asi
se ha construido E) entonces HG = GE = AC. Ahora bien, el
angulo ECH es un angulo recto y por tanto CG = HG = GE
(para ver esto basta situar los catetos del tridngulo CEH sobre
los ejes coordenados y razonar analiticamente). El dngulo
EAB es igual al dngulo CEA (puesto que las rectas ABy EF son
paralelas) e igual al dngulo ECG (ya que ECG es un tridngulo
isosceles). También el dngulo CAG es igual al CGA debido a
que AC = CG. Finalmente el dngulo CGA es igual a la suma de
los angulos GEC y ECG, por lo que el angulo CGA es dos
veces el angulo EAB, como queriamos demostrar.

Fue Lindemann en 1880 quien
probo que 1 es trascendente, esto es,
que no es solucion de ninguna
ecuacion polinomial con
coeficientes racionales.

La solucién que hemos presentado, como deciamos en parra-
fos anteriores, no es una solucion con regla y compas. El pro-
blema radica en la construccién de E con la condicién de que
HE = 2AC. Esta construccién se puede realizar de forma
mecdnica. Simplemente se marca una distancia 2AC en la
regla y se apoya un extremo de la marca sobre la recta CD y el
otro sobre FC hasta hacerla pasar por A.
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A D B
Figura 4. Triseccién mecénica de un dngulo

Complejidad

Si las preguntas acerca de la resolubilidad de problemas den-
tro de un modelo computacional son cuestiones presentes en
la historia de la matematica, la aparicién de los ordenadores
ha modificado parcialmente estas preguntas. Este cambio que
sugerimos proviene del hecho de tener una maquina que per-
mite hacer con total exactitud y bastante rapidez una cantidad
ingente de operaciones, para las que un hombre necesitaria
demasiado tiempo y ademas la probabilidad de que las hicie-
ra mal serfa muy elevada. Existen en la actualidad algoritmos
que resuelven problemas que no serfan considerados como
tales por un matemadtico, digamos, del siglo XIX, puesto que
no existia el instrumento (ni la mente) que los llevara a la
practica. Luego una pregunta muy interesante en la actualidad
es acerca de los problemas efectivamente resolubles, esto es,
aquellos problemas resolubles en nuestro modelo computa-
cional para los que el algoritmo que los resuelve precisa de un
tiempo razonable para obtener su solucién.

En esta seccion definiremos la complejidad de un algoritmo
como una manera de medir el tiempo que necesita un algorit-
mo para resolver un problema. La complejidad serd entonces
una manera de medir la bondad temporal de un algoritmo.
Este concepto nos permitird también definir la complejidad
de un problema como el orden de complejidad del mejor algo-
ritmo que lo resuelve.

Definicién: Sea un algoritmo A en un modelo computacional.
Se define la funcién T(n) niimero de operaciones en el peor de
los casos como el maximo del niimero de operaciones que rea-
liza el algoritmo A para todas las entradas que tienen tamafio #.

De esta manera hay que definir precisamente lo que entende-
mos por tamafio de la entrada. Si, por ejemplo, estamos en el
modelo computacional Real RAM vy el algoritmo consiste en
encontrar un nimero 4 en una lista de nimeros podemos
definir el tamafo de la entrada como la longitud # de la lista
en cuestion.



Tomemos como ejemplo de algoritmo de bisqueda el algorit-
mo denominado de bisqueda secuencial que consiste simple-
mente en recorrer la lista dada y comparar si el término a es
igual a algin elemento de la lista. Si lo encuentra el algoritmo
se detiene y la salida es S7. Si recorre la lista sin encontrarlo la
salida es No. Podemos escribirlo en pseudocédigo de la
siguiente manera:

Entrada: al, ..., an; a
i:=1
while i<n+1
if a=ai then i:=n+2 else i:=i+1
if i=n+2 then r:=Si else r:=No
Salida: r

El tamaiio de la entrada es n y el peor de los casos es aquél en
que a no estd en la lista, porque ésta ha de recorrerse entera.
Podemos computar entonces (7).

+ Se comienza con una asignacién para el contador i.

« Entramos en el bucle que se repite # veces. Dentro del
bucle se hacen:

+ una comparacion de entrada (i se compara con n+1)
que involucra también una suma (n+1),

+ una comparacién de a con ai y una asignacién al con-
tador i de i+1 (por tanto también una suma),

+ una comparacién que nos saca del bucle (i=n+1 con
n+1).

« Finalmente se realiza una comparacién de la i de sali-
da y una asignacién a r.

Portanto T(m) =1 +n(2+2)+2 + 3 =4u + 6.

Podemos hacer dos precisiones sobre la funcién T(n). En pri-
mer lugar resulta en ocasiones ser una funcién dificil de cal-
cular exactamente. En el ejemplo que hemos presentado el
célculo es simple pero puede haber situaciones en las que no
sea sencillo decir con exactitud el niumero de operaciones
(por ejemplo en el algoritmo conocido como biisqueda bina-
ria [Rosen, 1999]). Por otro lado no es necesaria una total pre-
cision: si la operacién bésica necesita una unidad de tiempo
muy pequefia (pongamos una milésima de segundo) para ser
ejecutada entonces un error por ejemplo de una unidad no es
significativo.

Teniendo en cuenta estas precisiones necesitamos un instru-
mento que permita describir la naturaleza de T(n), en concre-
to, en su comportamiento asintdtico, esto es, para valores
muy grandes de la n. Este concepto lo tomamos del Andlisis
Matematico.

Definicién: Sean Ty S dos funciones de los nimeros natura-
les en los reales positivos; se dice que T domina a S o que S(n)
pertenece a O(T(n)) si existen dos nimeros reales n0y k > 0 de
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modo que para cada n > n0 se verifique la desigualdad (no
necesariamente estricta) S(n) < kT(n). Si S domina a Ty T
domina a S, diremos que Sy T son del mismo orden de com-
plejidad.

Definicién: Se llama complejidad de un algoritmo al orden de
complejidad de su funcién T(n), nimero de operaciones en el
peor de los casos.

La complejidad de un algoritmo es entonces una medida del
numero de operaciones que éste realiza en el peor de los casos
para tamafios muy grandes de la entrada # y establece una
jerarquia que permite determinar si un algoritmo es mejor
que otro (siempre en este sentido). Si el algoritmo A1 tiene
como funcién nimero de operaciones en el peor de los casos
a T1 y respectivamente el algoritmo A2 tiene como funcién a
T2y T2 domina a TI entonces (segun esta forma de compa-
rar) el algoritmo A1 es mejor (o al menos igual) que el algorit-
mo A2.

Por ejemplo, el algoritmo de btsqueda secuencial es un algo-
ritmo de complejidad O(T(n)) = O(4n+6). Se puede demostrar
que todos los polinomios de grado uno son del mismo orden
de complejidad y por tanto O(7(n)) = O(n). Esto es lo que se
suele conocer como un algoritmo de complejidad lineal.

Asi podemos hablar de complejidad lineal (si 7(n) es un poli-
nomio de grado 1) o de complejidad cuadrdtica (si T(n) es un
polinomio de grado 2), o de complejidad ciibica... o en gene-
ral de complejidad polinomial si T(n) es un polinomio. Todas
estas definiciones estdn sustentadas en el siguiente lema, que
dejamos como ejercicio al lector.

Wantzel, en 1837, demostro que el
problema de la triseccién del
dngulo no se puede resolver con
regla y compads.

Lema: Si T(n) es un polinomio de grado d entonces es del
orden de complejidad del polinomio potencia d-ésima de 7.

Y una muestra de la jerarquia que establece este concepto es
la siguiente cadena de dominancias: la exponencial domina a
cualquier polinomio, un polinomio de grado mayor domina a
otro de grado menor, el logaritmo es dominado por cualquier
polinomio de grado positivo. Basta representar las graficas de
las funciones senaladas para comprobar la veracidad de las
dominancias.

Por tanto un algoritmo de complejidad lineal es mejor que
uno de complejidad cuadratica, la complejidad logaritmica es
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mejor que la complejidad polinomial y la complejidad polino-
mial es mejor que la exponencial.

Un limite teérico para los problemas efectivamente resolubles
es la complejidad polinomial. El crecimiento exponencial es
demasiado rapido y rapidamente toma valores excesivamente
grandes para ser considerado efectivo. Por ejemplo, si T(n) es
la potencia enésima de 2 y la operacién basica se realiza en
una décima de segundo se tiene que si #n = 42 entonces en el
peor de los casos se realizan 2 elevado a la 42 operaciones
basicas, que son muchos afos esperando la solucién. Entradas
de tamaiio no demasiado grande necesitan de un tiempo exa-
gerado para ser manipuladas.

El matemadtico S. Smale viene observando que el estudio de la
basqueda efectiva de soluciones de ecuaciones (mediante
algoritmos de tiempo polinomial, si es posible) va a ser el pro-
blema central de las matematicas del siglo XXI, a diferencia
del siglo XX en el cual el problema central ha sido el estudio
de las propiedades de dichas soluciones, sin buscarlas explici-
tamente. En la nota del autor de este trabajo (Muiioz) y en las
propias reflexiones de Smale (Smale, 1998) se puede ampliar
la informacién sobre este tema.

El matemdtico S. Smale viene
observando que el estudio de la
busqueda efectiva de soluciones de
ecuaciones va a ser el problema
central de las matemdticas

del siglo XX1.

Conclusion

La teoria de los modelos computacionales, las definiciones
precisas de algoritmo, problema resoluble, complejidad, pro-
blema efectivamente resoluble y complejidad de un problema
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La historia de las matematicas no ha sido ajena a este tipo de
cuestiones: ya en la Grecia clésica se preocuparon de si cier-
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Estadistica espacial en clase

En el siguiente articulo se presentan unas sencillas herramientas para analizar la distribucién de los alumnos en una clase. Esta
puede ser objeto de andlisis desde diferentes perspectivas. Se proponen medidas para: el estudio de la cercania del alumno al
profesor, el andlisis de la concentracion del grupo de alumnos y el estudio cuantitativo de la diferenciacion espacial de los sexos
en el aula. Las herramientas utilizadas pueden ser de interés tanto para una investigacion de estas caracteristicas espaciales
por parte del profesor como, dada su simplicidad, recurso para el aprendizaje de herramientas estadisticas en clase.

The next article deals with some elementary tools used for analysing student distribution within the classroom, which can be loo-
ked into from various perspectives. Different measures are put forward for the study of teacher-student nearness and for the analy-
sis of student concentration, as well as for the quantitative study of spatial location of sexes in the classroom. The teacher can find
these tools interesting both for research on these spatial features and as an elementary resource for the teaching of statistical tools

in class.

e van a plantear tres propuestas de variables para su and-
lisis: primero, la medida de la cercania de los alumnos en cada
clase al profesor; segundo, la medida de la compacidad o con-
centracién de los alumnos dentro del aula y tercero, y final-
mente, se analizard la diferenciacion espacial de sexos dentro
del aula.

Medida de la cercania del alumnado

En este caso la complejidad de la variable es evidente: la cer-
canfa del alumnado resultard de la agregacién del nivel de cer-
cania de cada individuo.

¢Cémo medimos la cercania de cada individuo al profesor? La
distancia euclidea parece ser la medida mas exacta pero
puede no ser la mejor, si tenemos en cuenta consideraciones
de caricter practico y es que resulta poco eficiente empezar a
medir con una cinta métrica la distancia de cada alumno al
profesor. Una aproximacién puede venir dada por el numero
de filas que le separan del profesor, o dicho de otro modo, el
orden de la fila en la que se encuentra el individuo, aproxi-
macién que ademas coincide con la percepcién que tenemos
de la cercania en clase.

La agregacién de las medidas individuales puede realizarse
directamente a través de una suma, ya que debemos ponderar
a todos y cada uno de los alumnos de la misma forma.

Queda como etapa final, normalizar el agregado obtenido, de
modo que podamos relativizar la medida, para que sea com-
parable para medidas en otras aulas. Por ejemplo, si el agre-
gado ha resultado 86, ;hasta qué punto podemos decir que
los alumnos estdn cerca del profesor? Debemos percatarnos
de que el agregado depende del nimero de individuos pero
también del numero de filas en clase. Por ejemplo, no es lo
mismo un resultado de 86 con 10 alumnos que con 20 alum-
nos; por otro lado, no es lo mismo un agregado de 86 con 20
alumnos en una clase con 6 filas que en una clase de 15 filas.
Una propuesta de normalizacién viene dada por establecer
los valores del agregado en las situaciones de cercania y leja-
nia absolutas, que situaremos en una escala 0-1, y situar por
interpolacion nuestro agregado en dicha escala.

Por ejemplo, supongamos el aula siguiente con su correspon-
diente disposicion de alumnado (cada celda es un asiento y en
negro aparecen los individuos):

José Maria Sarasola Ledesma
Escuela Universitaria de Estudios Empresariales. San Sebastidn.
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Figura 1

El agregado de los niveles de cercania de cada individuo lo cal-
culamos del siguiente modo:

1+1+2+3+3+3+5+5+5+5+7=40

Para normalizarlo veamos qué valor tomaria el agregado de
los 11 alumnos en las situaciones de cercania y lejania absolu-
tas siguientes:

- en la situaciéon de méxima cercanfa tendriamos a 6
alumnos en la fila 1 y a 5 alumnos en la fila 2, de modo
que el agregado resultarfa: 1 -6 + 2 -5 = 16.

- en la situacién de maxima lejanfa tendriamos a 6 alum-
nos en la fila 8 y a 5 alumnos en la fila 7, asi que el agre-
gado resultaria: 8 -6 + 7 - 5 = 83.

El indice de cercania que hemos construido resultaria:
C=(40-16)/(83 - 16) = 0,36

Cuanto menor sea el indice calculado, que toma valores com-
prendidos entre 0 y 1, mayor serd la cercania del conjunto de
alumnos al profesor.

Concentracion de un conjunto de alumnos

Los alumnos pueden sentarse de forma mds o menos disper-
sa, mds o menos concentrada, en el aula. La medicién de esta
caracteristica se puede realizar, como, en general, toda medi-
cién compleja, de multiples formas. Una de ellas, quizds la
mds ortodoxa y precisa, consiste en asignar a cada alumno
unas coordenadas segln ejes cartesianos, y a partir de esos
datos bidimensionales, calcular la varianza generalizada (Pefia
Sénchez de Rivera, 1991). El inconveniente es que esta medi-
da resulta compleja para el alumno, tanto por la compresién
como por el célculo.
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Una propuesta mds simple consiste en determinar la propor-
cion de lados de celdas compartidos con otro alumno.

Veamoslo a través del anterior ejemplo. Si el nimero de alum-
nos es 11, teniendo cada uno 4 lados (izquierda, derecha,
delante, detrds), en total tendremos 44 lados. Podemos ver,
tras un simple conteo, que de estos 44 lados, 7 - 2 = 14 son
compartidos (cada lado compartido se cuenta por 2, al perte-
necer a dos personas diferentes). El indice de concentracion
propuesto resultaria de este modo 14/44 = 0,31. Pero este
indice no esta exento de critica.

En primer lugar, en la situaciéon de concentracién absoluta, el
numero de lados compartidos no llega generalmente al maxi-
mo (en este caso, 44). Si definimos la concentraciéon absoluta
como la situacion en la que los alumnos se van sentando por
filas completas, en nuestro ejemplo resultarian 6 alumnos en
la primera fila y 5 alumnos en la segunda fila, de modo que los
lados compartidos serian 14 - 2 = 28 (ver figura 2). El indice de
concentracién darfa como resultado 14/28 = 0,5.

fila 8

fila 7

fila 6

fila 5

fila 4

fila 3

fila 2

S S A S
ettt

Figura 2. Situacién de mdxima concentracién. Con
puntos negros aparecen los lados compartidos.

Un segundo inconveniente proviene del hecho de que en el
indice se considera que los lados compartidos a izquierda o
derecha y los compartidos hacia delante o detras se valoran de
la misma forma, cuando segun la percepcién comun se consi-
dera mayor concentracién en el caso de que dos alumnos se
sienten juntos en la misma fila que en el caso de que uno se
siente delante del otro. Una correccién en este sentido, supon-
dria ponderar los lados de izquierda o derecha en mayor
medida (por ejemplo, el doble). Por otro lado, los lados que
dan al pasillo deberian ser dejados de lado, ya que nadie se
sienta en el suelo. Veamos un ejemplo. Para ello, tomaremos
la distribucién de alumnos de la figura 1 y supondremos que
el pasillo divide en dos partes iguales el aula (ver figura 3).

Podemos ver en la figura, que existen 5 lados compartidos del
tipo izquierda-derecha y un lado compartido del tipo delante-



detrés. Si ponderamos el doble la unién izquierda-derecha, la
puntuaciéon absoluta de concentracién serd 5-2 + 1 -1 = 11.

Ahora debemos calcular la puntuacién maxima que serd la
que corresponde a la figura 2, pero poniendo un pasillo de por
medio, de modo que en total quedarian 7 lados compartidos
izquierda-derecha y 5 lados compartidos delante-detras y de
esta forma la puntuacion absoluta de méxima concentracion
resulta7-2 + 51 =19. Tomando como referencia este maxi-
mo, el indice de concentracién alternativo es 11/19 = 0,57.

fila 8

fila 7

fila 6

fila 5

fila 4

fila 3

fila 2

fila 1
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Figura 3

Puede realizarse asimismo un estudio de la concentracién
diferenciado por sexos, es decir, tomando como base tnica-
mente los chicos o las chicas, pudiéndose realizar asi compa-
raciones por sexo respecto del cardcter gregario.

Dispersion de sexos

Es un hecho notorio que existe un agrupamiento por sexos en
nuestras clases (como suele decirse, los chicos con los chicos,
las chicas con las chicas). ;Cémo podemos medir la intensi-
dad de dicho agrupamiento? De las multiples opciones, elegi-
mos aquella que, tras asignar a cada alumno unas coordena-
das cartesianas (por ejemplo, un alumno de la segunda fila y
quinta columna tendria por coordenadas (5,2)), calcula el cen-
tro de gravedad de cada sexo, a través del vector de medias de
coordenadas, y la distancia, no necesariamente euclidea, entre
estos. A mayor distancia entre centros de gravedad, mayor
serd la diferenciacién espacial entre sexos.

El tamafio del aula, ademds del numero de alumnos, influye
en el valor de este indice, de modo que se hace necesaria una
normalizacidn. El valor maximo del indice, para aulas rectan-
gulares, serd la longitud de la diagonal (si tomamos como base
la distancia euclidea), y dejamos a un lado como factor per-
turbador el nimero de alumnos en el aula (ya que no todos los
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alumnos pueden sentarse en el asiento de la esquina). Por
ejemplo, para un aula de 10 filas y 6 columnas, puede aproxi-
marse el valor maximo del indice de esta forma:

A (Reticos, Kenicas ) = /(10— 1)° + (6 —1)* =10,29

Veamos un ejemplo (chicas en gris, chicos en negro):

fila 10
fila 9
fila 8 N
fila 7
fila 6
fila 5
fila 4
fila 3
fila 2
fila 1
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Calculemos la distancia entre los centros de gravedad:

e (Roticos Reticas ) = /(4,29 = 3,13)” +(5,29 - 3,88)" =1,82

Normalizando lo anterior nos resulta el indice de agrupa-
miento que hemos construido en nuestro problema:
1,82/10,29 = 0,18.
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Comparéndolo con la situacion extrema no parece que exista
una gran diferenciacion (un 18% de la diferenciacién absolu-
ta). Pero para este indice también caben criticas. Una gran
diferenciacién se puede compensar por el hecho de que exis-
tan cuadrillas de alumnos del mismo sexo pero separadas en
el espacio de modo que esta separacidn hace bascular el cen-
tro de gravedad para cada sexo hacia un punto intermedio.
Una alternativa consiste en registrar para cada alumno el sexo
de sus vecinos mas cercanos a izquierda, derecha, delante y
detrés. Recogidos estos datos para el conjunto de alumnos, se
trataria de establecer la proporcién de vecinos del mismo
sexo. Este procedimiento solventaria el obstaculo que presen-
taba el indice anterior, pero surgirian otros, como el de la pon-
deracién diferencial de los vecinos de izquierda-derecha y
delante-detras.

Comentarios finales

El andlisis espacial de la distribucién de alumnos en clase se
propuso como trabajo voluntario y complementario a 3 gru-
pos de estudiantes en primer curso de la Escuela Universitaria
de Estudios Empresariales de la UPV, dentro de la asignatura
Estadistica Descriptiva en el afio académico 2002 - 03. El
hecho de que los estudiantes hicieran el trabajo por voluntad
propia ya denota una motivacion especial, que se vié acrecen-
tada al desarrollar el trabajo.

La cotidianeidad del aula hizo posible que los alumnos se sin-
tieran mucho mas cercanos a los conceptos manejados y por
esto mismo se mostraron también mucho mds propensos a
realizar propuestas alternativas de andlisis. Ellos mismos fue-
ron los que, tras recoger datos, encontraban dificultades y
obstédculos, que intentaban solucionar remodelando y afinan-
do el indice que proponian en cada caso. Debo subrayar, ade-
mads, que intentaban dar una explicacién a los resultados obte-
nidos, sin limitarse al célculo de las diferentes medidas.
Algunas de estas explicaciones eran realmente originales. Por
ejemplo, algin grupo explicé la mayor o menor cercania al
profesor en base a si el profesor preguntaba en clase.
Asimismo, las chicas resultaron ser en general algo més gre-
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garias (;0 quizd con menor tendencia que los chicos a buscar
el sexo opuesto?), es decir, mostraban una mayor concentra-
cion espacial que los chicos.

¢Se sientan los chicos mas cerca que las chicas? ;Influye el
profesor en la cercania de los alumnos? ;Y el niumero de alum-
nos o el curso? Las correlaciones a analizar son muchas a par-
tir de los indices que hemos planteado en este articulo. Ello
permite la asignacién a cada uno de los grupos de alumnos de
trabajos diferentes, evitando de esta forma el contagio al que
estamos tan acostumbrados, aunque no hasta el punto de
imposibilitar la comunicacién entre grupos, hecho que resul-
taria también desfavorable.

Los recursos presentados ayudan a superar la perspectiva
simple que se suele poseer sobre el término variable, que se
suele entender como algo de medicién inmediata y directa,
como la altura de una persona, el peso o la calificaciéon. Por
ejemplo, ;como debemos medir el status socioeconémico de
una persona? Es evidente que esta variable no es de medicién
directa y que requiere una ponderacién de multiples factores.
Es importante, pues, que el alumno sea consciente de que el
campo de variables no se limita a lo que se puede medir direc-
tamente y que es susceptible de manipulacién y acomodo a los
objetivos y perspectivas de cada trabajo de investigacion.

Finalmente, este tipo de andlisis permite al alumno ser cons-
ciente de la multiplicidad de perspectivas desde las que puede
medirse un determinado concepto abstracto. Tal como hemos
podido comprobar en los puntos anteriormente tratados, en
general los indices plantean limitaciones en su acercamiento a
la realidad; pero es que la estadistica no trata de la mera
reproduccién de la realidad, sino de la simplificacién de su
complejidad, siendo a veces inevitable, e incluso deseable, una
pérdida de precision. B
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El trabajo que hemos desarrollado en este articulo es un estudio de un método historico desarrollado por Descartes para calcu-
lar la recta normal a una curva, y que puede ser aprovechado para calcular derivadas puntuales y generales de funciones. El
método, requiere de la resolucion de ecuaciones algebraicas y transcendentes, que en principio pueden ser complicadas (por eso
ha caido en el olvido), pero que permite introducir en el aula una gran cantidad de aspectos docentes. Ademds, la idea en la que
se fundamenta el método de Descartes puede ser aprovechada para calcular la distancia de un punto a una recta o un plano.

This article deals with a study of Descartes's method to determinate the tangent line to a curve. This procedure can be used for
calculate the derivative of a function. The method is very rich from a geometrical point of view and it requires the resolution of
algebraic and trascendent equations, may be very complicates to solve (this is the reason why the method has been forget), but it
provides us to introduce in the classroom a huge among of docent aspects. Moreover, the main idea in which Descartes's method is
based can be used to calculate the distance from a point to a line or a plane.

a histérica controversia Leibniz-Newton sobre la inven-
cién del Célculo Diferencial en el siglo XVII ha eclipsado
otras contribuciones que se hicieron en ese campo con ante-
rioridad, y que fueron en su momento un testigo que recogie-
ron tanto Leibniz como Newton para avanzar en la carrera
del conocimiento matematico. Por otra parte, las aportacio-
nes (independientes) tanto del alemdn como el sajén fueron
tan geniales que todavia contribuyeron mds a que el trabajo
de sus antecesores quedase ain mds relegado a un segundo
plano. Como consecuencia de todo ello, algunos métodos his-
toricos para el cdlculo de normales (o equivalentemente de
tangentes) a curvas son, hoy dia, muy poco conocidos. Tal es
el caso del método que ideé René Descartes (1596-1675), y
que estudiaremos en el préximo apartado.

Haciendo un poco de historia, parece ser que los primeros
estudios sobre tangencias a curvas y superficies se deben a
Arquimedes de Siracusa (298-212) AC y a Apolonio de Perga
(262-?) AC, aunque sus aportaciones se limitan a algunas
cénicas, tal y como sabemos por la obra de Pappus de
Alejandria (290-350) AC que recoge comentarios sobre el tra-
tado Tangencias de Apolonio, y en particular del famoso pro-
blema de las circunferencias tangentes. Después de la fértil
era helénica en el estudio de problemas geométricos, hay que
esperar hasta el siglo XVII para que se vuelvan a producir
importantes avances en el problema del trazado de tangentes
a curvas. El progreso lo realizaron, con métodos indepen-
dientes, tanto Descartes como Pierre Fermat (1601-1665).

Leyendo los textos (Boyer, 1987), (Gaukroger, 1995) y (Chica,
2001), resulta revelador el hecho de que parece ser que con su
potente Méthode, Descartes era consciente de que todas las
propiedades de una curva estaban completamente determi-
nadas si se es capaz de dar su ecuacién en dos variables y tra-
zar su normal, y escribe (véase, Boyer pag. 435):

Habré dado aqui todo lo que es necesario para el estudio
de curvas, una vez que dé un método general para trazar
una linea recta que forme dngulos rectos con una curva en
un punto arbitrario de ella. Y me atreveria a decir que este
no es sélo el problema mds 1til y méds general que conoz-
co, sino de los que hubiera deseado conocer.

Sin embargo, Descartes no fue capaz de realizar grandes
avances en su método para el trazado de normales, ya que
como veremos después, conduce a ecuaciones dificiles de
resolver en la época en que lo desarrollé. No obstante, la pro-
puesta de Descartes resulta, a nivel didactico muy sugerente
hoy porque requiere conjugar aspectos geométricos (sobre
todo relativos a las propiedades de la circunferencia) con
otros de naturaleza algebraica, que pueden ser abordados,
bien analiticamente o bien mediante el uso del ordenador,
potenciando un aprendizaje mds global de las matematicas.

Juan Carlos Cortés Lopez
Universidad Politécnica de Valencia.
Gema Calvo Sanjuan

IES Els Evols, LAlciidia. Valencia.
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El método de descartes: descripcion

En este apartado, y siguiendo el magnifico libro de C.B. Boyer
sobre Historia de las Matematicas (Boyer, 1986), en primer
lugar, describiremos el método de Descartes para el trazado
de rectas normales a curvas y posteriormente lo traduciremos
a lenguaje algebraico. Textualmente, Boyer (pg. 435) explica
de la siguiente forma:

El método de Descartes:

Descartes sugeria que para hallar la normal a una curva
algebraica en un punto de dicha curva, se deberia tomar un
segundo punto variable sobre la curva, y hallar la ecuacién
de la circunferencia con centro en el eje de coordenadas
(puesto que utilizaba un unico eje, el de abscisas) y que
pase por los puntos y . Igualando entonces a cero el discri-
minante de la ecuacién que determina las intersecciones de
la circunferencia con la curva, puede hallarse el centro de
la circunferencia tal que coincide con y, conocido el centro,
pueden determinarse ficilmente tanto la normal como la
tangente a la curva en el punto.

Posteriormente, en la pagina 462, C.B. Boyer propone en el
ejercicio 12 hallar la normal a la curva y2 = 4« en el punto
(1,2), utilizando la técnica de Descartes.

En lenguaje algebraico, el método de Descartes puede expre-
sarse como sigue (véase figura 1): dada una curva y = f{x) un
punto P(a, fla)) de la misma (a € Dom(f{x)), para calcular la
pendiente n de la recta normal r,: y - fla) = n(x - a) a y = flx)
en P debemos considerar la circunferencia I" de centro C(c, 0)
(sobre el eje de abscisas) y radio r =CP

Ii(x-c)2+y2=(a-c)?+ fa)

y exigir que I' e y = f{x) se corten en un unico punto (el de tan-
gencia) que debe ser P, para lo cual se debe imponer que el sis-
tema de ecuaciones

(x-cP+y2=(a-c)+f(a) (1)
y =fx)

tenga una tnica solucidn real: x = 4, sin contar su multiplici-
dad algebraica (que a partir de ahora denotaremos por m.a.).
Esto permitira calcular ¢ y en consecuencia #, ya que

n=d @ (9

a—c

Ahora, utilizando la relacién entre las pendientes de dos rec-
tas perpendiculares, el cdlculo de la pendiente ¢ de la recta
tangente r: y - fla) = {(x - a) buscada es muy sencillo
c—a
t= =f'(@) (3)
f 4
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Como podemos intuir desde la descripcién que Boyer hace
del método, uno de los inconvenientes del mismo radicara en
la dificultad de encontrar condiciones que garanticen que la
ecuacién que se deducird de (1) tenga solucién real tnica
(salvo m.a.), porque mds alld del caso en que se obtiene una
ecuacién polinémica de grado dos (como veremos luego, este
es el caso del ejercicio que propone Boyer) cuya respuesta es
muy sencilla en términos del discriminante, en general, esta
no es una cuestiéon sencilla, ni siquiera en el caso particular
polinémico (de grado tres o mayor); y desde luego el proble-
ma es mucho maés sofisticado cuando la ecuacién que se deri-
va de (1) involucra funciones trascendentes.

=f(x
y y=f .
—~ P r,
C(c,0) X
Figura 1. El método de Descartes
Aplicaciones

A continuacién mostraremos varias aplicaciones del método
de Descartes. Empezaremos resolviendo el problema pro-
puesto por Boyer, que es el mas sencillo. El resto de las apli-
caciones las hemos seleccionado, de entre las generadas nos-
otros mismos, para ilustrar aqui los diversos aspectos que nos
interesa subrayar a propédsito de este método.

Aplicacion 1
Determinar, por el método de Descartes, las rectas normal y
tangente a la curva y? = 4x en el punto P(1, 2).

Segtn hemos visto anteriormente, debemos encontrar el cen-
tro C(c, 0) de una circunferencia tangente a la grifica G de
y2=4x en el punto P(1, 2) (obsérvese, segtn la figura 2, que la
intuicion geométrica nos indica que ¢ >1). Para ello exigimos
que el sistema

I:(x-c)2+y2=(1-¢c)2+22 (@)
G:y? =4x

tenga como unica solucién real (sin contar la m.a.) x = 1. Esto

nos conduce a que la ecuacion polinémica de grado dos en x



& =2cx+c”+4x=1-2c+c" +4= %" +(4-2c)x+2c-5=0

debe tener a x = 1 como raiz real doble. Garantizar esto es
equivalente a exigir que el discriminante sea nulo:

A=(4-202-4(2c-5)=0 (5

de donde, resolviendo esta ecuacién cuadratica en ¢ obtene-
mos ¢ = 3 > 1 (obsérvese que como es intuitivamente plausi-
ble, esta ecuacion también debe tener solucién real doble, al
ser el centro C(c, 0) Gnico). En consecuencia, aplicando (2) y

®3)

rn:y—2=£(x—1) (n=-1)

niy=2=" (=1 (t=1)

por lo que f’(1) = 1, tal y como puede comprobarse utilizando
las reglas de derivacion.

Figura 2. Aplicacién 1 del método de Descartes

Exploraremos ahora otras aplicaciones del método para cal-
cular derivadas, donde los escenarios que aparecen son nota-
blemente mas sofisticados.

Aplicacion 2
Utilizando el método de Descartes, calcular £'(2) siendo f(x)=x2.
En esta ocasion debemos resolver el sistema

I:(x-c)2+y2=(2-¢)2+ 42
G:y? =x2
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que conduce a
x* + x2 -2¢cx + 4c - 20 = 20 (6)

La interpretacion geométrica nos indica que ¢ > 2 y que esta
ecuacion debe tener como udnica solucién real (salvo m.a.)
x=2. Ahora no disponemos de un criterio tan sencillo como el
del discriminante para las ecuaciones polinémicas cuadrati-
cas, pero podemos determinar ¢ razonando como sigue.
Como (6) es una ecuacion polinémica de grado cuatro y x=2
debe ser su Unica raiz real (salvo m.a.) debe satisfacerse algu-
no de los siguientes casos:

Caso 1: x = 2 tiene m.a. cuatro.
Caso 2: x = 2 tiene m.a. dos y las otras dos raices son com-
plejas (conjugadas).

Sin embargo, la primera posibilidad no puede darse, ya que,
en ese caso se tendria

x* + x2-2cx + 4c - 20 = (x - 2)4 = x4 -8x3 +24x? - 32x + 16

lo cual es imposible, como se deduce comparando los coefi-
cientes que acompanan a x2. Por lo tanto,

x4+ x2-2cx +4¢-20= (x-2)2- [x - (o +iP)] - [x - (a0 - if)]
xt+x2-2cx +4¢-20= (x-2)2- (2 - 20 + 02+ 32)

desarrollando el término de la derecha y comparando coefi-
cientes formamos el sistema

xt  1=1

x3: 0=-20-4

x2  0=o02+B2+4+ 8
x: -2¢ = -4(02 + P?) - 8a
X0 4c-20 = 4(02+ B2?)

del cual sélo nos interesa calcular c. Esto es sencillo, pues de
las ecuaciones x% 4c - 20 = 4(02 + 32) y x3: 0 = -20. - 4, es decir,
-8t = 16, sustituyendo en la ecuacion de x! tenemos:

—2¢=20—-4c+16=>c=18>2
Ahora basta sustituir en (3) los datos y obtenemos
F2)=(18-2)/4 =4

tal y como es sencillo comprobar utilizando las reglas de deri-
vacion.

A través de la aplicacién 2 hemos podido observar que el
método de Descartes aplicado al calculo de la derivada de una
funcién sencilla puede conducir a un problema de naturaleza
algebraica complicado de resolver. El siguiente ejemplo pro-
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fundiza mas en este sentido, y aporta una forma atractiva de
tratarlo en el aula utilizando para ello algin asistente mate-
matico, tipo Mathematica®.

Aplicacion 3

Calcular, por el método de Descartes, f'(1) siendo f(x) = x3.

Razonando como en las aplicaciones anteriores, llegaremos a
que la ecuacién polinémica

Pelx) =x6+x2-2cx+2c-2=0 (7)

debe tener como unica raiz real (salvo m.a.) x = 1 por lo que
sélo caben las siguientes posibilidades:

Caso 1: po(x) = (x - 1)6
Caso 2: pu(x) = (x - 1)+ (x - 200x + 02 + B2)
Caso 3: p(x) = (x - 1)#- (x - 20 + 02+ P2) - (¥2 - 2yx + Y2 + 82)

Prosiguiendo como en la aplicacion 2, es sencillo ver que el
Unico caso que puede darse es el tercero. La resolucion del sis-
tema de ecuaciones nos ha llevado a que ¢ = 4 y por lo tanto
tenemos f(1) = 3. Sin embargo, como los cilculos que se
requieren para llegar a estas conclusiones son bastante labo-
riosos, podemos mostrar un camino alternativo representan-
do la familia uniparamétrica {p.(x)} dada por (7) y seleccio-
nando de dicho haz, la funcién que corte al eje de abscisas una
Unica vez en x = 1. Como puede verse en la figura 3, esto
corresponde a ¢ = 4 (para llegar a este valor o una aproxima-
cion del mismo deben realizarse diversas pruebas, utilizando
estrategias del tipo: ensayo y error, la funcién zoom de apro-
ximacion local en la visualizacién de graficas y en general toda
la informacién que esté a nuestro alcance, como por ejemplo
ahora, que la interpretacién geométrica del problema nos
indica quec > 1).

08
0,6
04 t

02 t

Figura 3. Aplicacién 3: resolucién grafica

El problema polinémico general consistente en determinar f(a)
siendo f{x) = x, lleva via el método de Descartes, a la ecuacién
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Pelx) =x2 + x2-2cx -a?+2ax-a> =0 (8)

Para el cdlculo de ¢ debe considerarse que (8) tiene como
Unica raiz real x = a, sin contar la m.a., (es inmediato sustitu-
yendo en (8) ver que p.(a) = 0). Mds ain podemos asegurar
que su multiplicidad algebraica serd dos, pues la interpreta-
cion geométrica del problema de tangencia nos indica que la
ecuacidn (8) tiene a x = @ como Unica raiz real, y ademds como
Pe(x) es un polinomio de grado par, lam.a. dex = a € R debe
ser también un ndmero par de entre {2, 4, ..., 2n}, por lo que al
menos podemos garantizar que

P(@=0=2na""+2a-2c=0 (9)

(ya que, un numero es un cero de m.a. dos de un polinomio si
y solo si también es cero del polinomio derivado), pero como
tenemos,

pla)=02n)2n-1)a”?+2#0 Va

podemos afirmar que la m.a. de x = a es exactamente dos.

Hasta ahora en las aplicaciones hemos calculado derivadas
puntuales, sin embargo, el método puede utilizarse para obte-
ner la funcién derivada. Veamos un ejemplo con una funcién
diferente a las tratadas hasta ahora, la funcién candnica de
proporcionalidad inversa.

Aplicacién 4
Utilizando el método de Descartes, deducir la regla de deriva-
cion de la funcién f(x) = 1/x.

Consideremos r € R - {0} y calculemos f’(r). La aplicacién del
método nos conduce a la ecuacion

2 1 2 1
k- +—5=r-o+—
x r

1
p.(0)=x" —2cx —(rz —2cr+—2)x2 +1=0 (10)
r
que debe tener como unica raiz real x = r (sin contar su m.a.),
por lo que se debe satisfacer alguno de los siguientes casos:

Caso 1: pi(x) = (x - r)#
Caso 2: pu(x) = (x - r)2 - (x - 20 + 02 + B2)

El primer caso no puede darse, ya que



2

1
x* —2cx3—(r2—2cr+—)x2 +l=(@x-r)=
r

=x*—drx® +6r’x* —4rix +r*

y comparando los coeficientes que acompaiian a x, se deduce
que r = 0, lo cual es imposible. El segundo caso nos conduce

al sistema
x4 1=1
x3 -2¢ =-2(r+ )
1
x2: —(r2—20r+—2)=r2+4roc+ocz+[32
r

x: 0=-2r(ro.+ o2+ 32)
x0: 1=r2o2+ B?)

desde el cual podemos calcular ¢ directamente. En efecto,
como r # 0de la ecuacién x0: 1/r2 = (o2 + B?) y de la relacién
x1 se deduce: 4ra. = -4(02 + B2) = -4/r2. Sustituyendo todo esto
en la ecuacion de x?y despejando ¢ obtenemos:

2
r

1 4 1
—(r2—26r+—)=r2——+—
r

f’(r)zt:CI =

~ |

con lo cual hemos deducido la regla de derivacién de la fun-
cién flx) = 1/x.

Mais alla del método de descartes

La idea que en la que se fundamenta el método de Descartes
puede ser aprovechada para resolver otros problemas de natu-
raleza completamente distinta. Por ejemplo, el calculo de la
distancia de un punto a una recta en el plano, o el cilculo de
la distancia de un punto a un plano en el espacio. Como el
razonamiento es andlogo, y hasta ahora las aplicaciones mos-
tradas se han hecho en dos dimensiones, abordaremos este
problema en el caso tridimensional.

Supongamos que deseamos calcular la distancia de un punto
P aun plano © que denotaremos por d(B ). Para ello, y basén-
donos en la idea del método de Descartes consideraremos la
esfera I" de centro P (véase figura 4) y impondremos que el sis-
tema de ecuaciones no lineales (S.E.N.L.) formado por la
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ecuacion de la esfera y del plano tenga solucion tnica, lo cual
significa que la esfera y el plano se cortan en un unico punto,
esto es, que son tangentes, y como el vector radio de la esfera
es normal al plano tangente, el radio R de la esfera sera preci-
samente la distancia d(B 1) buscada. Para calcular R impon-
dremos que la ecuacién de segundo grado que se deriva de
resolver el mencionado S.E.L.N. por el método de sustitucién
tenga solucion unica, esto es, que el discriminante sea nulo.

>4 d(Pm)=R

Figura 4. Aplicacién de la idea de Descartes a célculo de la
distancia de un punto a un plano

I

Veamos un ejemplo para mayor claridad.

Aplicacion 5

Calcular la distancia del punto p(1, 2, 5) al plano
T2X+2y-2=5

utilizando la filosofia del método de Descartes.

En primer lugar consideraremos la esfera de centro el punto P
y radio R,

i(x-124+(p-22+((=z-52=R

y calculamos su interseccién con el plano 7, resolviendo el
S.E.L.N.:

Ii(x-1)2+(y-2)2+(z-52=R
T2x+2y-2z=5

que nos conduce a
(x-1)2+ (y-2)2+ (2x + 2y -10)2 = R?
5x2 + (8y - 42)x + (5y2 - 44y + 105 - R2) =0
Fijada la variable y, la ecuacién anterior es una ecuacién de
segundo grado en x, como el S.E.L.N. debe tener una tnica

soluciodn, el discriminante A, debe ser cero:

A, = (8y - 42)2 - 20(5y2 - 44y + 105 - R2) = 0
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-36y2 + 208y - 336 + 20R2 = 0

Al igual que el S.E.L.N,, esta ecuacién de segundo grado en
debe tener solucién tnica, luego

A, = 2082 - 4(-36)(-336 + 20R2) = 0

que nos da una ecuacién en R, de donde

5120 4

R=d(P,m)=
2880 3

tal y como puede comprobarse por los métodos estandar.

Conclusiones

El trabajo que hemos desarrollado en este articulo es un estu-
dio de un método histérico desarrollado por Descartes para
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Inicialmente, se tratard de delimitar el campo de accion al que se refiere la palabra juego y qué tipo de juegos se propone utili-
zar. A continuacion se considerardn las razones culturales, matemadticas, educacionales, socioldgicas y psicoldgicas que aconse-
jan su incorporacion en la enseiianza de las Matemdticas y algunas sugerencias que ayuden a determinar su forma de utiliza-
cion en el aula. Posteriormente se realizard el andlisis de algunos juegos y, para finalizar, el articulo se centrard en la experi-
mentacion en el aula y las conclusiones.

At the beginning, a definition of the field to which the word play is applied will be attempted, and it will be stated what kind of
games are proposed to be used. Then, the cultural mathematical, educational, sociological and psychological reasons that advise
its incorporation into the teaching of Maths will be considered, along with some suggestions that will help to determine the way
they should be used in the classroom. Subsequently, some games will be analysed and to finish with, the article will focus on the

experimentation in the classroom and the conclusions.

ducaci()n como formacidn integral de la persona

Entendemos la educacion como formacidn integral de la per-
sona. Consideramos que la labor de los docentes consiste en
preparar a los estudiantes en las clases de hoy para vivir y tra-
bajar en el mundo de manana, en una sociedad cada vez mds
compleja que exige personas capaces de resolver problemas y
de adaptarse a las distintas situaciones (Burrill, 1998;
Chamoso y Rawson, 2003).

Hasta ahora se ha ensefiado a los alumnos a hacer, no a pen-
sar. Pero las Matematicas no son simplemente una coleccién
de hechos y destrezas sino, sobre todo, una forma de pensa-
miento (Kehle, 1999). El N.C.T.M. (1991, 2000) recomendd
que los estudiantes, esencialmente, trabajaran las mismas
Matematicas que se estaban ensefiando pero con un enfoque
distinto, de forma que los fines que deberian conseguir todos
los alumnos con relacién a la importancia de la instruccién
matemadtica deberfan ser: Aprender a valorar la Matematica,
sentirse seguros en su capacidad de hacer Matematicas, llegar
a resolver problemas matemadticos, aprender a comunicarse
mediante las Matemadticas y aprender a razonar matemadtica-
mente.

Por ello, las recomendaciones mds recientes para reformar la
Educacion Matemadtica enfatizan la necesidad de un cambio
en la forma en que se ensefan y aprenden las Matematicas en
los centros de ensefianza (N.C.T.M., 1991, 2000). Ya en ese
sentido se decia en el Colloquium de Utrech, en 1967:

El problema no es qué tipo de matemadticas sino cémo
deben ensefiarse las matemadticas

(citado por Rico, 1990, pag. 33).

El arte de enseflanza tiene poco que ver con un comercio
de conocimiento; su propédsito fundamental debe ser
fomentar el arte del aprendizaje

(von Glasersfeld, 1995, pag. 192). Sin embargo, no se puede
olvidar el hecho de que es el drea de Matematicas en la que se
obtienen rendimientos mds bajos (I.N.C.E., 1997) y se perci-
be como la mas dificil (por ejemplo Alcald, 1997), aunque a la
vez sea considerada importante y con un alto valor predictivo
sobre las capacidades del individuo (Guerrero Ojeda, 1989).
Lo cierto es que despierta la antipatia de mucha gente que la
ve como algo ajeno.
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Los cambios estdn afectando a todos los aspectos del proceso
de ensefnanza y aprendizaje. Por ejemplo:

+ Se abandonan las Matematicas entendidas como un con-
junto de contenidos acabado que hay que dominar y en el que
no se puede intervenir, y se da paso a otras Matematicas en las
que se resalta el proceso de construccién del conocimiento
matematico, y se considera su formalizacion y estructuracion
como el punto de llegada en lugar del de partida.

« El objetivo de esta materia ya no es tanto que el alumno
conozca unas reglas como que explore, experimente, haga
preguntas y conjeturas... En definitiva, que razone.

+ A los contenidos tradicionales de aritmética, algebra, geo-
metria, trigonometria y funciones se afiaden el andlisis de
datos y la estadistica, la teorfa de probabilidad y de estimacién
y lo relativo a las matemadticas discretas. Ademads, se destacan
las interrelaciones de todas estas ramas de las Matematicas
para que se consideren un todo integrado y no una agregacion
de conocimientos aislados. De esa forma se proporciona una
idea mads clara y certera del objetivo de las mismas.

« El dominio del célculo pierde protagonismo y la atencién se
centra en la resolucion de problemas. Esto facilita que el
alumno relacione las Matemdticas que estudia en la escuela
con sus propias experiencias y con situaciones que le son
familiares, utilice diferentes métodos y materiales, maneje los
conceptos matematicos, escuche a los demds, ponga sus ideas
en comun y tenga la posibilidad de aplicar las Matematicas y
descubrir su utilidad.

« Cambia el ambiente de las clases: los alumnos dejan de ser
receptores pasivos, meros espectadores y se convierten en
participantes activos, capaces de trabajar en equipo, investi-
gar, discutir, crear, conjeturar y validar. En definitiva, de hacer
Matemadticas.

«+ El profesor abandona su papel de autoridad, que proporcio-
na informacion, para ser alguien que facilita el aprendizaje. Se
le pide que estimule a los alumnos y alimente su curiosidad,
fomente la interaccién entre los mismos, diversifique los
medios que utiliza (materiales manipulativos, calculadoras,
ordenadores...) y la forma de organizar el trabajo (pequefios
grupos, actuaciones individuales, exposicién ante toda la
clase...). El objetivo es conseguir que los estudiantes tengan
confianza en si mismos, desarrollen su capacidad matematica
y valoren esta ciencia.

Los Estandares del N.C.T.M. (1991, 2000) presentaron una
visién de los estudiantes como seres que piensan y razonan
activamente en Matematicas.

iLa buena enseflanza no es hacer el aprendizaje fécil!
Tampoco es hacerlo duro. Estudiantes, profesores, padres
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y administracién deberian entender que la buena ensefian-
za significa que los estudiantes tomen parte activamente en
el proceso de aprendizaje

(Burrill, 1997). Para conseguir esos objetivos se va a presentar
la introduccién de juegos en el aula como una forma de modi-
ficar la metodologia de ensefianza. Posteriormente se verdn
los resultados de su experimentacion y las conclusiones.

Los juegos en la ensefianza de las Matematicas

El juego es una actividad universal que no conoce fronteras. A
lo largo del tiempo, todas las personas han practicado alguno
de una forma seria. Como se puede descubrir a través de las
referencias que proporciona la literatura, el arte, la arqueolo-
gia o la antropologia, las culturas mds diversas los han utiliza-
do en sus ritos religiosos, para adivinar el futuro, ejercitar la
agilidad, la punteria, la perspicacia o, sencillamente, para
entretenerse. De hecho, las comunidades humanas siempre
han expresado con juegos su interpretacién de la vida y del
mundo. Incluso es mas antiguo que la misma cultura pues
(Huizinga, 1951, pp. 84)

la cultura, en sus fases primitivas, tiene apariencia de juego
y se desarrolla en un ambiente similar a un juego.

También ha estado presente de forma activa en el nacimiento
de las importantes formas de expresion colectiva del hombre:
religién, guerra, poesia, musica.... También en la ciencia y, en
concreto, en las Matemadticas (Bell y Cornelius, 1990;
Huizinga, 1951). El desarrollo de diversas disciplinas matemd-
ticas (Combinatoria, Teoria de juegos, Teoria de probabilida-
des, Teoria de grafos, Teoria de numeros, Topologia...)
comenzd como algo puramente recreativo. De hecho, cada
campo de la Matematica tiene aspectos recreativos (Gardner,
1998). Asi, los problemas matemdticos poseen dos posibles
origenes: por un lado estan los problemas surgidos de proble-
mas técnicos y que se le plantean al matemadtico; por otro lado
tenemos los problemas de pura curiosidad, los acertijos.

En la vida ordinaria de muchos ciudadanos estdn presentes
juegos electrénicos y de ordenador, de azar y malabares, con-
cursos y deportivos, al aire libre y de mesa. Socialmente, el
término juego se utiliza para referirse a multitud de activida-
des cotidianas con las que muchas personas se entretienen y
ocupan su tiempo libre, ya sea practicindolas directamente o
presenciando cémo lo hacen otros. Sin embargo no es facil
dar una definicién que abarque los mudltiples significados
enlazados que conlleva esta palabra. El diccionario de la Real
Academia Espaiola (2001) lo define como ejercicio recreativo
sometido a reglas, y en el cual se gana o se pierde. Por tanto, le
asocia tres caracteristicas fundamentales:

o Cardcter liidico: Se utiliza como divertimento y deleite sin
esperar que proporcione una utilidad inmediata ni que ejerza



una funcion moral. Por ello se organizan adaptados a un inte-
rés propio, lo que permite encerrarse en un pequeino mundo
alejado de la dificil y complicada realidad.

Cuando jugamos, e incluso cuando presenciamos cémo lo
hacen otros, abandonamos el incomprensible universo de
la realidad dada para encerrarnos en el reducido mundo de
factura humana donde todo es claro, intencional y facil de
comprender

(Huxley, citado por Gardner, 1992, pag. 87).

« Con reglas propias: Esta sometido a reglas propias que han
de ser claras, sencillas y faciles de entender, aceptadas libre-
mente por los participantes y de cumplimiento obligatorio
para todos. No obstante, los juegos no son rigidos y las reglas
se pueden variar por mutuo acuerdo entre los competidores.

“La cultura, en sus fases
primitivas, tiene apariencia de
juego y se desarrolla en un
ambiente similar a un juego”
Huizinga, 1951

« Cardcter competitivo: Aporta el desafio personal de ganar a
los contrincantes y conseguir los objetivos marcados, ya sea
de forma individual o colectiva. La emocion de la competicion
los hace mas excitantes.

Més completa es la definicion de Johan Huizinga (1951, pp.

57-58), que considera que
es una accién u ocupacién voluntaria que se desarrolla
dentro de unos limites temporales y espaciales determina-
dos, segun reglas absolutamente obligatorias aunque libre-
mente aceptadas; es una accién que tiene un fin en si
misma y estd acompafiada de un sentimiento de tensién y
alegria.

Es decir, ademds de ladico, reglado y competitivo, considera
que el juego es:

« Libre: Los jugadores lo practican voluntariamente.

o Limitado espacial y temporalmente: Se separa de la realidad
y del mundo por el espacio y tiempo que previamente se ha
fijado para su practica. En general, después de un nimero
finito de movimientos o acciones, tienen un final que se
corresponde con la consecucién o no del objetivo propuesto.
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« Improductivo: Ni genera riqueza ni pretende conseguir otro
fin que el propio juego. Los jugadores s6lo aspiran al placer de
ganar al contrincante.

» Se acomparia de tension y alegria: Tensién por ganar y ale-
gria por jugar.

Bright, Harvey y Wheeler (1985) y Corbaldn (1994), ademas,
anaden otros aspectos importantes:

» Sonm inciertos: Al empezar cualquier juego no se conocen ni
su resultado ni la situacién en un momento determinado de
su desarrollo. Esta caracteristica hace a estos mds atractivos
pues libera la imaginacién de los jugadores y les invita a hacer
predicciones.

«» Tienen un minimo reconocimiento social: No se les suele dar
importancia, a pesar del protagonismo que han alcanzado
algunos deportes.

En resumen, el juego se caracteriza por ser una actividad
humana ludica, libre, reglada, limitada espacial y temporal-
mente, competitiva, improductiva y de resultado incierto.

Una metodologia de trabajo en ese sentido, ;se
pueden utilizar en el aula?

Razones que aconsejan usar los juegos en el aula

Aun siendo variadas y profundas las relaciones entre juegos y
Matematicas, las razones principales para utilizar los juegos
en el aula son las que enumeramos a continuacién (Chamoso
y Durén, 2003):

1. Son unas actividades atractivas y aceptadas con facilidad
por los estudiantes que las encuentran variadas, las reconocen
como elementos de su realidad y les permiten desarrollar su
espiritu competitivo. Pueden crear un ambiente lidico que
contribuya a despertar la curiosidad de los alumnos y les
ayude a disfrutar de la alegria del descubrimiento y el placer
del conocimiento. La utilizacién habitual de juegos y otras
actividades recreativas en el aula hard mds fécil esquivar el
rechazo de algunos estudiantes hacia esta materia y superar
bloqueos de otros. Con ello se espera que la clase sea méas par-
ticipativa, prdctica, receptiva y amena. Los juegos matemati-
cos constituyen un material de valor excepcional para la ense-
fanza de la Matemadtica. La atraccién y el interés que despier-
tan garantizan el esfuerzo que requiere la investigacién mate-
matica. En cada época, hay docentes que saben aprovechar en
sus clases la motivacion excepcional que suscitan las activida-
des recreativas. Estas son generadoras de placer espontineo y
por esa via la Matematica deja de parecer una disciplina tris-
te y los matemadticos unos aguafiestas (Guzmadn, 1996).
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2. Cualquier situacién de juego que se plantee en el aula favo-
recerd el desarrollo social de los estudiantes pues estimulara
el trato con otras personas, la colaboracion entre iguales y el
trabajo en equipo, la aceptaciéon de normas, la comunicacién
y discusién de ideas, el reconocimiento de los éxitos de los
demds y comprension de los propios fallos. El juego introdu-
ce elementos como la novedad, la suerte o la variabilidad. Ello
favorece la igualacién entre todos, incluido el profesor. Ese
ambiente nuevo ayuda a que cambie el papel de los alumnos
en el aula, con lo que se favorece una instruccién mas coope-
rativa: cualquier cosa puede afirmarse y todos manipulan,
aprenden y ensefan.

3. No se pretende considerar el estudio de juegos porque si,
sino como un tipo de problemas o como una fuente de pro-
blemas dentro del movimiento general de resolucién de pro-
blemas. Los matemadticos valoran los juegos porque se com-
portan siguiendo unas reglas de forma similar a como las
Matemdticas lo hacen en si mismas (Corbaldn, 1998). De
hecho, se puede estudiar un paralelismo entre los procesos
seguidos al tratar de resolver problemas de la vida real apli-
cando las Matematicas y la buisqueda de una estrategia gana-
dora en los juegos de estrategia. Ambos tienen las mismas
fases y permiten ejercitar los mismos hdbitos y habilidades
por lo que no parece descabellado utilizar los juegos de estra-
tegia para proporcionar herramientas al alumno que serdn
utiles para la tarea matemadtica (Gallagher, 1980).

4. Requieren esfuerzo, rigor, atencién y memoria, estimulan
la imaginacién, favorecen la creatividad y ensefian a pensar
con espiritu critico. Fomentan la independencia, desarrollan
la capacidad para seguir unas instrucciones, permiten mane-
jar conceptos, procedimientos matematicos y destrezas de
conocimiento en general, y favorecen la discusién sobre
Matematicas y un rico uso de formas de expresién.

En la sociedad no se suele dar
importancia a los juegos a pesar
del protagonismo que han
alcanzado algunos deportes.

5. Se recomiendan como generadores de aprendizajes dura-
deros. Las habilidades adquiridas en condiciones de aprendi-
zaje agradables se retienen normalmente durante periodos de
tiempo mds largos que las que se adquieren por imposicién o
en condiciones adversas y no se olvidan después de superar
metas a corto plazo como los exdmenes (Gallagher, 1980).

6. Pueden ser comprendidos y apreciados sin necesidad de

tener muchos conocimientos previos de Matemadticas y pro-
vocan situaciones en las que es posible realizar alguna inves-
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tigacion al alcance de todos. Ademads, permiten una correc-
cion inmediata de la solucion pues si no es la apropiada no se
llega al resultado deseado (Corbaldn, 1998).

El objetivo no es jugar sino utilizar los juegos como instru-
mentos para conseguir los objetivos que se pretenden.
Precisamente por ello no puede esperarse que los documen-
tos oficiales indiquen cémo y cudndo utilizarlos dentro del
proceso educativo, pues corresponde a los centros tomar
decisiones para establecer el modelo de educacién por el que
se haya optado en el Proyecto Educativo de Centro (PE.).
Posteriormente los departamentos, en el Proyecto Curricular
de Area, deben adecuarse a ello, lo que influira en la concep-
cién mas formativa o mds instrumental de cada disciplina, en
particular de las Matematicas.

No obstante, en las orientaciones diddcticas generales se
mencionan expresamente los juegos légicos y matemdticos
entre los materiales que se recomienda utilizar. Por ejemplo,
concretamente, cuando se refieren al bloque de tratamiento
del azar, recomiendan utilizar juegos para desarrollar concep-
tos, procedimientos y actitudes referidos a él (MEC, 1992).
Ademais, entendidos los juegos como generadores de proble-
mas, las directrices oficiales de Matemdticas del MEC (1992)
hacen referencia a ello en sus objetivos, criterios de evalua-
cién y como un aspecto transversal de la secuencia por ciclos.

Los juegos se utilizan a cualquier edad pues las ventajas de
aprender en un ambiente agradable son independientes de
ésta. Son un recurso habitual en las aulas con estudiantes
menores de 7 u 8 aios pero, a partir de ese momento, empie-
zan a desaparecer de las mismas ante la idea de que las cosas
importantes deben excluir cualquier componente ludico.
Conviene no olvidar que divertido es lo contrario de aburrido,
no de serio. Ademads, para obtener provecho de ellos hay que
practicarlos con absoluta seriedad.

Gardner (1987) consider6 que, seguramente, el mejor método
para mantener despierto a un estudiante es proponerle un
juego matematico intrigante, un pasatiempo, un truco mate-
matico, una paradoja, un modelo, un trabalenguas o cualquie-
ra de esas mil cosas que los profesores aburridos suelen rehuir
porque piensan que son frivolidades.

Un buen pasatiempo matematico vale mds, y aporta mas a
la matemadtica que una docena de articulos mediocres

(Littlewood, citado por Gardner, 1992, pp. 9). Por ello deben
utilizarse de un modo habitual en la clase de Matemadticas y
no limitarse a su utilizacién en circunstancias excepcionales,
pues se corre el riesgo de que se consideren actividades espe-
ciales y raras.

En la sociedad no se suele dar importancia a los juegos a pesar
del protagonismo que han alcanzado algunos deportes. Si los



padres se enteran de que sus hijos juegan en las clases de
Matematicas, sin saber mas, es indudable que esto despertara
en ellos todo tipo de suspicacias. También existe una resisten-
cia general del profesorado a introducirlos en ellas. En parte
es entendible porque sus efectos no son rapidos ni ficilmente
cuantificables.

Caracteristicas que deben tener los juegos para llevarlos al
aula

Cuando los juegos se incorporan a las aulas, si se pretende que
no se desvirtien, hay que cuidar las caracteristicas que los
definen:

« Liidica e improductiva: En el momento de su presentacion,
mientras los alumnos se familiarizan con ellos, tienen que
considerarlos un divertimento y utilizarlos exclusivamente
para jugar. La utilidad didéctica que hizo que el profesor los
eligiese surgira en el desarrollo posterior si se trabajan de
forma adecuada.

o Libre: Si no se consigue despertar en los estudiantes el
deseo de juego, éste perderd su sentido y se convertird en un
simple ejercicio rutinario.

Los juegos son un recurso
diddctico mds y, como cualquier
otro instrumento, debe
incorporarse al aula de un modo
meditado y planificado y con una
programacion previa que tenga en
cuenta todos los factores del
proceso de ensefianza-aprendizaje.

o Con reglas propias, limitados espacial y temporalmente: Las
sesiones de clase estdn limitadas temporalmente por lo que, si
queremos sacar provecho de un juego, conviene que éste sea
de pocas reglas y de fécil comprensién. Muchas normas y
confusas no invitan a jugar y pueden suponer un bloqueo ini-
cial. Ademas seria deseable que el desarrollo de sus partidas
fuera rdpido pues, si duran mucho, hardn que el alumno se
aburra. Por eso no son aconsejables juegos como el ajedrez
(aunque conocido, es complejo y obligaria a dejar partidas sin
terminar) o el go (su dindmica de funcionamiento tardaria en
aprenderse mds de una sesion).

o De resultado incierto: Si son muy previsibles los estudiantes
se cansaran enseguida.
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Los juegos son un recurso didactico mds y, como cualquier
otro instrumento, debe incorporarse al aula de un modo
meditado y planificado (ver fases de utilizacién del material
en Chamoso y Rawson, 2003) y con una programacion previa
que tenga en cuenta todos los factores del proceso de ense-
fanza-aprendizaje como, por ejemplo, los conocimientos pre-
vios de los alumnos. En cada caso hay que valorar si es el ins-
trumento mds adecuado para conseguir los objetivos pro-
puestos. Pero sea cual fuere el nivel de conocimiento de los
estudiantes, el empleo cuidadosamente planificado de rompe-
cabezas y juegos matemadticos puede contribuir a clarificar el
conocimiento y a desarrollar el pensamiento légico.

Tipos de juegos

Es obvio que no se trata de jugar a las canicas. En general,
tampoco se considerara la practica de juegos en que prevalez-
ca alguna caracteristica fisica o habilidad manual, aunque
alglin aspecto puede ser motivo de interés como los recintos
o tableros que se utilizan para tales juegos o incluso sus clasi-
ficaciones. El objetivo fundamental sera centrarse en aquellos
que obligan al jugador a pensar, a discurrir ante las diversas
posibilidades de actuacion, a desarrollar razonamientos 16gi-
cos para investigar la mejor manera de actuar, a establecer
conjeturas y justificarlas para tratar de convencer a los demads.
Es decir, aquellos en que prima el desarrollo de capacidades
mentales ya sean deductivas, inductivas, experimentadoras,
de andlisis, sintesis, etc. Pero que se busque el impulso del
pensamiento no significa que sea una actividad dnicamente
mental pues la manipulacién de objetos va a ser fundamental
para jugar y desarrollar esas cualidades intelectivas.

Existe un amplio abanico de posibilidades que cumplen ese
objetivo. Por ejemplo, multitud de enigmas, paradojas y anti-
nomias, curiosidades, adivinanzas y otros divertimentos
matemadticos tienen un indudable caricter lddico y, en
muchos casos, un gran poder formativo. Pero dificilmente se
pueden considerar como juegos propiamente dichos, quizas
por la falta de reglas.

Para clasificar los juegos se va a considerar el trabajo de
Corbaldn (1994) en ese sentido, aunque en trabajos de otros
autores o del mismo Corbalan se realizan otras clasificaciones
diferentes. Por ello se abarcan tres grandes grupos: juegos de
conocimiento, juegos de estrategia y juegos de azar, o aquellos
en que intervengan dos o mds de dichas caracteristicas.

Se denominan juegos de conocimiento aquellos que utilizan,
en su desarrollo, uno o varios de los tépicos habituales exis-
tentes en los curricula de Matemadticas y su utilizacién persi-
gue desarrollar una enseflanza mds activa, creativa y partici-
pativa. Por tanto su objetivo es alcanzar, afianzar o repasar
determinados conceptos o procedimientos matematicos de
un modo mds atractivo.
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Por juegos de estrategia se entienden aquellos que, para con-
seguir su objetivo (lograr una determinada posicién, dejar al
contrincante sin fichas, ser el ultimo en coger un objeto de un
montén...), en cada momento el jugador debe elegir una de las
diversas posibilidades existentes. El conjunto y la combina-
cion de estas elecciones o ticticas es la estrategia que el juga-
dor emplea para ganar o no perder. Son un buen recurso para
introducir a los estudiantes en la resolucion de problemasy en
los habitos tipicos del pensamiento matemdtico (Gallagher,
1980). El modo en que se procede cuando se quiere encontrar
una estrategia ganadora en un juego es similar al proceso de
resolucion de un problema: una primera etapa de compren-
sion, otra de exploracion y planificacion, una tercera de eje-
cucion y una dltima de revisién (Fases de resolucién de un
problema de Polya, 1984). Tienen la gran ventaja de que, al
requerir escasos o nulos conocimientos matematicos previos,
permite centrar la atencién en las habilidades que se quieren
desarrollar. No todos los juegos tienen estrategia ganadora
pero, descubrir esto, también es importante.

Los juegos de azar se caracterizan por tener un desarrollo
completamente aleatorio. Depende del resultado que se con-
siga al lanzar un dado o extraer cartas de una baraja. Son jue-
gos que resultan familiares a los alumnos y proporcionan
oportunidades para buscar regularidades, realizar recuentos
sistematicos y asignar probabilidades.

Analisis de algunos juegos

Vamos a analizar algunos juegos con el objetivo de mostrar
que, al hacerlo, se trabajan contenidos matematicos que se
incluyen en el curriculum oficial. Un ejemplo de juego de
conocimiento puede ser Nimeros y operaciones, muy cono-
cido por ser la seccion matemdtica del popular concurso
Cifras y letras de Television Espaiiola, Des chiffres et des let-
tres de la television francesa y Countdown del Channel 4 bri-
tanico (Corbaldn 1994, 149-150; Crawford 1997, 31-32 y
Ferrero 1991, 103-104). Intercambio de fichas es un juego de
estrategia que recibe diversos nombres segtin los autores:
Todas cambian (Bolt, 1988, 35, 101-102), Las seis fichas
(Ferrero, 1991, 263) y Jugando a cambiar (Sdnchez Pesquero y
Casas Garcia, 1998, 47-48, 61). Lu-Lu, un juego tradicional de
Hawai, es un buen ejemplo de juego de azar al jugarse con
dados de dos caras (monedas) diferentes entre si (Bell y
Cornelius, 1990, 77, 86, 102-103 y 123). A continuacion se
estudia cada uno de ellos.

Numeros y operaciones
Las reglas son las siguientes:
Niimero de jugadores: Tantos como se quiera (es posible utili-

zarlo tanto para gran grupo como de forma individual).
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Materiales:
Quince tarjetas numeradas en una de sus caras: diez con
los nimeros del 1 al 10 y cinco con los nimeros 10, 25,
50, 75y 100.

Un sistema para generar numeros de tres cifras de forma
aleatoria (por ejemplo, tirar tres dados de diez caras o
extraer cartulinas de una bolsa, con devolucién, cada
una de las cuales tiene escrito un ndamero del 0 al 9).

Un cronémetro.
Lépiz y papel para cada jugador para realizar calculos.

Reglas:
1. Se eligen seis tarjetas numeradas entre las quince dis-
ponibles y se genera un nimero de tres cifras aleatorio.

2. El objetivo es conseguir dicho niimero de tres cifras o
la mejor aproximacién posible con los nimeros de las
seis tarjetas y las cuatro operaciones aritméticas ele-
mentales. Para ello se dispone de treinta segundos (o el
tiempo que se acuerde). Las operaciones se pueden
repetir mientras que los nimeros sélo se pueden utili-
zar una vez. No es obligatorio utilizar ni todas las ope-
raciones ni todos los nimeros.

3. Los célculos se indicardn en el papel, jerarquizando las
operaciones mediante el uso de paréntesis. Por ejem-
plo, el niimero 856 se puede obtener con las tarjetas 4,
7, 50, 10, 9 y 75, al menos, de dos formas distintas:
(75+50) * 7 - (10+9), 75 * (4+7) + 50 - (10+9).

4. Gana el jugador que consigue, en primer lugar, el
numero de tres cifras propuesto o, una vez finalizado
el tiempo, su mejor aproximacion.

Para un andlisis del mismo ver Chamoso y Durén (2003).

Intercambio de fichas
Veamos inicialmente la descripcién del juego para, posterior-
mente, pasar a analizarlo.

Niimero de jugadores: Uno.

Materiales:
Seis fichas (tres blancas y tres negras).

Un tablero con siete celdillas cuadradas dispuestas en dos
filas adosadas, una de cuatro casillas (por ejemplo, la
superior) y la otra de tres. Es decir, un tablero formado
por un rectdngulo de 2x3 casillas al que se agrega una
casilla en una de las filas.



Reglas:

Para comenzar a jugar se colocan las tres fichas blancas en
una fila y las tres negras en la otra, enfrentadas a las
blancas como se ve en la figura. La casilla que sobresa-
le en la fila superior queda vacia.

Las fichas se mueven como el rey del ajedrez: una casilla
en horizontal, vertical o diagonal, en cada momento,
para ocupar un lugar vacio. No pueden coincidir dos
en la misma casilla.

El juego termina cuando las fichas blancas y negras han
intercambiado sus posiciones. Es decir, si en un princi-
pio estdn colocadas como en la figura anterior, al fina-
lizar las negras deben ocupar la fila superior, las blan-
cas la inferior y la casilla que sobresale en la fila supe-
rior debe quedar vacia. El objetivo es conseguir esa
posicién final con el menor nimero de movimientos
posible.

Encontrar una secuencia de jugadas con las que se intercam-
bien las fichas es inmediato. Algo mds laborioso es conseguir-
la con un nimero minimo de movimientos. Una forma puede
ser la siguiente:

o] o | O
e | o o
1 2
o o o .‘ (e] o .‘
o | o e | ® (O
3 4
O [ ] o .‘ [ ] o .‘
v
® | O o | @ | O

(S}
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Siete movimientos son suficientes para completar el inter-
cambio. No es posible hacerlo con menos movimientos pues,
al menos, es necesario uno por ficha ademds de otro para
abrir la posicion. Si se designa a las filas con letras y a las
columnas con nimeros se puede escribir la solucién como
sigue:

B3 —» A4; A2—» B3; B1 —» A2; A1 —» Bl;
B2 —» Al; A3—»B2; A4—» A3.

Lo interesante de este juego es investigar qué sucede cuando
se modifica el numero de fichas de cada color, #, y el corres-
pondiente nimero de casillas del tablero, 2n+1.

Asi, sin =1, el tablero tiene 3 casillas y son necesarios 3 movi-
mientos para realizar el cambio.

0

o O| _+ O|
o

Sin = 2 el tablero estd compuesto por 5 casillas y con 5 movi-
mientos se completa el intercambio.

@] o

[ ] °
1 2
o o .‘ o .‘
[ ] [ ] o
3 4
[ ] (0] .‘ [ ] .‘
A
T e} o (0]

5
[ ] o «—
o (e]

Para n = 4 el tablero esta constituido por 9 casillas y se nece-
sitan, al menos, 9 movimientos para que las fichas cambien de
posicion.
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B4—>» A5; A3—» B4; B2—» A3; A1 —» B2;B1 —>»
Al; A2—»B1; B3—» A2; A4—» B3; A5 —» A4.

Asi, para cada valor de n se calcula el nimero minimo de
movimientos necesarios para realizar el intercambio. De esa
forma se obtienen pares ordenados que representan la rela-
cién entre el nimero de fichas de cada color y el numero
minimo de movimientos necesarios para realizar el intercam-
bio de fichas propuesto. Los resultados se recogen en la
siguiente tabla (se observa que f{n) =2n + 1):

N.° de fichas de un color, n 1|23 |4]|5]|6

N.° minimo de movimientos, f{1) 31511719 (11(13

Lu-Lu
Se presenta primeramente su descripcién.
Niimero de jugadores: Todos los que quieran.

Materiales:

Cuatro pequeiios discos de unos 2,5 cm. de didmetro que,
por una cara, no tienen ninguna sefal y, por la otra,
estan divididos en cuadrantes con diferentes marcas:
Uno tiene un punto en un cuadrante, otro tiene un
punto en dos cuadrantes opuestos, el tercero tiene un
punto en tres cuadrantes y el cuarto tiene uno en cada
cuadrante (ver figura).

SelcRicolts

Se pueden adaptar unas monedas en cuyas caras se pon-
gan pegatinas marcadas como las de la figura anterior.

Reglas:
Los jugadores, segin un orden previamente establecido,
lanzan los cuatro discos y cuentan los puntos que
obtienen.

Si un jugador alcanza la maxima puntuacién, 10 puntos,
puede realizar otro lanzamiento suplementario una

sola vez.

Los discos que caen por el lado que no tiene nada marca-
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do cuentan cero puntos para el jugador que los ha tira-
do y quedan a disposicion del jugador siguiente para
que los lance y afiada los puntos que saque a su pun-
tuacion total. Este lanzamiento se afiade al que le
corresponde por turno.

Gana el primer jugador que alcanza o supera la puntua-
cién que inicialmente se haya acordado (por ejemplo,
100 puntos).

Si se considera el experimento aleatorio sumar los puntos
obtenidos al lanzar cuatro discos diferentes de dos caras, una
sin marcar mientras que la otra, en cada caso, es una de las de
la figura anterior, los resultados posibles son:

Dado 4 Dado 3 Dado 2 Dado 1 Caso Puntos
0000 —» 0
0002 —» 1
< 0 0020 —» 2
1 0021 —» 3
0
0 0300 —» 3
1 — 0301 —» 4
< 0 — 0320 —» 5
1 — 0321 —» 6
0 — 4000 —» 4
1 —— 4001 —» 5
< 0 — 4020 —» 6
l — 4021 —» 7
4
0 — 4300 —» 7
1 4301 —» 8
< 0 4320 —» 9
1 4321 —» 10

Los cuatro discos son diferentes y los lanzamientos indepen-
dientes, por lo que hay 16 posibles resultados distintos. Como
se supone que las dos caras de cada disco tienen la misma
posibilidad de aparicion, es decir, esos 16 lanzamientos son
equiprobables, la probabilidad de cada uno de ellos es 1/16. El
{0,1,2,3,4,5,6,7,
8,9, 10} y las probabilidades de los sucesos elementales son

espacio muestral del experimento es Q =

(se puede comprobar que la suma de estas probabilidades es 1
por lo que la funcién de probabilidad p estd bien definida):

p(0)
p(3)

p(1) = p(2) = p(8) = p(9) = p(10) = 1/16.
p(4) = p(5) = p(6) = p(7) = 2/16.

Pero este experimento se modifica en el juego de Lu-lu. Al
introducir que sacar un 10 permite realizar otro lanzamiento
suplementario se amplian las puntuaciones posibles y varian
las probabilidades de algunos sucesos. De esta forma se pue-
den conseguir de 0 a 20 puntos.

Aungque las posibilidades de obtener 0, 1, 2, ..., 8 6 9 puntos no
varian de las sefialadas anteriormente, para sacar 10 puntos



hay que realizar un lanzamiento ordinario de 10

SUMA 47
Noviembre 2004

(L10) y uno suplementario de 0 (S0), donde L = lan-

zamiento ordinario y S = lanzamiento suplementa-

rio; se consiguen 11 puntos con un lanzamiento por
turno de 10 puntos (L10) y uno suplementario de 1

punto (S1), etc. Aunque la realizacién del lanza-

miento suplementario estd condicionada por haber

conseguido un lanzamiento ordinario de 10 puntos,

la puntuacién que se obtiene en este segundo lanza-

miento es independiente de la del primero. Por

tanto, las probabilidades de las puntuaciones de 10 a
20 se calculan como sigue:

p(10) = p(L10nS0) = p(L10) - p(S0) = 1/16 - 1/16 =

1/162 (andlogos los demads casos).

DLS|Ptos.| DLS Ptos. | DL S|Ptos.| DL S Ptos.
00 - 0 0100 10 10 - 0 1100 10
01 - 1 0101 11 11 - 1 1101 11
02 - 2 0102 12 12 - 2 1102 12
03 - 3 0103 13 13- 3 1103 13
04 - 4 0 104 14 14 - 4 1104 14
05 - 5 0105 15 15 - 5 1105 15
06 - 6 0106 16 16 - 6 1106 16
07 - 7 0107 17 17 - 7 1107 17
08 - 8 0108 18 18- 8 1108 18
09 - 9 0109 19 19 - 9 1109 19

01010| 20 11010 20

Por tanto, el nuevo espacio muestral sera:

Q={0,1,2345,6,7,8,9, 10,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,
19, 20}

y la funcién de probabilidad p’ toma los valores (facilmente se
comprueba que la suma de todas ellas es 1):

p(0) =p’(1) =p'(2
pP(3)=p 4 =p(5
p(10) = p'(11) = p'(12)
p'(13) = p'(14) = p'(15)

) =p’(9) = 1/16.

) =p'(7) = 2/16.

p’(18) = p’(19) = p’(20) = 1/162.
=p'(16) = p'(17) = 2/162.

)= D'®) =
) = p'6) =

Finalmente se incorpora la regla de que los discos que han
quedado por la cara que no tiene puntos después del lanza-
miento de un jugador, se lanzan de nuevo por el jugador con
el siguiente turno. Esta condicién es la que hace que el juego
se complique. La puntuacién de un jugador, en cada uno de
sus turnos, queda condicionada por el resultado del lanza-
miento del anterior salvo en la primera jugada de cada parti-
da. En este caso los resultados pueden llegar hasta 30. Ante
tan elevado ntimero de posibilidades sélo estudiaremos algu-
nos casos.

Si el jugador anterior sac6 10 en su tirada (A10), el que tiene
el turno realiza directamente el lanzamiento que le corres-
ponde y puede conseguir entre 0 y 20 puntos segin los resul-
tados de la tirada ordinaria vy, si se realiza, de la suplementa-
ria. Se reproduce el espacio probabilistico anterior por lo que
Q/A10 = Q' y p(/A10) = p.

Si el jugador anterior sac6 un 9 en su lanzamiento (A9), nece-
sariamente quedé en blanco el disco con un punto. Segtn las
reglas del juego, el jugador en turno lo lanzard y podra conse-
guir 0 (DO) 6 1 (D1), con D = lanzamiento de los dados del
anterior, ambos con probabilidad de %. A ello hay que afnadir
el lanzamiento que le corresponde. Las posibilidades globales
en este caso son:

Por tanto, el espacio muestral es:

Q/A9={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17,
18, 19, 20, 21}

y la distribucién de probabilidades queda como sigue:

p(0/A9) = p(DONLO) = p(DO)p(LO) = 1/2 - 1/16.

p(1/A9) = p((DONL1) U (D1NLO)) = p(DONL1) + p(D1NLO) =
2-1/2-1/16 = 1/16.

p(2/A9) = p((DONL2) U (D1NL1)) = p(DONL2) + p(D1NL1) =
2-1/2-1/16 = 1/16.

p(3/A9) = p((DONL3) U (D1NL2)) = p(DONL3) + p(D1NL2) =
1/2-2/16 + 1/2-1/16 = 3/2 - 1/16.

p(4/A9) = p((DONL4) U (D1NL3)) = p(DONL4) + p(D1NL3) =
2-1/2-2/16 = 2/16.

p(5/A9) = p(6/A9) = p(7/A9) = 2/16.

p(8/A9) = 3/2 - 1/16.

p(9/A9) = 1/16.

p(10/A9) = p((DONL10NSO)U(D1NLI)) = 1/2 - 1/16 - 1/16 +
1/2-1/16 =1/2-1/16 + 1/2 - 1/162.

p(11/A9) = p((DONL10NS1)U(D1NL10NS0)) = 1/2 - 1/16 -
1/16 +1/2-1/16 - 1/16 = 1/162

p(12/A9) = p((DONL10NS2)U(D1NL10NS1)) = 1/2 - 1/16 -
1/16 + 1/2-1/16 - 1/16 = 1/162

p(13/A9) = p((DONL10NS3)U(D1NL10NS2)) = 1/2 - 1/16 -
2/16 +1/2-1/16 - 1/16 = 3/2 - 1/162.

p(14/A9) = p((DONL10NS4)U(D1NL10NS3)) = 1/2 - 1/16 -
2/16 + 1/2-1/16 - 2/16 = 2/162.

p(15/A9) = p(16/A9) = p(17/A9) = 2/162.

p(18/A9) = 3/2:1/162.

p(19/A9) = p(20/A9) = 1/162.

p(21/A9) = p(D1AL10NS10) = p(D1) p(L10) p(S10) = 1/2 -
1/16 - 1/16 = 1/2 - 1/162

Como la suma de todas estas probabilidades es 1 entonces es
una funcion de probabilidad.
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Finalmente se va a considerar el caso de que el jugador ante-
rior saque 7 puntos en la tirada que le corresponde (A7).
Como hay tnicamente dos posibilidades de conseguir 7 pun-
tos (4021 64300), el jugador en turno tendra que lanzar,
dependiendo de la que se produzca, el disco con tres marcas
o los discos con una y dos marcas. Como ambas posibilidades
son equiprobables, el que se consigan los 7 puntos a partir de
un lanzamiento u otro tiene la misma probabilidad, 2 en cada
caso. Se analizan ambas posibilidades por separado (con un
poco de paciencia, el lector puede realizar los célculos deta-
llados).

1. Si el lanzamiento del jugador anterior fue 4 0 2 1 (caso
Aa7?), el que tiene el turno debe tirar el disco con tres marcas
y puede obtener 0 (DO) 6 3 (D3), ambos con la misma proba-
bilidad (%). El cuadro de posibilidades es semejante al que se
obtiene cuando el jugador anterior consigue 9 puntos aunque
los resultados varian desde 0 hasta 23.

2. Si el lanzamiento del jugador anterior fue 4 3 0 0 (Ab7), el
jugador que tiene el turno deberd lanzar los discos con uno y
dos puntos con los que puede obtener de 0 a 3 tantos. Estos
sucesos, siguiendo la notacién utilizada, serdn DO, D1, D2 y
D3 y cada uno se da con una probabilidad de %.

¢Se invento el juego pensando
en las Matemdticas o es que
éstas sirven, en muchos casos,
para descubrir el
funcionamiento de
instrumentos cotidianos?

Una vez estudiados todos los casos dependiendo de los resul-
tados que saca el jugador anterior en su tirada se podrian cal-
cular las probabilidades de todos los resultados posibles en el
juego Lu-lu. Dichas probabilidades seran, para cada n, utili-
zando la definicion de probabilidad condicionada y que el sis-
tema de sucesos {A0, Al, .., A9, A10} es completo:

p(n) = p(n / (AOUA1U ... UA9UA10)) =

= p(nN(AOUATU... UA9UA10))/p(AOUATU ... UA9UAI10) =
= p(nNA0) + p(nNAl) + ... + p(nNA9) + p(nNA10) =

= p(A0)p(n/A0) + p(Al)p(n/Al) + ... + p(A9)p(n/A9)+
p(A10)p(n/A10)

De esta forma se puede considerar el juego del Lu-lu como un

experimento aleatorio con su espacio muestral asociado y una
funcién de probabilidad definida sobre él.
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Experimentacion en el aula

Se observa que el andlisis de los juegos anteriores permite
manejar numerosos contenidos del curriculum de
Matematicas de ESO vy aplicar diversas estrategias para la
resolucion de problemas (un ejemplo referido a Numeros y
operaciones estd en Chamoso y Durdn, 2003). Por esa razén
se han experimentado con estudiantes y docentes. Numeros y
operaciones era un juego conocido por la mayor parte de ellos
que, en muchos casos, lo habian experimentado en las aulas
en alguna ocasién. Sugerir la busqueda de variantes del
mismo y sus posibilidades llevé a descubrir una gran cantidad
de actividades en las que aparecian diversos contenidos mate-
maticos. Por ejemplo, conseguir el nimero mds alejado del
que habia que aproximar llevé a trabajar las potencias, opera-
ciones entre ellas y las propiedades que verifican; que el
nimero que se tratara de acercar fuera un ndmero fracciona-
rio convertia la actividad en conseguir no sélo un nimero
sino un par o diversos pares de niimeros que representaran la
misma fraccidn; si estuviese comprendido entre 0 y 1 permi-
tia estudiar los distintos tipos de numeros decimales; si fuese
un ndmero entero negativo posibilitaria utilizar las operacio-
nes y propiedades de los nimeros enteros...

En esas variantes, y otras que puede haber, se trabajan conte-
nidos matematicos muy diversos como, por ejemplo, las ope-
raciones elementales y sus propiedades, prioridad de las ope-
raciones, importancia de los paréntesis, probabilidad, célculo
y estrategias mentales, agilidad mental, divisibilidad, verbali-
zacién de la respuesta, distintos caminos para encontrar la
solucioén, realizacién de conjeturas, comprobaciones y revi-
sién del resultado. También aparecieron aspectos importan-
tes como el respeto a los demds, comportamiento en grupo,
estimulo por obtener la solucién, competitividad, motivacion.
Ademas, este juego tiene un componente interesante ya que la
actividad no tiene un final previsto. Es una cuestién abierta y
coloca al profesor en un lugar cercano al alumno ya que, a
priori, no goza de la solucién ni del procedimiento para la
resolucion del problema. Por tanto, se convierte en un jugador
mads con un incentivo importante por ser el docente.

Intercambio de fichas proporciona la oportunidad de recoger
datos, representarlos y analizarlos para tratar de obtener un
modelo algebraico y su correspondiente modelo geométrico
en el caso de una funcidén afin. También es importante utilizar
una notacién apropiada. Se ha experimentado con estudiantes
a partir de la siguiente ficha de trabajo:

1. ;Cuédntos movimientos minimos son necesarios para com-
pletar el juego cuando el tablero tiene 3 * 4 casillas? ;Cudntos
son necesarios en el caso de que el tablero tenga 2 * 3 casillas?

2. Construye un tablero de 4 * 5 y completa el juego. ;Cudntos
movimientos se necesitan para acabar? ;Es el nimero minimo?



3. También es posible reducir el tamano del tablero. ;Qué
ocurrirfa en un tablero 1 * 2?

4. Rellena la siguiente tabla:

Nuamero minimo de movimientos

Ntmero de casillas . .
para concluir del juego

1x2

2x3

3x4

4x5

5x6

5. Para pasar de un caso al siguiente se amplia el tablero, es
decir, se afade una casilla a cada fila adosadas a las ya exis-
tentes. Por ejemplo,

Para contar los movimientos necesarios para completar un
caso podemos partir de los necesarios en el caso anterior y
estudiar dnicamente los desplazamientos que hay que anadir.

a. ;Cudntos movimientos de diferencia hay entre el caso
en que el tablero tiene 1 * 2 casillas y el que tiene 2 * 3?

b. ;Cudantos de diferencia hay entre el caso del tablero de
2*3yelde3*4?

c. A partir de la casilla en que finaliza el juego cuando
hay 2 * 3 casillas, jcuantos movimientos hay que reali-
zar para resolverlo cuando hay 3 * 4? ;Coincide con la
respuesta del apartado a? ;Cudndo se producen los
movimientos que faltan?

d. Estudia las preguntas de c) para la situacién en que se
pasa de jugar con 3 * 4 casillas al caso de 4 * 5 casillas.

e. Suponiendo que se conocen los movimientos a realizar
para completar el juego en el tablero de n * (n+1) casi-
llas, ;cudntos hay que hacer en el de (n+1) * (n+2)?

6. En el plano cartesiano que estd dibujado a continuacién,
representa los puntos correspondientes a los pares de la tabla
anterior.

4-3-2-10 1234567 89
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Une los puntos marcados. ;Qué figura resulta? ;Te permite
predecir cudntos movimientos son necesarios para completar
este juego cuando el tablero tiene 6 * 7,7 * 8 6 8 * 9 casillas?

7. ¢Cudntos movimientos hay que hacer, como minimo, para
realizar el intercambio en el caso de que haya 100 fichas de
cada color? Si alguien ha realizado 231 movimientos, ;con
cuantas fichas ha jugado? Explica como se deduce a partir de
la gréfica. Es decir, generaliza el resultado para un ndmero par
de fichas (2n, n de cada color) y un tablero con 2n+1 casillas
(un rectdngulo de 2xn celdillas con una mds adosada a una de
las filas).

8. Con esos datos trata de establecer una férmula que refleje
el nimero de movimientos necesarios para completar el juego
Intercambio de fichas en funcién del ndmero de casillas del
tablero. Ahora intenta responder las preguntas del apartado
anterior.

En cuanto al juego Lu-lu, como se ha podido observar se com-
plica mucho y se dispara el nimero de posibilidades cuando
se condiciona la puntuacién de un jugador en un turno al
resultado del lanzamiento del jugador anterior. Se puede tra-
bajar en los cursos de 1° y 2° de ESO si se pretenden estudiar
las distintas maneras en que pueden caer los discos y relacio-
nar los casos posibles con los puntos que se pueden conseguir,
las puntuaciones que puede lograr un jugador en su turno,
formas de conseguirlas... En 3° de ESO se puede trabajar, ade-
mads, el espacio muestral y la funcién de probabilidad del
experimento aleatorio lanzar cuatro discos diferentes marca-
dos por una de sus caras con 1, 2, 3 y 4 puntos respectivamen-
te y sumar los puntos obtenidos con alguna modificacién. En
4° de ESO se puede utilizar para desarrollar los conocimien-
tos sobre probabilidad, incluida la condicionada, con un expe-
rimento que no es habitual en los libros de texto. También
existen variantes pues se puede considerar un juego analogo,
pero mas sencillo, que consiste en lanzar Gnicamente tres dis-
cos diferentes marcados con 1, 2 y 3 puntos, respectivamente,
en una de sus caras.

Conclusiones

Después de la experimentacién efectuada, ha sorprendido la
gran cantidad de contenidos matemadticos que pueden surgir
al trabajar un juego generalmente conocido como Numeros y
operaciones, siempre que se tenga interés en ello y se trabaje
con suficiente profundidad. También llama la atencién que
Intercambio de fichas, que a primera vista no tiene ninguna
apariencia matematica se pudiera convertir en un instrumen-
to para trabajar las Matemadticas. Incluso se ha visto que se
puede llegar a descubrir una regla general para poder deducir
el nimero minimo de movimientos en un tablero de amplitud
cualquiera. Otro aspecto llamativo es que, a partir del juego
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Lu-lu se pueda, practicamente, recorrer la mayor parte de los
contenidos del curriculum de Matematicas relacionados con
probabilidad de los cuatro anos de Secundaria e incluso més.
Con ello se ha mostrado que los juegos pueden utilizarse para
trabajar elementos del curriculum de muy diversas formas.
No se considera que sean la solucién de los problemas de
Educacion Matemadtica, ni mucho menos, pero si que pueden
ser un recurso que puede ayudar a desarrollar la ensefianza
cuando el docente lo considere adecuado. En cualquier caso,
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descomposicion

En las matemdticas del Bachillerato, la representacion grdfica de funciones racionales suele abordarse como un caso mds de la
representacion general de funciones, aunque con una atencion especial en el cdlculo de las asintotas. Para el cdlculo de primiti-
vas de funciones racionales se usa la descomposicion de las mismas en fracciones simples. Se trata aqui de aplicar esta descom-
posicion en la representacion grdfica haciendo mencién de las ventajas sobre el método que generalmente se suele usar.

In Maths at the Spanish non-compulsory Secondary Education, graphic representation of rational functions is usually tackled as
one of the so many cases of the general representation of functions, with special attention to Asymptote calculus, though.
Deconstruction into simpler fractions is used for the calculation of rational primitives functions. This article deals with applying
this deconstruction to the graphic representation emphasizing its advantages over the method ordinarily used.

a representacion grafica de las funciones racionales en
las matematicas del Bachillerato suele tener un estudio poco
diferenciado respecto al resto de funciones, al menos es asi en
la mayoria de libros de textos, por no decir en casi todos.

Por otra parte, en el cdlculo de primitivas de funciones racio-
nales se detalla el procedimiento de descomposicién de una
fraccién impropia (grado del polinomio del numerador supe-
rior o igual al grado del polinomio del denominador) en suma
del polinomio cociente mds la fraccién propia cuyo numera-
dor es el resto de la divisién. Esto es:

px) r(x)
X)=——=q)+
S d(x) 7 d(x)

siendo, por el teorema fundamental de la divisién

p(x) = d(x) - q(x) + r(x)
y el grado de r(x) menor que el grado de d(x).

Uno de los procedimientos mas usuales en Matemadticas es la
descomposicion de cualquier ente matemdtico en otros mas
simples. En nuestro caso descomponemos una fraccién
impropia como suma de un polinomio y una fraccién propia.

Siguiendo con la descomposicién de r(x)/d(x), se van obte-
niendo términos de la forma

’ ’
a, a, a, a, o,x + B,

x—x (x—x) Tx-x (x—x,) & +bx+c

cuyos denominadores surgen de la descomposicion de d(x).

A continuacién veremos algunos aspectos de la representa-
cién gréfica de funciones racionales en los que la descompo-
sicién anteriormente descrita presenta importantes ventajas
sobre el método general de representacién grafica de funcio-
nes. Con fines diddcticos tomaremos como ejemplos las
representaciones gréficas de las funciones

f(x)_xz—x—2 )= 2 +6x+1
x—3 vy & x+x*+3x-5

Obtencidén de asintotas no verticales

Una de las caracteristicas mds interesantes de las funciones
racionales es el comportamiento asintético de muchas de
ellas.

Agustin Colell Martinez
IES Ramdn Berenguer I1V. Amposta. Tarragona.
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Las asintotas no verticales se obtienen, directamente, de la
primera descomposicion de la funcién racional como suma
del polinomio cociente mas la fraccion residual

px) r(x)
@W=——=qg)+
4 d(x) 1 dx)
Para valores de x tendentes a mds o menos infinito el ultimo
término de la expresion tiende a 0 por ser el grado del deno-
minador mayor que el grado del numerador, con lo cual la
funcién racional tender4 al polinomio g(x).

Si este polinomio es de primer grado, la funcién tiene a la
recta y=q(x) como asintota oblicua, si es de grado 0, entonces
es asintota horizontal. Si el grado de ¢g(x) es superior a 1, no
tiene asintotas oblicuas; en este caso tiene ramas parabdlicas
en la direccién del eje OY.

Veamoslo con los ejemplos.

Ejemplol: En la funcién

2
—x—2
x—3

dividiendo obtenemos

4
fx)=x+2+—
x—3

Para valores tendentes a mas o menos infinito, el término
4/(x-3) tiende a 0, luego f{x) se aproxima ay = x + 2, y por lo
tanto, esta recta es asintota de la funcion.

Y

Ejemplo 2: Funci6n

En este caso la fracciéon ya estd reducida. La asintota es la
recta y = 0, es decir, el eje 0X.

El método mads extendido para obtener la asintota y = mx + n,
si existe, requiere la obtencién de m y n mediante sendos limi-
tes muy simples, pero, por lo general no se demuestra o no se
justifica el porqué de estos limites.
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Obtencidn de asintotas verticales

Descomponiendo la fraccion residual en fracciones simples
obtenemos diferentes términos

’

’
a, a, a, a,

x—x (x—x)" Tx-x, (x—x,)

o, x+ B,
" .
2 +bx+c,

yoe

Los términos del tipo

o,x+ B,
X +bx+c

estdn acotados puesto que el denominador nunca se anula,
ademds, para x tendente a méds o menos infinito, la fraccion
tiende a 0 por ser el denominador de grado superior al del
numerador.

En un entorno de x;, los términos con denominador (x - x;)
tienden a infinito y los restantes toman valores acotados, por
lo que se pueden despreciar.

La funcién f{x) tenderd a mas o menos infinito dependiendo
del limite lateral y la paridad del exponente de la potencia.Lo
podemos ver en el ejemplo 1.

En un entorno de x = 3 el término 4/(x-3) domina sobre el tér-
mino x + 2 con lo cual el limite lateral en x = 3 de la funcién
coincide con el del término 4/(x-3). Sélo es necesario estudiar
el signo de la fraccion para saber si el limite lateral es més o
menos infinito.

Para el limite lateral por la izquierda, el denominador x - 3 es
negativo luego el signo de la fraccién es negativo. En el célcu-
lo del limite lateral por la derecha, el signo del denominador
es positivo, luego la fraccion también es positiva.

Y

Figura 2

Para el ejemplo 2 obtenemos

%)= 1 + 4
£ x—1 x*+2x+5



El primer término tiene una asintota vertical en x = 1, con
limite lateral por la izquierda menos infinito y limite lateral
por la derecha mas infinito.

Y

Figura 3

El segundo término siempre es positivo ya que el denomina-
dor es la parabola y = 2 + 2x + 5 cuyo minimo se encuentra
en (-1, 4).

Y
| 1
-+
Y @ ox+5
I 0
X
Figura 4

Representacion a grandes trazos

En los casos sencillos las asintotas determinan la representa-
cién gréfica.

Para la funcién f{x), del comportamiento de la funcién en las
proximidades de la asintota x = 3 se puede deducir, ademas, si
la funcion se aproxima a la asintota y = x + 2 por encima o por

debajo. Superponiendo y ajustando las figuras 1y 2 resulta:
Y

Figura 5
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Para la funcion g(x) tendremos en cuenta la figura 3 y la repre-
sentacién gréfica del segundo término, figura 4. Hay que
hacer aqui dos consideraciones importantes. La primera es
que para x tendente a menos infinito el término 1/(x-1) pre-
domina, en valor absoluto, sobre 4/(x2+2x+5) por ser el deno-
minador de éste de grado 2, por lo tanto la funcién tendera
por la izquierda a la asintota OX con valores negativos.
También puede observarse este hecho analizando el signo de
la fraccién g(x) para x tendente a menos infinito: el numerador
es positivo por ser de grado par, en tanto que el denominador
es negativo por ser un polinomio de grado impar.

La segunda consideracién es que en el punto maximo del
segundo término, x = -1, la funcién toma el valor g(-1) = %, en

cuyo entorno la gréfica estd por encima del eje OX.

Dicho esto, la suma de las gréficas de las figuras 3 y 4 resulta
ser la funcion g(x), representada en la figura 6.

Y

Figura 6

No se detalla el cdlculo de los dos puntos de corte con el eje
OX y de los dos puntos de inflexién. Sélo se pretende obtener
la representacién grosso modo de la funcién.

Llegados a este punto cabe significar que hemos basado la
representacion grafica de las dos funciones en el estudio de
sus asintotas y en la suma gréfica de las funciones mds simples
en las que hemos descompuesto f{x) y g(x).

Veamos ahora que también para el estudio local de las fun-
ciones la descomposicién de la fraccién impropia como suma
del polinomio cociente mds fracciones propias puede resultar
interesante.

Derivadas

El estudio local de la funcién requiere la busqueda de méxi-
mos, minimos relativos y puntos de inflexion, para lo cual sera
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necesario calcular la derivada. También en la obtencién de la
derivada encontramos ventajas.

En el ejemplo 1 es mucho mis fécil derivar
4 x—x-2
X =x+2+—— (%)=
f x—3 dU¢ 4 x—3

Asi, las derivadas de ambas expresiones quedan:

X —6x+5

’ _1_ 4 ’ _
ff)=1-——= y fl@= _3)

(x-3)°

Igualando f{x) a 0 en la primera expresién obtenemos

e,
(x-3)
de donde (x - 3)2 = 4.

Extrayendo la raiz cuadrada y pasando el 3 al segundo térmi-
no obtenemos finalmente x = 3 + 2.

En el caso de la funcién del ejemplo 2,
B 20+2
-1 (@ +2045)

gw=-

La obtencién de la derivada también resulta ser mas fcil,
aunque la busqueda de las raices de esta expresién sigue sien-
do inabordable.

Otras propiedades y consideraciones

A posteriori, en la gréfica de f{x) (figura 5) puede observarse
que el punto de corte de las asintotas es centro de simetria.
Las rectas y = x + 2 y x = 3 se cortan en el punto C(3,5).

Podemos comprobar la simetria viendo que

fB-t)+f(B+t) _
2

5
para todo ¢ diferente de 3.

También aqui presenta ventajas la descomposicion en fraccio-
nes simples.

4
3-t)=3—t+2+——
f3-1) P

4
3+£)=3+t+2+——
f(3+1) "

y la semisuma es 5.
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Si en la descomposicién aparecen términos de grado mayor
que uno a;/(x-x;)2.. solamente tenemos que modificar el
signo del limite lateral segin sea la multiplicidad y el signo del
coeficiente a;!

Anidlogamente a como hemos visto para

4
x*+2x+5

puede demostrarse que los términos (o;x+0;)/(x2+b;x+c;) no
afectan a la existencia de las asintotas verticales, aunque si
afectan a la existencia y localizacién de los puntos méaximos,
minimos e inflexién.

Conclusiones

Es de destacar, de todo lo desarrollado en este articulo, que el
estudio de las fracciones que resultan de la descomposicion
de una funcién racional es siempre mucho mds simple que la
funcién original.

En ocasiones, para funciones racionales de cierto grado de
dificultad, la unica manera de obtener una gréfica de forma
aproximada es recurrir a la suma de las gréficas de los térmi-
nos que obtenemos en la descomposicién, como se ha hecho
con la funcién g(x).

Didacticamente los casos mds frecuentes e interesantes son
aquellos en los que el grado del numerador es superior en una
unidad al grado del denominador.

Si el grado del numerador es 2 y el grado del denominador es
1 (como la funcién f{x) que hemos tomado como ejemplo 1)
nos encontramos ante la suma de una recta y una hipérbola.

Si el grado del numerador es tres y el denominador es el pro-
ducto de dos binomios de grado uno estaremos ante la suma
de una recta y dos hipérbolas.

En las ocasiones en que he tenido oportunidad de aplicar la
descomposicién descrita en los parrafos anteriores he podido
comprobar que tal descomposicién ayuda sobremanera a la
comprensién, por parte del alumnado, del comportamiento
de las funciones racionales en el infinito. W
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MOS preguntdbamos en algiin momento del articulo ante-
rior de esta serie si realmente el teorema de Pappus (fig. 1)

C B
1 2

Figura 1

generaliza el de Pitdgoras. Una duda surgida en el camino
ante la brusca extensién de la idea inicial a la que estdbamos
asistiendo pero, una vez ascendidos al nuevo punto de obser-
vacion, la vista del paisaje produce sensacion de calma.
También de sorpresa, por haber estado tanto tiempo someti-
dos a las restricciones de una perspectiva tan limitada.
Ciertamente Pappus generaliza Pitdgoras y, desde la altura a
la que nos ha llevado, las condiciones del teorema kou-ku
resultan anecdéticas. Un cuadrado no es mds que un caso
particular de paralelogramo y, una vez elegidas las rectas ry s
(figuras 2 y 3) a la distancia conveniente para poder dibujarlos,

G

a

Figura 2

En el entorno del teorema Kou-Ku (y IV)

la exigencia de que los segmentos LA y FA sean o no perpen-
diculares a AC y AB nos resulta ahora una simple anécdota. El
punto G permanece invariante si L y F se desplazan a lo largo
de r v s, los paralelogramos I y 2 tienen también superficie
constante, y la distancia GA es justamente la hipotenusa CB,
de manera que el cuadrado construido sobre BC permanece
fijo también. Otra cosa es que este caso “anecdético” particu-
lar que hemos popularizado bajo el nombre de Teorema de
Pitdgoras —comprensible (y necesario) desde las exigencias
inmediatas de tipo practico de la vida cotidiana—, haya sido
clave para el progreso humano. Las generalizaciones tienen
estas cosas: producen placer intelectual, transportan al limbo
del disfrute estético y abstracto, pero estos frios lugares encie-
rran menos significado vital que el punto anterior de partida.

a

Figura 3

Lakatos, en Pruebas y refutaciones, teatraliza el proceso que
conduce desde la conjetura ingenua' de Descartes para los

Angel Ramirez Martinez
Carlos Usén Villalba
historia.suma@fesp.org
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vértices, caras y aristas de un poliedro (C+V = A+2) hasta la
siguiente formulacion de la conjetura:

Silos espacios circuito y los espacios limitantes coinciden,
el nimero de dimensiones del espacio 0-cadena menos el
numero de dimensiones del espacio 1-cadena mads el nime-
ro de dimensiones del espacio 2-cadena es igual a 2.

convertida en un resultado sobre “un determinado conjunto
de espacios vectoriales multidimensionales” Uno de los apar-
tados de la obra tiene como titulo La extension ilimitada de
conceptos destruye el significado y la verdad. Desde luego, no
es éste todavia el caso de la generalizacién de Pappus; recor-
damos la frase como apoyo —quizds demasiado fuerte— a
nuestra afirmacion sobre la pérdida de carga vital en Pappus.

Podemos buscar situaciones extremas a las que llegar partien-
do del viejo kou-ku. En la geometria de Lobachevski toma esta
forma:

2(ea/k +€—a/k)=(eb/k _I_e—b/k)(ec/k +e—c/k)

Si desarrollamos en serie los dos términos, se obtiene:

4 bt +2b%c* + ¢t !
+a—2+...=b2+c +( - )
12k 12k

2
a

lo que nos permite observar que si el pardmetro k— oo el
espacio tiende a ser euclidiano.

¢Y el reciproco?

Deciamos que hay cosas que casi nunca se hacen (en las aulas)
y entre ellas colocabamos los procesos de generalizacién. En lo
que se refiere al teorema kou-ku hay otra cosa que sorprenden-
temente no se hace: demostrar el reciproco. Todas las pruebas
y las generalizaciones que hemos visto parten de la exigencia de
un angulo recto en el tridngulo para llegar desde ahi a la igual-
dad de dreas. Es chocante que un gremio como el nuestro, que
conserva entre sus glorias empolvadas la preocupacién obsesi-
va por el rigor, no se plantee demostrar la situacion reciproca
aunque haga uso sistemadtico de ella. Pero lo cierto es que no es
facil encontrar demostraciones en sentido inverso. Las seis que
recoge Nelsen (2001) van del tridngulo a la férmula, asi como
las 43 de la pagina web de A. Bogomolny que citamos en el pri-
mer articulo’. Es facil, desde luego, realizar un proceso circular:
teorema de la altura — Pitdgoras — teorema del cateto — teo-
rema de la altura, o comprobar la relacion si y sélo si cuando el
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teorema estd formulado en formato vectorial, pero ello no evita
cierta insatisfaccion. jAlguno de los innumerables puzzles, o la
relacién entre areas de la demostracién de Euclides deberian
permitir realizar el proceso inverso!

Pues bien: volvamos a Euclides. Lo criticamos en el primer
articulo como escritor poco agil, pero no hay nada que obje-
tar a su solicitud por el rigor. La proposicién 47 del libro I
demuestra el teorema en el sentido “habitual” y la nimero 48
se ocupa del reciproco. Cuando se lee su argumentacién sor-
prende lo ficil que puede resultar superar la incomodidad
grafica de suponer un tridngulo que en principio no tiene por
qué ser rectangulo. Para eso estd la Légica, claro, y el dibujo
de Euclides, austero como todos lo suyos, nos muestra un
tridngulo rectdngulo que no podemos aceptar como tal al
principio de la demostracién. Nosotros la ilustraremos con
uno cualquiera.

C
b a
NIy
Figura 4

C
a b a

B

C C
Figura 5

Supongamos en la fig. 4 que a’=b’+c’. Construimos ahora un
tridngulo de lados a’, b y ¢, rectingulo en A (fig. 5). Por
supuesto, a”’=b*+c*, de donde a’ = a. Los dos tridngulos son,
por tanto, iguales, lo que quiere decir que el primer tridngulo
ABC también era rectangulo.



Proclo® (s. V) alabé la actitud matematica de Euclides:

Si escuchamos a quienes gustan de narrar cosas antiguas,
hallaremos que atribuyen este teorema a Pitagoras y dicen
que sacrificé un buey por su descubrimiento. Por mi parte,
aunque admiro a los que conocieron primero la verdad de
este teorema, mas me maravilla el autor de los Elementos,
no sélo por establecerlo mediante una clara demostracidn,
sino por haber sentado en el libro sexto una proposicién*
aun mds general con las pruebas incontestables de la cien-
cia.

Es, ciertamente, una actitud moderna, pero —si se nos per-
mite una broma ficil— quizds no sea tan moderno ese uso
anti-intuitivo de la Légica desde que aparecieron los ordena-
dores. Volvamos al principio de esta serie de cuatro articulos,
al puzzle que atribuimos a Dudeney pero que result6 ser de
Perigal’, y ayudados por CABRI analicemos una situacién
equivalente a la del reciproco: si el tridngulo no es rectdngulo,
entonces no se cumple a’=b*+c* .

/

Figura 6

Figura 7

Dibujamos, por ejemplo, un tridngulo obtusangulo, y marca-
mos en él los cuadrados sobre sus lados (fig. 6). En el puzzle
de Perigal se trazaban por el punto central del cuadrado del
cateto medio segmentos paralelos a los lados del cuadrado de
la hipotenusa. Actuando de forma analoga (fig. 7), aparecen
los cuadrilateros 1, 2, 3y 4. Los trasladamos ahora al interior
del cuadrado grande de forma que los cuatro dngulos rectos
en el punto M se sitien en los vértices (puntos M’, By C).
Aparece asi (fig. 8) un cuadrado interior congruente al del
lado ¢, y queda claro que, en este caso, a’>b’+¢’. ;Cudndo
podremos colocar un igual en esta expresiéon? Experimental-
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mente se observa (fig. 9) que para ello debemos acercarnos al
caso en que A=90°.

Figura 8

Figura 9

Como ya nos extendimos en exceso con el puzzle de Perigal, evi-
tamos ahora analizar a fondo esta variante. S6lo resaltaremos, de
nuevo, que las cuatro zonas de color gris deben sumar —2chcosA.
Y, efectivamente, asi es. Traslademos una de ellas al vértice B (fig.
10) para calcular su superficie. Obsérvese (fig. 11) que se trata de
un trapecio cuya altura AP=c cos(n-A)=—c cos A, y que la suma
de las dos bases BR+AQ es justamente el lado b del tridangulo. Asi
pues, el drea de cada uno de ellos serd —1/2 ¢b cos A.

Figurall
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¢Quién es Enzo R. Gentile?

A saber. En www.riconmatematico.com podéis bajaros un
tango del algebrista del amigo Gentile. No lo hemos encon-
trado en un paseo al azar por la red. Ocurre que Roger B.
Nelsen (2001) recoge un “teorema pitagoérico” de una tal Gen-
tile, sin dar ninguna referencia sobre él. El buscador nos llevé
a la pagina del rincén, pero alli sélo encontramos el tango. Da
lo mismo. Sea o no el tanguista el inventor del teorema, éste
es muy atractivo. A fin de cuentas, si un presidente de USA se
ocup6 en demostrar el kou-ku, ;por qué no va a ocuparse
también de estas cosas un tanguista argentino®?

Figura 12

Coloca Gentile dos tridngulos rectingulos semejantes en posi-
cién de Tales (fig. 12), y afirma: aa’=bb’+cc’. Nelsen lo prueba
a partir de esa semejanza. Y si Gentile es cierto, tomando
como razén de semejanza 1, resulta Pitagoras. Nosotros cons-
truiremos una figura para el reciproco: construimos rectin-
gulos sobre los lados del triangulo grande de manera que el
otro lado de cada uno sea su correspondiente del triangulo
pequeiio (fig. 13). Obtenemos asi tres rectingulos semejantes
y, si Pitagoras es cierto, entonces se debe dar la relacién entre
areas aa’=bb’+cc’.

a

Figura 13

Gentile es, por tanto, equivalente a Pitigoras: caracteriza
también a los tridngulos rectangulos.
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Epilogo

;Existi6 realmente Pitdgoras? Parece que si. Desde luego —y
esto es mds importante— existié la secta de los pitagdricos,
entre cuyas convicciones estaba la de la armonia numérica del
universo’. Y ha existido siempre, y seguird existiendo, una
dosis de pitagorismo ingenuo metodolégico como motor de
la investigacion matematica. Aunque el investigador o inves-
tigadora no lo acepte como filosofia personal, lo cierto es que
su proceso de busqueda sélo es vitalmente sostenible si tiene
fe en que al final del camino encontrard algo; que sera posible
poner orden —armonia— en el caos inicial de observaciones.
La misma fe que impulsé a todas las civilizaciones de la
Antigiiedad a ocuparse de la curiosa relacion numérica que
observaban en los tridngulos rectangulos y que los chinos
denominaron Teorema kou-ku.

Nota

Seria imperdonable terminar esta serie de articulos sin reco-
mendar el de Miquel Albert{ en el nimero 43 de SUMA, en el
que hace una bonita demostracion del teorema de Pitigoras a
partir de una situacién geométrica muy poco habitual: dos
circunferencias concéntricas. W

NOTAS

1 “Ingenua” en el sentido de Lakatos. Ingenua, metodolégicamente, si estd
sustentada en unas pocas observaciones. Una conjetura puede ser inge-
nua y perspicaz al mismo tiempo.

2 www.cut-th-knot.org/pythagoras/index.shtml

3 Citado a pie de pagina por M* Luisa Puertas Castaiio, traductora de
Elementos en la edicién de Ed. Gredos (1991).

4 La proposicién a la que se refiere es la nimero 31. En ella generaliza
Euclides el teorema para figuras semejantes construidas sobre los cate-
tos y la hipotenusa.

5 Mientras nosotros buscibamos datos sobre Henry Perigal, los colegas
del grupo Alburquerque ya le habian atribuido el puzzle (SUMA n.° 43).
Queda claro, por tanto, que leemos SUMA con retraso.

6 Suponemos, claro, que es, o que fue, argentino. La demostracién del
presidente Garfield (1876) puede verse en el libro de Nelsen. Por cierto,
;sois capaces de imaginar a Bush ocupdndose de estas cosas?

7 Olafeta acaba de publicar en un pequefio librito (Versos dureos de
Pitagoras y otros fragmentos pitagdricos) los escritos més fidedignos
que recogen el corpus ideoldgico ético—mistico de la secta.
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spectos ladicos de la Topologia

Cuando se nombra la palabra Topologia, o no se ha oido
nunca o suele pensarse en una parte complicada de la mate-
madtica, sélo al alcance de aquellos que hayan profundizado
bastante en sus estudios matemdticos. Sin embargo, hay
aspectos topoldgicos elementales a los que podemos acercar-
nos desde edades muy tempranas.

Dado que la Topologia es una geometria (de hecho recibe el
nombre de Geometria de la Posicion) que no tiene interés en
la medida, sino solamente en la forma y en cémo ésta puede
variar sin provocar roturas (cortes, ni aparicién de agujeros),
hay elementos de esta disciplina que aparecen antes que el
concepto de medida. Aspectos como dentro o fuera, formas
equivalentes, conexiones entre agujeros, caminos dentro de
laberintos, etc., se pueden abordar en la infancia.

Algunos de los primeros juegos infantiles tienen relacién con
elementos topoldgicos. Por ejemplo, es frecuente en los pri-
meros afios de aprendizaje jugar con estructuras de madera
llenas de agujeros por donde los infantes deben hacer pasar
una cuerda que estd anudada en un extremo; y en casi todos
los nifos se produce una gran fascinacién por la plastilina y la
transformacién por deformacién de unas figuras en otras.

Por su atractivo liidico, muchos
problemas topoldgicos aparecen en
acertijos, pasatiempos...

Dado su atractivo lidico, muchos problemas topolégicos apa-
recen en acertijos, rompecabezas y pasatiempos, siendo exce-
lentes pruebas para cualquier competicion que podamos
plantear a nuestros alumnos. Ademas hay problemas clasicos
como los puentes de Konigsberg, el de los cuatro colores, la
Cinta de Mobius, la conexién entre casas y distribuidores
energéticos, etc. que han fascinado durante décadas a los
matemadticos o aficionados. Los profesores J. L. Carlavillay G.
Ferndndez hicieron una presentacion de todos estos aspectos

Rompecabezas africano

y muchos mds de una forma amena y apasionante en un libro
de obligada lectura (Carlavilla y Fernandez, 1994).

Juegos y rompecabezas topoldgicos

Podemos encontrar multitud de juegos con connotaciones
topoldgicas sin saber que estamos relaciondndonos con esa
materia. Muchos retos o incluso trucos de magia consisten en
deshacer situaciones donde aparecen elementos unidos por
cuerdas que a simple vista parecen imposibles (Mufoz, 2003).

En general, consideraremos como rompecabezas topolégicos
aquellos formados por cuerdas, maderas, anillas, bolas, alam-
bres, etc., donde una situacién, a simple vista irresoluble,
puede resolverse mediante traslaciéon de sus elementos, sin
romper, rasgar o modificar la estructura topoldgica del juego.

Un estudio muy sistemadtico e interesante de los laberintos de
alambre y de su implicacién en la ensefianza puede encon-
trarse en el articulo publicado por nuestro compaiiero y
amigo Pablo Flores Martinez en el n.° 41 de esta misma revis-
ta SUMA (Flores Martinez, 2002).

Desde el punto de vista matematico, los juegos topolédgicos
potencian aspectos como la intuicidn, la visién espacial, el
estudio sistemdtico de posibilidades, la busqueda de solucio-
nes imaginativas, la esquematizaciéon de los problemas y
muchos mas.

Un rompecabezas topoldgico tiene bastante relacién con un
problema de matemdticas. No solamente porque con fre-
cuencia al enfrentarnos a ellos nos quedamos bloqueados al

Grupo Alquerque de Sevilla

Constituido por:

Juan Antonio Hans Martin C.C. Santa Maria de los Reyes.
José Muiioz Santonja /ES Macarena.

Antonio Ferniandez-Aliseda Redondo IES Camas.
juegos.suma@fespm.org
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no saber como comenzar, sino porque existen muchos proce-
dimientos de la resolucién de problemas que se aplican para
resolver el reto que nos plantea el rompecabezas. Entre otros,
podemos citar los siguientes heuristicos:

+ Buscar un problema semejante. Muchos rompecabe-
zas topoldgicos tienen estructuras de resolucién muy
parecidas. Por ello, al enfrentarnos a uno nuevo debe-
mos ver si sirven o no las estrategias de resolucién que
conozcamos de casos similares.

+ Empezar por lo més fécil. Si el rompecabezas tiene dis-
tintos retos, se debe comenzar por solucionar lo que a
simple vista sea mds facil.

« Dividir el problema en partes. Para empezar por lo
mads sencillo debemos, si es posible, descomponer el
rompecabezas en varias partes, que iremos resolvien-
do de forma independiente.

+ Considerar el problema resuelto. A veces desandar el
camino es mds facil que hacerlo. Podemos suponer que
el rompecabezas estd resuelto e intentar razonar, de
atrés adelante, los pasos necesarios para la resolucién.

+ Realizar un esquema. En muchas ocasiones es funda-
mental realizar un esquema de la situacién en que nos
encontramos. Ayuda en la resolucién y potencia la
visién espacial.

Rompecabezas africano de cuerda

Es, quizd, el puzzle de cuerda mds famoso y que podemos
encontrar con mds facilidad en comercios, internet o incluso
como regalo publicitario de algunas empresas. Se considera
originario de las tribus guineanas, aunque estda bastante
extendido. En Estados Unidos se conoce como puzzle del
yugo del buey.

Crem. ) per—

Como podemos ver por la imagen, consta de un trozo de
madera donde se han realizado tres agujeros por los que se
anuda una cuerda que se cruza formando dos lazos. El aguje-
ro importante es el central, pues los orificios de los extremos
s6lo sirven para sujetar la cuerda y que no quede libre (en
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algunos ejemplares comercializados, la cuerda en sus extre-
mos se incrusta dentro de la madera y sélo tienen el hueco
central). En cada lazo aparece una bola, cuya dimensién no le
permite pasar por ninguno de los agujeros de la madera. El
objetivo del juego es conseguir colocar las dos bolas en el
mismo lazo. Como en todos los rompecabezas de este tipo, es
necesario llegar a la solucién sin deshacer los nudos que pue-
dan estar a la vista ni romper ninguno de los elementos que
forman el juego.

La resolucién de este rompecabezas es bastante complicada
para quien no la conozca, pues existe un cruce de cuerdas a
través de los orificios de la madera que no es ficil de imaginar,
ni siquiera al manipular el juego. Por ello detallamos los pasos
de resolucién de este problema.

Paso 1

Paso 2

L

Paso 3

S

Paso 4
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En los dos siguientes, el objetivo es extraer la anilla o la cuer-
da con la bola grande que se encuentra en el centro.

Paso 5

e

Paso 6 Este otro puzzle tiene como objetivo deshacer el cruce de
cuerdas que aparece en la parte izquierda del juego, debiendo
- quedar el rompecabezas como aparece en la otra imagen.

Paso 7

L e

El objetivo del siguiente rompecabezas es extraer la bola central.

Paso 8

Puzzle resuelto El rompecabezas que mostramos a continuacién tiene un

truco en su construccion. Mientras en los demds los cruces y

Una vez presentado el modelo clésico, veamos algunas varia- uniones estdn a la vista, en este caso existe un lazo que queda

ciones, que a simple vista parecen similares, pero cuya resolu- oculto dentro de la bola grande y es el que permite resolver el

cién sigue un proceso distinto, y en general mas simple que el problema. Es necesario que dentro de la bola se encuentre la
caso anterior. disposicion que vemos en la imagen.
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En el siguiente modelo, debemos deshacer el cruce que apare-
ce sobre la bola central.

‘-s,,\ Ty ,m:,‘
R s S SRR ——

@ ' @

Por dltimo presentamos dos puzzles cuyo objetivo es extraer
completamente la cuerda de la madera.

Sy -
e iy We— Q'

:

-
R
29

Estos dos ultimos requieren mayor esfuerzo para poderlos
resolver, pero la idea basica de manipulacién es la misma que
en los anteriores.

Aplicacion didactica

Ya hemos planteado anteriormente algunas de las relaciones
existentes entre los rompecabezas topoldgicos y la resolucién
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de problemas. Existen ademds otras posibilidades de aprove-
chamiento diddctico de estos juegos.

La primera es su construccién. Todos son mds faciles de cons-
truir que de resolver. Por ello los alumnos pueden hacerlo sin
dificultad. Puede usarse, como hemos visto en las fotografias,
material facilmente asequible o de reciclado. Cualquier liston
de madera sirve. Las bolas pueden ser las de los respaldos
frescos de los coches (que se encuentran con facilidad en los
mercadillos), otros tipos de bolas (de collares viejos de fanta-
sia) o cualquier anilla o elemento que pueda circular por las
cuerdas y que no quepa por los agujeros que realicemos. Se
trata de un ejemplo préctico de bricolaje matematico.

Para su construccién se deben estudiar las medidas de la cuer-
da para que permitan los lazos y cruces que hay que realizar;
asi como el tamafo de los agujeros que, en el central, debe
permitir pasar varias cuerdas a la vez.

Cuando se aborda la resolucién de estos rompecabezas, y en
general de todos los manipulativos, es inevitable un periodo
de tiempo de manejo del juego sin mds reflexiones. Casi
nunca servird para resolver el problema, pero si para conocer
las limitaciones y vueltas al punto de partida que se producen.
Por ello es aconsejable plantearse mentalmente por dénde
podria ir la solucién.

También es interesante, para potenciar la visién espacial y
realzar la capacidad de esquematizar los problemas de los
alumnos, que dibujen el problema planteado y los pasos de la
resolucion, lo que ademds favorece las capacidades de repre-
sentacién grafica.

Hay que tener cuidado al manipular los rompecabezas pues
suelen surgir dos problemas. Por un lado no es raro que, de
pronto, nos encontremos con el problema resuelto sin saber
c6mo hemos llegado a él, con lo cual tenemos otro problema,
y es reconstruir el juego sin conocer los pasos que hemos
seguido, lo que muchas veces es mds complicado adn (de lo
que podemos dar fe). Otra dificultad es que se lie tanto la
cuerda que llegue un momento en que quede irreconocible la
situacién inicial. En ese caso, si es posible (que no siempre lo
es), debemos volver a las condiciones iniciales. W
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ue el ultimo en poseerla quien, instantes antes de perder-
la para siempre y movido por una presuncion ya del todo ins-
tintiva, bautizo la ciudad con el nombre de Memoria grafian-
do esa palabra en las fachadas de las avenidas. Presumic que
en un futuro, muy lejano quizd pero alcanzable, y a pesar de
los trazos ya inseguros de su escritura afectada, alguien
podria leerla y recobrar la lucidez.

Se desconoce el cataclismo que acabd con la facultad de recor-
dar de sus habitantes porque, claro, nadie recuerda. No saben
si habitan la ciudad donde nacieron. Ni si los pasos azarosos
con los que deambulan por sus calles son afines a la idea de
comunidad. Ni siquiera saben que viven porque es la memo-
ria la que, apoydndose en el recuerdo conocido, el pasado,
induce lo desconocido, el futuro, y asi, en el breve intervalo
mediante, un lapso infinitesimal, brota el presente de idilio
puro. Sin recuerdo no hay pensamiento. Sin pensamiento se
puede existir, pero no se vive.

Quien visitaba Memoria no podia entablar didlogo alguno
con su gente. Habian olvidado todo lenguaje y cortesia y ante
los ojos del extranjero se comportaban como primitivos sordo-
mudos, seres incompletos a medio camino entre la piedra y el
animal. Aunque repletas de transeiintes, el silencio reinante
en las calles provocaba tal desdnimo en el forastero que nada
mads llegar buscaba la salida. Nadie soportaba permanecer
alli mds de un par de horas.

Durante siglos los fildsofos consideraron Memoria como para-
digma de la felicidad nihilista al mismo tiempo que muchos
creyentes vieron en ella una representacion de la tierra pro-
metida. Al principio, los debates sobre el caso ocuparon a toda
la masa intelectual, no sélo la de los paises vecinos, pero con
el tiempo Memoria cayd en el olvido y pasé a disfrutar del
anonimato existencial propio de sus ciudadanos. Olvidada
por todos, shabia una Memoria todavia? ;Vivian atin los
memorienses? Y de ser asi, seran felices?

En los pueblos cinematogrdficos tarde o temprano algo acaba
por interrumpir el pldcido y continuo transcurso de la mono-

il¥N¥igenes 10, 11 y 12

tonia. Lo mismo ocurrié en Memoria. Incluso alli se produjo
un clic, una interrupcion por la que el tiempo se vio obligado
a enfilar una dimension divergente para siempre con la segui-
da hasta ese instante.

Que fuera uno o una carece de importancia porque hoy en dia
nadie en Memoria (por cierto, ya no se llama asi, pero de eso
hablaré mds adelante) se acuerda (aunque esa falta de memo-
ria no es ahora sintoma de ninguna enfermedad) del sexo del
fundador de las bases para la recuperacion. El caso es que segiin
la leyenda actué como el simio protagonista de la célebre odisea
cinematogrdfica de ficcion cientifica. Lo que hizo fue darse
cuenta, o sea, contar. Y conté. O hablo. La cosa no estd muy
clara porque las discusiones entre lingiiistas y matemdticos no
han terminado aun. Los primeros sostienen que sin palabra no
hay numero, pues éste necesita de la llamada por ellos vocal
muda para ser concebido. Los otros defienden la idea de una
correspondencia de cantidad entre el objeto y el observador
como impulso generador del concepto original que es la unidad.

Sea como fuere su inicio, los niimeros naturales fueron recons-
truidos uno por uno, palabra por palabra. De generacion en
generacion y de modo mds o menos autodidacta crecié el
nimero de memorienses capaces de asimilar esta nueva idea
de contar y darse cuenta. Si bien ariadir a este campo los
nimeros negativos supuso una espera de muchos aios y pro-
voca aun entre filosofos y matemdticos grandes discusiones:
cFue la aparicion de los niimeros negativos efecto del recuer-
do, una consecuencia directa de la recuperacion de la memo-
ria, o mds bien fue la concepcion de los niimeros negativos la
que indujo el recuerdo y, por ende, el concepto de pasado?

Miquel Alberti
imatgenes.suma@fespm.org
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Con el pasado se fragué su reflejo, el futuro, y entre ambos
medid de nuevo un presente infinitesimal. Mas éste seria un
presente diferente de cualquier otro que en el pasado le hubie-
ra precedido. Y asi fue que el pueblo de Memoria, ignorante
hasta entonces de su nombre y de si mismo, ignorante de su his-
toria y de que antes se hubiera llamado de otra forma se puso
el nombre de Numeria. A fin de cuentas, su gente no distinguia
entre nimeros y palabras, para ellos eran una misma cosa y
vivian de acuerdo a lo que yo, observador ajeno, describiria asi:
‘tanto al dictado del niimero como al de la palabra, y que para
ellos no tiene sentido distinguir por tratarse de la misma cosa.

Con la memoria adviene la razén. Se entenderd que pronto (un
pronto cientifico) se crearan o descubrieran (también con eso
hay disputas entre ya no sé quienes) los niimeros racionales. Y
los irracionales. Curiosamente éstos fueron muy bien acogidos a
pesar de poseer la que nosotros y los griegos llamamos incon-
mensurabilidad. Fue esa inconmensurabilidad, su cardcter
imprevisible e inescrutable al cien por cien, lo que les abrid las
puertas de la ciudad. Los racionales aburrian a los numerios.
Una vez calculado el desarrollo decimal de una fraccion se
acaba el misterio. Todas las cifras que la forman, o son unas
pocas, o se repiten tediosamente hasta el infinito. Pero los irra-
cionales, jah, los irracionales!, esto es otro contar. De ellos cues-
ta decidir (cuando hay algiin método o algoritmo que lo permi-
te) qué cifra ocupa un determinado lugar. Su desarrollo decimal
oculta a menudo enigmas extraordinarios que a los numerios
encanta descifrar. Hallan en estos niimeros lo imprevisto, la sor-
presa. En ellos el presente conocido persigue sin descanso un
futuro incierto, unas veces previsible, otras inalcanzable e inde-
cible, pero al menos entraiian un futuro por desvelar: la vida.

Ayer corrié un rumor por las calles de Numeria. Un rumor
movido por la brisa del recelo y el temor. Un nuevo alumbra-
miento se ha producido y sus mentores temen hacerlo publico
después de ver las reacciones suscitadas en sus colegas.
Algunos no encuentran en su vocabulario elogios apropiados
para calificar tan antoldgico logro del entendimiento humano
y lo califican de increible maravilla. Otros en cambio, arreme-
ten contra él y el equipo que lo ha alumbrado llegdndolos a
tachar de farsa y de farsantes. El seiior K, jefe del comité inves-
tigador y quien prevé de él utilidades y aplicaciones futuras
insospechadas vy dificil de vislumbrar y valorar en el presente,
lo ha bautizado con el nombre de i, la inicial de imaginario.
Los partidarios de que la investigacion no se interrumpa a
causa de los prejuicios mds conservadores animan al equipo a
seguir adelante con sus pesquisas. Ven en la nueva invencion
la posibilidad real de salir mds alld de los limites que encie-
rran la ciudad, de viajar a zonas remotas y desconocidas hasta
ahora y de redimirse por fin de la timidez que a lo largo de los
siglos ha calado tan profundamente su forma de ser. En suma,
anhelan conjugar el verbo mds breve de su vocabulario: ir.
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El cardcter natural, racional o irracional de un nimero es muy
importante. La iMATgen virtual (iMATgen ne. 7) trataba de
espejos encarados que reflejan un punto intermedio.
Precisamente es el cardcter numérico del dngulo que forman
los dos espejos el que determina como son las cosas, al menos
en el dmbito geométrico. Asi, para espejos formando un dngu-
los que sea multiplo racional de p la serie de reflejos es un iti-
nerario cerrado que regresa al punto original. De lo contrario,
la serie de reflejos no se cierra nunca. No podemos verlo en
una peluqueria porque la realidad fisica lo impide.

En ;Llévate un kilo por lo menos, reina! (iIMATgen n°. 8)
parecia que el cardcter entero o decimal del peso de un pro-
ducto determinaba el importe a pagar por él. Sin embargo, la
realidad impuso de nuevo su dominio. El precio escrito en la
cartulina omitia la expresién ‘a partir de, causante de la inter-
pretacion inadecuada del matematico.

Pero si hay un niimero que se use a diario y cuyo caricter irra-
cional sea el que determina la forma en la que se concreta, es la
rafz cuadrada de dos. Lo encontramos en las hojas de los cua-
dernos de clase, en los formatos de algunos libros de texto y en el
papel de impresién. La rafz de dos determina el formato DIN A.

Los estudiantes se sorprenden de que las hojas en las que han
escrito, dibujado y tomado apuntes a lo largo de toda su vida
académica tengan unas dimensiones basadas en una propor-
cion irracional. La idea que genera el formato DIN A consiste
en establecer las dimensiones de un rectangulo que al ser cor-
tado por la mitad de su lado mayor proporcione dos nuevos
rectangulos idénticos y semejantes al original. Si éste tiene
longitud a y anchura b, cada mitad tendrd longitud b y anchu-
ra a/2. El original y sus mitades serdn semejantes si
a/b=b/(a/2), o sea, si a/b="2. Como consecuencia, la propor-
cién entre la diagonal y el lado menor es V3.

La realidad impide que los valores verdaderos sean exactos.
Por eso los formatos de papel DIN A son rectingulos cuyas
dimensiones determinan proporciones cercanas a 1,4142... La
hoja mads utilizada, DIN A4, tiene 297mm de largo por
210mm de ancho, lo que da un cociente de 1,4142857... Sus
dimensiones son esas y no otras (también otros valores pro-
ducirian el mismo cociente) porque el rectangulo original de
partida tiene un metro cuadrado de superficie. La solucion del
sistema de ecuaciones de este modo se plantea fija las dimen-
siones del rectangulo inicial o DIN AO:

a-b=1 a=32=1,189
a_ = = 1
b b 2 08

Como puedes comprobar, no es este el formato de la revista
que estds leyendo ahora. W
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a introduccién a estas tres iMATgenes comenzaba con
el grafiado de una palabra en las fachadas de las avenidas de
la ciudad del olvido. El relato es fantdstico, pero no lo son los
elementos que lo fundamentan: la memoria y la escritura.
Esta fotografia tampoco es fantéstica. Alguien aerografio esa
pared con color rosa que aqui se vera gris. Es ese alguien,
autor o autora, quien da a la imagen el realismo que posee.
Y no sélo ese o esa, también nuestra memoria. Viendo este
autografo nos acordamos de cudntas veces hemos visto (y
quizd maldecido) otros similares en las fachadas de las casas
de nuestra ciudad, de nuestro barrio y de nuestra propia
casa.

Impregnar las paredes es una actividad que se remonta a los
origenes de nuestra cultura. Decenas de miles de afos des-
pués de Altamira nos encontramos con la corriente artistica
de los graffiti. Su cuna estd en Estados Unidos, alld por la
década de los afios ochenta. No es que en Europa no se hicie-
ran, ya los habia desde mucho antes en Espaiia, Irlanda del
Norte y en el muro de Berlin, pero su cardcter era reivindica-
tivo y carecian del sentido artistico que adquirieron después.

Originalmente se realizaban autdgrafos o firmas personales.
Habia que trabajar réapido y realizar la obra en un pis pas.
Hasta que diversos espacios publicos y privados no fueron
puestos a disposiciéon de los artistas no habia tiempo para
hacer mucho mas que una firma. Hoy en dia, al disponer de
lugares autorizados, los artistas tienen el tiempo necesario
para realizar ingentes obras de arte, cada una con su rubrica
particular que la identifica. Pese a ello no ha desaparecido el
interés por aerografia paredes virgenes. Un reto para adoles-
centes que pagan los vecinos. Algo parecido sucede con las
mesas de un aula.

Los graffiti se realizan, en su mayoria, con spray o aerégrafo.
Hace falta gran maestria para lograr que el resultado muestra
un trazo seguro sin regueros de tinta. El goteo es el principal
problema que debe vencer el principiante, ya que el trabajo se
realiza en planos verticales y a mano alzada. En el aspecto del
trazo influyen muchos factores, como por ejemplo el tipo de
boquilla por la que sale el chorro de tinta, la textura de ésta, la
distancia desde la que se aplica el spray y el dngulo con el que
éste se dirige a la pared.
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El graffiti de esta imagen no presenta regueros de tinta. Su
trazo es bastante uniforme y seguro. Pero hay algo que llama
la atencion y que resulta fundamental para comprender esta
imagen. No me refiero al significado verbal de lo escrito, sino
a un rasgo de forma cuyo caricter reside en el dmbito geo-
métrico. Se observan arcos curvilineos que indican un cam-
bio de direccién suave y paulatino, pero también hay cambios
de direccién bruscos y repentinos, en zigzag. En la parte inte-
rior de esos zigzag aparecen picos, mientras que la parte
exterior es redondeada. Ademds, en cada zigzag hay una
sobrecarga de tinta en comparacién con cualquier otra parte
o fragmento del graffiti. ;C6mo se explica esto? He aqui la
iMATgen.

El spray tradicional tiene un orificio por el que se expulsa la
tinta en forma de dngulo s6lido, un cono relleno de color. La
interseccién de este cono con la pared sélo es perfectamen-
te circular si su eje se mantiene ortogonal a ella. De lo con-
trario la interseccion serd una elipse (siempre y cuando este
angulo no sea exageradamente grande, en cuyo caso podria
llegar a ser una parédbola e incluso una hipérbola). Pero lo
corriente es que el dngulo entre el eje del cono de expulsiéon
de la tinta y la pared sea muy similar a un angulo recto. Si el
artista mantiene inclinado siempre el spray con el mismo
angulo y tinicamente lo cambia de posicién en un plano ver-
tical paralelo a la pared, el vestigio aerografiado se crea cir-
culo a circulo (eje ortogonal) o elipse a elipse (eje no exacta-
mente ortogonal). El grosor del vestigio depende de la dis-
tancia a la pared desde la que se efectta la aplicacion y del
movimiento de mufeca de su autor. Un resultado irregular
podria ser:

Estudiemos ahora el motivo por el que en los cambios bruscos
de direccidn aparecen sobrecargas de tinta. Para facilitar la
comprensién supongamos el caso del aerografiado circular.
En un cambio de direccién brusco, el extremo del segmento o
curva trazado actia como pivote y se convierte en punto ini-
cial del siguiente trazo. Aparece asi una zona que la tinta
impregna dos veces, una al entrar en la esquina, y la otra al
salir de ella. Cuando se produce un cambio de direccién de
dngulo a (en radianes), el vértice que se origina en el interior
del giro es de - radianes:
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Siendo 2r el grosor del trazo (didmetro del caso circular uni-
forme) y siendo 7-a el dngulo del vértice, el drea de la zona A,
sobre coloreada es igual al drea del cuadrilitero XYOZ mas el
area del sector circular YOZ cuyo dngulo es mayor de 180° en
el dibujo anterior. El cuadrilitero XYOZ se forma con dos
tridngulos rectingulos idénticos cuyos catetos son r y
rtg(a/2). Por otro lado, el angulo del sector circular YOZ es
27-a 'y su radio r. Asi las cosas:

A =r? tgg+7r—g =nr’+r’ tgg—g
2 2 2 2

Luego en un cambio de direccién siempre se sobre colorean el
que llamaremos circulo de aerografiado, de drea nr’, y un frag-
mento puntiagudo cuya drea depende de la mitad del giro
efectuado. Si a=, el spray vuelve a pulverizar lo ya grafiado
regresando sobre sus pasos y, ademds del circulo, lo sobre
colorea todo (A,=).

Si se aerografia un tridngulo, las tres zonas sobre coloreadas
de los vértices formardn siempre el tridngulo circunscrito al
circulo de grafiado. En efecto, los dngulos de los vértices A, B
y C del tridngulo que el graffiti determina en el interior son los
mismos que los de las tres zonas sobre coloreadas:

El perfil exterior de un zigzag aparece suave, sin pico, redon-
deado. Su perfil interior es agudo, afilado, puntiagudo. Asi son
los Zigzagueos en un graffiti y, si los miramos a través de la
lupa, asi son también los trazados con boligrafo. W
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ente, sobretodo crios, en una orilla. En el dngulo superior
derecho una barcaza cargada de bicicletas, recién llegada o a
punto de zarpar. En la esquina opuesta un par de mujeres ves-
tidas con saris. Su atavio y el tono de la piel de los nifios indi-
can que la imagen fue tomada en el subcontinente indio, con-
cretamente en las afueras de Varanasi, en la region de Uttar
Pradesh. El agua es la del rio mas venerado del mundo, el
Ganges. Sus aguas del color de la tierra a causa de las fre-
cuentes y abundantes lluvias del monzén. Algunas nifias estan
ocupadas en una tarea que maridos, padres, hermanos e hijos
establecen como propias de su género: el cuidado de la vajilla.
Un cuidado que a primera vista parece dedicado a la limpieza,
pero que una observacién mds atenta desmiente.

No es espuma, ni jabdn, lo que recubre varios recipientes, sino
barro, limo del rio. A la derecha de la imagen una joven friega
el lateral de un cuenco volcado. Lo hace echando su cuerpo
encima de él y sujetdndolo fuertemente con la mano izquier-
da. Ambos gestos dan una idea de la fuerza que dedica a sus
acciones. Otra olla embadurnada de lodo, también boca
abajo, espera a que la otra chica, ahora distraida, se aplique
con ella. La faena no se realiza sélo por el exterior, también
por dentro de los cacharros, como hace la mujer del sari blan-
co con un recipiente pequefio.

Aparte de los dos embadurnados de lodo, los cuencos de la
fotografia estdn todos limpios. Y si nos fijamos mas atenta-
mente vemos que todos menos uno presentan un aspecto bri-

llante, liso, sin apenas deformaciones, pulido. Sélo el que est4
detras de la nifia con la cabeza vuelta muestra abolladuras
profundas. Este recipiente nos indica cudl es la labor de las
jévenes. Consiste en devolver a los cacharros un aspecto lo
mads parecido posible al que tenian de nuevos. Lo que hacen
es limarlos, lijarlos, pulirlos, cosa que consiguen fregandolos
con lodo. No sé si su intencién era limpiarlos o pulirlos. Para
saberlo habria que preguntérselo, pero para limpiarlos no les
hacia falta ir al rio. Sean cuales fueran sus intenciones, con o
sin limpieza, los lijan y pulen.

Segtn el Diccionario de la Real Academia de la Lengua Espa-
nola (1992), limar es gastar o alisar los metales, la madera,
etc. con la lima. También es debilitar, cercenar alguna cosa
material o inmaterial. Lijar es alisar, pulir o limpiar una cosa
con lija o papel de lija. La lija es un pez cuya piel seca, por la
dureza de sus granillos, se emplea para limpiar y pulir meta-
les y maderas. El papel de lija es un papel con polvos o areni-
llas de vidrio o esmeril adheridos, que sirve para pulir made-
ras o metales. En su primera acepcion, pulir es alisar o dar ter-
sura y lustre a algo, pero en su segunda acepcion es componer,
alisar o perfeccionar algo, ddndole la tltima mano para su
mayor primor y adorno. Una superficie lisa es aquella que no
presenta asperezas, adornos, realces o arrugas, pero no es lo
mismo que una superficie llana. Lijar, limar y pulir desgastan
la materia a la que se aplican, pero esa erosién es mds osten-
sible y visible al lijar y limar. En cambio, el desgaste al pulir es
mads delicado, microscépico. Limar y lijar afectan a la forma de
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una cosa, la alteran, mientras que el pulimento tan solo la sua-
viza y redondea afectando maés al acabado.

Asi se plantean las dos cuestiones que dan lugar a laiMATgen.
Un modo de lijar una superficie es fregarla con barro, poco a
poco, zona a zona, frotando a mano en vaivén o dando vuel-
tas alrededor de un punto. Esos movimientos provocan la
friccién entre la arenilla del lodo y la superficie del objeto fro-
tado. Este se erosiona y dicha erosién es mas profunda en
medio de la zona frotada que en los extremos porque la mano
no ejerce tanta presion en ellos. Localmente, se elimina mate-
rial, el objeto se desgasta y la convexidad de su superficie es
rebajada. Si su curvatura original correspondia a un radio r, el
resultado serd la un arco o curva maés llano, correspondiente a
un radio R mayor. Es decir, el radio del arco lijjado es mayor
que el radio del arco original.

¢No es esto paradojico? ;Acaso la esfera lijada tiene radio
mayor que la original? Por otro lado, ;qué significa pulir?
¢Cbémo pueden una superficie o una curva ser lisas, suaves, sin
arrugas, sin asperezas, redondeadas y, sin embargo, no ser
rectilineas? Ha tardado, pero estamos en otra iMATgen.

La esfera, el circulo y la circunferencia no solo surgen del vesti-
gio que deja un punto al girar en torno de otro manteniéndose
siempre a la misma distancia, también pueden generarse como
limites de sucesiones de poliedros y poligonos. Las respuestas a
las cuestiones anteriores se encuentran en esta concepcion.

Imaginemos una sucesién de poligonos regulares, circunscrita
o inscrita, a un circulo. Tanto en un caso como en otro, a medi-
da que aumenta el nimero N de lados disminuye la longitud de
cada uno y mds se abre el dngulo A del vértice formado por
dos lados consecutivos. En efecto, los vértices de un tridngulo
equilatero (60°) son mds agudos que los de un cuadrado (90°),
los de éste lo son mds que los del pentdgono (108°), los del pen-
tdgono son mds agudos que los del hexdgono (120°), y asi suce-
sivamente hasta... ;Hasta dénde? No podemos verlo porque
los lados se hacen demasiado pequeiios, pero intuimos que los
vértices se abren cada vez mas. Una primera reflexién puede
invitar a pensar que esa abertura seguird creciendo hasta el
infinito y que quiz4 al final el poligono se abra en una recta,
pero el dngulo de un vértice llano no es infinito, sino de 180°.
Una observacién mds profunda permite ver que pese a aumen-
tar, el crecimiento de esos dngulos (60°, 90°, 108°, 120, ...) es
cada vez menor: 90°-60°=30°, 108°-90°=18°, 120°-108°=8°... El
angulo A, se abre cada vez mds despacio. ;Llegard a detener-
se? Lo que el ojo no puede ver lo explica un calculo razonado.
En el valor del dngulo A, del poligono regular de N lados no
interviene la longitud de los lados que lo forman:

N-2
N

A =180°
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Para valores de N cada vez mas grandes se obtienen valores de
A, cada vez mds préximos a 180°. Lo intuimos, pero no lo
vemos. Y nos lo creemos porque basamos nuestras afirmacio-
nes en el calculo. La conclusién es que, en el limite, el angulo
es llano (180°) porque cuanto mayor es el valor de N, mas
cerca de la unidad est4 el valor del cociente (N-2)/N:

-2
Lim A =180° « Lim N—=180O +1=180°
N N N

;Quiere esto decir que el perfil de un circulo es rectilineo? No.
Significa que los dngulos, los vértices, acaban desapareciendo,
y que el perfil es liso, sin picos ni irregularidades, sin aspere-
zas. He aqui la esencia del lijado y del pulimento de un obje-
to. Con este analisis se caracteriza matematicamente la lisura
de la circunferencia y de las curvas ‘localmente rectilineas’ del
célculo tradicional. Muy localmente, un arco circular si es rec-
tilineo. El calculo diferencial se basa en esta concepcion. De
ahi que entendamos el circulo como limite de poligonos. La
‘rectitud local infinitesimal’ es un rasgo del que adolecen, por
ejemplo, las curvas fractales.

El caso de la esfera es méds o menos lo mismo cambiando poli-
gonos regulares por poliedros irregulares. El papel desempe-
flado por segmentos unidimensionales como son los lados de
un poligono lo desempeiian ahora las caras poligonales bidi-
mensionales de un poliedro. Si en un vértice de un poligono
confluyen dos lados, ahora pueden encontrarse tres o mas
caras en un vértice de un poliedro. Aun asi, y a medida que un
poliedro (por ejemplo inscrito en una esfera) aumenta el
numero de caras, los dngulos multiédricos en cada uno de sus
vértices, aunque sean diferentes, también se abren hacia un
dngulo multiédrico llano. En suma, la esfera también es lisa,
localmente llana pese a ser redonda.

Si tenemos en cuenta que esquinas, picos o vértices pueden
tomarse como sinénimos de irregularidades, asperezas o
arrugas, las cuestiones planteadas en esta iMATgen quedan
contestadas.

Observando la fotografia uno se da cuenta de que en la
India se lijan y pulen cacharros como el rio lija y pule los
guijarros que arrastra. El lustre nunca proviene del interior
de las cosas, sino del exterior. De la friccién con otros gui-
jarros que comparten las mismas aguas, el mismo tiempo, el
mismo rio. El roce elimina asperezas, suaviza, redondea,
haciendo las piedras agradables al tacto. Segin el dicciona-
rio, pulir también consiste en educar una persona para que
sea mds educada y elegante. T4 y yo sabemos que es un
arduo trabajo. Dificilmente sale redondo. Si al menos dis-
pusiéramos de Limo del Ganges... R



mos patos, uno casi blanco, el otro
casi negro, nadando en las pristinas
aguas del rio Matarrafia, afluente del
Ebro y arteria vital de la comarca arago-
nesa de su mismo nombre, en la provin-
cia de Teruel. El de esta provincia es un
caso insolito porque existe mds que
cualquier otra. Sus limites reales superan los geograficos para
extenderse hasta las mentes de quienes leen “iTeruel existe!”
en pegatinas enganchadas en las retaguardias de los automo-
viles. Asi los turolenses hacen saber al resto del mundo que su
territorio no es un vacio yermo y que nunca merecio el olvido
que se le dispensd. Teruel estd donde tu eres consciente de su
existencia. Esto no depende de donde estd Teruel, sino de
donde estas tu.

Entrando ya en el verano, el Matarrana fluye lentamente por
Valderrobres. Sus aguas son poco profundas, pero muy limpias
y transparentes. Es un rio vivo en el que abundan los peces.
Malo para ellos, bueno para otros. Mientras estos nadan
sumergidos, los patos se pasean por las orillas y surcan el agua
en todas direcciones. Se les ve y se les oye. En su deambular
dejan vestigios efimeros en la superficie que los refresca y que
va a dar lugar, en unos instantes, a una nueva iMATgen.
Comprender esta imagen es comprender el rastro en forma de
uve que se expande justo detrds de sus colas hasta las orillas. Si
al echar una piedra al agua se crean ondas circulares concén-
tricas, ;qué tienen que ver con el circulo estas estelas en uve de
la fotografia? Se cerré la pregunta y se fragué la iMATgen.
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El movimiento del dnade en el agua
altera la superficie. En su desplaza-
miento provoca en cada instante una
agitacién similar a la que produciria
una piedra lanzada en cada punto de su
trayectoria. El tiempo hace el resto. El
circulo de agitacién aumenta su radio a
medida que el pato se aleja de su centro. Si la velocidad es
constante, el radio de cada circulo serd proporcional a la dis-
tancia que le separa del dnade. El resultado visual serdn un par
de rectas cuyos puntos perfilan tangencialmente los circulos
sucesivos constituyendo su envolvente:

Entre el primer y el segundo circulo hay un lapso ¢ durante el
cual el radio r del primero crece segtn la velocidad & (supon-
gamosla constante) de propagacion de la onda en la superfi-
cie: r=kt. Si d=v-t es la distancia recorrida en ese lapso de
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tiempo ¢ a una velocidad v (supongdmosla también constante
por ahora), en la figura siguiente se aprecia que r=d-sen(A/2):

Pero siendo r=kt y d=vt, obtenemos que v=k/sen(4/2). La
apertura de la estela es A=2-.arcsen(k/v). Por tanto, cuanto
mavyor es la velocidad, menor sera el angulo. Esta tltima igual-
dad indica ademas que debe ser v>k. Si v<k, no hay dngulo
porque los circulos no llegan a cortarse. Si v=k, el nadador
avanza a la misma velocidad de propagacién de las ondas. La
abertura A es de 180° y el perfil de la estela es circular, en
forma de o:

A

Si el dnade no nada en linea recta o si varfa la velocidad,
¢como varia su estela? El resultado no es dificil de imaginar. Si
la velocidad aumenta (caso a) se agudiza el dngulo; si la velo-
cidad disminuye (caso b) la abertura se agranda. En este ulti-
mo caso la estela se redondea, pasando de tener forma de uve
a tener forma de u:

U
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En la fotografia las uves que trazan los patos tienen la
misma abertura, son paralelas. Esto indica que ambos pal-
mipedos nadan a la misma velocidad. Las estelas se perci-
ben asi, en forma de uve, aunque, en realidad, sean irreales,
fruto de la confluencia de circulos, aparentes y ficticios
también, cuya aparente realidad procede de la agitacién de
las aguas.

Ya llegé el verano. Hace mucho calor y el chirrido incesante de
las cigarras en el pinar cercano vertebra la canicula. Estoy
quieto, inmovil en el sofd, pero aun asi varias gotas de sudor
recorren mi frente, después mi mejilla y, finalmente, caen al
suelo estrellandose en salpicones diminutos y silenciosos. Un
silencio que me aturde. Me pesa todo el cuerpo. Me pesa el
aire que soporta. Mover un dedo se me antoja casi imposible,
un esfuerzo digno de ciclopes. Pruebo a ver: arriba, abajo,
arriba otra vez, abajo de nuevo. Agotador. No quiero mover
ningun dedo. Pero el dedo, o los musculos de mi dedo, o las
conexiones cerebrales que lo animan insisten en ello y dos
falanges del indice de mi mano izquierda suben y bajan otra
vez, y otra, sin mi voluntad. No soy yo quien las anima.
Deberia sorprenderme, pero no me sorprendo. A menudo mi
cerebro tiene estas cosas.

Caido de lleno en el sopor, me zambullo en el agua y nado con
los patos. Nos hablamos, pero no me sorprendo. Les digo que
he comprendido el secreto de sus estelas. Al oirme se miran
unos a otros con sorpresa. Luego se comentan algo y me invi-
tan a seguirlos nadando. Acepto su invitaciéon con alegria.
Nadan calladitos, con elegancia, como si les empujara una
brisa que no sopla en lugar de unos pies palmeados. Mientras
les sigo contemplo maravillado las Oes, ues y uves estelares
que dejan tras de si. Al poco se detienen. Se rien de mi cha-
poteo ruidoso que produce estelas demasiado espumosas.
Uno se acerca para informarme de que los peces se estdn mos-
queando porque mi pateo levanta el limo del fondo y enturbia
el agua. Antes de alejarse, el dnade aflade: ‘No has entendido
nada. Este no es el secreto, es tan solo tu modelo. Mientras le
persigo, entre brazada y brazada, le grito: {Enséname!

Mi propio grito me devuelve a la vigilia. Y como me encuen-
tro mads ldcido que hace un rato vuelvo a pensar en nimeros,
geometrias, funciones y demds cosas que no puedo ver a tra-
vés de ventanas corrientes. Y en el curso de mi lucidez me
asalta el deseo de que esta vigilia matematica mia se corres-
ponda con el sueiio de algin otro yo mas cuerdo que logra
mantenerse a flote. W
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a descripcién mds genial de lo que es una escalera se la
debemos a Julio Cortézar, en cuyo relato Instrucciones para
subir una escalera nos dice:

Nadie habrd dejado de observar que con frecuencia el
suelo se pliega de manera tal que una parte sube en dngu-
lo recto con el plano del suelo, y luego la parte siguiente se
coloca paralela a este plano, para dar paso a una nueva per-
pendicular, conducta que se repite en espiral o en linea
quebrada hasta alturas sumamente variables

incluyendo la recomendacion inicial razonable:

Las escaleras se suben de frente, pues hacia atrds o de cos-
tado resultan particularmente incémodas.

para seguidamente darnos las instrucciones pertinentes de
uso:

Para subir una escalera se comienza por levantar esa parte
del cuerpo situada a la derecha abajo, envuelta casi siem-
pre en cuero o gamuza, y que salvo excepciones cabe exac-
tamente en el escalén. Puesta en el primer peldafio dicha
parte, que para abreviar llamaremos pie, se recoge la parte
equivalente de la izquierda (también llamada pie, pero que
no ha de confundirse con el pie antes citado), y llevdndola
a la altura del pie, se le hace seguir hasta colocarla en el
segundo peldafio, con lo cual en éste descansar4 el pie, y en
el primero descansara el pie... Llegado en esta forma al
segundo peldaiio, basta repetir alternadamente los movi-
mientos hasta encontrarse con el final de la escalera.

iPara que luego digan que los de letras no son rigurosos! Es
precisamente esta exagerada minuciosidad de Cortdzar para
describir algo tan cotidianamente asumido como es subir una
escalera lo que hace al relato sorprendente.

Palacio de los Duques de Urbino, Urbino (Italia). Foto FMC.

Lo que les propongo en este clip es mirar a las escaleras mate-
madticamente y descubrir con ello su claro interés docente. Ya
de entrada debemos admitir que segin el material de que
estan hechas hay escaleras muy diversas (piedra, hormigén,
madera, hierro...) y segiin la forma que tengan también admi-
ten una extensa clasificacion (caracol, telescdpica, de techo,
submarino, tijeras...). Por otra parte, la funcionalidad clasifi-

Claudi Alsina
elclip.suma@fespm.org.
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ca también a las escaleras en industriales, para estanterias,
domésticas, monumentales, de evacuacion, etc. Ya se sabe que
todo en esta vida parece simple hasta que empiezas a indagar
un poco (217.000 referencias en Google al entrar la palabra
escalera).

La ley de los peldaiios

Las escaleras no pueden (o no deberian) ser hechas a medida
de un solo usuario. Son objetos transitables por cualquiera.
Puede subir usted o bajar Cenicienta: las escaleras han de dar
posibilidades de transito a una poblacién muy amplia, desde
jugadores de la NBA a bailarinas, pasando por nifios, ancia-
nos... Las escaleras asesinas estdn fuera de lugar y por tanto la
ley debe intervenir.

Si considera un peldafio de altura C y huella horizontal H, las
actuales normas de seguridad para la evacuacion de edificios
(NTP46 del Ministerio de Trabajo y Asuntos Sociales) reco-
miendan valores de H superiores o iguales a 28 cm vy alturas
C entre 13 cm y 18,5 cm. Pero en otras normativas vigentes

“Para subir una escalera se
comienza por levantar esa
parte del cuerpo situada a la
derecha abajo, envuelta casi
siempre en cuero o gamuza, y
que salvo excepciones cabe
exactamente en el escalén”
Julio Cortdzar

también puede hallar otras restricciones del estilo H 225 cm
y C<17 cm o bien (Barcelona) H226 cmy C<18 cm. Algunos
tratados apelan a la férmula empirica de seguridad H+C = 46
cmy ala de comodidad H — C = 12 c¢m, lo cual nos lleva a un
sistema de dos ecuaciones cuyas soluciones son H = 29 cm
y C = 17 c¢m, perfectamente admisibles.

Admitamos de momento que fijamos las referencias ministe-
riales:

H228cm y 13cm < C< 18,5 cm. [*]

;Seria esto suficiente como normativa? Evidentemente no. ;Se
imagina que cada peldafo fuera diferente de los demds y
tuviésemos que ir calibrandolos sin poder aplicar las reco-
mendaciones de Cortdzar? ;Qué ocurriria si la altura C fuese
fija pero H fuera variando incluso llegando a valores grandes
que nos hicieran perder el ritmo?
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La NTP46 lo resuelve imponiendo dos condiciones
(http://www.mtas.es/insht/ntp/ntp_046.htm) la pendiente
C:H debe ser constante y entre C 'y H deben darse las relacio-
nes “60 2C+H 65" jMisterio!. Aparecen dos numeros (60, 65)
y la expresién 2C+H pero la normativa se descuida (en la web)
de los dos signos de desigualdad. Escrito bien seria:

%:p y 60cm<2C+ H <65cm

condiciones que superpuestas a las iniciales (*) aun permiten
una gama amplia de valores. En muchos casos se fija para
2C+H el valor intermedio de 63 cm:

2C+H = 63 cm

lo que con C=pH lleva a poder expresar tanto C como H en
funcién de la pendiente p

63 C= 63p
1+2p 1+2p

También las relaciones [*] pueden formularse en este caso en
relacion a las pendientes.

A partir de un dngulo de 50° (y hasta 90°) es inadmisible pen-
sar en escaleras de obra transitables “a lo Cortazar” y se impo-
nen escaleras metélicas o de madera que deberdn subirse (y
bajarse) con especial cuidado. Por esto hay tantos accidentes
caseros cuando se intenta cambiar una bombilla subiendo la
escalera desplegada a ritmo trepidante.

Cada tramo de escalera debe tener entre 3 y 18 peldafios, crean-
do piadosos descansillos para recuperar la respiraciéon y en el
caso de grandes edificios asegurando que la evacuacién por
incendio sea posible con celeridad. Para ello las anchuras de
las escaleras deben adecuarse a las plantas correspondientes,
tener pasamanos, techos no claustrofébicos, etc. Una persona
debe disponer al menos de 0,28 m* para moverse y evitar el
panico y mientras que en movimiento horizontal rdpido cabe
suponer una velocidad de 76 m/min, en el descenso de esca-
leras debe suponerse que dicha velocidad desciende a 45
m/min. Todo ello ha llevado a desarrollar interesantes mode-
los matematicos al servicio de la seguridad en edificios.

¢Rampas o escaleras?

Si bien las escaleras no constituyen un problema para muchas
personas si que son una enorme barrera para muchisimas
otras: para usted cuando se ha lastimado un pie, bebés, ancia-
nos, compradores con carritos, esquiadores con piernas rotas,



personas que usan sillas de ruedas, etc. Si bien los ascensores
mitigan parte del problema de los desplazamientos interiores,
al no ser estos factibles en los accesos desde la calle o no ser
utilizables en caso de incendio, surge razonablemente la nece-
sidad de rampas. Pero las rampas deben tener pendientes
razonables y con permiso de Spiderman y Superman, lo Ginico
razonable para los sapiens-sapiens son pendientes del 5% no
debiéndose superar el 12% (incluso las escaleras con p=tan A,
si A<20° es recomendable que sean rampas).

Las razonables pendientes de las rampas hacen invariable su
presencia en el interior de viviendas unifamiliares de diversos
pisos. Asi pues si usted tiene vision de futuro y piensa enveje-
cer en casa nunca compre una casa adosada de dos o tres
plantas que no tenga ascensor interior. Si lo hace, junto a la
hipoteca de su vida puede estar usted asegurando acabar sus
dias en una cama comodamente aparcada en el parking. W

Para pensar un rato

Considere una escalera con pendiente p=tan A (20°<A <50°)
y techo de igual inclinacién. ;A que altura h seria razonable
tener este techo (midiendo h entre un escalén cualquiera y el
techo) para que una persona adulta pudiera subir por la esca-
lera normalmente sin tocar el techo aunque levantase los bra-
z0s?

Comentarios o soluciones curiosas serdn bienvenidos en
elclip.suma@fespm.org

PARA SABER MAS

M.C. Escher: Arriba y Abajo (1947)
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Convergencia

Fotos Vicente Sierra Puparelli
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as aportaciones del presente trabajo-informe provienen
de las mdltiples ocasiones que, en conferencias escuchadas,
ponencias asistidas, articulos de revistas y de prensa, conver-
saciones privadas, Jorge Wagensberg (Director cientifico de
los Museos de Ciencia de la Fundacién La Caixa) me (nos) ha
tratado de comunicar, tras una experiencia de mas de 20 afos
en el Museo de la Ciencia de Barcelona, cudles eran las hip6-
tesis de trabajo para construir y desarrollar, en el mismo lugar
pero con mucho mas espacio, un nuevo Museo de la Ciencia.
También de la experiencia generada por una exposicién de la
Fundacién La Caixa “Y después fue... {La Forma!” que ha iti-
nerado por multiples lugares de Espafa (en particular estuvo
en el Museo Elder de Las Palmas de Gran Canaria entre
Noviembre de 2003 y Febrero de 2004). Y, por ultimo, de la
realidad del Museo CosmoCaixa de Barcelona, ya inaugurado
el pasado 23 de Septiembre. Todo esto (hipdtesis, experiencia
y realidad) que Jorge Wagensberg nos ha contado antes y
mostrado ahora, es pura museologia cientifica en su forma
mds moderna y mds actual.

Integracién del edificio antiguo y el nuevo. Arriba, al fondo,
el Observatorio del Tibidabo.

Hipodtesis de trabajo

1. Un Museo de Ciencia es un espacio dedicado a crear, en el
visitante, estimulos a favor del conocimiento y del método
cientifico (lo que se consigue con sus exposiciones) y a pro-

CosmoCaixa Barcelona

mover la opinién cientifica en el ciudadano (lo que se consi-
gue con la credibilidad y prestigio que sus exposiciones dan al
resto de actividades que se realizan en el museo: conferencias,
debates, seminarios, congresos, etc.).

2. La audiencia de las exposiciones de un Museo de Ciencia
es universal sin distincién de edad a partir de los 7 afios, ni de
formacidn, ni de nivel cultural, ni de ninguna otra caracteris-
tica. No existen visitantes de diferente clase en un Museo de
Ciencia. Ello es posible porque las exposiciones se basan en
emociones y no en conocimientos previos. Las actividades en
cambio, si dependen de la historia del ciudadano, pueden
tener objetivos especiales y pueden dirigirse a sectores parti-
culares atendiendo a un nivel, interés o competencia.

3. El elemento museoldgico y museografico prioritario es la
realidad, esto es, el objeto real o el fenémeno real. El texto, la
voz, la imagen, el juego, la simulacién, la escenografia o los
modelos de ordenador son elementos prioritarios en otros
medios como las publicaciones, la TV, el cine, el parque tema-
tico, las clases, las conferencias, el teatro, etc., pero en muse-
ografia son s6lo elementos complementarios. Una exposicion
nunca debe basarse en tales accesorios, es decir, una exposi-
cién de accesorios de la realidad puede ser muchas cosas,
pero no una exposicion.

4. Los elementos museograficos se emplean, prioritariamen-
te, para estimular al maximo las siguientes tres clases de
interactividad con el visitante:

Jacinto Quevedo
museos.suma@fespm.org
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« Interactividad manual o de emocién provocadora (Hands
On)

« Interactividad mental o de emocién inteligible (Minds On)
« Interactividad cultural o de emocién cultural (Heart On)

5. Los mejores estimulos para que el ciudadano siga al cienti-
fico se inspiran en los mismos estimulos que hacen que el
cientifico haga ciencia.

6. El mejor método para imaginar, disefiar y producir instala-
ciones museograficas en un Museo de Ciencia es el propio
método cientifico (basado en los principios de objetividad,
inteligibilidad y dialéctico).

7. El contenido de un Museo de Ciencia puede ser cualquier
pedazo de la realidad desde el Quark hasta Shaskepeare, siem-
pre que los estimulos y el método expositivo sea cientificos.
La prioridad corresponde siempre al objeto o al fenémeno
real para cuyo conocimiento se usa luego la disciplina que
convenga, porque la naturaleza no tiene la culpa de los planes
de estudio previstos en escuelas y universidades.

8. El Museo es un espacio colectivo (aunque se pueda disfru-
tar individualmente). Esto define una jerarquia de valores en
el espacio museografico respecto del niumero de visitantes
que pueden acceder a él simultdneamente:

+ Nivel A: Acceden todos los visitantes (Es la escenografia
general, la iluminacién, los murales, los cuerpos centrales
emblemiticos, audiovisuales, cine, sonido general, etc.)

» Nivel B: Accede un grupo de visitantes entre los que es posi-
ble una conversacion (5 o 6 personas, una familia, etc.). (Un
modulo de experimento, un objeto, un pequeiio dmbito...).

- Nivel C: Accede un solo visitante en privado (textos, ilus-
traciones, ordenadores).

9. El concepto de hilo conductor es sélo una de las opciones
posibles. En ningtn caso es obligatorio.

10. Hay temas especialmente museogréficos y temas que se
tratan mejor con otros medios.

11. Existe un rigor museografico y existe un rigor cientifico.
El museo ha de ser museogréaficamente riguroso (no hacer
pasar reproducciones por objetos reales, no sobrevalorar ni
infravalorar la trascendencia, la singularidad o el valor de una
pieza, etc.) y cientificamente riguroso (no emplear metaforas
falsas, no presentar verdades que ya no estdn vigentes, no
esconder el grado de duda respecto de lo que se expone, etc.)
El rigor museografico se pacta entre el musedlogo y los dise-
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nadores y el rigor cientifico se pacta entre el musedlogo y los
cientificos expertos en el tema.

12. En un Museo de Ciencia se trata al visitante como a un
adulto, en todos los sentidos, como eventualmente se trataria
a un cientifico o a un futuro cientifico. Un ciudadano es muse-
olégicamente adulto en cuanto sabe leer y escribir. El visitan-
te siempre tiene derecho a rehacer su verdad por si mismo. No
se deben enviar mensajes especiales garantizados o blindados
por la tradicion o la autoridad cientifica.

13. El papel de un Museo de Ciencia en una sociedad organi-
zada democraticamente es el de escenario comun y creible

entre cuatro sectores:

« La sociedad misma entendida como el ciudadano de a pie
que se beneficia y sufre la ciencia.

o La comunidad cientifica donde se crea el conocimiento
cientifico.

« El sector productivo y de servicios donde se usa la ciencia.

» La administracién donde se gestiona la ciencia.

Exposicion: Y después fue... (La Forma!

Fue una exposicion realizada por el Museu de la Ciencia de la
Fundacién La Caixa (Barcelona), con dos formatos. Uno, para
ser expuesta en dicho Museo (también se expuso en el
CosmoCaixa de Madrid), y otro formato-version itinerante,
que fue expuesta en varias ciudades espafiolas.



Se trataba de una exposicién muy especial, porque en vez de
divulgar unos conocimientos, proponia a los visitantes y a la
comunidad cientifica una teoria sobre la forma.

El punto de partida era muy sencillo: ;por qué unas determi-
nadas formas (la esfera, el hexdgono, la espiral, etc) aparecen
tan a menudo en la naturaleza? ;por qué este éxito? La expo-
sicién “Y después fue... jLa Forma!” proponia una explicacion
sugerente: cada una de estas formas bdsicas tiene asociada
una funcién.

El equipo dirigido por Jorge Wagensberg reuni6 una extraor-
dinaria coleccién de minerales, semillas y plantas, fésiles,
utensilios de distintas épocas, obras de arte contemporaneo,
en una exposicién donde se combinaban todas las disciplinas
y se cre6 un laboratorio de formas, con experimentos que
demostraban la relacién entre las ocho formas bdsicas de la
naturaleza y ocho funciones necesarias para la vida.

La exposicién se estructuraba en tres partes. La primera
introducia al visitante en el mundo de los objetos: qué tipos de
objetos hay y cudles son sus propiedades fundamentales. La
segunda proponia una ficcion museografica: a partir de la
combinacion de las siete propiedades fundamentales de un
objeto (funcién, necesidad, tamafio, composicion, forma,
estructura y color) podriamos llegar a organizar hasta 127
exposiciones diferentes. Para “Y después fue... {La Forma!” se
eligieron sélo dos: forma y funcion.

Un Museo de Ciencia es un
espacio dedicado a crear, en el
visitante, estimulos a favor del

conocimiento y del método

cientifico.

El tercer apartado era una exposiciéon de objetos de la mas
diversa procedencia, que demostraban la relacién entre forma
y funcién, y permitian al visitante establecer analogias entre
formas espontdneas (necesarias), vivas e inteligentes (disefia-
das).

Jorge Wagensberg siempre cuenta que “Y después fue... La
Forma!” fue un reto museogréfico, en el sentido de que no se
utilizan maquetas, ni modelos, ni simulacros, s6lo objetos y
fenémenos reales. “La historia de la ciencia -afiade Jorge- es la
historia de las buenas preguntas, no la de sus respuestas. En
este sentido ha sido una exposicién que ha provocado didlogo
entre los visitantes”

En una buena exposicion se tienen mds preguntas después
de salir que antes de entrar. (Jorge Wagensberg).
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Forma-funcion

El hexdgono aparece en los nidos de abejas y avispas, en los
ojos facetados de los insectos, en pieles, caparazones y esque-
letos, en los balones de fttbol... Un circulo admite otros seis
circulos iguales y tangentes a él mismo, cuando se compri-
men, el espacio intersticial se esfuma y surgen los hexdgonos:
el hexdgono pavimenta.

{EL "HEXA@ONO
PAVIMENTA

El cono brilla en dientes, picos, hocicos, espinas, puntas,
embudos, herramientas... El dngulo transmite todas las fuer-
zas hacia el vértice y alli se encuentran: el dngulo penetra.

v
¥

. , AT
EL ANGULO
PENETRA

La onda se dibuja en el movimiento de gusanos (ondas longi-
tudinales), reptiles y peces (ondas laterales), asi como en
mamiferos acuéticos (ondas verticales); la onda mueve bien la
materia y mueve informacion sin desplazar la materia: la onda
comunica.
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La espiral se exhibe en cuernos, conchas, flores, trompas y
colas en reposo, rollos de mil clases... Es la manera de crecer
sin derramarse por el espacio: la espiral empaqueta.

La hélice se usa en todo tipo de anclajes: lianas, zarcillos, colas
y trompas en uso, fibras, cabellos, cuerdas, tornillos... Segin
laley de Euler, en fisica, la resistencia a la traccién crece expo-
nencialmente con el numero de vueltas que entran en fric-
cién: la hélice agarra.

ELICE
AGARRA

estructura. La estructura solo sufre fuerzas tangenciales que
se anulan entre si: la catenaria aguanta.

T s
i'h:'rT“LE?-nW) 7

LA CATENARIA
AGUANTA

A

El Sol, las burbujas de cava, ciertos frutos, semillas, huevos,
etc... tienen forma esférica. La esfera protege porque ofrece la
minima superficie (bueno para retrasar las pérdidas de calor)
que encierra un volumen determinado, y porque no hay por
donde agarrarla o morderla: la esfera protege.

Los fractales son inevitables en ramas, raices, venas, arterias,
nervios... Es la manera de llegar a todos los puntos del espacio
con continuidad. Las plantas son fractales por fuera y los ani-
males lo son por dentro: los fractales rellenan.

EL FRACTAL.
INTIHMA

El espinazo de un gran dinosaurio, una liana de la selva ama-
zénica... tienen forma de catenaria. Fisicamente significa que
no hay fuerzas normales a la curva susceptibles de mover la
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La esfera protege porque
ofrece la minima superficie
que encierra un

volumen determinado.

Un comentario final de Wagensberg:

Resulta que casi todas las formas frecuentes en la materia
viva estdn emparentadas con la platénica perfeccién del
circulo. Su necesidad se comprende, su funcién se explica,
ison inteligibles!. Los fractales, en cambio, no tienen nada
que ver con la circunferencia. Su funcién en la vida estd
clarisima, pero para ser muy funcional antes hay que ser un
poco necesario. jLa seleccién no puede favorecer lo que no
existe! ;En qué se basa la necesidad de los fractales? ;Por
qué hay tantos en la materia inerte? Un teorema lo acaba
de demostrar: La fractalidad tiene, por si misma, una alta
probabilidad de emergencia. {No necesita el parentesco del
circulo para optar a la seleccién!



Una exposicion se valora mejor por la cantidad de conver-
sacién que provoca que por su nimero de visitantes. (Jorge
Wagensberg).

CosmoCaixa Barcelona

Aquellas hipétesis de trabajo se han tornado en explicitos y
deliberados principios museoldgicos. Aquella experiencia,
que ya asumia parte de esos principios, se amplia en esta Sala
de la Materia que es el corazon del nuevo Museo.

Sala de materia

El objetivo de la Sala de la Materia es que los visitantes de
CosmoCaixa Barcelona comprendan la historia mas bella de
la Historia: ;Cémo se puede pasar de una sopa de quarks a
una antologia poética? Es decir, la muestra recoge desde las
particulas elementales hasta la complejidad de la cultura
humana. La respuesta a ese interrogante no es nada ficil y,
para encontrar la solucién, el Museo usa la ciencia y las técni-
cas museograficas més diversas. El recorrido por la historia de
la materia se realiza a lo largo de cuatro grandes dmbitos: la
Materia inerte, la viva, la inteligente y la civilizada.

La onda mueve bien la
materia y mueve informacion
sin desplazar la materia: la
onda comunica.

Materia inerte

La historia empieza en los origenes del Universo, hace unos
13.700 millones de afios. Durante unos 10.000 afios, el uni-
verso era estéril y s6lo existia materia inerte. El ambito de la
Materia inerte se ocupa del origen, la evolucién y las leyes de
la materia anteriores a la aparicién de la vida.

Materia, energia, ondas y luz son algunos de los protagonistas
de este espacio, en el que se repasan algunas de las leyes fun-
damentales que gobiernan el Universo. Con estos principios
se explican buena parte de los fendmenos que nos rodean y
que tienen que ver con la atmosfera, los mares o el interior de
la tierra. Tornados, remolinos, olas, meteoritos,... todos ellos
desfilan ante los ojos del visitante de CosmoCaixa Barcelona.

A lo largo de 64 médulos se puede ver, por ejemplo, el com-
portamiento de las particulas que componen un gas o la pro-
pagacidn del sonido, o maravillarse con el experimento sobre
la rotacién de la Tierra. También se puede experimentar la
inercia y la caida libre, y observar como se forma una lluvia de
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meteoritos. El Muro geolégico es el elemento mds emblema-
tico de este espacio.

Materia viva

En el ambito de la Materia viva se trata el origen de la vida,
c6mo ha evolucionado y las estrategias utilizadas por los seres
vivos para adaptarse. ;Cémo empez6 la vida? Gran parte de
las 49 instalaciones de este espacio, en el que los médulos
sobre genética tienen un papel destacado, intentan dar res-
puesta a esta pregunta. Con unos microscopios interactivos,
el visitante disfrutard de imagenes espectaculares en las que
se refleja la diversidad de los organismos que integran el
mundo microscépico.

Las columnas de Winogradsky son verdaderos ecosistemas en
miniatura, que crecen y evolucionan dentro de cada sala y se
caracterizan por la gran diversidad de microorganismos que
viven en ellas. Una de las columnas representa un ecosistema
de la Tierra primitiva de hace unos 3.500 millones de afios,
cuando todavia no habia oxigeno en la atmdsfera; otra repre-
senta un ecosistema mds evolucionado, que ya contaba con la
presencia de bacterias productoras de oxigeno. La coloniza-
cion de la tierra seca trata las principales adaptaciones que los
peces tuvieron que experimentar para sobrevivir fuera del
agua como anfibios y reptiles. En esta seccién también se
exploran las ocho formas mas comunes de la naturaleza y las
funciones de cada una de ellas.
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Materia inteligente

Una gran escultura de tres neuronas en interaccion, es uno de
los elementos mas emblematicos en el ambito de la Materia
inteligente. La obra estd inspirada en dibujos de Santiago
Ramoén y Cajal, cientifico que dispone de un espacio propio
para recordar sus centenarios estudios de neurobiologia.

Este espacio aborda la definicién de la inteligencia, y la evolu-
cion de la vida se sigue a través de los restos foésiles dejados
por organismos que vivieron en el pasado. Observando estos
restos se pueden ver los cambios en la morfologia, la apari-
cion de diversos 6rganos y las adaptaciones a las nuevas nece-
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sidades. La capacidad de respuesta de los seres vivos y el des-
arrollo de mecanismos para procesar la informacién del exte-
rior incrementan sus posibilidades de supervivencia. El
Ambrarium recoge buena parte de las casi 700 piezas de
insectos atrapados en dmbar que posee el Museo. Una de
ellas, la piedra Jorge Caridad, es un trozo de dmbar en el que
quedaron atrapadas gran cantidad de hormigas cuando inten-
taban evacuar su hormiguero, hace unos veinte millones de
anos. CosmoCaixa Barcelona reconstruye esta historia de un
modo detectivesco, en un subambito que sirve para hacer una
introduccién al método cientifico y a sus procedimientos.

Materia civilizada

En este ambito, una parte de la materia inteligente ha accedi-
do al conocimiento. Se trata de la inteligencia simbdlica,
exclusiva de los seres humanos, que ha permitido el naci-
miento de la cultura y la civilizacién. Este espacio recoge los
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hitos bésicos del largo proceso de la especie humana: el bipe-
dismo, las primeras industrias liticas, el fuego, la adquisicion
de autoconciencia, el lenguaje, el pensamiento simbdlico, la
ganaderia y la agricultura, la escritura y el alfabeto. Cada uno
de estos hitos se representa en CosmoCaixa Barcelona con
elementos reales y con médulos interactivos que permiten
interpretarlos. Asi, en este espacio se muestra la primera evi-
dencia de un hominido que caminé erguido, una coleccién de
herramientas de piedra y metal, los restos de un hogar nean-
dertalense, un entierro neolitico, grabados rupestres, mues-
tras de escrituras de todas las épocas...

Los fractales son inevitables en
ramas, raices, venas, arterias,
nervios... Es la manera de
llegar a todos los puntos del
espacio con continuidad.

El recorrido por la evolucién humana se complementa con la
reproduccién, a tamano real, de cinco hominidos: Australo-
pitecus afarensis, Homo habilis, Homo erectus, Homo nean-
derthalensis y Homo sapiens. En las cinco reproducciones se
han utilizado las tltimas investigaciones y se ha seguido una
técnica muy realista. Un dltimo espacio dedicado a la inge-
nierfa de materiales recuerda al visitante que la especie huma-
na es la inica capaz de transformar la materia e inventar nue-
vas formas. l
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arece fuera de toda discusiéon que los medios de comuni-
cacion constituyen uno de los referentes de nuestra sociedad
y uno de los factores de impacto en todos los ciudadanos. En
cuanto a la credibilidad, estd bien asentada, considerdandolos
en su conjunto, no cada uno en particular, superando incluso
las referencias continuas sobre las mentiras que difunden.
Una credibilidad muy por encima de la que se otorga al colec-
tivo de los profesores.

Si todo lo anterior es cierto referido al total de la sociedad, lo
es mucho mas si nos limitamos al colectivo de los alumnos,
mds jovenes, sin criterios firmes formados todavia y mads
maleables por los medios. La influencia de los medios es una
de las razones por las que uno de los objetivos fundamentales
del sistema educativo tiene que ser el aprendizaje de la lectu-
ra critica de los medios. Objetivo complejo al que deben de
contribuir todas las materias, entre ellas las matemadticas.

Una forma de hacerlo es algo a lo que ya me he referido en
otros articulos de esta seccidn: la busqueda de los frecuentes
y repetidos errores (de contenido matemdtico en nuestro
caso) que aparecen en los medios. Y me refiero a ‘errores) no
las consabidas erratas, sino situaciones de bulto, profundas y
repetidas que se dan una y otra vez, y que indican que hay
razones profundas de su aparicion y que son, por tanto, difi-
ciles de erradicar. Y que si se presentan en un colectivo tan
influyente y tan sometido a la critica pablica como el de los
que confeccionan los medios de comunicacién (mas amplio
que lo que se suele llamar periodistas) indica que estdn arrai-
gados en la sociedad y que son producto de una deficiente
educaciéon matemadtica. Y no solo eso, sino que su persisten-
cia indica poca sensibilidad social ante los fallos matemati-
cos. En los dltimos aiios las faltas ortogréficas y sintcticas
en los periddicos han disminuido ostensiblemente, pero no
lo han hecho en una proporcién equivalente los errores
matematicos.

Mas de lo mismo

Fuentes de errores

A riesgo de repetir tépicos, porque a estas alturas se supone
que son bien conocidos, repetiré que los ‘yacimientos’ de
errores continuan siendo los nameros, las gréficas y las esta-
disticas. Comentamos algunas cosas sobre cada una de ellas.

En los medios, las grdficas
erréneas casi son mas
frecuentes que las correctas.

En los nuimeros sigue habiendo grandes problemas en el
manejo de los nimeros grandes, quizds como efecto reflejo
de su ausencia en la realidad educativa, con independencia de
su presencia en los programas. Se trata ademads de una habi-
lidad dificil de conseguir, porque en la mayoria de los casos se
trata de cantidades sobre las que no se tiene ninguna expe-
riencia ni capacidad de decisién. En particular siguen apare-
ciendo errores frecuentes en el uso de los billones, que son en
la ‘literatura’ internacional (y en las noticias de las agencias de
prensa internacionales) el equivalente a ese palabro inventa-
do por la Academia de millardo, de uso errético, y no a los
billones castellanos por los que se suele traducir. También es
penosa la profusién de errores en los porcentajes, sintoma de
que se manejan con poca soltura. Y menos disculpable por el
hecho de que se utilicen con profusion.

Fernando Corbalian
medios.suma@fespm.org
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Las graficas erréneas casi son mas frecuentes que las correc-
tas. Y no solo en el contenido de los periddicos sino también
en los anuncios, en los que a veces son ‘errores’ tan groseros
que hacen pensar en la manipulacién interesada, que debe-
rian llevara a intervenir a los poderes publicos (por ejemplo
los vigilantes en los medios de que no aparezcan anuncios que
hieren la sensibilidad del espectador). Sirva como ejemplo la

grafica que acom-
paiiaba al anuncio
de Antena 3 apa-
recido en muchos
medios el 2/9/04,
sobre su liderazgo
de audiencia este
verano (Figura 1):
es enganosa des-
de todos los pun-
tos de vista imagi-
nables.

*LIDERES EN AUDIENCIA EN AGOSTO

* Fuente: SOFRES A.M.

Y de cuando en
cuando aparecen
graficas imagina-
tivas, en las que
se introducen va-
riaciones sobre las habituales. Como la de la
Figura 2 (El Pais, suplemento de Educacion, 6
de septiembre de 2004) cuyo sentido, por mds
empefio que he puesto en ello, confieso no
haber entendido. A los pocos dias (10 de sep-
tiembre) habia una Fe de errores que lo Gnico
que decia era que “los porcentajes de alumnos
extranjeros en centros publicos y privados
estaban cambiados entre si’, que no daba
mucha luz sobre la pertinencia de la eleccién
del tipo de gréfica ni su facultad de arrojar luz
sobre los datos.

La estadistica

Una mirada aunque sea superficial a los medios
de comunicacién nos convence rapidamente
que es la parte de las matematicas con mayor
presencia. Unas veces de forma directa (por
medio de encuestas de diversos tipos) y otras de
forma soterrada y no muy honesta. Me referiré
a dos habituales. Las listas de éxitos (sobre todo
de musica joven) de las emisoras de radio tie-
nen la apariencia de encuestas que dan lugar a
una ordenacidn de los diferentes temas musica-
les, cuando en realidad se confeccionan por
métodos no muy transparentes en los que el
tratamiento estadistico serio tiene poco que ver.

Figura 1. Publicado en muchos medios el 2/09/04

H LOS ALUMNOS EN CIFRAS

e Variacién del niimero total
de alumnos (estimacion)

CURSO
1994-1995 = 9,3 mill.

2003-2004 = 8,3 mill.

o Aumento del nimero alumnos
extranjeros

CURSO
1994-1995 = 53.213

5003-2004 = 398.187

 Escolarizacion de los alumnos
extranjeros
Centros: M Publicos [ Privados

INFANTIL
7,2%

3,2%

PRIMARIA
8,5%

3,9%
ESO

7,0%

Figura 2. El Pais,
6 del 9 de 2004
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Y cuando hay alguna cuestion ante la que hay posturas a favor
y en contra, un procedimiento habitual en los noticiarios de
TV es recoger més o menos el mismo nimero de opiniones de
cada una de las posturas, sin importar el porcentaje de ciuda-
danos que mantenga cada una de las opiniones. No es extra-
flo que no se tenga una percepcién social muy positiva de la
Estadistica, mas aun si se tiene en cuenta otra situacién

comun: los empa-
chos de encuestas
no siempre neu-
tras en los perio-
dos electorales.

Estas practicas so-
brepasan el listén
de los errores para
entrar en otro tipo
de actuaciones que
sélo la ingenui-
dad o la indife-
rencia pueden ta-
char de descui-
dos, sobre todo
porque se repiten
con asiduidad.

@

ANTENA 3

Pero incluso con los llamados errores lo peor
es la aceptacién como inevitables. Se empieza
dando explicaciones peregrinas como la de la
Defensora del lector de E! Pais (en el articulo
Errores y credibilidad, 12 de septiembre de
2004):

Los histéricos del periédico -y de ello pue-
den dar fe también todos los Defensores
del Lector- mantienen que en EL PAIS,
como en todos los periédicos del mundo,
ha habido errores desde su primer nime-
ro, aunque seiialan que quizd los lectores
estuvieran entonces mds preocupados por
tener informacién de lo que realmente
sucedia, que por los fallos que salpicaban
el periddico.

para caer en el fatalismo:

Piensen, y no es una justificacién, que los
errores en un periédico son como las
moscas en verano. Hay que luchar insis-
tentemente contra ellas, evitarlas, inten-
tar que no sean legién y que no molesten
demasiado. Pero es inevitable, en verano
hay moscas.



Lecturas criticas

La btsqueda de errores puede ser para los alumnos una diver-
tida forma de hacer una lectura critica de los medios y de
reflexionar sobre los conocimientos matematicos que tienen 'y
su plasmacién fuera de los muros escolares. Que puede ser
valida si se hace sobre periédicos completos de un dia cual-
quiera, pero que puede ser mucho mds provechosa sobre un
dossier de articulos buena parte de los cuales (jpero no todos!)
tengan algunos de los errores tipicos. Y serfa conveniente uti-
lizar los Unicos periédicos que aparecen en las aulas que no
son producto de alguna promocién comercial: los deportivos
(que dicho sea de paso pueden ser una fuente de todo tipo de
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actividades matemdticas). Y quizds en un préximo futuro,
cuando los actuales alumnos sean quienes confeccionen los
medios, tengan menos errores.

Pero no pensemos que solo los alumnos tienen que realizar
lecturas criticas. También los profes debemos hacer otra que
nos permita percibir la importancia social relativa de los tépi-
cos que tratamos en clase para ajustar la importancia que les
damos en el aula. Y veremos que no se sostienen situaciones
habituales como dedicar a la Estadistica solo un par de sema-
nas (ademads las dltimas del curso con el riesgo de que la pre-
mura de tiempo las haga ‘desaparecer’) y no todos los aiios.

Esa lectura critica nos permitird detectar las lagunas matema-

A PARTIR DE AHORA,
EN CLASE DE MATEMATICAS,
_— Ao WNZANS [E L5
PROBLEMAS QUE 2EAN DEL
ARBOL DEL BigN @ DEL MAL

..

Figura 3. El Periddico de Aragon, 28/9/04
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Figura 3. El Periddico de Aragdn, 28/9/04
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ticas de la educacion de las generaciones que actualmente
realizan los medios, para no repetirlas (los errores de algunas
graficas pueden ser debidos a la malicia en los anuncios o a la
manipulacién en algin debate politico enconado; en los
demis es ignorancia). Y ademds hacernos una mejor idea de
la presencia y apreciacién social de las matemadticas, tanto
mds necesaria en los tiempos de reforma en los que estamos
inmersos ya de lleno y en los que habra que aportar razones
internas a las propias matemadticas sobre la necesidad de dedi-
carles mds tiempo en el sistema escolar. Pero también razones
comparativas con las otras materias, porque la lucha por un

Revista sobre

la ensenanzay

el aprendizaje de las
MATEMATICAS

Apartado de Correos 19012
28080-MADRID (Espana)

Fax: (+34) 911 912 879

Direccion: sumadireccion@fespm.org

Administracion: suma_administracion@fespm.org

Normas de publicacion en pagina 143.
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lugar al sol va a ser dura y sin cuartel. Como muestra humo-
ristica de lo que se avecina tenemos el chiste un chiste de
Postigo (El Periédico de Aragon, 28/9/04) (Figura 3).

Sorpresas

Pero no todo son desastres matematicos. De cuando en cuan-
do aparecen bien traidos ejemplos no obvios que dan luz
sobre situaciones bien complejas. Como el articulo adjunto
(Figura 4) aparecido en E! Pais del 2/9/04. W
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5 u m ﬂ Leon Battista Alberti, la ingenieria

Noviembre 2004, pp. 93-97 y las matematicas del Renacimiento

mace seiscientos aiios, el 14 de
febrero de 1404 nacié en Génova
Leon Battista Alberti, uno de los
principales representantes del
Renacimiento italiano. Se iniciaba
el Quattrocento: las ciudades
europeas volvian a la vida, después
de la tragica crisis del siglo prece-
dente, marcado por las carestias,
la guerra de los cien afios y la peste
negra, la terrible epidemia desen-
cadenada en 1347. Alberti perte-
necia a una conocida familia de
Florencia, uno de los centros mas
vitales del espectacular desarrollo
industrial, comercial y financiero
europeo de los siglos XI-XIII, un
periodo que puede ser considera-
do como una Revolucién indus-
trial de la Edad Media. A partir de
mediados del siglo XIV y durante
el siglo XV, la dificil coyuntura y
sobre todo las fluctuaciones
monetarias provocaron una dra-
madtica serie de bancarrotas de
compaiifas y bancas florentinas

Mientras que el interés por las
matemdticas de muchos
humanistas era esencialmente
filosdfico y con connotaciones
misticas, en Alberti encontramos
el eco de la matemdtica
prdctica, tipico de la tradicion
italiana derivada de la obra de
Fibonacci.

que minaron el poder de la ciudad. Paradéjicamente, en esas
circunstancias las letras y las artes conocieron una época de

Ledn Battista Alberti (1404-1472)

esplendor, marcada por las figuras
de los grandes humanistas (como,
ente otros, Marsilio Ficino y Pico
della Mirandola) que se reunian en
el circulo neoplaténico de Lorenzo
de Medici y por los grandes artis-
tas que crearon el inigualable pai-
saje urbano que ain hoy podemos
contemplar.

Alberti destaca en este ambiente
por su personalidad intelectual
polifacética. Licenciado en dere-
cho canénico por la universidad
de Bolonia en 1428, en su juventud
escribié numerosas obras en latin
sobre todos los temas tipicos del
humanismo, como la educacion, el
gobierno, la moral y el elogio del
saber desinteresado independien-
te del ejercicio de una profesién y
del dinero. Su vida transcurrié
entre Florencia y Roma —pues se
mantenia gracias a algunos benefi-
cios eclesidsticos que le fueron
concedidos— y frecuentd los cir-
culos de humanistas en ambas

ciudades. Su actividad principal puede ser considerada su tra-
bajo de consejero de varios papas en relacion con la renova-
cién urbana de Roma, asi como la recuperacion y restaura-
cién de edificios e iglesias en varias ciudades italianas. Alberti
es autor de muchos proyectos que sin embargo no dirigi6 en
primera persona. Podriamos decir que la suya fue una labor
de consultorfa, y ademads de elaboracién tedrica del pensa-

Ana Millan
hace.suma@fespm.org
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miento técnico del Renacimiento. Entre sus amistades se con-
taban Filippo Brunelleschi y otros muchos artistas, asi como
dos matematicos, Paolo Toscanelli y Luca Pacioli.

Efectivamente, Alberti habia
empezado a estudiar matemadti-
cas durante los afos de una
enfermedad juvenil que le habia
obligado a interrumpir sus estu-
dios universitarios. Ahora bien,
mientras que el interés por las
matematicas de muchos huma-
nistas era esencialmente filoséfi-
co y con connotaciones misticas,
ligado al renacer del interés por

Alberti permite acercarse a la herencia medieval y al papel de
la técnica en la cultura europea, y al lugar de las matematicas
en el saber del ingeniero moderno.

Los humanistas miraban al
pasado medieval como una
época de estancamiento, de
oscurantismo religioso e igno-
rancia, y su ideal era la cultura
greco-latina y la exaltacion de la
dignidad humana, del libre ejer-

cicio del espiritu critico. La

visién que aun hoy persiste de la
Edad Media es fruto en gran
parte de este punto de vista, que

el pensamiento de Platén y a la
circulacién de las ideas de la
cabala, en Alberti encontramos
el eco de la matemadtica practica tipico de la tradicién italiana
derivada de la obra de Fibonacci, que condujo entre los siglos
XV y XVI a un espectacular desarrollo del dlgebra.

La principal obra matematica de Alberti, Ludi matematici
(escrita en torno a 1452, de la que procede la figura 1), estd
dedicada a la geometria practica, esto es a las reglas de medi-
cién (superficies de terrenos, altura de torres, distancias entre
ciudades); y escribié también una obra dedicada a la cripto-
grafia De componendis cifris (escrito en torno al 1466).

En contraste con la opinién de muchos humanistas, Alberti
defendié la escritura en lengua vulgar y en su obra principal
en toscano (la matriz del italiano actual), Sobre la familia,
defiende una educacién y un estilo de vida que permitieran el
desarrollo de toda la potencialidad de la persona, sin desdefiar
las actividades practicas y un moderado bienestar econémico

Si en el humanismo renacentista se
suele ver la ruptura con la época
medieval y el papel de la herencia
cldsica en la creacion de la cultura
occidental, la figura de Alberti
permite acercarse a la herencia
medieval y al papel de la técnica en
la cultura europea, y al lugar de las
matemdticas en el saber del
ingeniero moderno.

obtenido con ellas. Si en el humanismo renacentista se suele
ver la ruptura con la época medieval y el papel de la herencia
clasica en la creacion de la cultura occidental, la figura de
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Figura 1.

desfigura la rica evolucién de
Europa después del aio mil. Es
cierto también que la cultura
latina medieval se habia centrado en los problemas de matriz
teoldgica, que condicionaban sin duda el ejercicio del libre
pensamiento. Aun asi, en las universidades y los monasterios
europeos se llevé adelante un intenso trabajo filoséfico y cien-
tifico, que se confronté con la herencia greco-latina y con los
autores del islam clasico. En un estadio bastante avanzado de
este trabajo, y precisamente a causa de su relevancia, las auto-
ridades eclesidsticas cristianas intervinieron imponiendo una
rigida censura a la actividad intelectual.

La visién de la Edad Media europea como una época oscura
implica ademds ignorar la extraordinaria evolucién de la
innovacion y del saber técnico. El interés por las actividades
practicas, por la accién opuesta a la contemplacidn, represen-
taba uno de los rastros de la herencia del Imperio romano,
aunque en la época medieval la evolucidén técnica experimen-
té una fuerte aceleracion, facilitada por los cambios en el con-
texto cultural, social y politico. A partir del siglo XI fueron
introducidas invenciones en todos los &mbitos de la actividad
humana, que la sociedad europea acogié y desarrollé con
entusiasmo y vitalidad. Ejemplos fundamentales son: la rota-
cion trienal de los cultivos; la explotacion de la energia animal
del caballo en la agricultura gracias a un correcto aparejo; la
explotacion de la energia hidrdulica, con el molino de agua, no
s6lo para moler el trigo sino en la industria (textil, como en la
figura 2, que muestra la operacién de abatanadura de los teji-
dos, asi como metaldrgica, de fabricacion de la cerveza); el
desarrollo de las armas de fuego, de las maquinas simples para
alzar o transportar pesos, usadas en la actividad militar y en la
construccion y de otras maquinas, como la rueca; y la inven-
cion del mecanismo por excelencia, el reloj mecanico que sus-
tituyé a los antiguos relojes de agua y solares.

El mundo medieval habia sufrido una cierta esquizofrenia res-
pecto al bullir de la actividad técnica, por la rigida separacién
entre las artes mecdnicas y las artes liberales y el consecuente



Figura 2
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con sus manos y con su juicio llevar a cabo obras maravi-
llosas de singular utilidad y para el placer del vivir humano.

Durante el Renacimiento italiano se experimentd, entre los
arquitectos e ingenieros (constructores de maquinas o inge-
nios), la exigencia de elaborar las bases tedricas de la propia
actividad; y a esta tarea Alberti dio una contribucién funda-
mental. Entre Medioevo y Renacimiento se debe hablar de
arquitecto-ingeniero, pues ambas profesiones coincidian en la
figura de un experto en construccién, conduccion del agua y
mdquinas, con una marcada predileccion por las aplicaciones
militares y un mayor interés por las mdquinas respecto a los
técnicos romanos, que eran sobre todo grandes constructores
de edificios y obras publicas. Ya en época medieval estos inge-
nieros empezaron a salir del anonimato de los artesanos y
mecénicos y han llegado hasta nosotros algunos de sus escri-
tos. Pero es sobre todo el Renacimiento la primera edad de
oro de la ingenieria moderna, con un amplio conjunto de
arquitectos-ingenieros, una gran produccion de tratados téc-
nicos y los primeros intentos de introducir las patentes para
proteger a los agudisimos ingenios capaces de excogitar y
hallar varios artificios ingeniosos (como se lee en una ley ema-
nada en Venecia en 1474).

desprecio entre los universitarios y los eruditos por el trabajo
manual y por la actividad préctica, que englobaba sin distin-
cién la actividad de los artesanos, de los artistas y de los téc-
nicos. Este punto de vista tiene ilustres precedentes en los
pensadores griegos, y se mantuvo incluso durante el
Renacimiento, a pesar del nuevo interés que se registraba por
las cuestiones de la vida terrena. Leonardo de Vinci (1452-
1519) se queja en sus escritos de la actitud de censura hacia él
de los humanistas:

El mundo medieval habia
sufrido una cierta esquizofrenia
respecto al bullir de la actividad
técnica, por la rigida separacion
entre las artes mecdnicas y las
artes liberales y el consecuente
desprecio entre los universitarios

Aunque no supiera aducir como ellos a los autores, mucho
mads digno de ser leido es aquello donde se aduce la expe-
riencia, maestra de sus maestros. Van hinchados y pompo-
sos, vestidos y ornados no de sus fatigas, sino de las fatigas
de otros; y a mi mismo no conceden las mias; y si me des-
precian a mi inventor, cuanto mayor desaprobacién mere-
cerdn ellos, que no son inventores sino tromperos y recita-
dores de obras ajenas.

Cdédice Atldntico.

Y también en 1577 Guidobaldo del Monte escribia en
Libros de mecdnica:

Pero puesto que esta palabra Mecdnica no serd comprendi-
da por todos segtin su verdadero significado, y al contrario
los habra que la considerardn un término injurioso (ya que
en muchas partes de Italia es habitual llamarle a uno
Mecanico como burla e insolencia, y algunos consideran
un desprecio ser llamados Ingenieros) no serd un despro-
posito recordar que Mecénico es un vocablo honestisimo

. el que conviene a un hombre de alto negocio que sepa

sus

y los eruditos por el trabajo
manual y por la actividad
prdctica de los artistas y de los
técnicos.

Durante los siglos XV y XVI se registra una doble evolucion
de la ingenieria. Por una parte, la profesién de ingeniero expe-
rimenta una maduracién: las cortes europeas comienzan a
sentir la exigencia de contar con ingenieros que se ocupen,
mds alld de las maquinas de guerra, de la direccion de proyec-
tos técnicos como la conduccién de las aguas, los caminos o
los puentes. Por otra parte, se da un fuerte impulso a la crea-
cion de una ciencia del ingeniero, esto es, una disciplina siste-
mdtica basada en una produccion escrita. A este fin, los inge-
nieros del Renacimiento juzgaban fundamental la asociacion
de la técnica con las matematicas, las cuales podian dar una
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contribucién fundamental para elevar la dignidad cultural de
la ingenieria.

La relacién entre las matematicas y la ingenieria avanzaba con
titubeos. En realidad, se trataba de una situacion heredada del
mundo clésico, en el que la tradicién empirica de la ingenieria
coexistia con una tradicién técnica matemdtica que databa de
la época helenistica. Muchos
ingenieros (mechanici) acti-
vos en el mundo romano

Quaestiones Mechanicae, y traducida en varias lenguas vulga-
res. En ella el lenguaje geométrico se combina con una visién
de la maquina como un engarsio a la Naturaleza, como un arti-
ficio. En la tradicién empirica se inscribian los Diez libros de
arquitectura de Vitrubio (siglo I), que aunque defendia la exi-
gencia de una formacion sélida para el ingeniero y utilizaba la
geometria, presentaba esencialmente en su obra reglas practi-
cas y no aplicaba la estdtica
matemadtica.

habian recibido una forma-
cién matemadtica en Alejan-
dria. Y los estudiosos alejan-
drinos habian producido
algunos tratados importantes
que examinaban cuestiones
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fundamental es la Mecdnica
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nan las cinco maquinas sim- X
ples. Y sobre todo, las obras
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de Arquimedes, que sientan
las bases de una ciencia tedri-
ca de la mecdnica, represen-
tan el punto de referencia fundamental de esta tradicién.

Un segundo filén era representado por una obra dedicada a

Los estudiosos alejandrinos
habian producido algunos
tratados importantes que
examinaban cuestiones técnicas
con el auxilio de la geometria.

las méquinas, la Mecdnica, atribuida a Aristételes, que circu-
16 entre los siglos XV y XVI en la version latina con el titulo
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Figura 3

1420 y 1436. Y Leonardo
analizé6 geométricamente
muchas de las mdéquinas
tipicas de la técnica europea,
el molino de agua, los engra-
najes y la rueca. Alberti, por
su parte, en su tratado Della
pittura (1432), dedicada a
las nuevas concepciones
renacentistas, se ocupé de la
teoria de la perspectiva como técnica pictérica formulando
sus resultados en el lenguaje geométrico de la éptica de
Euclides.

La representacién gréfica basada en la geometria constituye
uno de los aspectos fundamentales de la sistematizacion del
saber técnico. Un ejemplo de época medieval es la represen-
tacién ingenua por medio de la cuadriculacién en los cro-
quis de los cuadernos de notas del ingeniero francés Villard
de Honnecurt (primera mitad del siglo XII). Los limites del
pensamiento geométrico de los ingenieros del Renacimiento
son evidentes en otra obra fundamental de Alberti, De re
aedificatoria, dedicada a la técnica de la construccion. Este
tratado, compuesto en latin entre 1443 y 1452, pretende
emular y superar la obra de Vitrubio (la obra de Alberti fue



publicada después de su muerte, en 1485, y dos afios después
lo fue la de Vitrubio: eran los primeros afios de la imprenta).

Alberti, gran admirador de
los logros técnicos de
Brunelleschi,  distinguia
ldcidamente los aspectos
estéticos y los aspectos de
ingenieria que se entremez-
claban en la arquitectura, y a
la vez consideraba que el
disefio sobre bases matema-
ticas distinguia al arquitecto
del simple técnico especiali-
zado. Sin embargo, las
matematicas entraban en la
actividad constructiva a tra-
vés de la forma y no a través
de la estdtica de los edifi-
cios. En su obra se utiliza el
lenguaje de las proporciones
para presentar en forma
matemadtica reglas empiri-
cas —por ejemplo en la
construccion de los puentes
de piedra— v, a la vez, par-
tiendo de la teoria de las
proporciones se derivan cri-
terios estéticos, inspirados
por la teoria musical y basa-
dos en las clasicas medias
aritmética, geométrica vy
armonica.

Las concepciones de Alberti,
que buscaban recuperar la
monumentalidad de la ar-
quitectura clésica, inspira-
ron algunos famosos edifi-
cios de la época, como la
fachada de Santa Maria
Novella en Florencia, una
iglesia gética del siglo XIII,
que fue reformada en 1458.

El Renacimiento italiano re-
presenta un periodo de tran-
sicién en la relacion de las
matemadticas con la praxis,
tanto en la esfera técnica
como en el comercio y otras
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recibié nuevo impulso la aplicacion de la matemadtica tedrica a
problemas técnicos. La interaccion entre las matematicas y la
técnica en la Europa moderna se mostr6 fecunda para ambos
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actividades. La antigua tradicién de matemadtica practica, basa-
da en recetas empiricas, que coexistia con la matemdtica culta
de matriz griega, recibi6 una gran atencién. Al mismo tiempo,

sectores del saber. Asi, algu-
nos importantes problemas
técnicos, en los campos de la
fabricacion de lentes y la
balistica, fueron un estimulo
poderoso en el desarrollo del
célculo infinitesimal en el
siglo XVII. Los estudios de
perspectiva de Alberti, junto
a los de Durero —que hicie-
ron obsoleta la dptica eucli-
diana— se colocan en los ori-
genes de la renovacion de la
geometria con el desarrollo
de la geometria proyectiva.
Viceversa, durante los siglos
XVIIIy XIX las nuevas técni-
cas matematicas y de la fisi-
ca-matemdtica mostraron
una utilidad efectiva en la
actividad del ingeniero que
transformé profundamente
las formas tradicionales del
pensamiento del ingeniero.

Caracteristico del ingeniero
moderno fue la sustitucién
de una visidn estético-arqui-
tecténica de la realidad téc-
nica por una visiéon dindmi-
ca, de proceso, de optimiza-
cién. El andlisis matematico
sustituyé naturalmente a la
teorfa de las proporciones y
a la geometria clésica, reno-
vando y consolidando a la
vez la unién entre matema-
ticas y ciencias de la inge-
nierfa. El uso de las mate-
maticas y de la ciencia llevd
asi a alejar la figura del inge-
niero de la figura del artista.
De hecho, en la ingenieria
moderna la relacién con las
matematicas ha sido a me-
nudo de amor-odio, porque
se ha identificado en las
matematicas la pérdida de

algunos elementos que distinguen al pensamiento técnico del
pensamiento cientifico, el valor de la inspiracién, de la expe-
riencia y de la interaccién directa con la realidad. W

97



Federacion Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas

Comision Ejecutiva

Presidente: Florencio Villarroya Bullido
Secretario General: Josep Sales Rufi
Vicepresidente: Serapio Garcia Cuesta
Tesorera: Claudia Lazaro

Prensa: -

Secretariados:

Revista SUMA: Francisco Martin Casalderrey/Inmaculada Fuentes Gil
Relaciones internacionales: Carmen Azcérate/Sixto Romero

Actividades: Xavier Vilella Mir6
Publicaciones: Ricardo Luengo Gonzailez

Sociedades federadas

Federaci6 d'Entitats per 'Ensenyament de les Matematiques a
Catalunya

Presidente: Joan Gémez i Urgellés

UPC Vilanova i la Geltrd, 08800 Barcelona

Sociedad Extremena de Educacion Matematica "Ventura
Reyes Prosper”

Presidente: Ricardo Luengo Gonzélez

Apartado 590. 06080 Badajoz

Organizacion Espaiiola para la Coeducacion Matematica
"Ada Byron"

Presidenta: M* Carmen Rodriguez

Almagro, 28. 28010 Madrid

Sociedad Madrilena de Profesores de Matematicas "Emma
Castelnuovo"

Presidenta: Carmen da Veiga

C/ Limonero, 28, 28020 Madrid

Sociedad Andaluza de Educacién Matematica "Thales"
Presidente: Manuel Torralbo Rodriguez
Paseo del Limonar 2, 29016-Malaga

Sociedad Matematica de Profesores de Cantabria
Presidenta: Begona Martinez Barrera
Avda. del Deporte s/n. 39012 Santander

Sociedad Aragonesa "Pedro Sanchez Ciruelo" de Profesores
de Matematicas

Presidenta: Ana Pola Gracia

ICE Uni. de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009 Zaragoza

Sociedad Melillense de Educacion Matematica

Presidente: Luis Serrano Romero

Facultad de Educacién y Humanidades Ctra. Alfonso XIII, s/n.
52005 Melilla

Sociedad Asturiana de Educacion Matemadtica "Agustin de
Pedrayes"

Presidente: José Joaquin Arrieta Gallastegui

Apartado de Correos 830. 33400 Avilés (Asturias)

Sociedad Canaria de Profesores de Matematicas "Isaac Newton"
Presidenta: Lucia Henriquez Rodriguez
Apartado de Correos 329. 38208 La Laguna (Tenerife)

Sociedad Castellana y Leonesa de Educacion Matematica
“Miguel de Guzman”

Presidente: Antonio Arroyo

IB Comuneros de Castilla. C./ Batalla Villalar, s/n. 09006 Burgos

Sociedad Castellano-Manchega de Profesores
de Matematicas

Presidente: Serapio Garcia Cuesta

Avda. Espana, 14, 5* planta. 02006 Albacete

Sociedad de Educaciéon Matematica de la Regi6n de Murcia
Presidente: Bienvenido Espinar Cepas
CPRII. Avda. Reina Soffa n.°1. 30009 Murcia

Sociedad de Ensinantes de Ciencia de Galicia (ENCIGA)
Coordinador: Manuel Rodriguez Mayo
Apartado de Correos 103. Santiago de Compostela

98

Sociedad Navarra de Profesores de Matematicas Tornamira"
Matematika Iraskasleen Nafar Elkartea Tornamira
Presidente: José Ramo6n Pascual Bonis

Departamento de Matematica e Informatica.

Campus de Arrosadia. Universidad Publica de Navarra.

31006 Pamplona

Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas
Presidente: José Javier Etayo Gordejuela

Despacho 305. Facultad de Educacién.

Universidad Complutense. 28040 Madrid

Sociedad Riojana de Profesores de Matematicas “A prima”
Presidente: Javier Galarreta Espinosa
C.PR. Avda. de la Paz, 9. 26004 Logrono

Sociedade Galega do Profesorado de EducaciénMatematica
(AGAPEMA)

Presidente: Manuel Diaz Regueiro

Calle Garcia Abad, 3, 1°B. 27004 Lugo

Societat d'Educaci6 Matematica de la Comunitat Valenciana
"Al-Khwarizmi"

Presidente: Luis Puig Espinosa

Departament de Didactica de la Matematica.

Apartado 22045. 46071 Valencia



47
5 u m ﬂ Salvador Daliy

Noviembre 2004, pp. 99-108 la cuestion de las dimensiones

resentacién de En un cuadrado

Solia dar con mi abuelo Antonio larguisimos paseos, durante
los cuales el declamaba en voz alta poemas de Rubén Dario.
Yo sobrellevaba la vergiienza de ir a su lado haciendo como
que no le conocia e intentando decidir qué golosina elegiria en
La Pajarita, La Violeta, Lhardy, Casa Mira o Juncal cuando
acabase aquel tormento, pues mi abuelo, que aunque estuvie-
se como una cabra de tonto no tenia un pelo, sabia muy bien
qué prometerme para mantenerme da Su verd.

Durante aquellos paseos, si él no estaba recitando Sonatina,
Marcha Triunfal o alguna de las Margaritas, mi abuelo y yo,
fundamentalmente, discutiamos. Los temas siempre eran los
mismos: los edificios y religion. Nuestros paseos comenzaban
en su casa, junto a la plaza de Emilio Castelar. Como a mi
abuelo le gustaba el edificio del Fénix y a mi Bankunion, la
primera discusion solia tener un cariz intelectual: ‘ese edificio
que tanto miras es un mamarracho’. “Pues el que estabas
mirando tu es siniestro” De esta guisa y recorriendo, ya fuese
la Castellana hasta la Plaza de Cibeles, ya fuese la calle
Serrano hasta la Puerta de Alcald, tbamos tan entretenidos
hasta la Puerta del Sol, donde haciamos nuestra primera
parada en La Pajarita. De nuevo en marcha, comenzaba el
recorrido de escaparates: Lhardy, La Violeta y Casa Mira.

Desde Casa Mira, unas veces retrocediamos de nuevo hasta la
Plaza de Canalejas, bajabamos por la calle de Alcald hasta
Cibeles, y desde alli nos dirigiamos directamente a Juncal, en
la calle Recoletos. Otras veces seguiamos por la Carrera de
San Jerénimo hacia abajo hasta la Plaza de Neptuno, y alli
solia comenzar la segunda discusion, que nos mantendria
entretenidos durante el camino de vuelta. Mi abuelo no podia
pasar con su nieta junto al desnudo Neptuno sin hacer algiin
comentario pio mientras miraba la Iglesia de los Jerénimos, a
ver si asi me distraia la atencion. Y, claro, aquello nos metia
de lleno en el segundo de nuestros temas de debate. “Decia

En un cuadrado

Esta nueva seccién de SUMA toma el titulo del cuadro
de Kasimir Malevich (1878-1935)
En un cuadrado (1913)

Capi Corrales Rodrigaiiez
enuncuadrado.suma@fesmp.org
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Jesucristo ..” “Mira abuelo, déjate de rollos que Jesucristo era
socialista..” Y asi de vuelta hasta Lépez de Hoyos.

Tanto cuando discutiamos sobre edificios, como cuando discu-
tiamos sobre religion, estaba claro que la diferencia esencial
entre nuestros puntos de vista surgia de dos cosas: la muy distin-
ta manera que teniamos mi abuelo y yo de concebir el mundo y
espacio que nos rodea como seres humanos, y el lugar tan distin-
to en el que colocabamos al ser humano en este espacio.
Podriamos decir que, como en casi todas las relaciones, el pro-
blema entre nosotros era una cuestion de espacio. Un espacio que
mi abuelo —como Newton y los matemdticos del siglo XVII, por
otro lado— tenia identificado con su idea de Dios y del universo
que nos rodea —un contenedor
infinito que nos alberga y que
es independiente de nosotros—
y que yo, como matemdtica del
siglo XX —entonces—, tenia
identificado con el fruto de lo
que ocurre en el propio espacio
en cada momento. He aqui
nuestros puntos de vista, el de
mi abuelo y el mio, recogidas
en una definicion de dicciona-
rio.

Espacio y tiempo. Términos
usados en filosofia para
describir la estructura de la
naturaleza. A veces son des-
critos como contenedores
en los que ocurren todos los
sucesos y procesos natura-
les, y a veces como relacio-
nes que conectan tales
sucesos. (Enciclopedia
Collier’s, 1968)

La segunda frase en esta defi-
nicién nos dice que espacio y
tiempo son unas veces conce-
bidos como contenedor, y
otras como relaciones. Curio-
samente, estas dos palabras, contenedor y relacion describen,
respectivamente, la idea de Espacio que encontramos en el siglo
XVIII, cuando la nocion de espacio se menciona explicitamen-
te por primera vez en matemdticas (en cartas de Newton y en el
apéncide a Introductio de Euler (1748)), y la idea de espacio en
las matemdticas contempordneas (definido con precisién por
Hausdorff (1914).

Muerto ya mi abuelo, he mantenido dos costumbres: el recorri-
do de nuestros paseos, y las reflexiones sobre las distintas mane-
ras de concebir y describir el espacio y, en particular, entender
qué motivé a los matemdticos a llevar a cabo el enorme salto
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conceptual que supone el pasar de concebir y describir el espa-
cio como un contenedor tinico en el que habitan las cosas, a con-
cebir y describir el espacio como una red de relaciones que se
establece entre cosas concretas. Cuando pensamos en el espacio
como un contenedor, estamos pensando en el espacio como un
objeto global enorme dado a priori. Un espacio-red, sin embar-
go, no es un espacio elegido a priori, sino uno que se construye a
partir de las relaciones locales que se establecen entre los ele-
mentos del propio espacio. Y muchas veces serdn las redes de
relaciones, las que, sustituyendo los elementos iniciales, funcio-
nen como “puntos, como ladrillos bdsicos de estos espacios
matemdticos.

Con los arios introduje un
cambio fundamental en el
recorrido de mis paseos, que
desde hace tiempo termino
entrando en el Museo del
Prado, en el Reina Sofia o en el
Thyssen y recorriendo alguno
de sus pasillos. De esta mane-
ra, de forma natural los cua-
dros de Veldzquez, Goya o
Picasso, por citar algunos
ejemplos, empezaron a aria-
dirse a los edificios en mis
reflexiones sobre el espacio en
matemdticas.

Las matemdticas funcionan a
base de ideas, y las ideas son
imdgenes mentales. Y como
imdgenes que son, se ven o Ho
se ven. El proceso de compren-
sion de las matemdticas y de
las ideas en general, requiere
pasar por el momento de siibi-
ta iluminacion, por el ;Eureka!
de Arquimedes.

Veldzquez, Las Meninas (1656),
Museo del Prado, Madrid

Quizés la mejor manera de
describir mi experiencia haciendo métemdticas sea compa-
randola con entrar en una mansién oscura. Entras en la
primera habitacién, y estd a oscuras, completamente a
oscuras. Vas dando tumbos, tropezando con los muebles.
Poco a poco aprendes dénde estd cada mueble, y finalmen-
te, después de mis o menos seis meses, encuentras el inte-
rruptor de la luz y lo conectas. De repente todo se ilumina,
y puedes ver exactamente dénde estds. Entonces entras en
la siguiente habitacién oscura ...

Andrew Wiles,

en El ultimo teorema de Fermat,

programa Horizon de la cadena de television BBC
2 de octubre de 1997.



Con frecuencia, una imagen fisica adecuada consigue que se
encienda el interruptor en nuestra cabeza y logremos ver la
idea. El problema estd en que las matemdticas, al ser abstrac-
tas, no traen consigo imdgenes fisicas, y con frecuencia hemos
de buscar los interruptores fuera de ellas. En cuadros, por
ejemplo. El salto de la caja a la red supone un cambio enorme
en la manera de mirar, fisica y conceptualmente, en nuestro
derredor. Este cambio, que podemos reconocer en todos los
dmbitos de nuestra cultura, no sélo el cientifico, estd muy bien
ilustrado por los cuadros Las Meninas de Veldzquez (1656) y
Las Meninas de Picasso (1957).

En el lienzo de Veldzquez el espacio entre la princesa y Maria
Agustina Sarmiento, la doncella que se arrodilla frente a ella,
es un contenedor cubico externo a ambas ninias, parte de la
habitacion en la que la
escena tiene lugar. Una
habitacion que, tal y
como estd representa-
da en el cuadro, no
cambiaria nada si las
jovenes no estuviesen
en ella. Sin embargo, el
espacio entre estas
mismas figuras en el
cuadro de Picasso es
una red: la manera en
la que cada nivia ve a
la otra, y la posicion en
la que cada una de
ellas estd colocada res-
pecto a la otra, da
lugar a la red de tridn-
gulos que como estruc-
tura espacial las co-
necta entre s y con el
resto de las figuras en
la habitacién. La esce-
na estd compuesta por
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Museo Picasso, Barcelona
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miiltiples relaciones locales que Picasso representa mediante
una estructura espacial formada por figuras geométricas bdsi-
cas como tridngulos y rectdngulos. Podriamos sacar a las
nifias de la escena pintada por Veldzquez sin necesidad de
cambiar el resto de la habitacion, mientras que si hiciésemos
lo mismo en el lienzo de Picasso, habria que pintar de nuevo
todo el cuadro.

En esta seccion describiremos algunos aspectos del proceso que, a
lo largo de dos siglos (el XIX y XX) nos lleva desde un espacio con-
cebido como contenedor infinito en el que flotan todos los objetos
hasta el espacio concebido como una red de relaciones entre obje-
tos Un proceso que tuvo lugar y se manifesté en todos los aspec-
tos de la cultura occidental. Desde estas pdginas intentaremos
analizar algunos detalles de la evolucion experimentada por la
mirada matemdtica, e
ilustraremos las ideas
con algunos de los cua-
dros que se pintaban
en las distintas épocas
en que los conceptos
matemdticos que ana-
lizaremos se cocina-
ban. Las elecciones,
tanto en las matemd-
ticas como en la pin-
tura, responden a pre-
ferencias personales:
dentro de lo que cono-
cemos y viene al caso,
elegimos lo que mds
nos gusta. Relatos
mds detallados pue-
den encontrarse en
Corrales (2000) Gray

(1992); Osserman
(1995);  Panofsky
(1927); Serres (1990) y

Tarrés (1994). A
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Salvador Dali y la cuestiéon de las dimensiones

Una de las contribuciones esenciales a la forja de la mirada
matemadtica contempordanea, fue la de B. Riemann a mediados
del siglo XIX. La emergencia en el contexto matematico de
geometrias distintas de la euclidea, llevé a Riemann a analizar
las restricciones a las que habfan estado sometida la geome-
tria hasta entonces, y a hacerse una serie de preguntas que
fueron determinantes en la evolucion del concepto matemati-
co de espacio. Sus reflexiones liberaron a las matematicas,
entre otras cosas, de la limitacién impuesta por el uso exclu-
sivo de los objetos de la geometria euclidea como constitu-
yentes de un espacio matemadtico, y la obligacién de vivir en
universos tridimensionales.

El espacio ambiente en el que existen los objetos de la geome-
tria de Euclides se conoce como Espacio Euclideo; un espacio
con una geometria esférica serd un espacio esférico; un espa-
cio con una geometria hiperbdlica serd un espacio hiperboli-
co, etc. Espacios con distintas geometrias tienen distintas pro-
piedades. En unos habra rectas paralelas, en otros no; en unos
la suma de los angulos de un triangulo sera siempre 180°, en
otros no. Riemann cayé en la cuenta de que, aceptadas como
vélidas geometrias distintas de la euclidea, el paso natural a
continuacién es aceptar también como validos los espacios
ambiente en que habitan estas geometrias.

Riemann cayo en la cuenta de
que, aceptadas como vdlidas
geometrias distintas de la
euclidea, el paso natural que
dar a continuacion es el
aceptar también como vdlidos
los espacios ambiente en que
habitan estas geometrias.

El problema que surge de inmediato es que una vez tenemos
construidos varios espacios matematicos, algunos muy pareci-
dos entre si, el decidir cudl de ellos casa mejor con el Espacio
Fisico deja de ser obvio. Como sefiala Riemann, nuestra decisién
depende tanto de nuestras pre-concepciones sobre el Universo
Fisico como de los datos experimentales que tengamos a mano.
cPor qué ha de ser el Espacio Fisico un enorme contenedor ctibi-
co?, argumenta. ;Por qué no puede ser una esfera inmensa o un
gran elipsoide? Si tal fuese el caso, dado el tamaiio del Universo
nosotros lo percibirfamos plano, como, esencialmente, lo perci-
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bimos. Reflexiones parecidas a estas llevaron a Riemann a varias
conclusiones fundamentales que hermosamente explica (con
una dnica férmula, corta) en la Habilitationsschrift que presen-
t6 en 1854 cuando tomé posesion de su puesto de Privatdozent
en la universidad de Géttingen (Riemann, 1854). La primera fue
reconocer que Espacio Geométrico (el espacio ambiente a que
da lugar un tipo de geometria) y Espacio Fisico son conceptos
distintos. Una vez dado este paso, el siguiente es dejar atrds el
espacio tridimensional, y Riemann lo hace en tres direcciones
simultdneamente.

« Por un lado, considera espacios curvos, espacios con curva-
tura no cero, siguiendo el camino abierto por las geometri-
as de Gauss, Lobachevsky y Bolyai.

« Por otro, generaliza las propiedades del Espacio Euclideo a
espacios con més de tres dimensiones, comenzando asi el
estudio de lo que se conoce como Hiperespacios (espacios
con més de tres dimensiones).

« Finalmente, propone la validez de espacios construidos a
partir de objetos distintos de los elementos de la geometria
euclidea.

Cuando murié Riemann en
1866, en matemdticas se tenia
una concepcion intuitiva de la
dimension de un espacio, que
se identificaba con el niimero
de coordenadas independientes
necesarias para determinar la
posicion de un punto en tal
espacio.

Las reflexiones de Riemann sugirieron posibilidades maravi-
llosas, y también hicieron que las gentes de la matematica fue-
sen conscientes de que habfa ain mucho trabajo que llevar a
cabo. Por ejemplo, la nocién de dimensidn tenia que ser defi-
nida. Una tarea encarada, entre otros, por Cantor y Dedekind.
Cuando murié Riemann (1866), en matematicas se tenia una
concepcidn intuitiva de la dimensién de un espacio, que se
identificaba con el nimero de coordenadas independientes
necesarias para determinar la posiciéon de un punto en tal
espacio. Por ejemplo, un espacio esférico tendria dimensioén 2,
pues se necesitan sélo dos coordenadas —longitud y latitud—
para determinar la posicién de un punto sobre la superficie de
la esfera. Pero esta definicién nunca hasta entonces se habia
necesitado dar de forma precisa.



En su correspondencia de 1874, Georg Cantor y Richard
Dedekind reflexionaron sobre esta idea intuitiva de dimen-
sién, y ambos estaban de acuerdo en que un conjunto de
dimensién 2 deberia, de alguna manera, ser mas grande que
otro de la misma naturaleza y dimensién 1. El método mas
facil para comprobar si dos conjuntos tienen el mismo tama-
flo consiste en emparejar los elementos de uno y otro: si des-
pués de hacerlo no nos sobra ningtin elemento en ninguno de
los dos conjuntos, podemos concluir que ambos conjuntos
tienen la misma cantidad de elementos. En matemadticas, for-
mar parejas con los elementos de dos conjuntos de manera
que cada pareja tenga un elemento de cada conjunto y que
ningun elemento esté en mas de una pareja, se llama estable-
cer una correspondencia biunivoca entre los conjuntos.
Cantor y Dedekind pensaban que no deberia ser posible esta-
blecer una correspondencia biunivoca entre conjuntos de
distinta dimensién, por ejemplo una recta (dimensién 1) y
una superficie (dimensién 2). Pero para su sorpresa —y la de
toda la comunidad matematica—, en 1877 Cantor logré
construir una correspondencia biunivoca entre un segmento
y un cuadrado, un segmento y un cubo y, en general, un seg-
mento y una caja de cualquier dimensién positiva p. Este
ejemplo llend de perplejidad a Dedekind, pues parecia indi-
car que es posible reducir p dimensiones independientes a
una sola dimensién y eso contradice la idea intuitiva de
dimension.

Leamos algunos extractos de la correspondencia entre Cantor
y Dedekind sobre el tema (traduccion de la autora de la ver-
sion inglesa de John Fauvel y Jeremy Gray (1987)).

Cantor a Dedekind, 5 de enero de 1874

+Es posible establecer una correspondencia entre un cua-
drado (supongamos un cuadrado en el que incluimos sus
lados) y un segmento (supongamos un segmento con sus
extremos incluidos) de tal manera que a cada punto de la
superficie corresponde un punto del segmento vy, recipro-
camente, a cada punto del segmento le corresponde un
punto de la superficie? En este momento me parece que la
respuesta a esta pregunta —por mucho que uno esté tan
tentado de responder no, que la demostracién parezca
superflua— ofrece grandes dificultades.

Cantor a Dedekind, 29 de junio 1877:

Su ultima respuesta a nuestro trabajo fue tan inesperada y
nueva que, por decirlo de alguna manera, no seré capaz de
recuperar la compostura hasta que no haya recibido de
usted, querido amigo, una decisién sobre su validez.
Mientras no lo haya confirmado sélo puedo decir: lo veo
pero no lo creo [cursivas en francés en el original]. [...] La
distincién entre dominios de dimensiones diferentes debe-
rd ser buscada de forma muy distinta que el caracteristico
numero de sus coordenadas.
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Dedekind a Cantor, 2 de julio 1877:

He comprobado su demostracién una vez mds, y no
encuentro ninguna laguna en ella; estoy convencido de que
su interesante teorema es verdad y le felicito, [...] Pero
ahora creo posible, provisionalmente, el siguiente teorema:
dada una correspondencia biunivoca entre los puntos de
una variedad continua A de dimensién a por un lado, y los
puntos de una variedad continua B de dimensién b por
otro, entonces la correspondencia en cuestién, si ay b son
desiguales, es necesariamente discontinua.

Como leemos en el dltimo parrafo, Dedekind lleg6 a la con-
clusién de que si somos capaces de establecer una correspon-
dencia biunivoca entre los elementos de dos conjuntos conti-
nuos de dimensiones distintas, entonces esta correspondencia
habrd de ser discontinua (una correspondencia es disconti-
nua, por ejemplo, si tiene saltos o agujeros). Esta idea le llevé
a enunciar la siguiente conjetura (conocida hoy como el teore-
ma de la dimension): “toda correspondencia biunivoca entre
conjuntos de distinta dimensién es discontinua” Este teorema
no fue demostrado por Dedekind ni Cantor ni ninguno de sus
contemporaneos. Tras muchos afios y mucha gente intentdn-
dolo, fue demostrado, independientemente y siguiendo méto-
dos distintos, por L.E.J. Brouwer y H. Lebesgue en 1911.

Esta idea llevé Dedekind a
enunciar la siguiente conjetura
(conocida hoy como el teorema
de la dimensién): “toda
correspondencia biunivoca
entre conjuntos de distinta
dimension es discontinua’ Este
teorema no fue demostrado por
Dedekind, ni por Cantor.

Aunque Cantor no lograse demostrar el teorema de la dimen-
sidn, sus intentos por entender el paso de una a dos dimen-
siones —de un segmento a un cuadrado—, y de dos a tres
dimensiones—de un cuadrado a un cubo—, le llevaron a
hacer descubrimientos que cambiaron de manera esencial la
forma en que la gente de la matemética miraba el mundo en
derredor.
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Paul Cezanne (1839-1906) -Autoretrato

Cézanne nos ofrece el mejor ejemplo grafico de los esfuerzos
llevados a cabo por los pintores contempordneos a Cantor y
Dedekind por entender el paso de dos a tres dimensiones, esto
es, para reducir relaciones de profundidad a relaciones sobre
una superficie: Cézanne ve un objeto tridimensional y quiere
construirlo sobre un lienzo bidimensional, y hacerlo sin efec-

Cézanne nos ofrece el mejor
ejemplo grdfico de los esfuerzos
llevados a cabo por los pintores

contempordneos a Cantor y
Dedekind por entender el paso

de dos a tres dimensiones, esto
es, para reducir relaciones de
profundidad a relaciones sobre
una superficie.

tos ilusorios ni deformaciones. Desde Masaccio (y sus infruc-
tuosos esfuerzos para construir un toro, una rosquilla) y hasta
la época de Cézanne, los pintores occidentales no habian
intentado construir objetos, y por lo tanto nunca habian teni-
do que enfrentarse al problema de la deformacién. La vuelta
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de Cézanne a la construccion de objetos le obliga a enfrentar-
se con la desagradable deformacidn, una lucha que, segtn sus
escritos, le hizo sufrir toda su vida. Por supuesto Cézanne
falla, como fallaron cartégrafos y matemédticos antes de que
Euler demostrase en el siglo XVIII que la representacion con-
forme —esto es, la construccién sin deformaciones— de un
objeto tridimensional sobre una superficie bidimensional es
imposible. Sin embargo, gracias a sus intentos, Cézanne
aprendi6 a liberarse (y liberar de paso a los pintores que le
siguieron) de la tirania de la tridimensionalidad. Las estrate-
gias de Cézanne (y de Seurat, Matisse, cubistas, etc.) para
resolver el problema —el uso de trazos gruesos y disconti-
nuos, la construcciéon de volimenes mediante planos, o el dar
la misma textura y colores a los distintos objetos y materiales,
por ejemplo a las montanas y al cielo a su alrededor (Corrales,
2000 y Loran, 1963)—, pueden verse con toda claridad en la
serie de cuadros que llev6 a cabo entre 1904 y 1906 sobre el
monte Saint Victoire.

Hay algo que subyace de
manera esencial al trabajo de
Cézanne y Dali: su
preocupacion por el tema de
las dimensiones. Para empezar,
y desde el punto de vista
formal, hay algo que introduce
Cézanne y que Dali mantiene:
en los cuadros de Cézanne, los
tamarios no varian de acuerdo
con las reglas perspectivas.

En 1904, hace exactamente cien afios y en pleno esplendor de
Cézanne, nace Salvador Dali. Hay algo que subyace de mane-
ra esencial al trabajo de ambos: su preocupacién por el tema
de las dimensiones. Para empezar, y desde el punto de vista
formal, hay algo que introduce Cézanne y que Dali mantiene
(como tantos otros de sus contemporaneos, que llegaron a las
Escuelas de Bellas Artes en un momento en el que las ideas y
técnicas de Cézanne eran materia esencial de estudio): en los
cuadros de Cézanne, los tamafos no varian de acuerdo con
las reglas perspectivas. Su espacio (como el de muchos pinto-
res renacentistas, —pensemos en Giotto o Piero de la
Francesca— no es el espacio ilusorio de Proclo (1970) repro-
ducido mediante la perspectiva, claroscuro o gradaciones de
color. Profundidad, tridimensionalidad, se obtiene compen-
sando los volimenes de tal manera que se respeta la bidimen-



sionalidad del lienzo; variando la distancia entre planos verti-
cales, Cézanne crea profundidad, tensién y ritmo, siempre en
relacién con el plano, con lo bidimensional. Lo mismo que
hara Dali en sus lienzos. Pero més alld de esta primera —y
facil de ver— manera comun de enfrentarse al problema de
construir un objeto con volumen sobre una tela plana,
Cézanne y Dali estaban ambos profundamente interesados en
el tema del paso de una a otra dimensién. Y como los mate-
maticos, —Cantor y Dedekind, por ejemplo— también los
pintores se esforzaron en
estudiar el paso de una a dos
y de dos a tres dimensiones,
buscando las reglas genera-
les que les permitirfan, como
en muchos aspectos ha he-
cho la matematica contem-
porédnea, trascender el pro-
blema de las dimensiones:
no hace falta que nos preo-
cupemos por saber en qué
dimensién estamos traba-
jando, porque lo que esta-
mos haciendo funciona en
cualquiera de ellas.

Cézanne, Seurat y, de hecho,
casi todos los pintores que a
fines del siglo XIX y princi-
pios del XX trabajaban estos
temas, solo estaban interesa-
dos en el problema desde el
punto de vista de la repre-
sentacién pictérica. Dali
queria ir mds alld, queria lle-
gar a construir objetos en
cuatro dimensiones.

Aungque sus escritos y decla-
raciones sobre el tema estén
llenos de palabras altisonan-
tes y conceptos complicados
(y con frecuencia, también
de disparates), lo cierto es
que al analizar los cuadros
en los que Dali ilustra sus
reflexiones sobre el tema, nos damos cuenta de que tanto las
herramientas matematicas sobre las que se sustenta, como sus
propuestas, son muy simples. Estudiemos el primero y mds
famoso de ellos Corpus hypercubus (Crucifixion) de 1954.

Corpus hypercubus: cuerpo hipercubo. Efectivamente, hay un
cuerpo, el del crucificado, pero, ;dénde esta el hipercubo? La
cruz que flota en el espacio del cuadro esta formada por ocho
cubos, pero todos ellos son cubos-cubos, esto es, cubos de
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tres dimensiones. ;A qué hipercubo se refiere Dali? En una
entrevista que Carlos de Miguel hizo al pintor en 1972 con
motivo de la muerte de su colaborador y amigo, el arquitecto
Emilio Pérez Pifiero’, Dali explica que en este cuadro, el Cristo,
que es la cuarta dimensién, descansa, como debe ser, sobre un
hipercubo, esto es, sobre un cubo de cuatro dimensiones,
objeto que él, Dali, pinté siguiendo las reglas matematicas
establecidas por Raimundo Lull tal y como las describié con
toda precisién Juan de Herrera en su Discurso sobre la Figura
Cubica. Asi pues, segun el
propio Dali, los ocho cubos
que aparecen en el lienzo,
ademds de formar una cruz,
juntos constituyen un hiper-
cubo, es decir, un cubo de
cuatro dimensiones, y la
clave para entender tal cons-
truccién estd en el texto de
Juan de Herrera.

Buscamos, pues, el tratado
sobre la figura cubica del
arquitecto del Monasterio
Palacio del Escorial. Nos
cuesta encontrarlo, pues en
la Ginica edicidn a la que tene-
mos acceso (Herrera (1979,
libro de 509 péginas), el texto
de Juan de Herrera aparece
escondido entre las notas de
los editores, escritas imitan-
do el estilo del Discurso y sin
especificar claramente donde
empieza y dénde termina la
voz de Herrera (pdginas 57 a
154). Segin voy leyendo el
Discurso, para extraer la
parte matemadtica y no per-
derme en las frecuentes dis-
quisiciones esotéricas, voy
clasificando las pdaginas del
texto segin su contenido (la
numeracion de las paginas se
refiere a la edicién citada):

Pagina 68: El Discurso comienza con una serie de liminas. Las
dos primeras, muestran tres circulos y tres tridngulos equilé-
teros, todos ellos concéntricos. Los tres tridngulos son todos
del mismo tamaio y estdn inscritos en el menor de los circu-
los. Circulos y tridngulos son las figuras que, segin Juan de
Herrera, es preciso conocer para poder introducir el cubo. Las
laminas restantes ilustran cémo construir un sistema de coor-
denadas en un cuadrado: dividimos dos de sus lados en varias
partes iguales, asignamos a cada parte una letra distinta, cons-
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truimos con estas partes una reticula de pequenas celdillas
cuadradas y, como en el juego de los barcos, a cada celdilla le
asignamos las dos letras que le correspondan.

Parte 1 (péags. 69 a 88): Enunciado y andlisis de las definicio-
nes de Euclides de cuadrados y cubos (Euclides (1925), VII-18,
VII-19, XI-25).

Parte 2 (pags. 88 a 111): Breve presentacién de los trece arti-
culos de la doctrina de Raimundo Lull, de las tres dimensio-
nes de todo lo que es (Razén formal, Razdn final y la suficien-
cia y el cumplimiento de las dos Razones, formal y final), y de
los nueve principios absolutos de que, segtin Raimundo Lull,
todo lo que es estd hecho (bondad, grandeza, duracién, potes-
tad, sabiduria o instinto, voluntad o apetito, virtud, verdad y
gloria o suavidad y, por ultimo, deleitacion), seguida de una
descripcion detallada de todo ello.

Parte 3 (pdgs. 112 a 154): Explicacién de por qué el cubo con-
tiene en si todo lo que es, partiendo de que todo lo que es
tiene las tres dimensiones enunciadas en la parte 2, y estd
hecho de la combinacién de, como mucho tres, de entre los
nueve principios absolutos o ingredientes listados en la parte
2. La explicacion se resume muy facilmente: tomamos un pri-
mer segmento, que representard la primera de las dimensio-
nes, y lo dividimos en nueve partes, una por cada uno de los
principios absolutos. Denotamos estas nueve partes por las
letras B, C, D, E, E G, H, I y K respectivamente. Siguiendo las
instrucciones de Euclides explicadas en la parte 1, con este
segmento y otro similar que representa la segunda dimensién,
construimos un cuadrado formado por 9 x 9 = 81 celdillas pla-

nas que, como en el juego de los barcos, denotamos por BC,
FG, etc.

Al llegar a este punto, dibujo el cuadrado resultante con sus
celdillas, y escribo en cada una de ellas su nombre. Comparo
mi dibujo con el de Juan de Herrera.

L M
2 |8zl iBEBFiBG|BH|81 BK
¢ lcB e feE|eF|co|CH|A |CK
0 a8 loc ROEIDF DG DH[DI DK
5 BB YD FEGIEHIT] [EX
¥ |FBiFc §FD|FE|F6|{FHIFI [FK
G |63 |e¢ 6D |GE|\GF 616K
1 s lac Baus|ariu6|HL{HK
I 1B3CADIE IRIGIH |IK
K |xB[XC|[xo|KESF| K6 | K1 [BT
N - 9

106

No coinciden: en mi dibujo cada celdilla se corresponde con
dos letras. En el dibujo de Herrera, algunas casillas tienen sélo
una letra sobre ellas. Sigo leyendo. Segtn Lull, ningtn princi-
pio absoluto se combina consigo mismo, por lo que Juan de
Herrera, para evitar que las casillas diagonales aparezcan
como BB, CC, etc, hace un pequeiio desplazamiento siguien-
do una regla sencillisima que aparece ya en algunas de las
figuras de la pagina inicial del Discurso, y cuya busqueda se
deja como ejercicio.

A continuacién, Herrera repite la jugada con una tercera
copia del segmento que, representando al tercera dimension,
nos permitird construir un cubo formado por 81x9= 729 cel-
dillas tridimensionales, cada una de ellas denotada por, como
mucho, tres entre las nueve letras con que comenzamos. Si
todo lo que hay en el universo estd hecho de tres dimensiones,
argumenta Juan de Herrera, y de la combinacién de como
maximo tres de entre los nueve principios absolutos, en nues-
tro cubo aparece representado todo lo que es.

1179

En plena lectura del texto de Herrera, una amiga me trae una
foto peculiarisima de Dali. Tomada en Roma en 1954, afio en



que se pint6 Corpus hypercubus, muestra al artista saliendo de
un enorme cubo de cartén con sus caras cubiertas por letras.

Curiosamente, el cubo del que emerge el pintor es precisa-
mente el descrito y dibujado por Juan de Herrera. Asi pues,
efectivamente, Dali
habia, si no leido el
texto, al menos estu-
diado los dibujos del
Discurso sobre la figu-
ra ctbica. ;De donde
extraeria el pintor las
supuestas instruccio-
nes para la construc-
cién del hipercubo, si
Herrera no menciona
en ningdin momento
la cuarta dimensioén?

Con estas cuestiones
en la cabeza, fui a
visitar, primero el
Monasterio del Esco-
rial, y luego la sala
dedicada a Dali en la
coleccién permanen-
te del Museo Nacio-
nal Centro de Arte
Reina Sofia. Recorria
la habitacién con po-
co entusiasmo, pen-
sando, como suelo
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recortadas contra el cielo. Sobre cada uno de sus ocho vérti-
ces aparece dibujado el digito 2 en amarillo, y en el centro
flota el nimero 3. Este cubo interior se mantiene en el aire
sostenido por ocho cadenas que, saliendo de cada uno de sus
ocho vértices, le unen a los ocho vértices del cubo exterior,
delimitado por dos
enormes clavos de
hierro y cuatro pare-
des de letras escritas
sobre superficies tras-
licidas. Los eslabones

de las cadenas son las
letras del nombre del
arquitecto, Juan, pin-
tadas de amarillo:
Juan sustenta su edifi-
cio en el cubo exterior,
formado exclusiva-
mente por clavos y
letras. ;Qué querrd
esto decir?

- (ﬂ\--ﬁ-Q'é

1
{
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Clavos y letras, clavos
y letras... ;Crucifixién
y libros? ;Por qué no?
Iglesia y Biblioteca: el
edificio del Escorial.
Efectivamente, para
entrar en el Palacio, se
ha de pasar primero
por la Biblioteca, y
luego por la Iglesia.

hacer cada vez que
me enfrento a la obra
de este pintor, “{Cémo
me gusta su mano y
qué poco me atrae su
cabeza!’, cuando un
cuadro hermoso vy
chiquito casi me hace
gritar: frente a mi, el cielo y el horizonte que se contempla al
mirar en direccién a Madrid desde los jardines del
Monasterio del Escorial y, entre las nubes y las colinas, dos
cubos flotando, uno dentro del otro. Me acerco al lienzo, pin-
tado en delicados tonos pastel, y leo el titulo: A propdsito del
Discurso sobre la figura cibica de Juan de Herrera® , pintado
en 1960.

o[B8 AeID HVAOM

£

Tanto por el paisaje que le rodea, como por los otros cuadros
que conozco en los que Dali ha pintado el Monasterio del
Escorial —Retrato del embajador Cdrdenas, 1943, y Retrato
ecuestre de Carmen Bordiu Franco, 1974, (Desar-nes (2004),
pégs. 360 y 636 resp.)—, deduzco que el cubo interior repre-
senta el edificio, una figura solida limitada por aristas bien

Los clavos son distin-
tos, uno tiene la cabeza
circular, el otro trian-
gular: ahi estén los cir-
culos y tridngulos de
las laminas iniciales del
Discurso, las figuras
que, segin Juan de Herrera, hay que “penetrar para introducir el
cubo” ;Y no penetran los clavos?

soudied (020D J0/00 HVAON

-

El Gnico detalle que me queda por entender qué pinta ahi en
el cuadro, estd ya claro también: los vértices del cubo interior
son puntos de sus caras, figuras bidimensionales, y por lo
tanto dos coordenadas —dos letras, en el sistema de Juan de
Herrera— bastan para describirlos. El centro, sin embargo, es
un punto del interior del cubo, y se requieren tres coordena-
das para identificarlo.

Pensando en esta diferencia entre los puntos de la superficie y

del interior del cubo, de repente veo la construccion del Ziper-
cubo de Dali. Busco la ilustracion del cubo desplegado que
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acompana la definicion XI-25 de

cuatro dimensiones: iel hipercubo de

Euclides en el texto del Discurso, y la
comparo con la del Corpus hypercu-
bus.

Dali!

Cierto es que la topologia y la expe-

Ahi estd, una cruz formada por seis
cuadrados, que doblada da lugar al

riencia cotidiana nos dicen que,
mientras que no hay problema en uti-

lizar las aristas compartidas por cua-

cubo (con volumen, tridimensional). ¥ ra
:Qué ocurre si cada uno de los seis
cuadrados lo transformamos en un

K drados consecutivos en una cruz pla-
na como bisagras, y doblar por ellas,
el movimiento equivalente en la cruz

cubo? Si lo hacemos respetando la
simetria bidimensional de la cruz ori-
ginal, obtenemos una nueva cruz, con

tridimensional sobre la que yace el
Cristo en Corpus Hypercubus, que
consistirfa en doblar por las caras que

volumen y formada por ocho cubos: la N
cruz sobre la que reposa el Cristo del
cuadro.

Si al doblar la cruz bidimensional obtengo un cubo tridimen-
sional, al doblar la cruz tridimensional obtendré un cubo de

NOTAS

comparten cubos consecutivos, es
imposible. Caras no pueden ser utili-
zadas como bisagras. Pero eso es un
problema de la topologia y de la materia. Dalf era un artista
genial, y como tal no limitado ni por las reglas de la légica ni
por las del mundo material. Faltaria mas. W

' Agradezco a Sol de la Cuadra y Miguel Segui, comisarios de la exposi-
cién-homenaje a Salvador Dali y Emilio Pérez Pifiero —MOPU, Madrid
OCTUBRE 2004— que, al enterarse de que yo preparaba este trabajo, se
desplazasen hasta Madrid y me mostrasen su copia en video de esta
entrevista.
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La Biblioteca Cldsica Gredos ha publicado en los tltimos arios una nueva version castellana de los Elementos de Euclides (tra-
duccién de M* L. Puertos, con introduccion de L. Vega, BCG n.°155, 191, 228) completada con la traduccion de tres obras meno-
res atribuidas a Euclides, la Optica, la Catéptrica y los Fenémenos (traduccion de P. Ortiz, BCG 277). Acaba de salir de impren-
ta el libro Euclides. La fuerza del razonamiento matemadtico, escrito por Ana Milldn Gasca, colaboradora de SUMA. Presentamos
el libro con algunas reflexiones sobre Euclides y la ensefianza de las matemadticas tomadas del capitulo con el que concluye el libro.

Eel matemadtico griego Euclides las crénicas nos dibujan
poco mds que una sombra —hasta el punto de que hay quien
ha dudado de su existencia histérica— que se alarga, sin
embargo, sobre la entera historia de las matematicas. “El ge6-
metra” por excelencia, “el autor de los Elementos’, verdadero
Partenén de los antiguos saberes de la aritmética y de la geo-
metria, son los apelativos que han consagrado su figura. En
este libro nos acercamos a €l a través de su obra mas famosa,
asi como de otras menos conocidas, como las dedicadas a la
optica y a la ciencia de los cielos, que elaboran la idea griega
de geometrizacién de la Naturaleza.

La fascinante historia de la transmisiéon de los Elementos
empieza en los siglos finales de la Edad Antigua, cuando algu-
nos estudiosos, testigos de la ruina de la civilizacién greco-
romana, se esforzaron por preservar para el futuro la gran obra
de Euclides. El itinerario pasa por las capitales culturales del

Islam, donde el estudio de la tradicién euclidiana animé nuevas
investigaciones matemadticas; entre los copistas medievales del
texto griego, que prepararon los manuscritos hoy conservados
en Florencia, en la Ciudad del Vaticano y en Paris. Pasa también
por las ciudades de frontera entre los mundos cristiano y
musulmdn donde trabajaron los traductores al latin; hasta los
talleres de los primeros impresores, en Venecia y en Basilea, en
los albores de la Edad moderna. La obra fue llevada hasta la
China por el misionero jesuita Matteo Ricci, que tradujo algu-

Ana Millan Gasca

Universidad de Tor Vergata, Roma (Italia)

Tomado del ultimo capitulo de Euclides, La fuerza del razona-
miento matematico, Nivola 2004
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nos libros a principios del siglo XVII; y era un libro siempre pre-
sente en los pupitres de estudiantes y en las mesas de trabajo de
los matematicos europeos hasta finales del siglo XIX. Hoy,
acercarse a este cldsico es una via para entender mejor la natu-
raleza del razonamiento y del modo de pensar matemadtico.
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Primera edicién impresa. Venecia, 1482

Los Elementos han servido, durante siglos, como libro de texto
de la ensefianza elemental por excelencia. Este papel fue a
menudo discutido desde un punto de vista didactico, y siguié
reafirmdndose hasta bien entrado el siglo XIX. La introduc-
cién de la matemdtica moderna en el siglo XX acabd para
siempre con este primado, salvo en los paises anglosajones.
Cerrada esta fase diddctica, cabe preguntarse si el “olvido” total
de los Elementos no sea un dafio mayor que la vieja defensa a
ultranza de su valor en la ensefianza. Es un tema sobre el que
reflexionar.

Un manual cldsico en este sentido es la edicién de los
Elementos publicada en 1868 por Enrico Betti y Francesco
Brioschi, bajo el patrocinio de Luigi Cremona, para los institu-
tos de ensefianza secundaria en Italia, un pafs que ha manteni-
do por tradicién un lugar principal para la geometria en este
nivel. Y, entre las publicaciones recientes que pueden ser ttiles
en este sentido, es importante recordar un clasico en castella-
no, la obra Mirar y ver. Ocho ensayos de geometria intuitiva de
Miguel de Guzmdn, publicada en 1977 (reedicion revisada,
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Nivola 2004), en plena oleada de rechazo de la geometria —al
grito de jAbajo Euclides!— en casi todos los paises europeos.

La lectura de los Elementos hoy en el nivel universitario tiene
un doble valor, cultural y matematico, y puede ser un intere-
sante ingrediente en un curso general de matemadticas e incluso

LOSSEIS LIBRO .

PRIMEROS DELA GEOMETRIA
DE EVCLIDES:

Traduzidos en1égua Efpaiiola por Rodrigo camorano Aftrolo
goy Mathematico,yCathedratico de Cofr_n_ngraphl_a por
fu Mageftad en la cala de la Contratacio deSeuilla
Dirigidos al jlluftre feior Luciano de Negro,
Canonigo dela fanéta yglefia de Seuilla.

Conlicencia del Confejo Real.
En Scuilla en cala de Alonfo dela Barrera.
s e 7

Eftatallado en

Primera edicién en castellano 1574. Por Rodrigo Camorano

el hilo conductor, por ejemplo, de un curso elemental de geo-
metria, o de un curso de “matemadtica elemental desde un
punto de vista superior” util para los futuros profesores de
matemadticas.

Los profesores disponen de dos libros recientes que pueden
resultar muy utiles a este fin: el libro de Benno Artmann,
Euclid. The creation of mathematics, “un intento de compren-
der la naturaleza de las matematicas desde el punto de vista de
su fuente antigua mdas importante” (Springer, 1999) y, desde
un punto de vista mas técnico, el libro de Robin Hartshorne
Companion to Euclid. A course of geometry, based on Euclid’s
Elements and its modern descendants (American Mathema-
tical Society, 1997). Son utiles ademds, dos ediciones moder-
nas de Euclides: la clasica edicién inglesa de Thomas L. Heath
(edicién Dover, 1981) y la edicion francesa de Bernard Vitrac
(Presses Universitaires de France, 1990-98).

Si se emprende una tarea de este tipo existen varias vias posi-
bles, segiin que el acento sea puesto mds sobre los aspectos



histdricos, sobre las matematicas de los Elementos, o sobre los
aspectos epistemoldgicos y filoséficos que esta obra puede
ilustrar con gran eficacia. Cualquier enfoque es legitimo
didacticamente, aunque se pueda correr el riesgo, en algunos
casos, de desfigurar el rostro auténtico del pensamiento mate-

LHE FIRST S1X BOOKS OF
THE ELEMENTS OF EUCLID

I[N WITTCH COLOUREDR RIAGRAMSE AND SYMEOLS
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Edicién de Oliver Byrne de 1847

mdtico griego. Baste pensar en la cuestion de la “traduccion
algebraica” de los Elementos, y su utilidad desde el punto de
vista de la lectura histdrica de la obra o bien de su utilizacién
en la ensefianza. Se trata de un problema cuya solucién no
puede ser obligada, y lo importante es que el profesor elija su
via teniendo presentes los conocimientos histéricos actuales.
En tal sentido es muy ttil el andlisis de Ivor Grattan-Guinness
en su articulo Numbers, ratios and proportions in Euclid’s
Elements (publicado en la revista «Historia mathematica» en
1996), donde se hacen por ejemplo interesantes referencias a
las notas de la edicion de Heath (que recurre a menudo a la
lectura algebraica).

Valga, en fin, como invitacién a esta “recuperacién” de Euclides
en la ensefianza y en la cultura matemdtica, cuanto ha escrito
Puertas Castafios como nota conclusiva de su traduccién
(Euclides, Elementos Libros X-XIII, Gredos, 1998, p. 358):

Es dificil negarse a reconocer el olfato de los antiguos
matemadticos griegos para dar con temas de importancia
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basica, con cuestiones de permanente interés y con objetos
capaces de seducir a gentes de diversos tiempos y culturas.
Si estas formas de proyeccién son una de las marcas de un
«autor cldsico», hay autores cldsicos tanto en el campo de
las artes y las letras como en el campo del conocimiento y
del método cientifico: los hay a pesar de los prejuicios “lite-
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rarios” que dan en limitar el legado griego al &mbito de las
humanidades; los hay a pesar de los prejuicios “cientificos”
que dan en suponer que el conocimiento no puede des-
arrollarse sin matar al padre. Euclides es un autor
clésico. W

Ana Milldn Gasca es profesora de Historia de la ingenieria
industrial en la Universidad de Roma “Tor Vergata” y de
Historia y epistemologia de la ciencia en la Scuola di specia-
lizzazione all'insegnamento superiore de la Universidad de
L’Aquila. Ha publicado numerosos trabajos sobre la comuni-
dad matematica espaiiola en los siglos XIX y XX, entre ellos E/
matemdtico Julio Rey Pastor (IER, 1988). Entre sus libros
recientes: El mundo como juego matemdtico (Nivola, 2001) y
The Biology of Numbers (Birkhéduser, 2002), ambos con G.
Israel; All'inizio fu lo scriba. Piccola storia della matematica
come strumento di conoscenza (Mimesis, 2004); y el volumen,
editado con M. Lucertini y F. Nicolo, Technological concepts
and mathematical models in the evolution of modern enginee-
ring systems (Birkhduser, 2003).

111



SUMA 47
Noviembre 2004
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HYPATIA, LA MUJER QUE AMO LA CIENCIA.

l hechizo de Hipatia no decae en el tercer milenio. En este
afio 2004 se presentan dos nuevas ediciones, un ensayo y una
novela, sobre la filésofa y matemdtica alejandrina asesinada
salvajemente por integristas cristianos en las calendas de 415.
Curiosamente son fuentes cristianas también algunas de las
que nos recuerdan la crueldad y el sadismo del martirio de la
hija de Teén:

Algunos de ellos [los cristianos], cuyo cabecilla era un

Pedro Galvez
Lumen

Barcelona, 2004
ISBN 84-264-1440-0
272 pdginas

ron a la iglesia llamada de Cesarién, donde la desnu-
daron completamente y la mataron con escombros de
cerdmica. Después de descuartizar su cuerpo, llevaron
sus trozos al Cinarién, y alli los quemaron. Este asunto
constituyé un gran oprobio, no sélo para [el patriarca]
Cirilo sino para el conjunto de la Iglesia Alejandrina

Sécrates Escolastico (sigloV)

lector llamado Pedro, corrieron a toda prisa empuja- Este relato de Socrates, junto a los de Damascio, y Juan
dos por un ardor salvaje y fandtico, la asaltaron cuan- Obispo de Nikiu, son los tnicos de fuente antigua sobre los
do ella volvia a casa, la sacaron de su carro y la lleva- tragicos sucesos. Son suficientes para construir una leyenda.
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Lamentablemnete, Sinesio de Cirene, el discipulo mas cono-
cido de Hipatia murié antes del 415 y no pudo relatarnos los
hechos. Mujer, sabia, finales del mundo antiguo y salvaje ase-
sinato se combinaran para recrear la historia y reproducirla
segln las inquietudes y prejuicios del narrador o narradora de
cada época.

Los dos libros recientes son Hipatia de Alejandria de Maria
Dzielska y Hypatia. La mujer que amé la ciencia de Pedro
Galvez. El primero de ellos es un maravilloso libro, bellamen-
te editado, de una estudiosa de Sinesio, que también quedé
atrapada por la sabia matemadtica. Se trata —el ensayo de
Dzielska— de un libro académico que consigue apasionarnos.
La autora no se limita a comentarnos las fuentes antiguas, pues
donde brilla con mas fuerza es cuando nos relata la frecuente
reaparicién literaria de su leyenda desde el siglo XVIII hasta
hoy. La editorial Siruela -fiel a su caracteristica calidad- nos
presenta en castellano un libro fundamental. Solo puede obje-
tarse que llega un poco tarde, pues en el 2002, la catedratica de
filosofia gijonense Amalia Gonzalez nos ofrecié un pequefio
pero inestimable volumen con un contenido ejemplar, que
ademas incluye una seleccién de textos originales. Sin duda el
libro de la polaca era imprescindible, pero su impacto hubiera
sido mayor con mas diligencia traductora (la edicién inglesa es
de 1995). Por otra parte, la traduccion es también espléndida,
viniendo avalada por uno de nuestros mds reconocidos profe-
sionales de estas tareas: José Luis Lépez Muiioz.

El libro de Gélvez es una novela bien narrada. Con la calidad
del sello editorial, tenemos otra recreacién de la subyugante
personalidad de Hipatia. El autor no ha podido resistir la ten-
tacion ensayistica, y dedica el ultimo capitulo al Legado de
Hipatia, mismo titulo de la obra de homenaje a la mujer en la
ciencia de Margaret Alic.

No deja de ser curioso, que el libro de Gélvez replique al de
Dzielska. La polémica esta servida. La novela es una encendi-
da defensa del espiritu griego y la ciencia antigua, contra el
dogmatismo religioso, encarnado en San Cirilo. El feminismo
militante del autor hace de la obra una muestra de todas las
virtudes de la mujer sabia, injustamente sepultadas por el
patriarcado dominante. Donde creo que el autor se excede es
en atribuir la oculta o manifiesta intencién de la fil6loga pola-
ca de la defensa de la Iglesia. La lectura del libro de Dzielska
no deja ese sabor.

Si la parte mas lograda del ensayo sobre Hipatia es el andlisis
critico de la leyenda literaria, la novela también es en sus
comienzos cuando mejor nos atrapa. La historia de Alejan-
dria, que es la del helenismo y del desarrollo mas brillante de
la ciencia matematica hasta la edad moderna, es recordada
por Tedn el mismo dia que nace su “bellisima” hija.

De forma modesta, hemos de decir que después de la critica
filologica a las recreaciones ideoldgicas, lo que hace Maria
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Dzielska es darnos la suya: Hipatia muere por estar en medio
de un conflicto entre la iglesia y el estado. Esta es la parte mas
floja, y el objeto de las iras de Gélvez. No es para tanto; por
muy polaca que sea, la fildloga no es una quinta columnista de
su compatriota en el papado. Su versién puede ser mejor que
otras, pero no es concluyente, pues era una tarea hoy imposi-
ble. El merito de Dzielska es su acreditado estudio de los usos
ideolégicos de Hipatia, lo cual nos permite un sano escepti-
cismo, incluso de la tesis de la propia autora.

Es curioso que Gdlvez caiga también en tépicos, pese a su
encendido antidogmatismo, que no por extendidos deben de
dejar de ser combatidos:

o La cultura alejandrina no termina con la muerte de
Hipatia. La tradicién helénica, pagana o cristianizada, se
mantiene con fuerza hasta el siglo VI. Si no florecen mate-
maticos brillantes, en cambio, si se vivirin momentos cla-
ves para la filosofia y la fisica. La critica a la cinemadtica de
Aristételes realizada entre otros por Juan Filopon sera fun-
damental para la moderna ruptura galileana y la revolucién
cientifica del XVIL

« Hablar del genio griego y de la larga oscuridad medieval,
ignorando las culturas asidticas isldmica y sanscrita es un
pecado de eurocentrismo tan criticable como el patriarca-
do machista.

+ No sabemos si Hipatia fue bella, si lo fue —aunque terri-
ble— su tragica historia, y si son bellisimas la Aritmética
de Diofanto y las Cénicas de Apolonio, sus libros de cabe-
cera. Pero atribuir juventud y belleza a la martir del paga-
nismo alejandrino es un exceso literario o un prejuicio
arraigado entre hombres. Para la estudiosa polaca, la filo-
sofa era una mujer mayor en el aio de su asesinato; la argu-
mentacién es consistente. La novela sigue los convencio-
nalismos y se apunta a la versién de mujer madura pero en
plenitud fisica e intelectual: nacida en 370.

Gracias al libro de Dzielska sabemos que Hipatia no solo fue sal-
vajemente asesinada, también su memoria ha sido usada segtin
la finalidad del narrador de turno que la cite como referencia:

« El protestante contra el papista.

« Elarriano contra el catolico.

+ El teésofo ilustrado contra el dogmatico.
« El ateo contra la religién.

+ El feminismo contra el machismo.

« El paganismo contra el cristianismo.

+ La castidad frente al libertinaje.

+ Laliberacién sexual frente a la represién.
« La ciencia frente al oscurantismo

« El cristianismo frente a sus criticos.

Puede observarse no sélo la diversidad de usos, también se
aprecia la versatilidad del mito: para unos casta, para otros
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liberada sexualmente; para unos atea, para otros pagana y
para otros ferviente cristiana. Todo puede valer, pero el uso de
Hipatia que queda cristianizada en Santa Catalina de
Alejandria es sin duda de los mis excesivos.

Para quienes lean a Galvez, debo advertir ademads sobre otras
dos cosas: el uso de guifios histéricos que exigen complicidad,
y la presencia esporadica de huellas de la Hispania tardo
romana en Alejandria. Esta tltima puede resultar un poco
chocante.

Hipatia en castellano

Hipatia aparece muy pronto en la literatura castellana. Lope
de Vega ya la cita en La doncella Teodor, y Juan Bautista Cubie
en “Las mugeres vindicadas de las calumnias de los hombres”
(1765).

Ni el libro de Dzielska ni el de Gélvez entran a estudiar la pre-
sencia de Hipatia en castellano. Es de destacar la temprana
traduccion de Hipatia, los tiltimos esfuerzos del paganismo en
Alejandria (1853), la novela del clérigo Charles Kingsley que
mas contribuye a extender el conocimiento de la sabia mate-
matica. Se trata de una buena edicién —con bellos grabados—
fechada en 1857. El libro esta bien catalogado en la Biblioteca
Nacional pese a que no aparece el nombre del autor, y que del
traductor conocemos sélo las iniciales.

BIBLIOTECA INSTRUCTIVA.

HIPATIA,

L0S GLTIXOS ESFUERZOS DEL PAGANISMO EN ALEIANTRIA.

NOVELA HISTGRICA

DEL SIGLO V,

THILDA DIREGTAMENTT DEL INGIES AL ESPARuL
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Por otra parte es interesante resefiar que en Chile en 1902 ya
se escribe una curiosa novela sobre Hipatia, donde la “jeome-
tra” aparece como sabia enamorada, fuerte en el estudio y sen-
sible al amor. El autor es Bruno Larrain Barra, del que poco
sabemos, aunque su apellido es el de una familia muy activa
en el pais andino.
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Con el titulo de Hypatia de Dora Russell se inici6 la andadu-
ra de una editorial feminista en 1930: Avance. El libro esta
escrito para defender la liberacién femenina, y de la matema-
tica alejandrina solo utiliza su imagen histérica de profesora
destrozada por los cristianos.

En estos momentos en Espafia hay varios grupos de profeso-
ras y un congreso con el nombre de Hipatia en Castilla y Le6n
y Andalucia. Hipatia es la referencia obligada en cualquier
libro que trate de rescatar la presencia de las mujeres con
nombre propio en la ciencia. W

Angel Requena Fraile
IES de La Cabrera, La Cabrera (Madrid)



Fibonacci.
El primer matematico medieval

Fibonacci

El primer matematico medieval

Ricardo Moreno Castillo

18 Ricardo Moreno Castillo
La matematica en Nivola

sus personajes

Madrid, 2004
ISBN 84-95599-82-1
109 pdginas

este matemdtico medieval, Fibonacci, va dedicado el
numero 18 de la coleccién La Matemdtica en sus Personajes,
de la editorial Nivola aparecido recientemente.

Como ya es habitual en los libros de esta coleccién, su autor
Ricardo Moreno Castillo, no sélo nos presenta algunos de los
trabajos y aportaciones de Leonardo de Pisa, mds conocido
por Fibonacci (hijo de Bonaccio), sino que nos sitia histdrica-
mente en el mundo medieval, recorddndonos a muchos de los
personajes que tuvieron un papel importante en el desarrollo
tanto de la matematica como de la propia civilizacion europea.

La idea que tenemos del medievo es la de un periodo oscuro,
con reducido numero de avances cientificos, que antecedi6 a
la explosion que supondria la etapa renacentista. Sin embar-
go, la labor realizada por compiladores, traductores y enciclo-
pedistas de hacer compresibles las obras y logros tanto del
mundo antiguo como del mundo érabe, se pueden considerar
como una de las aportaciones mds importantes del mundo
medieval , sin la cual seria imposible entender los avances de
todo tipo conseguidos en la etapa posterior.
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FIBONACCI. EL PRIMER MATEMATICO MEDIEVAL

La matematica en sus personajes

Compiladores y Enciclopedistas es el titulo del capitulo pri-
mero en el que figuran algunas de las aportaciones de perso-
najes como: Boecio (480-524), Isidoro de Sevilla ( 570-636) o

Codex Fuldensis,siglo X, Biblioteca Nacional de Viena. -
Alcuino de York y Rabano Mauro entegan un libro a
Edgardo
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Beda el venerable (673-735). Resulta interesante recordar
algunos de los nombres que Boecio da a los ndmeros: perfec-
tos, deficientes y abundantes.

En el capitulo segundo, El renaci-
miento Carolingio, el autor nos
recuerda algunos hechos histori-
cos anteriores a la coronacién de
Carlomagno y selecciona una serie
de interesantes problemas de la
que califica “primera obra escrita
de matemadtica recreativa” de Al-
cuino de York (735-804). Las refe-
rencias histéricas contindan en el
capitulo tercero, La época de los
traductores, con la inclusion es-
quemdtica de la vida y obra de
algunos de ellos, como: Gerberto
de Aurillac, Adelardo de Bath, Juan
de Sevilla, Gerardo de Cremona o
Roberto de Chester.

Dejando aparte el capitulo 6, Otros
matemdticos medievales, el resto
de los capitulos de este libro hacen
referencia a la obra de Fibonacci.
En el capitulo 4 se seleccionan una
serie de problemas resueltos por el
matematico medieval en aquellos
famosos “torneos matematicos” La

que propone Leonardo de Pisa a muchos de estos problemas.
De ellas se pueden extraer interesantes ideas didacticas.

El capitulo 5 concluye con el pro-
blema por el que es mas conocido
Leonardo y que ha dado lugar a
una de las sucesiones mds famosas,
sorprendentes e interesantes que
se estudian en matematicas. Nos
referimos, claro estd, al problema
de los conejos y a la sucesién lla-
mada Sucesion de Fibonacci. En el
ultimo capitulo se revisan algu-
nas propiedades de esta sorpren-
dente sucesién y su relacién con
el nimero de oro, con aportacio-
nes de matematicos como Binet,
Lagrange o D’Alembert.

En resumen, el trabajo realizado
por Ricardo Moreno Castillo, nos
puede dar una idea mds ajustada
de esta etapa histérica tan desco-
nocida como es la Edad Media
europea. Los grandes hombres que
vivieron esa época tuvieron limita-
ciones en su trabajo, pero sus
aportaciones a las etapas posterio-
res como recopiladores y traducto-
res del conocimiento anterior

seleccion resulta muy interesante
(el del reparto del capital, el del
pentdgono equildtero, el de la
ecuacidn de tercer grado...). No es
menos interesante la sorprendente
precision de algunos de los resultados obtenidos por
Leonardo de Pisa y resulta muy curiosa la forma sexagesimal
del resultado.

El Liber Abaci es la obra mas conocida de Leonardo y el titu-
lo del capitulo quinto. En él se incluyen referencias a los
numeros (las justificaciones de las pruebas del 9, del 11, o del
7), algunos problemas geométricos (los mastiles, las trayecto-
rias de los pdjaros, etc.). Tanto o mds interesante que la misma
seleccion de problemas que el autor realiza son las soluciones

116

Escultura de Leonardo de Pisa Fibonacci en el
Camposanto de la Duomo de Pisa, reproducida en
Fibonacci. El primer matemdtico medieval. Foto FMC

resulté decisivo. Por otra parte, el
autor nos proporciona una colec-
cién de problemas de aplicacién
en un aula de secundaria, que tie-
nen ademads la riqueza anadida de
los procedimientos historicos utilizados para resolverlos, en
una época en la que el dlgebra simbdlica estaba atn por des-
cubrir. W

Antonio Herndndez
IES Juan de la Cierva, Madrid
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l National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)
es, probablemente, la mayor asociacién de profesores de
matematicas de todo el mundo, con més de 100.000 asocia-
dos, que pertenecen mayoritariamente a los Estados Unidos y
Canad4, aunque también estdn afiliados numerosos profeso-
res e investigadores de todo el mundo. Como otras asociacio-
nes de profesores de matemadticas su propdsito es tener una
perspectiva de lo que se debe hacer en la educacién matema-
tica y conseguir la capacidad de liderazgo que son necesarios
para mejorar el aprendizaje de las matematicas entre los estu-
diantes, promover la excelencia en la ensefianza de las mate-
maticas en todos los niveles educativos y jugar el papel de
defensor de la educacion matemdtica.

La influencia del NCTM en la educacién matemadtica es nota-
ble y se materializa en sus numerosas publicaciones, que son
citadas en cualquier discusién sobre lo que se debe hacer en
la ensefianza de las matematicas en todo el mundo. Buena
prueba de ello es el impacto que tuvieron los Estdndares
Curriculares y de Evaluacion para la Educacion Matemadtica,
que la sociedad Thales public6 en su dia en castellano, y el
que tienen en este momento los Principios y Estdndares para
la Educaciéon Matemadtica, también recientemente publica-
dos por esta sociedad.

Su catdlogo de publicaciones es bastante extenso e incluye
tanto libros de actividades y materiales como estudios teéri-

Mathematics Teacher, revista de la
National Council of Teachers of Mathematics

N T i i cun s AT

cos. Una de las publicaciones embleméticas del NCTM es un
libro, que se publica cada afio, y que contiene un estudio
tematico sobre un aspecto concreto de la educaciéon matema-
tica: el Yearbook, del que han aparecido hasta la fecha 66
numeros (y es que el NCTM ya cumple los 85 afios de fun-
cionamiento). El dltimo yearbook se titula Perspectives on the
Teaching of Mathematics y en él los autores de los articulos

La influencia del NCTM en la
educacion matemdtica es
notable y se materializa en sus
numerosas publicaciones, que
son citadas en cualquier
discusion sobre lo que debe
hacerse en la enseiianza de las
matemdticas en todo el mundo.

Julio Sancho Rocher
hemeroteca.suma@fespm.org
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aportan experiencias, hallazgos, reflexiones, etc., en las que se
hacen eco de las propuestas de los nuevos estindares.

No obstante, esta seccién la dedicamos a presentar otro tipo
de publicaciones periddicas: las revistas. También en este
aspecto es importante la actividad del NCTM vya que publica
cinco revistas. Una de ellas es una publicacién exclusivamente
electrénica, otra esta dedicada a los trabajos de investigacién
didactica mientras que las otras tres se centran cada una de
ellas en un nivel educativo. En este niimero me referiré exclu-
sivamente al Mathematics Teacher, la revista que aborda la
problematica de los dltimos afios de la educacién secundaria.

Ser socio del NCTM da derecho a elegir una de sus revistas
con cargo a la cuota y el Mathematics Teacher esta especial-
mente indicada para los alumnos y profesores de los dltimos
cursos del instituto (la high school americana), asi como para
los encargados de la formacion del profesorado. Es una publi-
cacién de la que aparecen nueve nimeros al afio, de septiem-
bre a mayo, con una extensién de 80 paginas en formato A4y
a todo color. Ademads de recibir la edicién en papel, existe la
posibilidad de que los socios descarguen en formato PDF los
diversos articulos de la revista a la que estdn suscritos. De
hecho una buena manera de hacerse idea de la factura del
Mathematics Teacher, y del contenido y estilo de los articulos
de la revista consiste en descargar, desde la pagina web del
NCTM, todo el ndmero de abril de 2001 de la revista, que esta
disponible como muestra para cualquiera que visite la pagina
(http://my.nctm.org/eresources/toc.asp?journal_id=2&Issue_id=130).

Entre esas publicaciones se
encuentran los Principios y
Estandares para la Educacion
Matemdtica, recientemente
publicados por la Sociedad
Thales, ademas de la revista
Mathematics Teacher, a la
que dedicamos esta seccion.

Es un propésito, declarado por la propia revista, que los arti-
culos que se publiquen en ella presenten investigaciones y
exploraciones basadas en situaciones intuitivas, en las que se
haga uso de razonamientos informales para ayudar a los
alumnos a desarrollar una fuerte base conceptual, que les per-
mita progresar hacia mayores grados de abstracciéon matema-
tica. Los editores distinguen béasicamente dos tipos de contri-
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buciones a la revista: regular articles y departments. La prin-
cipal diferencia entre unos y otros es el tratamiento que reci-
ben en el proceso que va desde que el autor los remite a la
revista hasta que ésta finalmente decide incluirlo entre los que
van a ser publicados. Los articles pasan por un riguroso pro-
ceso de referenciado, en el que tan sélo se le comunica al autor
la decisién final. Sin embargo, con los trabajos remitidos a una
determinada seccion (departments), si su editor considera que
la idea que desarrollan merece la pena —es prometedora—,
establece contacto con el autor y trabaja con él preparando la
versién definitiva que aparecerd publicada.

Es un propdsito declarado de la
revista, presentar investigacionesy
exploraciones basadas en situaciones
intuitivas, en las que se haga uso de
razonamientos informales para
ayudar a los alumnos a desarrollar
una fuerte base conceptual que les
permita progresar hacia mayores
grados de abstraccion matemdtica.

Regular Articles

Entre las recomendaciones que la revista hace a los autores se
les incluye que intentar desarrollar demasiadas ideas en un
articulo casi siempre lleva a hablar de muchas cosas pero nin-
guna en profundidad, y que ese tipo de articulos no suelen ser
bien considerados por el panel de editores. En consecuencia,
los articulos que aparecen en Mathematics Teacher suelen ser
bastante breves (no son habituales articulos de més de 6 péagi-
nas). Ademads, la existencia de una unidad de estilo entre ellos
denota un trabajo exigente y en profundidad, de los “referees”
de la revista al orientar a los autores. Todos los articulos
empiezan con una presentacién de las ideas que se van a des-
arrollar en ellos que trata de atraer a los lectores dejando una
buena impresion de lo que luego se va a leer. Otra caracteris-
tica bastante generalizada es que los articulos se centran fun-
damentalmente en experiencias de aprendizaje de los alum-
nos y por ello incluyen los materiales usados, las produccio-
nes de los alumnos y se ilustran casi siempre con fotografias
de los alumnos trabajando. Se evitan los articulos que propor-
cionan recetas para la ensefanza. Las conclusiones, conse-
cuentemente, se centran en lo que los alumnos han aprendido
en la experiencia que se ha realizado y en lo que se deberia
modificar en el futuro.

Para este comentario me he analizado fundamentalmente el
numero del pasado mes de abril, en el que la seccién de arti-
culos consta de los siguientes cinco trabajos:
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Figura 1. Una pdgina de la web de la revista

The Triangles of Aristarchus: Es un trabajo de historia de
las matematicas en el que se describe la forma en que Aris-
tarco calculo las distancias relativas a las que estédn la Luna
y el Sol de la Tierra y el tamaiio relativo de los tres astros.

Fostering Mathematical Inquiry with Explorations of
Facial Symmetry: En el que se describen dos actividades en
las que, mediante el uso de aplicaciones informéticas de
tratamiento de imdgenes y geometria interactiva, los alum-
nos de un curso introductorio de geometria exploran la
simetria de los rostros. A través de estas dos actividades ,
el autor muestra cémo conseguir que los alumnos vean la
simetria como algo mds que una propiedad geométrica
abstracta y que disefien algoritmos de reconocimiento de
la simetria, algebraicos y geométricos, de acuerdo con los
conocimientos matematicos que poseen.

Focusing on Students’ Mathematical Thinking: En este arti-
culo se proporcionan sugerencias e ideas para que los pro-
fesores observen de cerca la manera de pensar de sus
alumnos. Se da una relacién de estrategias que proporcio-
nan el tiempo y la oportunidad para que se desarrolle el
pensamiento matematico en clase y se describe la forma de
impulsarlo entre los alumnos. Finalmente se sefala lo
impotante que resulta que el profesor reflexione frecuente-
mente sobre lo que hace en clase, para con ello conseguir
prestar mds atencion al proceso de pensamiento matemd-
tico de sus alumnos.

Discover Mathematical Knowledge through Recreatonial
Mathematics Problems: En este articulo se muestra como
se us6 un problema como vehiculo para introducir a una
alumna de la high school en el placer de la investigacion
matemadtica. El problema en cuestion fue el siguiente:

Quince alumnas tienen la costumbre de ir en grupos de
tres cuando salen para su paseo diario. ;Es posible organi-

zar a las chicas de tal forma que no hay dos chicas que

coincidan en el mismo grupo en toda una semana?
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« Building Your Own Regresion Model: Los autores, después
de ponderar las ventajas de las hojas de célculo frente a las
calculadoras graficas para la construccién de modelos de
regresion para fenémenos del mundo real, describen con
detalle las actividades realizadas con alumnos de una high
school, en una clase avanzada de dlgebra en la que la mayo-
ria no tenia familiaridad con las hojas de célculo.
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Una parte importante de la revista la constituyen las diversas
secciones. A continuacién daré una breve descripcién de los
argumentos que se tratan en las secciones deteniéndome en
alguna de ellas un poco més, haciendo referencia en estos casos
al contenido del nimero correspondiente al nimero de abril de
2004 de Mathematics Teacher.

Las secciones son las siguientes:

Activities

Esta seccién incluye actividades matemadticas, que han sido
probadas en el aula con éxito. En el articulo se describe el con-
tenido, desarrollo y resultados de la actividad y ademads se
proporciona a los lectores el material en formato reproducible
para su uso directo en clase. Este hecho convierte a la seccion
en un instrumento especialmente util para el profesorado.

En el numero que nos ocupa, se publica el articulo A-B-C.
1-2-3, en el que se describe una actividad en la que los alum-
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nos usan datos sobre las frecuencias de aparicion de las letras
en inglés para estudiar la relacion entre la frecuencia relativa
de las letras y el porcentaje de fichas de esa letra en el juego
Scrabble y la relacion entre la frecuencia relativa de una letra
y la puntuacién de la ficha correspondiente en el juego. La
actividad tiene dos partes que pueden aplicarse sucesivamen-
te o limitarse tan sélo a la primera. En ésta los alumnos explo-
ran la regresion lineal, mientras que la segunda estd dedicada
a la regresion cuadratica y cubica.

Calendar

Las paginas centrales de la revista las ocupa un calendario, del
mes correspondiente a la publicacién, con un problema para
cada dia. Los problemas que aparecen son variados en dos
sentidos: son apropiados para alumnos de los tltimos afios de
secundaria y se refieren a las diferentes partes del curriculo de
matematicas. En las paginas siguientes al calendario viene la
soluciéon completa a los problemas que lo componen, asi
como la fuente de la que se ha copiado el problema o se ha
sacado la idea para posteriormente modificarla.

En conjunto el calendario proporciona un importante recurso
para el profesorado tanto por la cantidad —basta pensar el
numero de problemas que se publican cada aio y la de afios que
lleva publicindose—, como por la calidad de los problemas que
contiene. En general son problemas con cierto interés, relacio-
nados con todos los tépicos del programa.

Las pdginas centrales de la
revista las ocupa un
calendario, del mes
correspondiente a la
publicacion, con un problema
para cada dia.

Classy Tips

En esta seccion se da respuesta de forma breve a dudas sobre
aspectos pedagdgicos o de gestidén de la clase a las que se
enfrenta el profesorado en su labor diaria. La revista anima a
sus lectores a que planteen todo tipo de preguntas.

Connecting Research to Teaching

El propio titulo de la seccién ilustra sobre su contenido. Los
editores orientan a los investigadores para que presenten sus
resultados de manera que la informacién sirva para ayudar al
profesorado a comprender las concepciones y errores concep-
tuales de sus alumnos respecto de ideas matemadticas impor-
tantes, se valoren diferentes enfoques de la ensefianza o se
ofrezcan actividades que permitan mostrar la comprensién
que alcanzan los alumnos de los conceptos matematicos.
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Soundoff

Se trata de articulos firmados, de caracter editorial, en los que
de forma légica y en profundidad se aborda alguna cuestién
significativa o se defiende un determinado punto de vista

En la seccion Connecting Research to
Teaching los editores orientan a los
investigadores para que presenten sus
resultados de manera que la
informacion sirva para ayudar al
profesorado a comprender las
concepciones y errores conceptuales de
sus alumnos...

sobre algiin aspecto de la ensefianza o aprendizaje de las
matematicas. Son articulos que suponen implicacién personal
del autor y en consecuencia los lectores deben posicionarse
respecto de las ideas en él expuestas. En un nimero reciente
se public6 dentro de esta seccién un articulo cuyo titulo era If
at First You Don’t Succeed... Test, Test Again (Not!) (MT, Vol.
97, n.° 5 pp.310-312): en él se defendia que la préictica de repe-
tir los exdmenes a los alumnos, sin haber puesto remedio a las
causas de los malos resultados, no es el mejor plan para mejo-
rarlos. Serfa como pensar que los alumnos eran capaces de
superar el examen pero no lo hicieron por causas desconoci-
das, casi siempre no haber estudiado lo suficiente. {La polé-
mica esta servida...!

Media Clips
Esta seccion se basa en el uso de informaciones aparecidas en
los medios de comunicacién que sirven para ilustrar el uso, o
el mal uso, de las matemadticas y que son apropiadas para su
uso en clase.

Reader Reflections

Desde que hace afios empecé a frecuentar el Mathematics
Teacher me llamé la atencién la gran cantidad de pequeiias
aportaciones (cartas al director) que aparecen con regularidad
dentro de esta seccién. En cada revista, un buen nimero de
paginas contienen breves comentarios a alguno de los articulos
publicados, ofrecen breves apuntes sobre cuestiones de ense-
flanza no relacionadas con ningun articulo, aportan ampliacio-
nes de aspectos tratados con anterioridad en la revista, dan
soluciones a problemas del calendario —que en ocasiones son
correcciones a las publicadas—, e incluso contestan a otras
intervenciones anteriores dentro de la seccién. Hace tiempo
quisimos animar a los lectores de SUMA, —pero no tuvimos



éxito— a comportarse de la misma forma que los lectores del
Mathematics Teacher, pues estas intervenciones son un reflejo
de que lo publicado en la revista no ha pasado desapercibido.

La mayor parte de los autores agradecen las criticas que enri-
quecen sus articulos, mientras que para los editores de las
revistas es sano saberse bajo la atenta mirada de sus lectores
que no dejaran que se les cuele ningtin error. Asi que no debe-
mos renunciar a que nuestra revista se enriquezca con las criti-
cas y comentarios de sus lectores y debemos seguir aspirando a
conseguir parecernos en este aspecto a la revista americana.

Sharing Teaching Ideas

Esta seccién incluye apuntes practicos sobre contenidos de
ensefanza relacionados con el curriculo de la educacién secun-
daria. Generalmente se trata de materiales probados en clase
por los autores y que dan un enfoque novedoso al habitual.

Tech Tips

La seccidn estd dedicada a proporcionar materiales y activi-
dades basadas en el uso de tecnologia, encaminadas a mejorar
la instruccidn, la evaluacién y ampliar el curriculo. Prefe-
rentemente se trata de pequefos textos que explican como
hacer para sacar partido de calculadoras, ordenadores, videos
y otros medios técnicos en clase de matemadticas.

Publications, Products...

Llama la atencion la profusién de anuncios comerciales —mu-
chos de ellos del propio NCTM—, en los que se anuncian publi-
caciones y productos relacionados con la ensefianza de las
matematicas. Esta fuerte presencia publicitaria da una imagen
bastante mercantilista de la asociacién americana, sobre todo si
la comparamos con la que es normal entre las asociaciones
similares, no sélo de nuestro pais sino en el entorno europeo.
Pero también son una prueba de que existe un gran mercado
para esos productos, soportado sobre su elevado nimero de
socios y sobre la muy amplia poblacién de habla inglesa.

Pero no todo es publicidad. También hay las secciones dedi-
cadas a la valoracién de publicaciones y otros productos, inte-
resantes para la ensefianza de las matemadticas. Cumple una
funcién que nunca podrd ser sustituida por la publicidad y
que permite a los lectores tener una primera idea de lo que
puede encontrar y, por tanto, les ayuda a tomar la decisién de
si merece o no la pena adquirir el producto en cuestién.

Mathematics Teacher en la red

Dentro de la pagina web del NCTM (www.nctm.org) hay un
espacio dedicado a sus publicaciones periddicas, al que se
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puede acceder desde la pagina principal. Una vez en la seccién
que corresponde a la revista podemos consultar el indice del
ultimo ndmero y de los numeros anteriores (Fig. 2). Una vez
entramos en el indice cada articulo tiene un enlace a una ficha
que contiene un pequeno resumen, su clasificacion y algunas
palabras clave (Fig. 1). Si somos suscriptores de la revista
podremos bajarnos, en formato PDF, el articulo completo. Si
no lo somos, la ficha serd toda la informacién a la que podre-
mos acceder, salvo que queramos adquirir el articulo, para lo
que deberemos previamente registrarnos como usuarios de la
pégina. No me cabe ninguna duda de que esta férmula de
adquisicién de la revista, cada vez va a estar mdas presente en
el panorama de las publicaciones especializadas.

Desde la pagina web, también podemos formalizar nuestra
suscripcion a la revista optando entre varias formulas. Si esta
es la revista que mads nos interesa, podemos pagar la cuota de
socio del NCTM, que son 72$ al afo, y que da derecho a ele-
gir una de las revistas que publica la asociacién y a acceder a
todas aquellas opciones de la pagina web que son exclusivas a
los miembros del NCTM: entre ellas estd la revista “on-line”
On-Math. Si sélo queremos aprovechar todo el conjunto de
recursos on-line que hay en la pagina web, y que van mas alla
de las revistas, existe la posibilidad de hacer una suscripcién
limitada a estos derechos por 46$ al afio. Por otra parte, tam-
bién existe la posibilidad de afiadir a nuestra suscripciéon mas
revistas, a un coste de 30$ adicionales por cada una de ellas.
Por dltimo el formulario de suscripcion se descarga facilmen-
te y puede mandarse por correo ordinario, fax o mail.

Siempre encuentro cosas
aprovechables en sus pdginas:
problemas del calendario, actividades
que sélo hay que traducir y llevar a
clase, ideas contenidas en articulos
que se transforman en materiales
utiles, informacion sobre
publicaciones...

Llevo bastante tiempo siguiendo esta revista y siempre
encuentro cosas aprovechables en sus paginas: problemas del
calendario, actividades que sélo hay que traducir y llevar a
clase, ideas contenidas en articulos que se transforman en
materiales utiles, informacién sobre publicaciones, etc. El
esfuerzo de los editores para conseguir claridad en la redac-
cion de los articulos facilita la lectura de quienes no domina-
mos el inglés. Por todo ello, estoy convencido de que es un
buen recurso para el profesorado o para un departamento que
pueda permitirse desembolsar una suscripciéon. W
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CineMA'leca

Matematicas... de cine

En esta seccion vamos a proponer que el cine entre en la clase de Matemdticas en Secundaria. No se tratard sélo de entretener
a los alumnos, aunque también (jojald lo consiguiéramos mds a menudo!), sino de aprovechar la fascinacion de la pantalla para
sembrar en sus mentes una idea esencial: las Matemdticas no son algo muerto, limitado a una clase y unos libros, sino que estdn
en nuestro mundo, jugando un papel importante, tanto en la Historia colectiva como en muchas historias personales. Pero hay
que saber verlas, como también hay que saber ver el cine.

El cine es la gran ilusién que en la oscuridad de una sala, que puede ser el aula, suplanta a la realidad. En clase, cada escena
precisard un andlisis posterior, una puesta en comin que, ademds de enseriar a ver, establezca un nexo verosimil entre esa ilu-
sion y la realidad verdadera.

En cada articulo se hardn reflexiones sobre el alcance y validez de la propuesta. Después, se propondrdn diversas escenas, con-
cretando los niveles y temas para su uso diddctico. Seguramente despierten la memoria cinematogrdfica del lector. SUMA podria
ser receptora de las resefias que permitan la localizacion de otras escenas por cualquier profesor interesado en la propuesta y
componer con ellas un listado util. Dirigirlas a decine.suma@fespm.org .

ara expresar que algo nos ha salido muy bien, decimos “iAy, cébmo me pones con ese look de profesora de
que ha ido de cine, tal es el prestigio del Séptimo Arte. ;Cémo Matematicas!”

le va a las Matematicas en el cine? ; También de
cine? (valgan la redundancia y la recursividad)...
mas bien al contrario.

Otra serie de éxito indiscutible son Los Simpson.
La vifeta adjunta, donde Bart lee un libro de
Cdilculo ridiculamente dificil habla por si sola.

En la pelicula irlandesa EI crimen desorganizado

Dos gags reveladores
(I went down, Paddy Breathnatch, 1997), unos

Una de las series televisivas que cuenta con
mayor audiencia entre nuestros alumnos y sus
familias es la espafiola Aqui no hay quien viva,
que narra con humor las peripecias de una
comunidad de vecinos. Los chavales la ven, rien
con ella y la comentan al dia siguiente. La estrella
de la serie es Emilio, el portero de la finca, que a
menudo procura que haya paz y entendimiento
en el vecindario pidiendo un poquito de por favor.

En un episodio de la serie se instala una empre-
sa de pompas fanebres en los bajos del edificio

delincuentes chapuceros secuestran a un indivi-
duo y lo recluyen en un motel de carretera. No
pueden resistir la tentacién de irse un rato a dis-
frutar del bar y la piscina. Dejan a su victima
atado en la cama de la habitacién y se ausentan.
Para que se entretenga, ponen a su alcance el
mando a distancia del televisor. El secuestrado
empieza a zapear de cadena en cadena. Llega a
un canal educativo donde, ante una pizarra, un
individuo empieza a explicar el Teorema
Fundamental del Algebra. En ese preciso instan-
te cae al suelo el mando y, maniatado como est4,

y Belén, vecina de la casa a quien pretende Emilio, entra a tra-
bajar como recepcionista de la funeraria. Belén toma para ello

el aspecto que se considera adecuado al caso: traje de cha-

queta oscuro, zapatos y corbata negros y pelo recogido en José Maria Sorando Muzas
mofio. Al verla, Emilio la piropea una vez mads, diciéndole: decine.suma@fesmp.org
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el secuestrado ya no puede cambiar de cadena, viéndose obli-
gado a escuchar la disertacién académica. Se intercala otra
escena de los secuestradores esparciéndose. Se supone que ha
pasado un largo tiempo; volvemos a ver qué sucede en la habi-
tacion. En la pantalla, con rostro y voz sadicas, el mismo indivi-
duo prosigue la demostracion. Sobre la cama, la victima suda, y
golpea la pared con la cabeza, desesperado ante el duro suplicio.

En las peliculas se hace humor con las Matemadticas, pero ya
vemos en qué claves. En el subconsciente colectivo, las
Matematicas son algo serio, mds bien grave, y esa grave serie-
dad estd mas cerca de lo funebre que de lo vital. Si se viven, es
antes como tortura que como placer. Aunque estas palabras
puedan parecer exageradas, la realidad es que eso, lo que sale
en la tele y en el cine es 1o que se piensa en la calle. La panta-
lla se alimenta de los clichés que ya existen en la sociedad,
amplificindolos y transmitiéndolos de forma especialmente
eficaz con los adolescentes.

En esta situacidn, los profesores de Matematicas tenemos, al
menos, dos batallas que librar: derribar en las mentes de nues-
tros alumnos ese prejuicio social antimatemdtico y, por
supuesto, ayudarles a aprender. Pero si no vencemos en la pri-
mera, es dudoso que lleguemos a hacerlo en la segunda.

Tenemos, al menos, dos batallas
que librar: derribar en las mentes
de nuestros alumnos ese prejuicio

social antimatemdtico y, por
supuesto, ayudarles a aprender.
Pero si no vencemos en la primera,
es dudoso que lleguemos a hacerlo
en la segunda.

Usemos el cine

Planteo este objetivo: que los alumnos se apropien de las
Matematicas como un elemento mas en su mundo, en vez de
enfrentarse a ellas como algo hostil. Una apropiacién no sélo
en la parcela académica, también fuera de la clase, en lo
doméstico, en lo ladico, en lo creativo, en lo emocional, etc. Y
si las peliculas son para ellos fuente de autoridad, ;por qué no
usarlas en nuestra empresa?

No me refiero solo a los videos diddcticos, o a las series de
divulgacion cientifica realizadas con mayor brillantez (Cosmos,
Més por menos, etc.), sino también y especialmente al cine
comercial. Usemos la espectacular tramoya de Hollywood en
nuestro beneficio; tengamos a Russell Crowe, Jodie Foster,
Bruce Willis o Kate Winslett como "actores secundarios” de
nuestra clase. La atencién del auditorio estd asegurada.
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¢ Pero hay otro tipo de apariciones en pantalla de las Matematicas
sin connotaciones negativas? Es decir, peliculas o simples escenas
donde se realce su valor y se destaque su presencia decisiva en
todos los &mbitos. Son pocas, pero las hay. En estos articulos se
mostrardn algunas y se propondra dénde y cuando utilizarlas en
Secundaria. De hecho, quien esto escribe las ha utilizado.

¢Se trata de poner un largometraje entero en clase? No. Nos
falta tiempo lectivo y la trama global del film casi siempre esca-
pa a nuestro nucleo de interés, las Matematicas. La propuesta
consiste en utilizar en el momento adecuado aquellas escenas
que en si mismas, de forma aislada, tengan un significado com-
prensible y que refuercen nuestros objetivos pedagdgicos.

Educacion en valores

Comenzaremos presentando tres peliculas que tienen en
comun el hecho de contener escenas en las que coinciden
matematicos y militares. Las relaciones entre ambos gremios
surgen siempre a propdsito de la Criptografia, un campo de
aplicacién matemadtica con alto valor estratégico.

De forma mads tensa o sutil, segin los casos, se advierte el
enfrentamiento entre el discurso jerdrquico militar y el racio-
nal cientifico. En las tres, los matemadticos aparecen como
subcontratados del sistema nacional de seguridad. Los autén-
ticos profesionales del ramo, los militares, acuden a ellos
pidiéndoles resultados que permitan dar por cerrada una
situaciéon comprometida, mientras que los matematicos razo-
nan sobre esa situacién y argumentan sobre la viabilidad de
ese proposito, dejando abierta la compleja realidad.

Tras la visién de cada escena en clase, es necesario realizar
una puesta en comun donde se pongan de manifiesto todas las
lecturas a que haya dado lugar, tanto las previstas por el pro-
fesor como aquellas otras con que nos sorprenderén los alum-
nos. La ocasién se presta especialmente para desarrollar la
educacion en valores, siempre presente por acciéon u omision,
pero que rara vez hacemos explicita en clase de Matematicas.
A los profesores nos ocurre muchas veces con los valores
como a los alumnos con las Matemadticas: estdn en nuestro
hacer diario, pero no nos damos cuenta.

Las escenas que a continuacion se citan dan lugar al plantea-
miento de cuestiones como estas: ;Cudndo es licito poner el
saber al servicio de la maquina de la guerra? ;Lo era ante la
invasién del nazismo? ;Lo fue con la bomba atémica?; ;y en la
Guerra Fria? ;Y en las guerras preventivas? ;Debe permane-
cer el cientifico al margen de todo ello? ;Puede hacerlo?... Si
pensamos que todo esto no corresponde a nuestra clase,
podemos cenirnos sélo a los contenidos matematicos de cada
escena y dejar lo demds para la clase de Etica. Pero tal vez no
seamos de esa opini6on. W



Director: Robert Zemeckis.

Actores: Jodie Foster, Matthew Mc Conaughey, John Hurt.

Guion: adaptacion de la novela de Carl Sagan.

Produccién: Warner Bros. USA 1997.

Distribuidora: Warner Bros. Home Video.Disponible en VHS y DVD.

o T

ESCENA. Se sittia entre los minutos 34:00 y 44:00.

ARGUMENTO. Ellie Arroway es una investigadora espacial
entregada a su gran deseo, poder comunicarse algin dia con
seres de otras galaxias. Junto con un grupo de expertos en emi-
sion y recepcion de ondas de radio, trabaja duramente con la
esperanza de interceptar un mensaje descifrable proveniente
de otro mundo. De repente, su sueiio se hace realidad. Se reci-
be una extrafia sefal discontinua desde la estrella Vega, a 26
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Para empezar, ciencia ficcion
—

EeSmiEsC AL e E D T T 1 O.N

From the Academy Award®-Wining Dirctr of “Fomest Gump” an the PuierPrie-Wining Authorof “Contact™

JODIE FOSTER
MATTHEW McCONAUGHEY

CONTACT

afos-luz de la Tierra. Pronto descubre su significa-
do: se trata de la sucesion de los ntimeros primos.

Acuden altos cargos del Gobierno, de la CIA y del
Pentdgono, intentando blindar y controlar el acon-
tecimiento. Su primera pregunta: Si son inteligen-
tes, ;por qué no se comunican en inglés? ; Por qué los
nimeros primos? Ellie, tras recordarles que la
mayor parte de la Humanidad no habla inglés, les
da una breve clase de aritmética y enuncia una
frase lapidaria: ... han elegido los niimeros primos
porque las Matemdticas son el uinico lenguaje uni-
versal.

Los visitantes quedan cortados por la claridad y
determinacion de la cientifica; momento que es
aprovechado por ésta para desalojar a los soldados
que han entrado armados en una instalacion civil.

NIVEL. 1°y 2° ESO. TEMA. Divisibilidad.

EN cLASE. Los alumnos que acogieron con sorpresa y alboro-
zo el pase de una peli de accién, con ritmo trepidante, actores
conocidos, una puesta en escena llamativa... se han visto con-
ducidos por la trama del film al mismo tema que se est4 tra-
tando en clase de Matemadticas: la divisibilidad. Ademas, la
protagonista (juna cientifica!) sobrepasa a quienes ostentan la
razdn de la fuerza mediante la fuerza de la razén de sus argu-
mentos y lanza un contundente eslogan a favor de las Mate-
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maticas. Alcanzado ese climax, es un buen momento para llas vastas llanuras, tendrian que describir formas geomé-
tricas enormes, dibujadas con trazos de una luminosidad

cegadora, entre las cuales figuraria la proposicién que se
refiere al cuadrado de la hipotenusa, cominmente llamada

cortar la escena.

COMPLEMENTOS. La misma idea de la escena anterior, aunque por los franceses el puente de los asnos. “Cualquier ser inte-
con los humanos como emisores del mensaje y en version ligente —decfa el gedmetra— ha de poder entender el sig-
geométrica, fue expresada por Verne més de un siglo antes. Es nificado cientifico de la figura. Los selenitas, si es que exis-

ten, nos responderdn con una figura similar y, una vez esta-
blecida la comunicacidn, serd facil formar un alfabeto que
nos permita conversar con los habitantes de la Luna”

una ocasion adecuada para presentar ese texto a los alumnos
y que empiecen a ver que se pueden abrir las fronteras entre
la realidad, la ficcién; entre las ciencias, las artes y las letras;

que todos los saberes confluyen en la mente humana. Julio Verne, De la Tierra a la Luna',1865
...aflos atrds, un geémetra alemdn propuso enviar una
expedicidn cientifica a las estepas de Siberia. Alli, en aque- u
NOTA

! Una vez mas, las premoniciones de Verne se cumplieron de forma bastante aproximada. El Teorema de Pitdgoras figura en el mensaje elaborado por los fisi-
cos canadienses Yvan Dutil y Stéphane Dumas, enviado el 1 de julio de 1999 desde la antena de 70 m de didmetro del Evpatoria Deep Space Center en Ucrania,
con destino a cuatro estrellas similares al Sol, situadas en direcciones donde el polvo interestelar alterara poco el mensaje durante su propagacién.

El actor Russell Crowe en el papel de
Nash en Una Mente Maravillosa (A
Beautiful Mind), de Ron Howard, 2001

128



UNA MENTE MARAVILLOSA (A BEAUTIFUL MIND).

Actores: Russell Crowe, Ed Harris, Jennifer Connelly y Christopher Plummer.
Guioén: adaptacién por Akiva Goldsman del libro escrito por Sylvia Nasar.
Produccién: Dream Works Pictures USA 2001. Pelicula triunfadora en los

Oscars 2002, con 4 estatuillas; entre ellas, la de Mejor Pelicula.
Distribucion: Universal Pictures Video. Disponible en VHS y DVD.

ARGUMENTO. En 1953, en plena Guerra Fria, el matematico
John Forbes Nash es llamado al Pentigono. Se han detectado
transmisiones soviéticas sin significado aparente. Ante un
muro cubierto de nimeros, Nash encuentra patrones geomé-
tricos y descifra la clave. Descubre que se trata de coordenadas
geogrificas correspondientes a rutas para cruzar la frontera de
EEUU. Una vez cumplido su trabajo se le dan las gracias y se le
despide. Nash se da cuenta de que hay un misterioso observa-
dor tras una celosia y hace dos preguntas: ;Quién es el man-
damds?y ;qué traman los rusos? No recibe respuesta a ningu-
na de ellas y amablemente se le indica la salida.

NI1VEL. 4° ESO y Bachillerato. TEMA. Combinatoria.

EN CLASE. Hay, al menos, dos niveles de lectura para esta esce-
na. Por una parte, la presentacién de la Criptografia como
aplicacién de la Combinatoria; por otra, la relacion entre el
cientifico y el Poder.

En el primer nivel, se pueden presentar los sistemas cripto-
graficos clasicos y citar los mds modernos de clave publica,
basados en la factorizacion de grandes numeros. La Teoria de
Numeros tiene ese rasgo singular: los problemas mds arduos
y algunos atn sin resolver (el Teorema de Fermat hasta hace
poco y la Conjetura de Goldbach, por ejemplo) pueden ser
planteados, pese a su complejidad, de forma comprensible
para un publico amplio. Como una aplicacién del tema en
estudio, se pueden calcular todas las combinaciones a que da
lugar la adopcién de un sistema de cifrado concreto. Y como
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Matematicos y espias

OWE UNA
MENTE
MARAVILLOSA

Director: Ron Howard.

interesante enlace desde la combinatoria a la probabilidad,
suponiendo una correspondencia biunivoca entre letras y
simbolos, se puede descifrar un mensaje mediante el estudio
comparado de las frecuencias relativas de los simbolos en el
mensaje y de las letras en nuestro idioma. Una referencia clé-
sica a este método estd en la narracién El Escarabajo de Oro
de Edgar Allan Poe.

En cuanto al segundo nivel, vemos que si en la ficcién de
Contact la astrénoma se imponia con firmeza a los militares,
en esta otra historia, més real, queda muy claro que el cienti-
fico es un asalariado del poder, que no sabe bien para quién ha
trabajado ni en qué.

COMPLEMENTOS. Al hilo de lo tltimo, viene al caso la historia
real de Alexander Grothendieck (Berlin, 1928) matematico de
primera linea mundial, galardonado en 1966 con la medalla
Fields, que en 1970, al descubrir que sus trabajos estaban
financiados por una fundacién vinculada a la industria bélica,
declaré su objecién de conciencia y abandond la investigacién
en el Institut des Hautes Etudes Scientifiques. E1 27 de enero
de 1972 en Ginebra se despedia de la comunidad cientifica
diciendo: ... la gran mayoria de mis colegas no se plantean sus
trabajos en términos de finalidad y ... entonces para qué sirve
una Ciencia completamente alejada de lo que deberia ser su
objetivo, a saber, un servicio a la Humanidad.

Para la siguiente escena, retrocedamos en el tiempo hasta la
Segunda Guerra Mundial. H
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Matematicos en la guerra

ENIGMA

IO

ESCENA. Se sitta entre los minutos 6:00 y 11:20.

ARGUMENTO. En 1943 un equipo de matemadticos trabajaba en
Bletchey Park, sede de los servicios secretos britdnicos, desci-
frando los mensajes nazis codificados con la famosa maquina
Enigma. Ya habian conseguido descifrar el cédigo pero, ines-
peradamente, el enemigo lo ha cambiado. El mayor convoy
aliado de suministros, con un millén de toneladas de flete y
diez mil personas a bordo, estd cruzando el Atldntico y, al no
poder localizar los submarinos nazis decodificando sus trans-
misiones, estd en peligro de ser atacado. Alarmados, los almi-
rantes de la Marina acuden a los descifradores de claves.

Reproduccién de la famosa maquina
Enigma, que da titulo a la pelicula

Tom Jerico, el matematico protagonista, hace una disertacién
ante los jefes militares sobre la complejidad combinatoria de
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Director: Michael Apted

Actores: Dougray Scott, Kate Winslet, Jeremy Northam y Saffron Burrows
Guioén: Adaptacion por Tom Stoppard de la novela de Robert Harris
Produccidn: Intermedia Films & Senator Entertainment. Gran Bretaiia 2001
Distribucién: Sogepaq. Disponible en VHS y DVD.

las claves posibles y la dificultad de encontrar la acertada en
un plazo corto de tiempo. El jefe de més alta graduacién capta
la gravedad de la situacién pero, con respecto a la explicacién
sentencia: “No he entendido ni una palabra”

NI1vEL. 4° ESO vy Bachillerato. TEMA. Combinatoria.

EN CLASE.- En lo matematico, las posibilidades que ofrece esta
escena son muy similares a las que ofrecia la anterior. En
cuanto a la discusién sobre valores, presenta un interesante
contrapunto a aquella. En Una Mente Maravillosa nos encon-
trdbamos en la Guerra Fria, que condujo al mundo al borde de
su destruccién con la escalada nuclear disuasoria, ante la con-
jetura de la guerra posible, mientras que en Enigma nos
enfrentamos a la guerra real contra el nazismo desatada en los
campos de batalla. Son dos escenarios diferentes para las mis-
mas preguntas. Su confrontacién sugiere matizar los juicios.

COMPLEMENTOS. Para provocar las dos cuestiones citadas
(Criptografia y reflexién ética), esa escena es suficiente. Si que-
remos ademads recrear la situacion aprovechando la espectacu-
laridad propia del film, podemos seleccionar las escenas que
contindan el argumento principal, el descifrado de Enigma,
prescindiendo de las demds tramas que se cruzan en la pelicu-
la. Para ello, se pueden afiadir a la anterior estas tres escenas:

+ El convoy se va a topar con los submarinos y los matema-
ticos comprenden que si captan las transmisiones de éstos
informando de las posiciones de los blancos localizados,
sabiendo su significado (pues la situacion del convoy pro-
pio es conocida) podrdn encontrar mas facilmente la clave
(minutos 53:10 a 56:00).



+ El convoy es localizado por los submarinos
y comienzan las transmisiones. Estas son
interceptadas y los matemdticos empiezan
su trabajo (minutos 75:00 a 79:30). En esta
escena se ve el trabajo con coordenadas
sobre el mapa.

+ Asistimos a la resolucion del problema por la
basqueda de bucles, en primer plano y en
tiempo real, algo inédito en el cine. La ten-
sién aumenta, pues conforme avanza el tiem-
po, se acortan las esperanzas de salvar el con-
voy. Comienza el ataque y varios barcos son
hundidos, pero los matematicos ya han reco-
gido suficientes mensajes cifrados para com-
probar que tienen la solucion: el grafo que da
el cédigo Enigma. Gracias a ello se salvaran
muchos miles de vidas y se adelantara el fin
de la guerra (minutos 79:50 a 83:05).

Son en total, casi 16 minutos de cine trepidante, con las Mate-
mdticas en primer plano, batallas navales, hechos histdricos...
Sea cual sea el valor que concedamos a la pelicula integra,
parece que este extracto ya nos ofrece bastante.

Hemos visto ejemplos donde el cine de comercial, de entre-
tenimiento, usado con intencién, nos puede servir para
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Dougray Scott interpretando a Tom Jerico y
Kate Winslet en dos escenas de Enigma, de
Michael Apted, 2001

Otra imdgen de la maquina Enigma

revalorizar las Matemadticas a ojos de los alumnos.
También para que conozcan un nuevo tema de aplicacion
matemadtica como es la Criptografia e incluso para plante-
ar las relaciones entre Ciencia y Poder. En préximos articu-
los, también de la mano del cine, abriremos las puertas de
la clase de Matemiticas a la intriga, a la pasion amorosa, a
la Historia y al humor. W
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Romboide fotovoltaico I, Barcelona, Forum 2004.
Foto J. M. Sorando

Tragaluz cuadrado, Barcelona, Forum
2004. Foto J. M. Sorando

Romboide fotovoltaico II, Barcelona, Forum 2004.
Foto J. M. Sorando

En la arista, Barcelona, Forum 2004.
Foto J. M. Sorando
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Publicaciones de la FESPM

PROBLEMAS DE GEOMETRIA.

FROBLEE Ny ,D & M. Antonio Esteban

G EO M ETR | A En coedicién con la Sociedad

Extremeria de Educacién Matemdtica

4 “Ventura Reyes Prosper”

Cdceres, 2004

ISBN 84-931776-5-2

172 PAGINAS.

. ANTONIO ESTEBAN

ACTAS DE LAS V JAEM

El Servivio de Publicaciones de la FESPM ha publicado en CD-ROM las Actas de las V Jornadas sobre Aprendizaje y Ensefianza
de las Matemdticas, celebradas en Castellon de la Plana del 20 al 23 de marzo de 1991. Con esta publicacén la colecién de Actas
de las JAEM queda completa. Los asistentes a aquellas Jornadas las pueden solicitar gratuitamente rellenando y enviando el
siguiente boletin a Servicio de Publicaciones FESPM, Apdo. 590, 06080-Badajoz.

4 )

Actas de las V Jornadas sobre Aprendizaje y Ensefianza de las Matematicas v J 'ﬁ 'E m

Castellon de la Plana, 1991 Jornadas de Aprendizaje y
Ensenanza de s Hatemaficas

Como ASISTENTE a las V'JAEM deseo recibir el CDROM con las Actas en la siguiente direccion:

Apellidos Nombre
C/, Plz. N.°
Ciudad (Provincia) C.P.
Correo-e AL - = LHIT
SOCIETAT
CASTELLONENCA
\ ) DE MATEMATIQUES
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Cese de Florencio Villarroya
como presidente de la FESMP.

Noviembre 2004

Convocatorias de cargos

l pasado mes de octubre cesé como presidente de la Federacion
Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matemdticas el profesor
Florencio Villaroya Bullido. Su cese se produce, como prevén los estutos de
nuestra federacion, al cesar a su vez como presidente de la Sociedad
Aragonesa de Profesores de Matemdticas “Pedro S. Ciruelo’ al frente de la
cual ha estado mds de una década.

Como establecen los estatutos, en tanto la Junta de Gobierno no proceda a
la eleccion de un nuevo presidente, ejercerd como tal el profesor Serapio
Garcia Cuesta, hasta ahora vicepresiente de la Federacion y presidente a
su vez de la Sociedad Castellano-Manchega de profesores de Matemdticas,
al que deseamos los mayores éxitos al frente de la Federacion.

En la Junta de Gobierno del pasado 23 de octubre de 2004, se decidio con-
vocar los cargos correspondientes a la Secretaria de Prensa, actualmente
vacante, la Secretaria de Actividades y Formacion del Profesorado y la
Secretaria de Actividades con Alumnos, de nueva creacion estas dos lti-
mas, en sustitucion de la desaparecida Secretaria de Actividades, que
queda asi desdoblada en dos y sus funciones repartidas entre ambas nue-
vas Secretarias.

Se recogen en las siguientes pdginas las convocatorias de esos tres cargos,
que como tales, formardn parte de la Junta de Gobierno y de la Comision
Ejecutiva de la FESPM. m
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Convocatoria del cargo de Secretaria o Secretario de Actividades con Alumnos

La Junta de Gobierno de la Federacién Espaiola de Sociedades de Profesores de Matemdticas (FESPM), en la reu-
nién celebrada en Madrid el dia 23 de octubre de 2004, ha decidido convocar la Secretaria de Actividades con
Alumnos en los siguientes términos:

Podrd presentar su candidatura a la Secretaria de Actividades con Alumnos cualquier socia o socio de una Sociedad
Federada, con un ano de antigiiedad al menos en tal condicién. La solicitud, dirigida al Presidente de la FESPM,
deber4 ir acompanada de la siguiente documentacion:

»  Certificado en el que conste su condicién de socio activo de una Sociedad Federada y su antigiiedad.
+ Un Proyecto en el que se exponga su linea de trabajo.

Este proyecto debera incluir los siguientes contenidos:

Organizacién de la fase estatal de las Olimpiadas, en colaboracién con la Sociedad que las organice.
Coordinacién del Dia Escolar de las Matematicas, Promocién de los actos en todas las Comunidades, ase-
gurar y coordinar la redaccién del texto de la publicacién anual.

3. Recopilar y distribuir el conjunto de Actividades que realizan las Sociedades Federadas en las que partici-
pan directamente alumnos (nifios, nifas, jévenes, en la calle, en centros abiertos, etc.).

N =

La Secretaria puede tener un/a inico/a secretario/a o bien conformarse como un equipo de secretaria de varias
personas. En el caso de equipo, una de las personas adscritas asistird a las reuniones de la Junta de Gobierno y de
la Comisién Ejecutiva.

Las candidaturas podran presentarse de cualquiera de las formas siguientes, teniendo en cuenta los plazos que en
cada caso se senalan:

A) Por correo postal, hasta el 12 de enero de 2005, dirigida a:
Presidencia de la FESPM
Sociedad Madrilefia de Profesores de Matematicas Emma Castelnuovo
c/ Limonero 28 Madrid
B) Por correo electronico hasta el 15 de enero de 2005. En tal caso el mensaje se dirigird a:

presidente@fespm.org

La Junta de Gobierno de la FESPM elegira a la Secretaria o Secretario de Actividades con los Alumnos entre los
candidatos/as presentados/as, oido previamente al Secretario General, en su reunién del dia 12 de febrero de 2005.

Josep Sales i Rufi.

Secretario General
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Convocatoria del cargo de Secretaria o Secretario de Actividades y Formacion del Profesorado

La Junta de Gobierno de la Federacion Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matemdticas (FESPM), en la reu-
nién celebrada en Madrid el dia 23 de octubre de 2004, ha decidido convocar la Secretaria de Actividades y
Formacién del Profesorado en los siguientes términos:

Podréd presentar su candidatura a la Actividades y Formacion del Profesorado cualquier socia o socio de una
Sociedad Federada, con un aiio de antigiiedad al menos en tal condicién. La solicitud, dirigida al Presidente de la
FESPM, deberad ir acompaiiada de la siguiente documentacién:

+  Certificado en el que conste su condicién de socio activo de una Sociedad Federada y su antigiiedad.
+  Un Proyecto en el que se exponga su linea de trabajo.

Este proyecto debera incluir los siguientes contenidos:

La labor de esta secretaria ha de estar intimamente ligada a la Secretaria General, tomando el caracter de una ver-
dadera Vicesecretaria General o Secretaria Adjunta a la Secretaria General, con la que debe trabajar estrechamen-
te y compartir tareas.

Debe asumir los siguientes tareas:
1. Coordinar las actividades conjuntas con otras organizaciones.
JAEM.
Proponer actividades de acuerdo con las lineas de actuacién decididas por la Junta de Gobierno.
Proponer seminarios de formacion, sus sedes, y su organizacion.
Recoger, describir, clasificar, las actividades con profesores de cada Sociedad y difundir esta informacién en
todas las Sociedades federadas, para llegar, si se considera conveniente, a una cierta coordinacidn.

ik N

La Secretaria puede tener un tnico/a secretario/a o bien conformarse como un equipo de secretaria de varias per-
sonas. En el caso de equipo, una de las personas adscritas asistird a las reuniones de la Junta de Gobierno y de la
Comisidon Ejecutiva.

Las candidaturas podran presentarse de cualquiera de las formas siguientes, teniendo en cuenta los plazos que en
cada caso se sefalan:

A) Por correo postal, hasta el 12 de enero de 2005, dirigida a:
Presidencia de la FESPM
Sociedad Madrilefia de Profesores de Matematicas Emma Castelnuovo
¢/ Limonero 28 Madrid
B) Por correo electrénico hasta el 15 de enero de 2005. En tal caso el mensaje se dirigira a:

presidente@fespm.org

La Junta de Gobierno de la FESPM elegira a la Secretaria o Secretario de Actividades y Formacién del Profesorado
entre los candidatos presentados, oido previamente al Secretario General, en su reunién del dia 12 de febrero de 2005.

Josep Sales i Rufi.
Secretario General
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Convocatoria del cargo de Secretaria o Secretario de Prensa

La Junta de Gobierno de la Federacién Espaiola de Sociedades de Profesores de Matemdticas (FESPM), en la reu-
nién celebrada en Madrid el dia 23 de octubre de 2004, ha decidido convocar la Secretaria de Prensa en los siguien-
tes términos:

Podra presentar su candidatura a la Secretaria de Prensa cualquier socia o socio de una Sociedad Federada, con un
afo de antigiiedad al menos en tal condicién. La solicitud, dirigida al Presidente de la FESPM, deber4 ir acompa-
nada de la siguiente documentacion:

»  Certificado en el que conste su condicién de socio activo de una Sociedad Federada y su antigiiedad.
+ Un Proyecto en el que se exponga su linea de trabajo.

Este proyecto debera incluir los siguientes contenidos:
1. Mantenimiento de la pagina web de la FESPM.
2. Coordinacion de las relaciones de la Federacién con la prensa y los medios.
3. Recoger y publicar los cambios de personas y datos que se den en las sociedades.
4. Publicidad de las convocatorias de Jornadas, publicaciones y actividades de la FESPM y de las Sociedades
Federadas.

La Secretaria puede tener un tnico/a secretario/a o bien conformarse como un equipo de secretaria de varias per-
sonas. En el caso de equipo, una de las personas adscritas asistiré a las reuniones de la Junta de Gobierno y de la
Comision Ejecutiva.

Las candidaturas podran presentarse de cualquiera de las formas siguientes, teniendo en cuenta los plazos que en
cada caso se senalan:

A) Por correo postal, hasta el 12 de enero de 2005, dirigida a:
Presidencia de la FESPM
Sociedad Madrilefia de Profesores de Matematicas Emma Castelnuovo
c/ Limonero 28 Madrid
B) Por correo electrénico hasta el 15 de enero de 2005. En tal caso el mensaje se dirigira a:

presidente@fespm.org

La Junta de Gobierno de la FESPM elegira a la Secretaria o Secretario de Prensa entre los candidatos/as presenta-
dos/as, oido previamente al Secretario General, en su reunién del dia 12 de febrero de 2005.

Josep Sales i Rufi.
Secretario General
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murante los dias 16, 17 y 18 de septiembre de 2004 tuvieron lugar en el
Palacio de Congresos y Exposiciones de Galicia en Santiago de Compostela,
las “Xornadas sobre Educacion Matemdtica” Dirigidas a todo el profesora-
do, estas Jornadas han sido organizadas por la Conselleria de Educacién e

Jornadas sobre Educacion Matematica.
Santiago de Compostela
16,17 y 18 de septiembre de 2004

gﬁl‘b“ Matem, alicg
&

161712 g,
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3
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Ordenacidén Universitaria en colaboracién con las sociedades matemadticas: “UNTADEGALICIA

AGAPEMA, FESPM, RSME y SEIEM.

Estas no fueron unas jornadas mds. Fueron un intento de
acercamiento entre diferentes asociaciones de profesionales
de la Matemadtica para intentar tratar problemas comunes.
AGAPEMA/FESPM, RSME y SEIEM condujeron y prepara-
ron intensas y atractivas sesiones que resultaron todo un
éxito, reflejado sobre todo tanto en el elevado niumero de asis-
tentes como de ponencias desarrolladas, asi como en las dis-
tintas conferencias a cargo de otras tantas figuras de la
Educacién Matemadtica de primera fila en Europa. De hecho
el subtitulo fue La Educacion Matemdtica en la Europa del
siglo XXI.

Hay que resaltar, por lo tanto, el duro trabajo en equipo del
nucleo del comité de programa AGAPEMA-RSME, especial-
mente de Tomds Recio y Manuel de Ledn, sin el cual las Jor-
nadas no hubiesen sido posibles. Incluso, hay que atribuirles
la idea y los primeros pasos de la concepcién de ellas, asi
como las numerosas tardes que les dedicaron para conseguir

45| consrLueninoe euacion
CCROTHACION CHIVCRSTARIA

el objetivo propuesto. Es justo reconocer también el apoyo de
la Conselleria de Educacién en su organizacién y desarrollo.

Tres grupos de trabajo compuestos por un miembro' de cada
organizacion profesional, prepararon tres ponencias: La con-
vergencia europea en educacion y las nuevas leyes educativas
espanolas LOU y LOCE, Matemdticas en Secundaria y
Universidad: razones y sinrazones de un desencuentro, y

Manuel Diaz Regueiro
Luis Puig Mosquera
AGAPEMA
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Dos momentos de las Jornadas de Santiago

Formacion inicial y continua del profesorado de educacion pri-
maria y de educacién secundaria.

No en todas las ponencias hubo unanimidad. Es un hecho que
los puntos de partida y las preocupaciones de los profesores
de matemdticas de distintos niveles educativos son diferentes,
lo que quedé reflejado en los resultados, lo cual no desmere-
ce las actividades de las jornadas. Pero el principal resultado,
mds alld de los textos elaborados que pueden ser consultados
en la pagina de AGAPEMA?, es la propia existencia y funcio-
namiento de los grupos. Sabemos que estos encuentros y dis-
cusiones son necesarios y hemos dado muestra de que sabe-
mos organizarlos. Los problemas no se resuelven en unas uni-
cas Jornadas. Sentarnos a pensar y elaborar estrategias de
resolucién comunes es el Gnico camino posible. Esta es la con-
clusién fundamental.

La mesa redonda sobre La educacion matemdtica en la encru-
cijada de la educacién espaiiola atrajo la atencién y la partici-
pacion de los numerosos asistentes con distintas y fundadas
opiniones. Las conferencias, de Sdnchez Ron sobre El poder
de las matemdticas, de Antibi sobre La constante macabra, de
Joao Pedro da Ponte: O ensino da Matemdtica em Portugal, de
Guy Brousseau (Premio ICMI 2003, premio Klein): Inves-
tigaciones en educacion matemdtica, de Kahane sobre la
Comisién Kahane francesa, de Claudi Alsina, de Rosa M® Ros,
etc., fueron ilustrativas y muy bien recibidas.

NOTAS

Complementadas con presentaciones de Divulgamat y
Thesaurus, o con la entrega del II premio Galicia de Tecno-
logias de la Informacion y Comunicacion aplicadas a la
Educacién Matemdtica —convocado por la FESPM/AGAPE-
MA— que recibieron Francisco Botana y José Luis Valcarce
por su trabajo Lugares geométricos planos, un trabajo que es
posible descargar en la red, desde la pagina de AGAPEMA, y
que seguro ha de resultar de enorme utilidad a los profesores
de Secundaria en la ensefanza de la geometria.

Completé el programa un emotivo homenaje a Miguel de
Guzmdn, en el que intervinieron Luis Balbuena (FESPM),
Modesto Sierra (SEIEM) y Tomés Recio (RSME) realzando su
figura y su mensaje. En escenario, acompafando este home-
naje, habia unas tensegridades, elaboradas por un equipo diri-
gido por Covadonga Rodriguez-Rey Moldes, y la portada de
GAMMA 4. Esta revista junto con el libro 13 matemdticos
galegos, fue repartida a todos los asistentes.

Se elaboré un documento, Declaracién de Santiago, que pone
el énfasis en la necesidad de que una colaboracion continua y
permanente en el tiempo, en la necesidad de la existencia
efectiva y no nominal de una Comisién de Educacién
Matemdtica que coordine los numerosos esfuerzos que han
de hacerse en la mejora de ésta Educacion en Espafa. Esta
declaracién se espera que sea aprobada proximamente por las
Ejecutivas de las distintas asociaciones. W

1 Grupol: Adolfo Quirés (RSME), Bernardo Gémez* (SEIEM), Florencio Villaroya (FESPM), Luis Puig (AGAPEMA), Juan Manuel Viafio (RSME).
Grupo 2 : Josep Gascén* (SEIEM), Josep Sales (FESPM), Miguel Muiioz-Lecanda (RSME), Rosa Segura (AGAPEMA).
Grupo 3: Enrique de la Torre (SEIEM), Enrique Zuazua (RSME), Manuel Diaz Regueiro (AGAPEMA), Salvador Guerrero* (FESPM).

*Coordinadores del grupo.

2 http://www.agapema.com

140



Convocatoria del
IV Premio Gonzalo Sdanchez Vizquez

a Junta de Gobierno de la Federaciéon Espaiola de Sociedades de
Profesores de Matemadticas convoca el IV Premio "Gonzalo Sinchez
Vézquez", en homenaje de quien fue su Presidente de Honor, de acuerdo con

las siguientes bases:

1. Se trata de premiar la labor docente y los valores humanos:
la entrega desinteresada, el amor, el espiritu tolerante, la buena
disposicion, etc. hacia sus alumnos, comparieros, amigos y, en
general, hacia la ensefanza de la Matematica. Es decir, el
magisterio en sentido amplio.

2. La periodicidad del Premio serd la misma que la de las
Jornadas para el Aprendizaje y Ensefianza de las Matemadticas
(JAEM).

3. El Premio consistird en el nombramiento de Socio de Honor
de la FESPM y placa conmemorativa u objeto alegérico.

4. Podran concurrir al Premio los profesores dedicados a la
ensefanza de las Matemadticas en cualquier nivel educativo.

5. Las candidaturas podran ser presentadas por una sociedad
federada y se dirigiran al Presidente de la FESPM. Los promo-
tores presentaran el curriculo e informes que estimen perti-
nentes, entre ellos el informe de la junta directiva de la socie-
dad o del conjunto de socios proponentes.

6. El plazo de presentacién de candidaturas finalizard el 31 de
enero de 2005.

7. La concesion del Premio se hard por la Junta de Gobierno de
la FESPM. Para ello, el candidato debera obtener mayoria abso-
luta en la correspondiente votacién. De no alcanzarse mayoria
absoluta en primera votacion, se procederia a una segunda; de
no obtener mayoria absoluta se declarara desierto.

8. Para la concesién del Premio, la junta de Gobierno atenderd,
entre otros, a los siguientes criterios:

+ Su labor docente (dedicacién a la ensefanza de la
Matematica).

« Valores humanos (tolerancia, entrega a los demis, talante,
espiritu de didlogo, respeto a los compafieros, alumnos, etc.).
Constatados por sus avalistas.

« Curriculo con hechos, anécdotas, etc. referidos por los pro-
ponentes que pongan de manifiesto estos valores humanos del
candidato.

9. SUMA publicara el resultado de la concesién del Premio y
una semblanza del premiado.

10. La entrega del Premio se llevara a cabo en el acto de aper-

tura o clausura de las XII JAEM que se celebraran en Albacete
en julio de 2005. W
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Convocatorias

V Congreso Iberoamericano
de Educacion Matematica
Oporto, 17-22 julio 2005

l Congreso Iberoamericano de

Educacion Matemdtica (CIBEM) es un
encuentro que se realiza cada cuatro
anos y que reune a profesores e investiga-
dores esencialmente provinientes de las
comunidades de educacién matemdtica
de America Latina, de Barsil, de Espaiia
y de Portugal.

Este congreso tuvo su primera edicion en
el ario 1990 en Sevilla. Se realizé después
en Blumenau (Brasil), Caracas (Vene-
zuela) y en Cochabamba (Bolivia).

En esta ocasion, en su 'V edicion, visita
Portugal, donde tendrd lugar en la ciu-
dad de Oporto en julio de 2005, corrien-
do la organizacion a cargo de la APM.

Para participar en el V CIBEM es necesario rellenar una ficha
de inscripcién que puede ser solicitada a la organizacién
(APM—Nucleo de Porto, Dpto. de Matemadtica Pura, Facul-
tade de Ciéncias da Universidade do Porto, Rua Campo
Alegre, 687, 4169-007 Porto, Portugal). También es posible
incribirse a través de Internet (www.mytwt.net/cibem5). En
los dos casos la inscripcién se deberd acomparniar del corres-
pondiente pago. Hasta el 30/03/05 el precio de inscripcion es
de 130 euros, A partir de esa fecha y hasta el 15/06/2005 el
importe de la inscirpcion serd de 200 euros.

Los paricipantes en el V CIBEM pueden presentar comunica-
ciones orales o en péster. Para ello tienen que indicar el titulo
de la comunicacién en el boletin de inscipcién. En el caso de las
comunicaciones orales es necesario enviar, por email o en un
disquete, antes del 31/01/2005 un resumen (maximo 200 pala-
bras) y el texto completo (méximo 4000 palabras) en un archi-
vo Word o PDE, junto con las necesidades de equipo. Las
comunicaciones orales dispondran de 25 minutos para su pre-
sentacién y 20 minutos para debate, y podran ser eventual-
mente integradas en alguno de los grupos de discusion.
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En el caso de los pdster es necesario también enviar un texto
descriptivo (menos de 1000 palabras). Para el montaje de cada
poster en el encuentro se dispondra de un espacio aproximado
de 1 m (anchura) x 1,20 m (altura). La Comision Cientifica
comunicara la aceptacion de las comunicaciones orales y en
poster antes del 15/03/2005.

Temas del encuetro

Grupos de discusiéon: GDO1-Geometria y medida; GD02-
Niimeros y Algebra; GD03- Andlisis de datos, Estadistica y pro-
babilidades; GD04-Resolucién de problemas y tareas investiga-
tivas; GDO5-Tecnologias de la informacion y la Comunicacién;
GDO06-Historia de las Matemdticas; GDO7-Evaluacion; GD08-
Formacion inicial de profesores; GD09-Desarrollo profesional,
reflexion sobre la prdctica; GDI10-Multiculturalidad; GD11-
Adaptaciones curriculares.

Mesas redondas: Formacion matemdtica de los profesores,
Desarrollo curricular, Estudios de evaluacion internacionales. B



NORMAS DE PUBLICACION

1. Los articulos se remitirdn por triplicado a la redaccion de SUMA (Revista SUMA, Apartado de Correos 19012, 28080 Madrid),
impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

2. Los gréficos, diagramas, fotografias y figuras se enviardn impresos en hojas separadas (una para cada grafico), en tinta negra
sobre papel blanco. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual forma, si tiene que llevar un pie de
ilustracion, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracién. Indiquense los créditos de las fotografias y dibujos.

3. Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste serd enviado a asesores para ser referen-
ciado. Estos no serdn informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejardn la conveniencia o no de la publi-
cacion del trabajo, recomendaran posibles modificaciones, etc.

4. Adjunto al articulo se redactard un resumen, de un maximo de 625 caracteres incluyendo los blancos, que no necesariamente
tiene que coincidir con la introduccién al articulo. De este resumen se remitird también su traduccién al inglés.

5. Los datos de identificacion del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto; socie-
dad federada a la que pertenecen (si procede) y el resumen en castellano y en inglés deberan ir escritos en una misma hoja aparte.

6. Se enviard también en soporte informatico (disco de tres pulgadas y cuarto con formato PC, CDRom o DVDRom) una copia
del archivo de texto que contenga el articulo y del que contenga la hoja de datos y los resiimenes, asi como tantos archivos gra-
ficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quieran incluir. La etiqueta deberd identificarlo sin lugar a dudas. En cuan-
to al formato de los archivos de texto, se recomienda Microsoft Word para Windows o RFT. Los archivos graficos es preferi-
ble que tengan formato EPS o TIFF. Para las fotografias se recomienda archivos TIF o BMP y con una definicién minima de
600x600 puntos por pulgada cuadrada.

7. Al menos un ejemplar del texto asi como los graficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no fotocopias.
8. Los trabajos se enviaran completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

9. Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo y se inclui-
ran al final del texto.

10.La bibliografia se dispondra también al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
articulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y paginas del mismo. Por ejemplo:
TRIGO, V. (1995): «Generacién de ndmeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.
En el caso de libros se indicard el autor(es), aiio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicidén.
Por ejemplo:
GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades matemdticas, Labor, Barcelona.
En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autor(es), aiio, titulo del articulo (entre
comillas), titulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:
VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos diddcticos de matemdticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

11.Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicardn con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por ejemplo: ...
supone un gran avance (Hernandez, 1992). Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondra entre paréntesis el
afo. Por ejemplo: ... segiin Rico (1993).

12.Posteriormente, se notificard a los interesados la aceptacién o no del articulo, asi como -en caso afirmativo- la posible fecha de
su publicacion. En ese momento los autores se comprometeran a retirar el articulo de otras publicaciones a las que lo hayan

remitido.

13.No se mantendra correspondencia sobre las causas de no aceptacién de un articulo.
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Boletin de suscripcion
Tarifas Suscripcién anual Numero suelto
Particulares 25 € 10 €
Centros 40 € 15 €
Europa 50 € 20 €

Resto del mundo $ 60 USA $ 22 USA

Fotocopiar esta hoja y enviar:
por correo a: Revista SUMA. Apartado de correos 19012
E-28080 MADRID
por Fax al: 912 911 879
por correo-e a: suma_administracion@fespm.org

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Nombre y apellidos: NIF/CIF:
Direccion: Teléfono:
Poblacion: CP:
Provincia: Pais:
Correo electrénico: Fax:

Importe (€)

[0 Suscripcién a partir del afio (3 ndmeros)
O N.os sueltos

Total

[0 Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto)

[0 Transferencia bancaria (CCC 2085-9981-38-0330066350 6 IBAN ES68 2085 9981 3803 3006 6350)

[0 Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista SUMA

[ Giro postal dirigido a Revista SUMA Fecha y firma:

Nombre y apellidos:

Cédigo Cuenta Cliente: Entidad: L) Oficina: L1 ] DC: L] Cuenta: L1111 111

Banco/Caja:
Agencia n.°: Direccién:
Poblacién: Provincia:

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que, periédicamente, les presentara la
Federacion Espaiiola de Sociedades de Profesores de Mateméticas (FESPM) para el pago de mi suscripcidn a la revista SUMA.

Atentamente (fecha y firma):
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