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calculadora grafica

En este articulo presentamos una actividad dirigida a las aulas de Secundaria y de Bachillerato: el estudio del niimero T en
momentos clave de la historia. En ella se abordan varios frentes: primero afrontamos la ensefianza de contenidos y procedi-
mientos matemdticos de esos niveles educativos mediante el uso de la tecnologia suministrada por calculadoras grdficas.
Después, vinculamos al alumno con procesos propios del quehacer matemdtico, proponiéndole tareas de indagacion y descubri-
miento. Por uiltimo, utilizamos elementos de la historia de la matemdtica como hilo conductor que articula todo el proceso.

In this article we present a maths activity meant for students at Secondary Education (compulsory and not compulsory) : The study
of number T in key moments in history. In this activity several aspects are taken into account: Firstly, we face the teaching of mathe-
matical contents and procedures at those educational levels by using the technology made available by graphic calculators. Then,
we put the student in touch with characteristic processes of the mathematical doing, setting for him some tasks of inquiry and dis-
covery. Finally, we use some elements in the history of Maths as the thread that draws together the whole process.

n las recomendaciones del MEC en los documentos del
Disefo Curricular base de Educacién Secundaria Obligatoria
(MEC, 1989) encontramos directrices genéricas sobre el uso
de nuevas tecnologias en el drea de Matemadticas, sin que se
especifique de forma precisa cudl debe ser su uso ni en qué
parcelas concretas de las matematicas puede ser tutil. Sin
embargo se reconoce que los nuevos medios tecnoldgicos
han de tener repercusiones en la manera de ensenar las mate-
maticas y en la seleccién de contenidos. Por lo que respecta a
los nuevos Decretos de Ensefanzas Minimas de ESO y
Bachillerato, se han eliminado en ellos los contenidos relati-
vos al uso de la calculadora (que aparecian en el decreto ante-
rior), pero se sigue aludiendo a esta herramienta de forma
explicita, reconociendo su utilidad para desarrollar procedi-
mientos rutinarios, como recurso investigador que facilita la
interpretacion y analisis de situaciones en los distintos domi-
nios de las matemadticas, o para resolver situaciones proble-
maticas diversas.

En la actualidad, las calculadoras graficas (como la TI-89, la
TI-92, etc.) proporcionan posibilidades de producir cambios
valiosos en la forma en que los profesores ensefian y los estu-
diantes aprenden matemadticas en secundaria. Se trata de cal-
culadoras ‘de bolsillo’ que poseen cuatro amplias dreas de
funcionalidad (Demana y Waits, 1998):

+ Realizan aritmética exacta con nimeros racionales, reales
y complejos,

« realizan célculo simbdlico,
« obtienen soluciones numéricas,
+ dibujan gréficas y superficies.

Ademas, algunos modelos incorporan software de geometria
dindmica. El hecho de integrar en un mismo ambiente estos
diferentes dmbitos las hace adecuadas, en particular, como
soportes de representaciéon y manipulaciéon de conceptos
matematicos variados.

Desde un punto de vista educativo, determinados usos de la
calculadora se consideran adecuados para promover el des-
arrollo de habilidades cognitivas, producir aprendizajes signi-
ficativos, facilitar el aprendizaje de conceptos, ayudar a resol-
ver problemas, etc. Todo ello inmerso en una metodologia de
ensefianza de cardcter constructivista, basada en la participa-
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cién activa del alumno mediante la exploracién y el desarrollo
de proyectos.

Asi pues, nuestro interés, lejos de resaltar las cualidades téc-
nicas de las calculadoras, estd en considerarlas como herra-
mientas integradas en un conjunto de practicas matematicas
que permitan al alumno abordar, globalmente y desde distin-
tos frentes, el tratamiento de algunos conceptos matematicos
significativos, relacionarlos entre si y analizarlos de forma no
compartimentada. En ese sentido consideramos fundamental
el desarrollo de actividades con la calculadora que respondan
a las siguientes caracteristicas (extraidas de lo que Gorgorid y
otros (2000, p. 61) denominan actividades ricas):

- permiten establecer relaciones entre distintas dreas del
curriculo,

- sirven como introduccién y motivacién para contenidos
basicos,

- suponen un reto para la mayoria de los alumnos ya que
incluyen una gradacién de dificultades para diferentes ritmos
de aprendizaje,

- son flexibles, permitiendo al alumno que establezca relacio-
nes entre sus conocimientos para poder aplicarlos,

- pretenden no tunicamente la busqueda de respuestas
correctas sino también que los alumnos generen buenas e
interesantes preguntas.

Bajo el planteamiento aqui expuesto, en este trabajo mostra-
mos una actividad que responde a estas caracteristicas que
puede llevarse a cabo con las calculadoras citadas: el estudio
del nimero m en momentos clave de la historia. Utilizando
este hilo conductor, en la actividad se abordan distintos cono-
cimientos como:

- la nocién de nimero irracional,

- la medicién de magnitudes geométricas (longitud y drea),

- la naturaleza geométrica de 7 y sus distintas representacio-
nes (serie numérica, expresion decimal),

- los conceptos de sucesion y limite,
- la idea de algoritmo.

Y se ejercitan practicas variadas de cardcter matematico
como:

- lainterpretacion de resultados obtenidos en dmbitos numé-
rico y geométrico,
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- el uso de procedimientos de aproximacion,

- la determinacién de la bondad de un procedimiento y su
comparacién con otros,

- la busqueda de precision en los célculos (realizados meca-
nicamente por una calculadora),

- los modos de justificacion de los resultados obtenidos,

- la valoracion de la utilidad de los instrumentos y técnicas
usados.

Ademais, el hecho de presentar a los alumnos una perspectiva
del desarrollo de contenidos y procesos matematicos en dis-
tintos momentos histéricos, asi como el abordar los mismos
desde los conocimientos y con los instrumentos que posee-
mos en la actualidad, les permite adquirir una visién novedo-
sa sobre la matematica, que no se presenta como un compen-
dio de conceptos y técnicas acabadas que hay que aprender,
sino resaltando caracteristicas propias del modo de hacer
matemadtico.

Desde un punto de vista
educativo, determinados usos de
la calculadora se consideran
adecuados para promover el
desarrollo de habilidades
cognitivas, producir
aprendizajes significativos,
facilitar el aprendizaje de
conceptos, ayudar a resolver
problemas, etc.

Actividad: El nimero T en la Historia de la
Matematica

Observaciones preliminares

La actividad que propondremos a continuacién se puede lle-
var a cabo con distintos grados de dificultad, puesto que en
ella se parte de conocimientos basicos y elementales que van
desarrollandose gradualmente hasta evolucionar hacia con-
ceptos mas avanzados. Por ello pensamos que puede ser usada
con alumnos desde el segundo ciclo de la ESO hasta el
Bachillera-to. Dependiendo del nivel de los alumnos, en el
desarrollo de la actividad se podrdn obviar aquellos conoci-
mientos que el profesor considere inoportunos o profundizar
mas en otros.



El hecho de utilizar la calculadora en determinadas fases de la
actividad hace que algunos conocimientos avanzados se
hagan accesibles a un nivel no previsto (mds bajo), dado que
se pueden realizar cdlculos o comprobaciones dificiles de
abordar en un contexto sin calculadora (elaboracién de grafi-
cas, cdlculo de aproximaciones, limites, etc.). Por otro lado, el
uso de la calculadora incorpora elementos novedosos a la
reflexién (por ejemplo, el andlisis de los errores de redondeo
en los célculos numéricos).

La actividad estd secuenciada en
tres momentos historicos: la
civilizacion egipcia, la
civilizacion griega y los siglos
XVIy XVII, que terminamos
entrelazando con un trabajo
realizado ya en el siglo XX.

Presuponemos que los alumnos ya conocen el manejo técnico
bésico de la calculadora, aunque también podria completarse
la actividad intercalando, donde corresponda, los conoci-
mientos técnicos necesarios que se requieran.

La actividad esta secuenciada en tres momentos histéricos: la
civilizacién egipcia, la civilizacion griega (Arquimedes) y los
siglos XVI y XVII (Vieta y Wallis), que terminamos entrela-
zando con un trabajo realizado ya en el siglo XX (Osler). A lo
largo de la actividad sugerimos distintos momentos en que el
profesor interviene haciendo presentaciones de distinto tipo.
Para algunas de ellas aportamos informacion, otras quedan
abiertas para que el profesor las aborde segun las necesidades
de su grupo de alumnos. El estilo de presentacién que segui-
remos para exponer cada uno de los momentos histéricos es
el siguiente:

- Comienzan con la presentacién de una breve reseiia hist-
rica, que puede ser utilizada por el profesor como introduc-
cién del tema.

- A continucién sefialamos, en recuadros con fondo sombre-
ado, las preguntas que forman parte de la ficha de cada alum-
no. La resolucion
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- Mostramos algunas resoluciones posibles que pueden des-
arollarse con la calculadora, y que complementan los resulta-
dos obtenidos por los propios estudiantes.

- Finalmente, dejamos abiertas algunas posibilidades de tra-
bajo en las que el profesor puede profundizar.

Presentacidn de la actividad

La actividad comienza recapitulando los conocimientos que
los alumnos poseen sobre 7, para lo cual el profesor puede
servirse de las siguientes preguntas:

¢Qué sabemos de m?
:Qué es?
¢En qué contextos lo usamos?
¢Cbémo lo definirfas?
¢De donde proviene el nombre?
¢Desde cuando se representa asi?
¢Qué tipo de nimero es?
¢Cudl es su valor exacto?

A continuacién el profesor puede hacer una presentacién
breve de la actividad informando a los alumnos del hilo con-
ductor bésico: el estudio del nimero 7 en momentos clave de
la historia, a saber, la civilizacion egipcia, la civilizacion grie-
ga (a través de los trabajos de Arquimedes), los siglos XVI y
XVII (Vieta y Wallis) y la actualidad (Osler).

Primera Parte: Civilizacion Egipcia
Reseiia histérica

Nuestros conocimientos sobre las matematicas del Antiguo
Egipto se basan en dos fuentes principales: el Papiro de Rhind,
nombre que proviene del cientifico que lo descubrié (también
llamado Papiro de Ahmes, por el escriba que lo compuso),
alrededor del afio 1650 ac, y el papiro de Moscd, escrito por el
afo 1850 ac; que se encuentra en el Museo de Bellas Artes de
esa ciudad. Entre los papiros de Rhind y de Moscu se retine
una coleccién de 112 problemas matemadticos resueltos.

El desarrollo de la matemadtica egipcia gira en torno a las nece-
sidades de una

de tales preguntas ot Setun oL L oot e 1ot civilizacién com-
, - [=} S LU e eader|Lalc 1 3 .
tendra que ser ESTE CUADRADD UATH [CyadradolCirculo [Difer. ple]a preocupada
. Area del cl = [=] cd :

guiada por el pro- Criadr-ado: 1 S reTonl - 555947E por organizar ta-
ivi- £.95cm2 2 [5.720979[5. 69E70S[, 02427 1 -

fesor de la a‘ct1v1 a9 d R e TR LT e o reas agricolas ({0
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de 1 . Circulos 5 [6.993672|6. 951848, 0418253 1 ; 1
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distribucién de parcelas entre los campesinos o la construc-
cién de silos para almacenar productos. Por ello los egipcios
desarrollan, en particular, técnicas geométricas que les per-
miten calcular dreas de tridangulos, rectangulos y trapecios.
No tienen férmula para el circulo, por lo que se preocupan
por encontrar figuras poligonales (por ejemplo, cuadrados) de
drea equivalente.

Actividades propuestas a los alumnos:

En el problema 50 del Papiro de Rhind, el escriba Ahmes
escribid lo siguiente:

Si se sefiala 1/9 del didmetro de un circulo, y se construye
un cuadrado que tenga de lado el resto, el drea de cuadra-
do es la misma que la del circulo.

- Utiliza el ambiente Cabri de la calculadora para dibujar una
circunferencia y dividir su didmetro en 9 partes iguales.

- Dibuja un cuadrado que tenga por lado 8 de dichas partes.
- Calcula el drea del circulo y el del cuadrado. ;Son iguales?

- Si has encontrado diferencias, ;crees que se deben a posi-
bles errores de aproximacion que ha realizado la calculadora?

- Modifica el tamaio de la circunferencia original y registra
las dreas correspon-
dientes en una tabla,

- Indica ahora si la afirmacién encontrada en el Papiro de
Rhind es correcta o no y justifica por escrito tu respuesta. Si
encuentras distintas razones, ponlas todas.

El profesor puede terminar esta fase de la actividad recogien-
do las conclusiones mas significativas. El hecho de identificar
7 con el ndmero racional 256/81 permite introducir una refle-
xién interesante sobre la irracionalidad de .

Segunda parte: Civilizacion griega. Arquimedes
Reseiia histérica

La civilizacién griega produjo un significativo avance en la
matematica, sentando algunas de las bases que caracterizan a
esta disciplina en la actualidad. Gracias a la evolucion de la
escritura, los griegos registraron textos no sélo con interés
recopilatorio sino, ademas, para hacer de ellos objeto de refle-
xién, lo que supuso el inicio de lo que hoy conocemos como
demostraciéon matematica. Son numerosos los autores griegos
cuyos resultados es-tudiamos aun en la actualidad (Pitdgo-
ras, Euclides, Tha-les). En relacién con el nimero 7 es de des-
tacar el gran trabajo de Arquime-des, quien en su tratado De
la Medida del Circulo, estableci6 los siguientes resultados:

Proposicién 1. El area de cualquier circulo es igual a la de un
tridngulo rectangulo en el que uno de los catetos es igual al
radio y el otro es
igual a la circunfe-

asi como su diferen-
cia (Figura I). ;Qué
observas?

- Los egipcios no co-

rencia del circulo.

Proposiciéon 2. El
% area de un circulo es
a un cuadrado sobre
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respuesta.
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Figura II. Simulacién del método arquimediano
para acotar

conseguur su tercer
resultado, utiliz6 lo
que hoy se conoce



como Método Arquimediano, el cual se basa en el Principio
de Exhauscion, esto es: inscribié y circunscribié a un circulo
(de didmetro unidad) poligonos regulares, considerando los
perimetros de tales poligonos como cotas inferiores y supe-
riores de la longitud de la circunferencia (valor que coincide
con T si consideramos una circunferencia con un didmetro
unitario). Comenzé con hexdgonos y, a continuacion, fue
repetidamente duplicando el nimero de lados en cada poligo-
no, llegando asi hasta poligonos de 96 lados después de reali-
zar 4 duplicaciones.

Actividades propuestas a los alumnos:

- ¢Crees que el primer resultado de Arquimedes es co-rrecto
o, por el contrario, el drea del circulo serd parecida a la del
triangulo (al igual que ocurria en el resultado egipcio? Si lo
deseas puedes valerte de la calculadora para realizar algunas
comprobaciones.

- ¢Y sera cierto el segundo resultado de Arquimedes? Justifica
tu respuesta.

- Utiliza el entorno Cabri de la calculadora para dibujar una
circunferencia y circunscribe e inscribe en ella sendos hexa-
gonos.

- Calcula y compara los perimetros de las figuras obtenidas.
Relaciona asimismo el nimero 1 con los perimetros de los
hexagonos.

- Duplica los lados de los hexdgonos y repite los calculos del
apartado anterior. Sigue duplicando y calculando... ;Obtienes
el tercer resultado de Arquimedes?

- ¢Puedes mejorar la acotacion obtenida para w?

- ;Qué ocurre si en lugar de comenzar con hexdgonos en el
proceso de Arquimedes utilizas cualquier otro poligono?

- ;Qué ocurre si, en lugar de duplicar los lados de los poligo-
nos en cada caso, aumentamos el nimero de lados de 1 en 1,
o de dos en dos, etc.?

- ;Por qué crees que Arquimedes comenzé con hexdgonos?
(Intenta obtener relaciones entre el drea de un circulo y las
areas de sus hexdgonos inscrito y circunscrito).

- Realiza un programa en la calculadora que acote el valor de
7 a partir de los perimetros de poligonos inscritos/circuns-
critos a una circunferencia (véase la Figura II pagina ante-
rior).

- ¢Qué ocurre si pones poligonos con muchos lados? ;se
modifica la acotacion obtenida?
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- ;Crees que es posible obtener, poniendo poligonos con tan-
tos lados como desees, el valor de m?

El profesor puede concluir esta fase recapitulando, nueva-
mente, las conclusiones mas significativas. El hecho de abor-
dar un proceso infinito para acotar T permite retomar nueva-
mente la idea de irracionalidad. Por otro lado, dependiendo
del nimero de lados de los poligonos que utilicemos, el nume-
ro de cifras decimales que se obtienen en la calculadora en la
acotacién puede llegar a saturarse, lo que permite introducir
una reflexién sobre la precisién de los cdlculos que realiza una
maquina.

Tercera parte: Vieta (1592), Wallis (1655), Osler (1999)
Resenia histérica

Los siglos XVI 'y XVII pueden considerarse siglos de oro en la
matemadtica. Basta mencionar a algunos de los protagonistas
cientificos de esta época: Galileo, Napier, Stevin, Kepler,
Cavalieri , Torricelli , Descartes, Fermat, Desargues, Pascal,
Vieta y Wallis. Los logaritmos, las ecuaciones, el calculo dife-
rencial e integral o la geometria analitica constituyen dreas
fundamentales en la matematica actual que tuvieron su origen
en esta época. Por la relevancia de sus trabajos sobre el nume-
ro T, nos ocuparemos especialmente de los trabajos de Vieta y
Wallis. En el siglo XX Osler conjuga los trabajos de estos dos
autores.

Actividades propuestas a los alumnos

Considera las dos sucesiones de niimeros siguientes, la de
Vieta:

1
Vieml:\/:
2
. \Fl 1\F
Vieta, = . |—,|—+—=,|—
2\2 2
. \F1 1\F11111
Vieta, = [—.|=+ ===+ =i/ =+ =]~
2V2 2V2V\2 2V2 2V2

, \F\/1 1\F1 1\/1 1\F111111\F
Vieta, = |~ =+ == =+ = [+ = =4 [m+ =4[+ ==+ ==
2\2 2V2V\2 2V2 2V2\2 2\2 2V2 2V2

Y la de Wallis:
Wallis, = 1°3
2*%2
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- ¢Qué regularidades observas en cada caso?
- Realiza en la calculadora sendos procedimientos para cal-
cular el valor de un término cualquiera de estas sucesiones

(Figura III).

- Calcula el valor decimal de unos cuantos términos de estas
sucesiones. ;Qué observas?

- ;Crees que estas sucesiones son convergentes?
- En caso afirmativo, ;convergen al mismo valor?

- ¢Como describirias el término general de cada sucesion?
¢Puede la calculadora ayudarte a obtenerlo?

- Calcula el limite de las expresiones obtenidas en la calcula-
dora. ;Qué valores obtienes?

Tras este bloque de actividades, el profesor puede hacer hin-
capié en las peculiaridades que ha presentado el proceso de

Figura III. Algunos valores de la sucesién de Wallis

obtencién del término general de las sucesiones de Vieta y
Wallis, el analisis de su convergencia y el distinto cardcter de
los dos algoritmos correspondientes (recursivo en el caso de
Vieta e iterativo en el de Wallis), aspecto que se refleja en el
distinto tratamiento que han de tener en la calculadora.
También se pueden comparar los dos métodos segtin su velo-
cidad de convergencia: el producto de Vieta converge tan
rdpidamente que hace que la capacidad de algunas calculado-
ras para proporcionar cifras decimales exactas de 7 se agote a
partir de multiplicar 19 factores de la sucesion, mientras que
el producto de Wallis necesita méds de 1000 iteraciones para
obtener la tercera cifra decimal de dicho nimero. El resumen
de los resultados obtenidos por Vieta y Wallis se puede pre-
sentar en los dos cuadros de la parte inferior de esta pagina.

Se introducen, a continuacidn, las aportaciones de T. J. Osler
(1999).

Los trabajos sobre 7 de Vieta y Wallis no parecen presentar
ninguna simulitud, salvo que ambos se dirigen al objetivo
de describir el nimero m mediante un producto infinito.
Sin embargo, Thomas J. Osler, en 1999, logra conjugar
ambos métodos de una manera sorprendente, al obtener la
expresion siguiente:

Francoise Vieta (1540-1603)

Vieta adapt6 el método general de Arquimedes de
poligonos inscritos en una circunferencia, pero
comenzando con un cuadrado y utilizando el drea, en
lugar del perimetro. A partir de la relacién entre el
area de un poligono de # lados y el de 2# lados, obtu-
vo el llamado Producto de Vieta, publicado en su
Variorum de Rebus Mathematicis Liber V. III (1593):

\F11\F1111\F
N o o e BN B B e e
2V2 2V2 \2 2V2 2V2

El carécter recursivo de este producto permite expre-
sarlo como:

2
—=a,a,d,d,..
T

1 /
alz\/;, —+ —a,, neN

donde

John Wallis (1616-1703)

En su Aritmética Infinitorum (1695), Wallis dedujo
una expresién ya conocida por Fermat, para la inte-
gral de una potencia fraccionaria de x. Usando esta
expresién hall6 el drea de un cuarto de circulo y, de
una manera formalmente poco rigurosa, desarrolld
otro producto muy conocido para el célculo de m:

2 13355779

n 22446688

El caricter iterativo de este producto permite escri-
birlo de forma abreviada:

-1)(2k+1)
(2k) (2k)

o
;!T
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Actividades para los alumnos

- En la expresion de Osler aparecen dos parametros, # y p.
¢Qué ocurre cuando p es 0? ;y cuando p tiende a infinito?

- ¢Qué sucesidn asocias al producto de Osler?
- Realiza un programa en la calculadora para obtener distin-

tos términos de dicha sucesién (debes poder modificar los
valores de p y n).
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no podria ser guiado a lo largo de los razonamientos que
siguieron estos autores para obtener sus productos infinitos.
En Lupidfiez (2000) puede encontrarse el detalle de estas jus-
tificaciones apoyado en el uso de la calculadora.

Conclusiones

En este trabajo hemos propuesto actividades que nos han per-
mitido seguir parte del trabajo llevado a cabo por algunos
matematicos a lo largo de la historia para abordar el estudio
del nimero 7. El uso de la calculadora sirve de apoyo para eje-
cutar tanto operaciones variadas como para apoyar la refle-
xién de los alumnos en la interpretacién de resultados. Las
actividades propuestas pueden suministrar a los alumnos de
Secundaria y de Bachillerato una ventana al pensamiento e

n F. Vieta J. Wallis Osler (p=1) Osler (p=5) Osler (p=15)

1 2,82842712475 | 2,66666666667 | 3,01698893306 | 3,14109802659 | 3,14159265312
2 3,06146745892 | 2,84444444444 | 3,06487764629 | 3,14128975570 | 3,14159265330
3 3,12144515226 | 2,92571428571 | 3,08631035710 | 3,14137497095 | 3,14159265338
5 3,14033115695 | 3,00217595456 | 3,10617898243 | 3,14145358352 | 3,14159265346
10 | 3,14159114215 | 3,06770380664 | 3,12296049923 | 3,14151966275 | 3,14159265352
15 | 3,14159265239 | 3,09133688860 | 3,12895427067 | 3,14154318786 | 3,14159265354
20 | 3,14159265359 | 3,10351696154 | 3,13203086853 | 3,14155524706 | 3,14159265355
35 | 3,14159265359 | 3,11954720631 | 3,13606686593 | 3,14157104973 | 3,14159265357
50 | 3,14159265359 | 3,12607890022 | 3,13770705990 | 3,14157746619 | 3,14159265357

ideas que conducian los descubrimientos de
cada época, al tiempo que les permiten profun-
dizar en el co-nocimiento de conceptos variados
del curriculo actual (nimero irracional, suce-
sion, convergencia, limite) que aparecen integra-
dos bajo un hilo conductor comdn. Todo ello a
partir de la ejecucidn, por parte del alumno, de
tareas y procesos de reflexion propios del queha-
cer matematico.

Al mismo tiempo hemos presentado una forma
integradora de usar la calculadora, lo que nos ha

Figura IV. Comparacién de los métodos de Vieta, Wallis y Osler para el célculo de

- Compara valores que obtengas de la sucesion de Osler con
los correspondientes de Vieta y Wallis (Figura IV).

- ¢Cudl de los tres procedimientos vistos utilizarias para calcular
aproximaciones decimales al nimero 7? Razona tu respuesta.

Con estas actividades el alumno se acerca de una manera
intuitiva a conceptos complejos, como la velocidad de conver-
gencia de sucesiones, el cardcter recursivo o iterativo de un
algoritmo, la cantidad y tipo de operaciones realizadas, etc.,
aspectos que pueden ser formalizados posteriormente. De la
misma manera, el bloque de actividades puede completarse
con otras, de nivel mds avanzado, conducentes a la justifica-
cién de las férmulas de Vieta, Wallis y Osler. En ellas, el alum-
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