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La finalidad de este articulo
es presentar la demosiracién
matemética como medio de
descubrimiento cuando se
aplica adecuadamente la
estrategia de
particularizacién. Consta de
tres partes: en la primera se
exponen algunos de los
resultados obtenidos en
Ibafies (2001), en la
segunda se deducen nuevos
resultados por
particularizacién a partir del
andlisis de una
demostracién, y en la tercera
se establece la conexion
entre ambas familias de
teoremas.

NTRE LAS FUNCIONES de la demostracién matemdtica
—De Villiers (1993)—, destaca la de facilitar el descubri-
miento de nuevos resultados. El propio De Villiers (1995)
muestra un ejemplo de demostracion en geometria que
sirve para obtener otro teorema. Ibafies (2001) se sirve de
esta idea y, empleando distintas estrategias de descubri-
miento —expuestas en Polya (1996)—, obtiene sistematica-
mente, a partir de un teorema, una familia de numerosos
nuevos resultados. En este articulo nos centramos en una
de esas estrategias de descubrimiento, la particularizacién,
para obtener una segunda familia de teoremas, emparen-
tados a su vez con los de la primera.

Primera familia de teoremas

En este apartado resumimos los resultados obtenidos en
Ibafies (2001), con el fin de facilitar al lector la conexidn
de ese trabajo con el que se presenta ahora. Los teoremas
expuestos en aquel son casos particulares del teorema de
Varignon:

Teorema 1.1

En un cuadrildtero, al unir consecutivamente los puntos
medios de los lados, se obtiene un paralelogramo (figura 1).
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El punto de partida es el siguiente resultado para un rec-
tangulo:

Teorema 1.2

En un rectangulo (una clase de cuadrilateros con diago-
nales iguales), al unir consecutivamente los puntos medios
de los lados, se obtiene un rombo (una clase de cuadrili-
teros con diagonales perpendiculares) (figura 2).

Un anidlisis de la demostracién, en combinacién con las
estrategias de descubrimiento generalizacion, particulari-
zacion, dualidad y conjuncion, nos permite obtener
muchos otros resultados, poniendo asi de manifiesto la
finalidad de descubrimiento de las demostraciones mate-
maticas. A continuacién, se exponen los que més nos inte-
resan tener ahora en cuenta,
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Por generalizacion del teorema 1.2 se obtiene este otro:

Teorema 1.3

En un cuadrildtero equidiagonal (cuadrildteros con diago-
nales iguales), al unir consecutivamente los puntos medios
de los lados, se obtiene un rombo (una clase de cuadril4-
teros con diagonales perpendiculares) (figura 3).
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Aplicando la dualidad se tiene el siguiente:

Teorema 1.4

En un cuadrilatero ortodiagonal (cuadriliteros con diago-
nales perpendiculares), al unir consecutivamente los pun-
tos medios de los lados, se obtiene un’ rectangulo (una
clase de cuadrilateros con diagonales iguales) (figura 4).

Y, mediante la conjuncion de los dos tltimos, se deduce una
nueva proposicion:

En. este apartado
nos centramos
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el proceso
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anterior-
la fuente

de descubrimiento.
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Teorema 1.5

En un cuadrildtero equiortodiagonal (cua-
drilateros con diagonales iguales y per-
pendiculares), al unir los puntos medios
de los lados, se obtiene un cuadrado
(una clase de cuadrildteros con diagona-
les iguales y perpendiculares) (figura 5).
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Segunda familia
de teoremas

En este apartado nos centramos en una
estrategia concreta, la de particulariza-
cion, con el fin obtener nuevos resulta-
dos, iniciando el proceso en el anilisis
de una demostracion, que es —como en
el caso anterior— la fuente de descubri-
miento. El punto de partida es el
siguiente teotema que presenta cierta
analogia con el de Varignon:

Teorema 2.1

0. cuadrildtero, al unir alternativa-
te los puntos medios de los lados y




' las diagonales, se obtiene un
salelogramo (figura 6).
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emostracion

y dos cuadrildteros que se obtienen
1 unir alternativamente los puntos
os de los lados y los de las diago-
es de un cuadrilitero dado ABCD: el
Gl y el IFH (figura 6). Razonaremos
bre este dltimo. Considerando el
ngulo ABC, se deduce que IF|| ABy
| = 1/2|4B|; y, del tridngulo ABD, se
iere que HJ || ABy |HJ| = 1/2|AB|. Por
tanto, IF|| HJ y |IF|=|H]|. De la
sma manera, del tridngulo ACD se
btiene que [H|| CDy |IH]| = 1/2|CD|; v,
| tridngulo BCD, se deduce que
77| €D y |EJ| = 1/2|CD|. En consecuen-
. IH|| F'y |IH| = |EJ| . De todo ello,
ulta que IFJH es un paralelogramo.

=strategia de particularizacion

Obsérvese que la causa de que IFJH sea

elos'a CD. Por lo tanto, para buscar
articularizaciones interesantes debe-
mos considerar relaciones significativas
‘entre ABy CD.

La primera, consiste en suponer que
A4B|| €D, con lo que el paralelogramo
 IFJH degenera en un segmento, por lo
que puede enunciarse el siguiente teo-
rema:

‘f Teorema 2.2

En un cuadrildtero con dos lados para-
lelos, al unir alternativamente los puntos
medios de los otros dos lados y los de
las diagonales, se obtiene un segmento
(figura 7).

La segunda relacién significativa es
|4B| = |cD| que implica que IF/H es un

Figura 7

rombo, obteniéndose el teorema que se enuncia a conti-
nuacion:

Teorema 2.3

En un cuadrildtero con dos lados opuestos iguales, al unir
alternativamente los puntos medios de los otros dos lados
y los de las diagonales, se obtiene un rombo (figura 8).

Figura 8

Una tercera relacién es AB.L CD, lo que conduce a que
IFJH sea un rectangulo, quedando probado el siguiente
teorema:

Teorema 2.4

En un cuadrildtero con dos lados opuestos perpendiculares,
al unir alternativamente los puntos medios de los otros dos
lados y los de las diagonales, se obtiene un rectdngulo
(figura 9).
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En cuarto lugar, la conjuncién de las relaciones |AB = |CD}
y AB L CD, produce la consecuencia de que [FJH sea un
cuadrado, desprendiéndose el teorema que sigue:



Teorema 2.5

En un cuadrildtero con dos lados opuestos perpendiculares
e iguales, al unir alternativamente los puntos medios de
los otros dos lados y los de las diagonales, se obtiene un
cuadrado (figura 10).
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Y, en quinto y dltimo lugar, si en el segundo caso
(|4B| = [CDD, suponemos ademas que estos lados forman
un 4ngulo de 60°, entonces obtenemos este Gltimo teore-
ma de la familia:

Teorema 2.6

En un cuadrildtero con dos lados opuestos iguales formando
un angulo de 60% al unir alternativamente los puntos
medios de los otros dos lados y los de las diagonales, se
obtiene un rombo constituido por dos triangulos equildteros
(figura 11).
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Observacién

Los teoremas expuestos en este articulo son ciertos para
toda clase de cuadrilateros, aunque en las figuras se hayan
representado convexos., Como muestra, en la figura 12,
exponemos las correspondientes al teorema 2.1 para cua-
drildteros no convexos y no simples.

Dualidad de ambas familias

Finalmente, debe destacarse una interesante relacion entre
los teoremas de las dos familias estudiadas. Si considera-
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mos como dudales los términos: diago-
nales'y par de lados opuestos, los teore-
mas de ambas familias resultan duales,
por lo que pueden obtenerse los de una
familia siempre que los de la otra ya
hayan sido establecidos. A continua-
cion, se vuelven a enunciar los teoremas
afectados resaltando esta dualidad.

Primera familia

Segunda familia —[

Teorema 1.3. En un cuadrildtero
con diagonales iguales, al unir conse-
cutivamente los puntos medios de los
lados, 'se obtiene un rombo.

Teorema 1.4. En un cuadrilétero con
diagonales perpendiculares, al unir
consecutivamente los puntos medios de
los lados, se obtiene un rectangulo.

Teorema 1.5: En un cuadrildtero
con diagonales iguales y perpendicu-
lares, ol unir los puntos medios de los
lados, se obtiene un cuadrado.

L

Teorema 2.3. En un cuadrildtero
con dos lados opuestos iguales, al
unir _alternativamente los puntos
medios de los ofros dos lados y los de
las diagonales, se obtiene un rombo.

Teorema 2.4. En un cuadrilatero con
dos lados opuestos perpendiculares, ol
unir alternativamente fos puntos medios
de los otros dos lades 'y los ds las dia-
gonales, se obtiene un recténgulo.

Teorema 2.5. En un- cuadrildtero
con- dos lados opuestos iguales y per-
pendiculares,-al unir alternativamente
los puntos medios de los ofros dos
lados y los de las diagondles, se
obtiene un cuadrado.
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