Los origenes del método
de minimos cuadrados

Gabriel Ruiz Garzoén

OS ANTECEDENTES

En los actuales manuales de Estadistica se suele plantear el
método de minimos cuadrados como una importante y sin-
gular técnica relacionada con el problema del ajuste, consis-
tente en obtener la ecuacién de una curva que, bajo deter-
minado criterio, se «acerque» o adapter lo mejor posible a los
puntos observados de una distribucién bidimensional.

Sin embargo, en sus comienzos, el método de minimos
cuadrados era una técnica geodésica. Como explicaremos
mas adelante, era una técnica para resolver sistemas de
ecuaciones donde el nimero de ecuaciones superaba al
de incognitas.

Varios son los antecedentes alejados de la Estadistica que
generaron el método de minimos cuadrados: el problema
de la figura de la Tierra y, ligado a él, la medicién del arco
del meridiano terrestre, y a su vez relacionado con este
altimo, el problema de la introducciéon del Sistema Métrico
Decimal.

Los matemdticos debemos tratar estos temas al unisono y
no como si fueran compartimentos estancos. La visién
conjunta de todos estos problemas es mucho mas enri-
quecedora para el alumno. Este articulo quiere colaborar
a ese objetivo.

Los dos principales métodos para determinar la figura de
la Tierra son los experimentos con el péndulo y las medi-

L . das del arco del meridiano terrestre.
El prinicipal objetivo de este

arficulo es mostrar la génesis | Que la Tierra no era una esfera perfecta se sabia porque a
histérica del mjfojc’ de un péndulo cerca del ecuador le afectaba menos la grave-
minimos cuaarados dad que al mismo péndulo en Paris. Newton demuestra en

relacionada con el problema o . .
de la medicion del arco del los Principia (1687), que la Tierra tiene que ser achatada

meridiano terrestre y la por los polos y si definimos la elipticidad p como
infroduccién del Sistema E-P
Méitrico Decimal. p= 7




donde E es el radio ecuatorial y P es el radio polar,
encuentra que 1/p = 230,

Domeénico Cassini, director del Observatorio de Parfs,
piensa que el achatamiento se produce en el ecuador y no
en los polos. Si el grado cerca del ecuador es mds peque-
fio que cerca del Polo, entonces la forma de la Tierra es la
predicha por Newton.

En 1735 la Academia Francesa envia una expedicién a
Per(l, encabezada por Bouguer, y otra a Laponia, encabe-
zada por Maupertuis, para medir la longitud del arco y
compararla con la medida del arco en Paris.

Pierre Bouguer (1698-1758), fue profesor de Hidrografia
en el Havre. En la expedicion a Perd estuvo acompafiado
por Godin y La Condamine. Bouguer fue el primero en
regresar a Parfs y el primero en comunicar los resultados
de la expedicion a la Academia, lo que le granjeé las ene-
mistades de sus compafieros de viaje.

Por cierto, Louis Godin (1704-1760) muri6é en Cadiz siendo
director de la Academia de Guardias Marinas de la Armada.

Por otra parte, Maupertuis (1698-1759) fue discipulo de los
Bernoulli en Basilea. En su viaje a Laponia estuvo acom-
pafiado por Alexis Claude Clairaut (1713-1765), matemati-
co y fisico de gran precocidad, que ingresé en la
Academia de las Ciencias de Paris a la edad de dieciséis
afios. En su viaje a Laponia demostraron la idea de
Newton sobre la forma de la Tierra.

Pero no fue el Gnico intento. En Italia, el Papa Benedicto
XIV comisioné al sacerdote jesuita serbio Giuseppe
Ruggiero Boscovich (1711-1787), para llevar a cabo ciertas
medidas del arco del meridiano. Boscovich propuso el
método que Laplace bautizd como «método de situacions,
para diferenciarlo del «nétodo de minimos cuadrados»,
«ste Gltimo mucho mis ventajoso que el primero», en
palabras del sabio francés.

Mientras el método de minimos cuadrados propuesto por
Legendre minimiza la suma de los errores al cuadrado, el
método propuesto por Boscovich minimiza la suma del
valor absoluto de los errores.

Pero este problema de la medicién del arco del meridiano
estd relacionado con la introduccién del Sistema Métrico
Decimal.

En 1790 la Convencién Nacional decide introducir un
nuevo sistema métrico que acabe con la disparidad de
medidas que existian en todos los paises. Unos planteaban
como medida de longitud la de un péndulo que marca el
segundo en los 45° de latitud, a través de la conocida fér-
mula fisica que liga la longitud del péndulo / con su peri-
odo T
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Mientras
el método
de minimos
cuadrados
propuesto
por Legendre
minimiza la suma
de los errores
al cuadrado,
el método
propuesto
por Boscovich
minimiza la suma
del valor absoliito
de los errores.

Figura 1

Pero esta medida se desestimé entre
otras razones porque dicha longitud
depende de la latitud en la que nos
encontremos. La definicion que se
adopta es tomar como unidad de longi-
tud la diez millonésima parte del cua-
drante de un meridiano terrestre, el lla-
mado metro (del griego metron = medi-
da). Por tanto, se debfa medir la longi-
tud de una subseccion de ese arco y se
decide medir el que va desde
Dunquerque a Montjuic (Barcelona).
Delambre medird el tramo de Dun-
querque a Rodez y Méchain de Rodez
hasta Barcelona. Méchain morird en
1804, cerca de Castellon de la Plana,
revisando los cilculos ya realizados.
Previamente, Méchain habia participado
junto a Cassini IV y a Legendre en el
proyecto de  triangulacién entre los
observatorios de Greenwich y Paris,

Con los cilculos de Delambre y
Méchain hemos elaborado la tabla 1 que
nos da la longitud S de los cuatro seg-

mentos consecutivos del arco de meri-




jano que atraviesa Paris, medidos en
4dulos (1 modulo = 12,78 pies), los
rados de latitud d'y la latitud del punto
edio L de cada segmento de arco
igura 2).

4 medicién del meridiano Dunquer-
ue-Paris-Barcelona fue ampliada en
817 hasta Formentera por Biot y Arago.

Médulos Grados Punto medio
S d L

querque a Pantheon 62472,59  2,18910 49° 56' 30"

theon (Paris) a Evaux. -+:76145,74  2,66868 47° 30" 46"

ux a Carcassone 84424,55  2,96336  44° 41' 48"

cassone Barcelona 52749,48 1,85266 42°17' 20"

Tabla 1
E
Figura 2

El desarrollo €l n/w‘todo
de minimos

Hemos visto que el papel de la cuadrados

. Astronomia ha sido muy importante en
el origen y desarrollo del método de
minimos cuadrados. Legendre publica el
método en 1805 en un apéndice del
libro sobre la 6rbita de los cometas:
Nouvelles méthodes pour la détermina-
_ tion des orbites des cométes.

; En 1801, el astrénomo italiano Joseph
- Piazzi, descubri6 el asteroide al que le
pusieron el nombre de Ceres. A causa
de la situacién desfavorable del asteroi-
de respecto del Sol, sélo pudieron prac-
ticarse las observaciones durante cua-
renta dias.

Al haberlo perdido tan pronto, los astré-
nomos se enfrentaron al problema de

no fue creado

para

la Estadistica.
Es un método
geodésico,
creado
para ayudar
a los astrénomos.

NOUVELLES METHODES

POUR LA DETERMINATION

DES

ORBITES DES COMETES;
AVEC UN SUPPLEMENT

Contenant divers perfectionnemens de ces méthodes et leur
application aux deux Cométes de 1805,

PAR A. M. LEGENDRE,

Membre de la Légion dhonneur, de Plnstitut impérial de France
et de la Société royale de Londres.

Lo
R

ONSERYATORIO DE MAKISA &
.

A PARIS,

Chez CoURcGIER, Imprimeur- Libraire pour les Mathématiques,
quai des Augustins, n* 57.

ANNER 1806.

Figura 3

calcular sus posiciones a partir de pocas observaciones.
Gauss desarrolld un sistema para el cdlculo de orbitas,
método que se utiliza hoy en dia para seguir satélites arti-
ficiales, basado en el método de minimos cuadrados.
Gauss calcul6 la trayectoria de Ceres de tal manera que
cuando el asteroide apareci6 por el otro lado del Sol, los
astronomos lo encontraron cudndo y dénde Gauss les
habia dicho.

En el método de minimos cuadrados de Legendre no hay
probabilidad. S6lo cuatro afios mds tarde, cuando Gauss
publica sus resultados en Theoria motus corporum coeles-
tium, se encuentran conceptos de Estadistica como la dis-
tribucién normal o también llamada ey de los erroress,
Legendre y Gauss mantuvieron una agria disputa sobre la
prioridad en el descubrimiento del método de minimos
cuadrados (ver Garcia Azcirate, 2002).

Luego, el método de minimos cuadrados no fue creado
para la Bstadistica. Es un método geodésico, creado para
ayudar a los astrébnomos.

El método de minimos cuadrados se formulaba de la
siguiente manera: sean p funciones lineales V,, V,, V;,

..., que dependen de m incognitas x, ¥, 2,...; sean W,
W Wiy los valores observados de esas funciones y
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Pongamos pues

=qx+by+cq
Va=ax+bytc
Vi =dzx+byy+¢3

donde

g1 =amx+by+(q-W)=ax+by+d
gy =mx+by+(cy-Wo) = ayx+ by +d, [1]
a3 X + b3)y+((:3-W/5)= Az X+ byy + dj

€3
El sistema de ecuaciones anterior esti

formado por las lamadas ecuaciones de
condicion.

Como hemos expuesto anteriormente,
debe ser minima la suma de errores al
cuadrado

(I)=£f+s§+s§=

=(a1x+ by + d1)2+(a2x+ by + 47’2)2+(a3x+ byy+ d3)2

y para que eso ocurra y determinar x e
%, se tiene que satisfacer que

Figura 4 9
= =0
ox
s -0
supongamos que esos valores estin afectados de los 6y
EITOres €y, &,, €,,..., es decir, O sea,
N-Wi=¢ @ _ (a,lx+ by + dl)@l +(a2x+ by + dz)az +(a3x+ byy + d3)a3 =0
V2-Wy =% 9
- Fee
Vs =W =e3 T (nze+ by + )by + (a5 + by + )by + (a0 + by y o+ s Yoy = 0

La principal dificultad que tenia que salvar el método es
que el nimero de ecuaciones (p) superaba al nimero de
incognitas ().

Gauss supone que la ley de probabilidad de ocurrencia
del error era

2.2
b
NEY
y por tanto la probabilidad de que ocurran los p errores a
la vez es de

P=( b) ] h(81+8%+85+ e fb)

De la ignorancia de dénde se producen esos errores Gauss
piensa en sustituirlos donde la probabilidad anterior ofrez-
ca su valor méaximo, es decir, donde la suma de errores

D=g’+e?’+ g2+ ...+ spz sea minima.

Para mayor claridad en la exposicion, v sin perder gene-
ralidad, consideremos un sistema de p =3 ecuaciones con
m = 2 incdgnitas solamente.

que de una manera mds simplificada
quedaria

(E a’g)’” (E “ibf)y + E ayd; =0
(S b+ (S )y + S 4,0

que conforma el sistema de ecuaciones
normales, un sistema ya con igual nime-
ro de ecuaciones que de incognitas y
donde los errores han desaparecido.

(2]

Ademids como se tiene que

Ea,-b,=~;-[2 @+ b)) F-Sa Esz
Ea,d,=%[2 a+d) -3 df Ed,z]
Ebﬂ;%[E brd) -3¢ J

todos los coeficientes del sistema de
ecuaciones normales o son sumas de cua-
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Figura §

_drados o se reducen a sumar y restar
dichas sumas de cuadrados. Los libros
de texto de final del siglo xix (ver Fai de
Bruno, 1869), venian provistos de tablas
donde ficilmente se podrian conseguir
~ esas sumas (figura 5).

Seguidamente daremos algunos ejem-
plos que ilustran el método de minimos
cuadrados.

Ejemplo 1

Los problemas que muestran las relacio-
nes entre la longitud del arco, la latitud,
la elipticidad son no lineales. Existen
muchas maneras de convertirlos en linea-
les. Una buena aproximacién utilizada
por Boscovich en 1755, lLaplace en
1780, y Legendre en 1805, viene dada
por la ecuacién:

a=x+ ysen®L [3]

donde a = §/d es la longitud del arco en
médulos por grado de latitud, x es la
longitud de un grado en el ecuador e y
es €l exceso de un grado en el polo
sobre uno del ecuador.

Boscovich
utilizando
el método
de situacion,
hallo la misma
elipticidad
que la aqui
encontrada
por el método
de minimos
cuadrados.

Se tratarfa de encontrar las constantes x € » por minimos
cuadrados.

Con los resultados de las observaciones de Delambre y
Méchain que figuran en la tabla anterior, sustituidas en la
ecuacién anterior [3], dan las siguientes cuatro ecuaciones
de condicibn:

x+ 1€0,585821) ~ 28538,02476 = 0
x + 11(0,543800) ~ 28533,11000 = 0
%+ 0,494705) — 28489, 46804 = 0
x+ 0,452752) — 28472,29389 = 0
Si aplicamos el método de minimo cuadrados, esas cuatro

ecuaciones se pueden sustituir por las siguientes dos ecua-
ciones del sistema de ecuaciones normales [2]:

4o+ X2,077078) — 114032,8967 = 0
2,077078x + (1,088621) — 59219,24971 = 0

O, de una manera méas simplificada:

x + (0,5192695) - 28508,22418 = 0
x+ 0,5241117) - 28510,84538 = 0
cuyas soluciones son

x=28227,13109
y=541,3241

y por lo tanto
a= 28227,13109 + 541,3241sen’L

y como la elipticidrld p se puede calcular a través de

[NSRESN

=L
¥y

o=

y como el cuadrante del meridiano es

cuadrante del meridiano = 90(36 + Z)

con los valores calculados se puede demostrar que la elip-
ticidad

1 157,93
p

cuadrante del meridiano = 2564801,37 modulos

Por cierto, Boscovich utilizando el método de situacién,
hall6 la misma elipticidad que la aqui encontrada por el
método de minimos cuadrados.

Legendre en Nouvelles méthodes pour la détermination des
orbites des\cométes, con los mismos datos del arco del
meridiano terrestre medido sobre Francia, entre
Dunquerque y Barcelona, v utilizando el método de mini-
mos cuadrados sobre una ecuacién similar a [3], halla unos
valores de




1

=148
cuadrante del meridiano = 2564800 médulos

Y por tanto, el metro debe valer 0,2564800 modulos = 3,28
pies. Por cierto, que el actual metro estd basado en los
resultados encontrados por Laplace incorporando la medi-
da del arco en Peri y a través de un algoritmo que mini-
miza el error mdximo, encontrando un valor para el cua-
drante del meridiano de 2565370 médulos y por tanto un
valor del metro igual a 0,256537 médulos, algo mayor que
el valor hallado por Legendre.

Y también es verdad que Gauss descubre mis o menos
independientemente de Legendre el método minimos cua-
drados y, al igual que éste wltimo, utiliza los datos del
mismo meridiano para sus cilculos y halla en este caso
que

l=187

cuadrante del meridiano = 2565006 mddulos

Del manual de Fai de Bruno (1869) son los siguientes
ejemplos que ilustran el método de minimos cuadrados.

Ejemplo 2

Se sabe que el estudio de las oscilaciones del péndulo en
diversas latitudes lleva a los fisicos a concluir que la lon-
gitud del péndulo que marca el segundo depende de la
latitud del lugar, segtn la siguiente Ley de Clairaut

A= x+ ysen®*y 4]

donde las constantes x e y son las longitudes que necesi-
tamos encontrar.

Diversos observadores célebres efectuaron sendos experi-
mentos y sus datos se resumen en la tabla 2.

...el actual
metro
esta basado
en los resultados
encontrados
por Laplace
incorporando
la medida
del arco en Perii
Y a través de
un algoritmo
que minimiza
el error
maximeo. ..

lugar de la observacién  Latitud del lugarp Longitud del péndulo . Nombre del observador

Quito 0° 0 0,990564 m Bouguer

Petit-Goave 18° 277 0,991150 m Bouguer

Parfs 48°.24' 0,993867 m Biot et Mathieu

San Pefersburgo 58° 15’ 0,994589 m Mallet

Laponia 67° 4' 0,995325 m Clairaut et Maupertuis
Tabla 2

Los resultados de estas observaciones, sustituidas en la
ecuacion anterior [4], dan las siguientes cinco ecuaciones
de condicién:

2+ 30,00000) - 0,990564 = 0
x+ 10,10016) - 0,991150 = 0
5+ 100,56672) - 0,993867 = 0
%+ 2(0,72307) - 0,994589 = 0
x + 3(0,84829) - 0,995325 = 0

Si aplicamos el método de minimo cua-
drados, esas cinco ecuaciones se pue-
den sustituir por las siguientes dos ecua-
ciones del sistema de ecuaciones nor-
males [2]:

x + (0,44765) - 0,993099 = 0
X+ 20,70306) - 0,994548 = 0

cuyas soluciones son

x=0,990555 m
¥=0,0056786 m

y por lo tanto
A =0,990555 + 0,0056786 sen®y

También en aquella época eran comu-
nes los estudios de presion atmosférica.
Por ejemplo, Blas Pascal, los hizo en la
ahora renombrada mitica cumbre ciclis-
ta del Puy-de-Déme, pero el protagonis-
ta del siguiente ejemplo es el canénigo
de Alejandria Parnisetti.

Ejemplo 3

Las variaciones diurnas de la presion
atmosférica dependen de la temperatu-
ra del lugar. Con los datos aportados
por Parnisetti, de la media de los valo-
res barométricos y termométricos
medios durante los afios 1861-1865,
donde el primer miembro de la igual-
dad expresa las variaciones barométri-
cas desde las 9 de la mafiana hasta las
3 de la tarde, expresadas en centésimas
de milimetro, y los segundos miembros
representan las temperaturas medias en
grados centesimales, damos las ecua-
ciones de condicion que aparecen en
la tabla 3

Aplicando el método de minimos cua-
drados, se encuentra que la presion
barométrica p depende de la tempera-
tura f, en Alejandria, de la siguiente
manera

p=81+22¢




73 =x+ y|-0,37)
93 = x'+y(2,93)
98 = x + (9,97
bril 126 = x + y(14,58)
layo 113 = x + y(12,54)
o 115 = x + y(22,54)
140 = x + y[25,12)
gosto 136 = x + y{24,50)
Septiembre 131 = x +{20,30)
| Octubre 109 = x + y(14,00)
| Noviembre 90 = x + y|7,00)
Diciembre 100 = x + y{2,15)

Tabla 3

lo que prueba una cierta influencia
 directa de la temperatura en la presion.

 Ejemplo 4

El método de minimos cuadrados nos
_va a servir para determinar la diferen-
cia de longitud entre dos lugares. A
_este efecto, se emplearin unos croné-
_metros que se transportan de un lugar
. al otro intercambidndose. Es evidente

- que un cilculo exacto de la diferencia
de hora de los crondmetros indicari la
diferencia de longitud buscada entre
~ los dos lugares.

_ Seguidamente con los resultados de las
. observaciones y sin entrar en muchos
_ detalles, daremos las siguientes ecuacio-
“hes de condicion para obtener la dis-
tancia en longitud de los observatorios
de Pulkowa y Dorpat, a saber:

0,508x - y - 0,096z = +0,096
0,544x + y-0,312z = -0,386
0,540x ~ y + 0,294z = —0,049
0,522x + y-0,193z = —0,386
0,521x - y-0,195z = -0,078
0,510x + y + 0,114z = +0,179
0,571x - y +0,032z = 0,343
0,579x + y - 0,079z = -0,006
0,511x - y-0,356z = -0,348
0,535x + y + 0,345z = +0,508

de donde aplicando el método de mini-
mos cuadrados, se deducirdn ficilmente
las siguientes ecuaciones normales:

+2,8602 + 0,038 y 0,229z = -0, 444
+0,0382 +10,000y + 0,196z = +0,630
~-0,229x + 0, 196y +0,534z = +0, 496

El tratamiento
que recibe
el método
de minimos
cuadrados
en nuestros
manuales
de Estadistica
actuales
estd alejado
de los importantes
problemas
que lo gestaron,
como el cdlculo
exacto de la figura
de la Tierra
o la introduccion
del metro patron,
que ocuparon
y preocuparon
a matematicos
durante
siglos.
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para las cuales las soluciones son:

x=-0,036
y=0,046
z=0,874

Luego, como hemos podido observar, la presentaciéon del
método de minimos cuadrados diferfa sustancialmente de
la actual. No sélo en los temas a los que se aplica, geo-
désicos v fisicos, sino en la forma de tratarlo: Consistia en
«ain método para resolver un sistema de ecuaciones donde
el namero de ecuaciones supera al nimero de incognitas
y donde las ecuaciones provienen de observaciones afec-
tadas por errores desconocidos».

Las conclusiones

Llegada la hora de hacer balance, se puede decir que con
este articulo hemos pretendido:

a) Acercar la Historia de las Matematicas a nuestras
aulas. El tratamiento que recibe el método de mini-
mos cuadrados en nuestros manuales de Estadistica
actuales estd alejado de los importantes problemas
que lo gestaron, como el cilculo exacto de la figura
de la Tierra o la introduccién del metro patrén, que
ocuparon y preocuparon a matemditicos durante
siglos.

b) Posibilitar que estos temas, el método de minimos
cuadrados y la introduccién del Sistema Métrico
Decimal, puedan ser tratados al unisono y no como
compartimentos estancos alejados uno del otro.

Una vez mis la interdisciplinariedad ha ganado la batalla.
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