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En este arficulo se presentan
algunas experiencias sobre
la aproximacién intuitiva en
Geometria y sus
implicaciones en el calculo
aproximado del ndmero & en
la ESO.

El proceso se gradia en
torno a cuatro actividades.
En las dos primeras se
aproxima experimentalmente
el nimero m y se pretende
descubrir el grado de
madurez de los alumnos
para enfrentarse, desde el
punto de vista intuitivo, a los
procesos geométricos de
aproximacién. En las dos
Gltimas se hace una
estimacién de wt; en un caso
encontrando una sucesién de
nimeros irracionales
convergente a ese nimero; y,
en ofro, a partir de una
simplificacion del método
utilizado por Arquimedes,
que permite ademds dar una
demostracién, diferente de la
habitual, de las propiedades
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NA DE LAS GRANDES incoherencias didécticas en la ense-
fianza de las Matemdticas en la Educacion Secundaria, de
la que dificilmente podemos escapar, es el tratamiento del
fascinante nimero . Por un lado, la introduccién del con-
cepto de niimero irracional se inicia en el cuarto curso de
la ESO, posponiendo su estudio, mis o menos riguroso,
para el Bachillerato, pero, sin embargo, al alumno le
hemos pedido en etapas anteriores que conozca y utilice
el ntimero irracional w, y, ademds, esperamos que se crea
que tiene infinitas cifras decimales que nunca se repiten
de forma periddica...

Este trabajo es el resultado de nuestra experiencia didacti-
ca en la biisqueda y disefio de-actividades sobre la apro-
ximacion del niamero @, que pudieran ser propuestas a
alumnos de la ESO que no posean conocimiento alguno
de Trigonometria. El proceso seguido se organiza en torno
a cuatro actividades comentadas, dirigidas a un nivel de
competencia curricular especificado en cada una de ellas,
pero que podrfan realizarse en cualquier etapa postetior.
La Ultima es la menos original, pues se basa, en esencia,
en el método utilizado por Arquimedes para aproximar el
niimero m, pero la incluimos porque en el Bachillerato
constituiria un instrumento diferente para probar las pro-
piedades
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Como suele ocurrir en el campo de cualquier investigacion
nos encontramos con una dificultad no prevista: todo pro-
ceso de aproximacion en Geometrfa implica un plantea-
miento «dindmico» e, inevitablemente, aparecen implicados
componentes intuitivos sobre el concepto de limite. Sin
embargo, este hecho, no sélo no representa un inconve-
niente, sino que se convierte en un recurso didéctico para




la actividad 3. En ella subyacen ideas de Anilisis
Matematico (integral de Riemann, sucesiones convergen-
tes) que, consideradas desde un punto de vista exclusiva-
mente geométrico, nos permiten obtener una sucesion de
nimeros irracionales que converge a .

La dificultad a la que nos referfamos queda patente si ana-
lizamos los resultados obtenidos en una prueba inicial
sobre contenidos geométricos realizada a alumnos del ter-
cer curso de la ESO. Se les propuso: Formamos un cua-
drado con 16 fichas cuadradas y lo deformamos para cons-
truir con las mismas fichas un rectingulo. ;Qué pasa con
el perimetro al pasar del cuadrado al rectingulod.
Aquellos alumnos a los que se les proporcioné el corres-
pondiente material o se les permiti6 utilizar una represen-
tacion grafica (figura 1) no tuvieron dificultad en contestar
que el perimetro aumenta, pero aquellos a los que se les
pidié que contestaran por intuicién, lo hicieron correcta-
mente s6lo en un 6,7 %, mientras que un 75 % afirmé que
el perimetro era el mismo.

—

Figura 1

También se les propuso: «Une los extremos de un hilo vy
forma sobre la mesa un cuadrado. Ahora deférmalo para
construir un rectingulo. ;Cémo son las 4reas del cua-
drado y del rectangulo?. Intuitivamente, la mayorfa con-
testd que el drea no cambia y en este caso la utilizacién
de un modelo geométrico (hilo, cadena, cordén de las
zapatillas...) no mejoré los resultados. La justificacién
posiblemente estd en que el concepto de dimiter no se
habfa adquirido todavia en esos alumnos, ¥y no recurrie-
ron a su utilizacién como estrategia de manera esponta-
nea. Cuando el profesor llevé en el modelo la deforma-
cioén «al limite» (figura 2) un alto porcentaje de los alum-
nos afirmé que el drea cambia y algunos de ellos que
disminuye,

Estas dos situaciones ponen de manifiesto que antes de
intentar abordar con nuestros alumnos una aproximaciéon
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Figura 2

del nimero m hay mucho trabajo por
hacer. En un primer paso deberian des-
cubrir por ellos mismos que es posible
que las cifras decimales de m no se repi-
tan. Este objetivo se pretende alcanzar
en la actividad 1. Esta solo presenta la
dificultad de utilizar habilmente un hilo

para medir el perimetro de un circulo y
su didmetro (es mds facil si se utiliza un
cilindro) y dnicamente se requiere que
el alumno conozca el sistema decimal y
la proporcionalidad de segmentos.

Actividad 1

¢ Nivel de aplicacién: Primer y segun-
do Ciclo de la ESO

®  Objetivos:  Obtener experimental-
mente algunas cifras decimales del
nomero .

°  Conocimientos previos: Concepto de
circulo, * circunferencia 'y “digmetro.

Sistema decimal. - Proporcionalidad

entre segmentos.

Materiales: Cilindro, hilo, tijeras y

material de dibujo (regla).

Vamos a ver cudntds veces estd confeni-
do el digmetro de un circulo en la longi-
tud de la- circunferencia. Con el hilo
corta dos trozos que midan exactamente
lo- mismo- que el digmetro y-la circunfe-
rencia de la base del cilindro. Sobre la
primera recta en la que estd representa-
do- el cero, toma como unidad el trozo
de hilo que representa el didmetro y
sefiala los puntos que corresponden ¢ los
nimeros 1, 2, 3, 4, 5. Ahora djusta uno
de los extremos del ofro hilo al 0 y sefia-
la el punto P, que queda determinado
hacia la derecha por el otro extremo del
hilo: Como ves, la longitud de la circun-
ferencia contiene al didmetro mas de tres
veces, pero menos de cuatro; es decir, el
nimero de veces es un nimero decimal.
Para saber cuédl es la cifra de las déci-
mas fraza una recta que pase por el 3 de
la primera recta y el 3,0 de la segunda.
Traza ofra recta que una el 4 con el 4,0.
Estas dos rectas se cortan en un punto
que llamaremos Q,. Si trazas unda recta
- que una el punto @, con el punto P, cor-
_ faré a'la segunda recta en un punto P,
_ que como ves estd enfre 3,1 y 3,2. Esto
quiere decir que la primera cifra decimal
es 1. Si repites la operacion con las oiras
ectas irds obteniendo las demds cifras
decimales (figura 3).




3,0 3,1

3P 4
w=3,1
4,0
n=23,14..

3,10 3,11 3,12

. 14 3,15

7 3,17 3,18 3,19 3,20

w=3,141..

3,140 3,141 3,142 3,143 3,144 3,145 3,146 3,147 3,148 3,149 3,150

Es cierto que no se van a poder hallar
graficamente las infinitas cifras decima-
les de =, pero, después de un ndmero
razonable de iteraciones, el alumno se
ve obligado a plantearse la posible
necesidad de un «paso al limite», v esta
_en condiciones de admitir que pueda
ser cierto que las cifras decimales de
ese nimero no se repiten. Por tanto,
hemos cambiado, a partir de una expe-
riencia, un «acto de fe» por una «dntui-
cién razonable». Una intuiciébn que se
fundamenta en el mundo que nos
rodea, como queda maravillosamente
reflejado en un fragmento de la pelicu-
la, Smila, misterio en la nieve, de Bille
August, en el que la protagonista des-
cribe la fascinacién que siente por los
ntmeros de la siguiente forma:

[...] para mf el sistema numérico es como la
vida misma, primero estén los nimeros natu-
rales, los que son enteros y positivos, son los
nimeros de un nifio pequefio, pero la con-
ciencia humana se amplia y el nifio descubre
el deseo, gsabe cudl es la expresion mate-
matica del deseo?, los nimeros negativos, la
formalizacién de la sensacién de que te falta
algo. Entonces el nifio descubre los espacios
intermedios entre las piedras, entre las per-
sonas, entre los nGmeros y aparecen las frac-
ciones, eso es como una locura, porque
nunca se llega al final, nunca se defienen
alli, hay nomeros que no podemos ni empe-
zar a comprender, las matemdticas son un
paisaje inmenso y abierto, te diriges hacia el
horizonte, que siempre retrocede |...]

La actividad 2 es fundamental, puesto
que evidencia que el «paso al limite» no

Figura 3

...evidencia
que el paso
al limite»
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alguno evidente
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3,1410 3,1411 3,1412 3,1413 3,1414 3,1415 3,1416 3,1417 3,1418 3,1419 3,1420

¢ es en modo alguno evidente y con ella el alumno se cues-
tionara lo que su intuicién le sugiere a primera vista, pre-
pardndole para adquirir mds adelante los conceptos de
curva rectificable y regidon medible,

Actividad 2

e Nivel de aplicacién: Segundo ciclo de la ESO.

e Objetivos: Trabajar sobre la intuicién en los procesos de
aproximacién geométrica.

e Conocimientos previos: Teorema de Pifdgoras, tridngulo
equilétero, area de un trigngulo.

®  Materiales: Calculadora y material de dibujo.

El segmento AB mide 1 cm. Sefialamos un punto: Q de mane-
ra que ABQ sea un tridngulo equilétero. Llamamos p; a la poli-
gonal [A, Q, Bl y S a la superficie del tridngulo limitada por
p; Y el segmento AB {figura' 4).

Dividimos ahora el segmento AB en dos parfes igudles, cons-
truimos dos fridngulos equilateros de base cada una de esas
partes y llamamos p, a la poligonal [A, Q,, My, Q;,, Bl Y S,
a la superficie de la regién limitada por p, y AB (figura 5).

Continuamos dividiendo el segmento AB en tres partes iguales
y obtenemos la poligonal p, = [A, Q,;, My, Qyp My, Gy, B
y el drea S, de la regién limitada por p, y AB (figura 6).

Imagina que vas dividiendo en 4, 5, 6... partes el segmento y
vas obfeniendo las correspondientes poligonales p,, ps, p;..-
y reas 'S, Sy, Sy

a) - Si repites el proceso infinitas veces, zqué pasard con la
sucesién de ‘poligonales? 3Y con la sucesién de dreas?
(Contesta intuitivamente).

b} - Comprueba algebraicamente lo que sucede completando
la tabla 1y compara si se obtiene: lo que habias previsto
en a}. Infenfa dar una explicacién de lo que sucede.




Cuando se propuso esta actividad a un grupo de alumnos
de 3.° de ESO, el 90 % contestd en el primer apartado

intuitivamente que la poligonal se convierte en el seg-
mento 4By s6lo un 10 % dijo que al final tendriamos un
Segmento pero con «puntitos por encima, driangulitos
muy pequefios... Todos admitian que al final las areas
eran practicamente cero.

Q ...cuando
queremos
aproximar

el drea
e B A 5 de una region
Figura 4 (por supuesto
medible),
podemos bhacerlo
Q, @, a traveés de
i E i \ regiones limitadas
r cualquier
M, B A M, B po /i ql
gondat. . .
Figura 5 pongon
QZI QZZ Q23
A M M, B A M M, B
Figura 6

Regién  Num. de divisiones  Lado del tridngulo Longitud de p, Area del frigngulo S

1 1 2 V3 /4 V3 /4

M 2 1/2 4.1/2=2 N3/16 38
VAVAVAN 3 /3 6.1/3=2 V3736 312

AAAA 4 1/4 8.1/4=2 23 /64 316

Tabla 1

§

Estd claro que los alumnos que contes-
taron que al final se obtiene el segmen-
to AB han ido mis lejos de lo permitido,
es decir, su intuicién les ha llevado a
hacer una aproximacién incorrecta de la
longitud del segmento. El resto, bien
por prudencia o por no saber como rea-
lizar ese «paso al limites, se quedaron un
Paso atrds y eso les impidié contestar de
forma errénea.

Una vez realizada la actividad, el profe-
sor puede hacer ver a los alumnos que
en los procesos de aproximacién en
geometria, por decirlo de alguna mane-
ra, debemos tener mucho cuidado al
aproximar un arco (por supuesto rectifi-
cable) por una poligonal, pues sbélo
tenemos garantias de que la aproxima-
cion sea fiable si todos los vértices de la
poligonal estin en la linea (figura 7b),
por el contrario en el caso de una poli-
gonal como la de la figura 7a, al final se
obtendrfan puntos «nuy préximos» a la
linea pero no estarian sobre la linea.

Sin embargo, cuando queremos aproxi-
mar el drea de una regién (por supues-
to medible), podemos hacerlo a través
de regiones limitadas por cualquier poli-
gonal (figuras 8 y 9).

En la actividad 3, damos una estimacién
del ntimero g, utilizando la aproxima-

e

Figura 7

Vi

Figura 8

Figura 9




cién del drea de un sector circular por
una sucesién de dreas de rectingulos
inscritos, que nos permite obtener una
nueva férmula para el nimero . lLa
novedad reside en que la altura de los
rectingulos se calcula aplicando el
Teorema de Pitigoras.

Actividad 3

Nivel de aplicacién: Segundo ciclo
de la ESO.

Objetivos: Aproximar el nimero n
por defecto.

Conocimientos previos: Teorema de
Pitdgoras, drea de un recténgulo,
érea del circulo.

Materiales: Calculadora, material
de dibujo y ordenador {programa
Derive).

En el sector circular AOB el dngulo o es
de 90° y los radios OA y OB miden 1

A
PZO P2l
SZ
-
o Q, B
Figura 10
A
P
PSO &
P32
83
a
o Q;, Qs B
Figura 11

cm. Sefialamos el punto- medio Q,; de
OB 'y construimos el recténgulo inscrito

Regién

Nim. de divisiones Area de la regién

de base OQ,; (figura 10).

Evidentemente el drea S, del recténgulo
PsoP21 Q5,0 es una aproximacion muy
“mala del rea del sector, pero podemos
mejorar la situacién si dividimos el seg-
mento OB en tres partes iguales & inscri-
bimos dos rectangulos {figura 11}

Si divides el segmento OB en 4, 5, 6...
partes y repites. el proceso obtendras
stcesivas regiones formadas respectiva-
mente por 3, 4, 5... rectangulos inscri-

fos, de dreas que llamaremos Sy Sy
5,...

a} . Completa la tabla 2 y. comprueba
que la: sucesién S;, S, S;..., de

2

2 Sy=t 1—(~) -0,433012...

2 2
1 1 1 2
3 == N={=] +=1- =
S3 3\/1 (3) +3‘j1 (3) 0,562721...

2

2
Lo 1L 2 1] 3
4 S“‘ZJ]‘(Z) 7\}1_(.‘{) ‘7\]1‘(2) -0,623927...

areas: es esfricfamente “:creciente.
Encuentra una férmula general para
el érea de la regién cuando el
nimero de divisiones es n.

Si repites el proceso infinitas veces,
sen qué se convierfe la regién? ;A
qué tiende la sucesion de dreas
obtenidas?

En general, si el ntmero de divisiones
€s 1 se tiene

2 2
=L 1_(1) L 1_(3) L 1_(_5_)
n n n 1 n n

Tabla 2

y con una sencilla manipulacion algebraica obtenemos

sy =L (Yo e 2 - )

La convergencia es muy lenta y los alumnos no pueden
prever experimentalmente a que nidmero tiende la suce-
sibn S, pero este es el momento de utilizar lo que sabe-
mos. Como el drea del sector es la cuarta parte del drea de
un circulo de radio 1 cm, se tiene que

n* - n - )

(mdf

7
47




Y, por tanto,

n =~ lim —47(\/712—12 +n? - 22 +---+1/n2—(n—1)2)

n—sm 3y

Como ya hemos dicho, la convergencia es muy lenta y
para obtener valores satisfactorios de la aproximacion de
T necesitamos adelantarnos mucho en la sucesion, pero
€sto no es un problema si disponemos de un programa de
ordenador. Los siguientes cdlculos se han realizado con el
programa Derive y un poco de paciencia.

n=10 7T~ 2,90451...
n=100 m~312041...
1= 1000 7=~ 3,13955...
7=10.000 T =314139...
7 =100.000 w=~3,14158...
1= 200.000 7~ 3,14159. ..

La convergencia es mas rpida si en lugar de aproximar por
rectangulos utilizamos trapecios y un tridngulo (figura 12).

En este caso se cumple

O ) (RE T [
_‘+%{\/:(n;2)2+\/:(n;1)2]%+%.%~1~(n7_1)2
y de esta forma

w= lim [E+i2(\jnz -1% $n? - 22 N —(n—l)z)}
”

n—>w| 11

Los valores que se obtienen con esta férmula son

n=10 7=~ 3,10451...
=100 7~ 3,14041. ..
7= 1000 7=~ 3,14155...
7= 10000 7~ 3,14159...

La actividad 3 se puede completar proponiendo que se
razone de forma analoga aproximando la longitud del arco
4B, por la de la poligonal formada por el segmento AP, |
el borde superior de los rectingulos y el segmento QpnaB.
Los alumnos estdn ya en condiciones de prever que esa
aproximacion no es la apropiada. En efecto, en este caso
la poligonal siempre mide 2 cm y sélo podemos afirmar

que /2 < 2y, por tanto, @ < 4 (figura 13).

A

Figura 12

...es una vaviante

simplificada
del tradicional
método
seguido
porArquimedes.

p A p
o P

0 Q,Q, Q

n,n=1

Figura 13

Los alumnos de la opcién B de 4.° de
ESO poseen suficientes conocimientos
de trigonometria para realizar la siguien-
te actividad, que es una variante simpli-
ficada del tradicional método seguido
por Arquimedes.

Actividad 4

* Nivel de aplicacién: 4.° curso de
ESO; opcién B,

®  Objetivos: Daruna aproximacién
por defecto del numero .

e Conocimientos previos: Seno de un
dngulo agudo, perimetro de un polf-
gono;, longitud de la circunferencia.

°*  Materiales: - Calculadora, - material

de dibujo.

En'la circunferencia de centro O y radio
R'=1 cm. Inscribimos un tridngulo equi-
létero, un cuadrado, un pentégono regu-
lar.... (figura 14)

Los perimefros van aumentando al
aumentar el nimero- de lados y se pue-
den considerar una aproximacion de la
longitud de. la circunferencia; mas satis-
factoria al ir aumentando el nomero de
lados.

a) Teniendo en cuenta que todo poligo-
no regular de n lados A/A,..A se
puede considerar formado por n
tridngulos isésceles iguales al OA A,
comprueba que el valor del perimetro

_p, se puede expresar con la férmula

P, =2n-sen (] 8,10")

b)  Si hacemos crecer indefinidamente
el némero de lados n del poligono
inscrito sQué pasard con ld sice-
sién p. formada por los sucesivos
perimetros? sA qué nimero tiende
la sucesion p./22




Figura 14

En esta actividad es imprescindible que
_se calculen las razones trigonomeétricas

del 4ngulo, expresando éste en grados
' sexagesimales (si se hiciera en radianes
caerfamos en un circulo vicioso al tener
que utilizar el valor de m). Considerando
que el tridngulo OQA, es rectdngulo,
que el segmento O4, mide 1 cm, y que
QA, es la mitad del lado [ del poligono
se obtiene (figura 15)

Al hacer tender n — o el perimetro del
poligono p, tiende a la longitud de la
circunferencia, que en este caso es 2w, y,
de esta forma, en la columna de la dere-
cha de la tabla 3 obtendremos una suce-
sion creciente que tiende al nimero .

Si el angulo 180°/7 se expresa en radianes, obtenemos

) (180° w ) , (n’)
7 = lim 7-sen +——| = lim n-sen|—
n=wo n  180° > 7

y, en realidad, lo que hemos probado es que

1 ..
=— lim 7n-sen
I n—>co

7

sen|—
1] . (72)
—|=lim ——
(”) n—o T

n
Esto proporciona un procedimiento diferente del habitual
para la demostracion en el Bachillerato del resultado

sen o,
2%

lim
a—=0 o
puesto que basta con hacer en la igualdad obtenida, suce-
sivamente, los cambios de variable n=1/my mr=a y

entonces

senf—
. n . Sen miv . seno
1= lim = lim = lim
n->® k3 m—0 I a—=0 o
"

Si en la actividad anterior se utilizan poligonos circunscri-
tos, obtendriamos una sucesién decreciente que propor-
ciona aproximaciones por exceso de @, pues el perimetro
del poligono es

1 (o]
P = 2man( 80 )
7

y se deduciria de ahi, andlogamente al caso anterior, que

. tana
lim =
a—=0 O
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