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En este arficulo se presentan
algunos resultados
elementales que relacionan
las conicas regulares y las
cénicas con cenfro con el
trapecio.

La clave de esta relacién
consiste en que si dibujamos
un segmento paralelo que
pase por el punto en que se
cortan las dos diagonales del
trapecio, la longitud de ese
segmento es la media
arménica de las longitudes
de las bases.
También se demostrarén
ofros resultados que estdn
relacionados con la
interpretacion de la media
via el trapecio y su relacién
con ciertas propiedades de
las cénicas regulares a fravés
de sus cuerdas focales.

N ESTE TRABAJO se presentard una recopilacion de resul-
tados elementales ya conocidos sobre algunos temas de
Algebra y Geometria relacionados con las medias, el tra-
pecio y las conicas.

Ademds, en este articulo se dan dos nuevas «caracteriza-
ciones» elementales de las cénicas, con centro o no. El pri-
mer resultado se enuncia como sigue:

Sea una cénica C (Figura 5) de focos Fy F'y centro O. Para cada
punto arbifrario P de la misma denotemos por t,y np, las rectas tan-
gente y normal en ese punto. Denotemos también por d; = dfF; £),
d, = |F", 1), las distancias de los focos de la cénica a la tangente t.

Sea R el punto de interseccién de la recta n, con el eje real de la
cbnica. Entonces d = d(P, R}, la distancia entre los dos puntos indi-
cados, es la media arménica de d; y d,.

Fl segundo resultado es vilido para una cénica regular, y
reza como sigue:

Sea C una cénica regular de foco Fy directriz asociada D. To-
mamos la cuerda focal AB que pasa por el foco F, determinada
por los puntos A y B arbitrarios (Figura 6). Trazamos las proyec-
ciones ortogonales |, Fy J de los puntos A, Fy B, respectivamen-
te, sobre la directriz D. Sean X, Yy Z los puntos interseccion de
las diagonales de los trapecios AIKF, BFKJ, y AUB. Entonces se
verifica que la distancia FK es la media arménica de las distan-
cias Aly BJ.

(Es la propiedad anterior una nueva caracterizacién de las
conicas a través del trapecio rectdngulo, equivalente a cual-
quier otra caracterizacion de las mismas? Es decir, jes cier-
to el teorema reciproco? Esta cuestion la dejamos abierta
para la investigacion de cardcter elemental en el aula.

Se dardn también otros resultados ya conocidos sobre las
conicas, pero expuestos de la forma mas elegante y breve
posible. Dichos resultados, no utilizados frecuentemente,
aparecen en los libros citados en la extensa bibliografia
que se inserta al final.




Conceptos y resultados previos

En algunas de las demostraciones que siguen se utilizarin
coordenadas cartesianas, mientras que en otras se maneja-
ran coordenadas polares. La utilizacién de unas u otras
dependera de la simetria y de la sencillez con la que se
pueda probar el resultado.

Puede decirse que las cénicas o curvas de segundo grado
estan ligadas, en muchas de sus propiedades geométricas
que las caracterizan, al trapecio rectangulo, como se vers
en algunos de los resultados, cuyas demostraciones apa-
recen como ejemplos.

Como muchas de las propiedades de las cénicas se descri-
ben mediante haces de cuaternas armonicas, puede decir-
se que las conicas son curvas arménicas. Ver Hadamard
(1988), Eves (1969), Deltheil y Caire (1989) y Lebossé y
Heémery (1997).

Se supone en todo lo que sigue que se conoce la geome-
tria euclidea plana elemental, tanto desde el punto vista
meétrico sintético, como afin, asi como el manejo de coor-
denadas cartesianas y polares. También se puede utilizar
el lenguaje de los nGmeros complejos.

El trapecio y las cénicas

En primer lugar se dard un resultado que permitird en lo
sucesivo utilizar el trapecio, en particular el trapecio isOs-
celes o el rectangulo, para construir por medio de los infi-
nitos segmentos paralelos a sus bases todas las medias de
dos ntimeros reales positivos.

Veamos en la siguiente cuestién, planteada y resuelta por
M&bius, como aparece la figura del trapecio. En cierto sen-
tido y de una forma mias general, tenemos que en el cil-
culo baricéntrico desarrollado por Mobius, (“Der barycen-
trische Calcul”, (1827)) la figura del trapecio puede servir
para obtener las medias ponderadas de dos segmentos g
¥ b, a través del resultado elemental en el que aparece el
trapecio (Fauvel, Flood y Wilson, 1993):

Dado un segmento de recta AB, dos rectas paralelas /'y m que pasan
por Ay B respectivamente, y dos coeficientes a y b, (Figura 1):

a) Existen los puntos A’ sobre /'y B sobre m tales que:

aAA’+ bBB' =0
b} Para el punto P, que resuelve a), tomado sobre AB de manera que:
AP/PB = a/b

existen a su vez, los puntos A” sobre 'y B” sobre m, para los que
se verifica que:

aAA” + b BB” = (a + b} PP

La indicacién para probar el apartado 2) de este resultado,
(Figura 1), consiste en ver que los tridngulos PAA’ y PBB’
son semejantes. La demostracion de b) se sigue de a), al
elegir los puntos A”,B” y P” de modo que A’A” = B'B” =
PP”, y después operar adecuadamente.,

Figura 1
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Las medias: sus propiedades
Y representaciones
geométricas via el trapecio

Sean a'y b nimeros reales positivos y
dado otro ntmero real 7 llamamos
media r-ésima al ntimero real definido
como sigue:

r r
m, =m,(a,b) = l;/a—;—b—

Las propiedades mis importantes son
las siguientes:

i) m=0

iy m{a, b} = m(b, a) (simétrica)

iiiym (ta, tb) = t m,(a, b) (homogénea)

ivim_es una funcién creciente y continua-
mente diferenciable de la variable real r

que transforma biyectivamente el interva-
lo abierto (a, b} en (q, b). Esto es:

r<simplica que m, < m,
Mas aln, tenemos:

a<m<b

Para mas detalles ver Beckenbach y
Bellman (1961), Bullen y otros (1988),
Nelsen (19939 y Mitrinovic (1989).

Una consecuencia del resultado anterior,
obtenida aplicando ‘el teorema de los
valores: intermedios; dice Io siguiente:

Si c es un nimero redl tal qQuea<c<b,
existe un dnico r tal que m_= mla, b) = c.

Veamos. un' caso particular, pero impor-
tan| interesante, con respuesta afir-
. para las medias armoénica, geo-
netrica, aritmetica y cuadratica,




 En primer lugar vamos a probar que
todas las medias de dos nlmeros reales
positivos —las longitudes de sus bases—
se pueden interpretar geométricamente
mediante un segmento apropiado para-
lelo a ellas.

Teorema 1

Sea ABCD un trapecio con bases a = ABy
b = CD. Sea O el punto de interseccién de
sus diagonales. Se cumple que:

a) La media aritmética de a-y b estd repre-
sentada por el segmento GH paralela
media a las bases del trapecio.

b) La media geométrica estd representada
por el segmento KL paralelo a las bases
y situado de tal manera que los trapecios
ABLK y KLDC sean semejantes.

¢) la media arménica estd representada
por el segmento EF paralelo a las bases
que pasa por el punto O.

d) La media cuadrdtica estd representada
por el segmento de recta MN paralelo a
las bases que divide al trapecio ABCD
en dos trapecios de la misma drea.

A lo largo de la demostracién se hard
referencia a la figura 2:

>

B
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Kf —\ |

\H

W/ AW

a) Se traza la paralela media a las bases
del trapecio GH. Una diagonal del tra-
pecio la dividird en dos segmentos, uno
de longitud a/2, y el otro de longitud
b/2. Y de aqui GH= (a + b)/2.

b) Si los trapecios ABLK y KLDC son
semejantes, entonces:

4B
KL

=£=Klz
CD
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=AB-CD =KL =+ab

Figura 3

¢) Probemos primero que EO = OF. Todos los pares de
tridngulos que se compararan son semejantes ya que estin
en la posicidén de Thales: tienen un dngulo comin en un
vértice, y en ese vértice, los lados del mayor son las pro-
longaciones del otro, y un lado paralelo.

En efecto:
AOAE = AACD = £o = o4 [1]
CD AD
AOBF = ABCD = OF = oB [2]
c¢D  BC
Dividiendo [1] y 2] miembro a miembro se obtiene:
EO _OA-BC
OF OB-AD

Por otra parte, se tiene que:

AOAB=~AOCD = 24 _ 0D _ 04+ OD _ 4D
0B~ oc oB+roc BC

Ahora, sustituyendo [4] en [3], llegamos a que: EO = OF

Vamos a probar ahora el resultado. En efecto:

AAEOwAAGD=>£=£=M=1_££ (5]
CD AC AC AC
ACEO =~ AdBC = £€ . E9 (61
AC AB
De (5] y [6] tenemos:
EO _,_EC _,_EO EO.(L,LL)_l
CcD AC AB AB CD
y por lo tanto:
EO=MD_=“_’I7=1;3
AB+CD a+b 2

de donde EF = 2 EO = b.

Probemos ahora el reciproco de este teorema para el caso
del trapecio rectingulo utilizando las coordenadas carte-
sianas:

Sea ABCD un frapecio. Supongamos que EH es un segmento
paralelo a las bases AB'y CD, y que su longitud es la media
arménica de las longitudes de las bases. Entonces las diagonales
del trapecio AD 'y BC se cortan en el punto medio de EH.

A0, o) B(b, o)
E(0, B) Flv, B)
clo, 0) Dfa, O}
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Vamos a hacer la demostracién para el caso del trapecio
rectangulo, dejando como ejercicio el caso general.

En efecto, elegimos sin pérdida de generalidad un sistema
de referencia cartesiano de tal manera que todos los pun-
tos que intervienen tengan coordenadas positivas, Asi,
tenemos que las coordenadas de los vértices del trapecio
son, 40, o), B(b, @), X0, 0), a, O, KO, By Ky, B, con

AB=b CD=ay EH =y = 290 [7]
a+b

Ahora bien, como los puntos B, Fy D estin en la misma
recta se obtiene, al sustituir [7], con a distinto de b, que:
ao ( 26 1) __aa
b-al\a+b a+b
Por otra parte las ecuaciones de las rectas determinadas
por las diagonales del trapecio vienen dadas por:

a
ﬁ—m()’—a)=

) a
’BC'J"Z”’

Resolviendo el sistema lineal anterior tenemos que el pun-
to O de la interseccion de las diagonales del trapecio es:

a
Tt Y= —;(x—a)

ab  ao a
O| ——,———| €r_. cuya ecuacién es: 8 = a
(cz+b a+b) o Y A a+b

Es obvio que O es el punto medio del segmento EH, ya
que dicho punto medio viene dado por:

E+F=(O,/3)+(y,ﬁ)=(l ﬂ)=( ab &za)=0
2 2 2’ a+b a+b

que era lo que se querfa demostrar.

El lector puede tratar de demostrar que:

En las mismas condiciones del frapecio anterior, si denotamos por
X, Z, Y los puntos de interseccién de las diagonales de cada uno
de los trapecios siguientes:. ABEF, ABCD, EFCD, entoces dichos
puntos X, Z, Y estén en una recta.

Este resultado no es otra cosa que una formulacién del
Teorema de Pappus.

Si I'es el punto de interseccién de los lados del trapecio y O es
el punto donde se cortan sus diagonales, entonces la recta 1O es
mediana de los triangulos /AB e ICD,

Es decir, el segmento que pasa por I'y Odivide a los lados
ABy CD en su punto medio. Esto es, los segmentos IQ e
IP son medianas de los triangulos 4B e ICD, respectiva-
mente (Figura 2).

d Sea = MN, llamamos x e Y, a las alturas de los trape-
cios con igual 4rea en que se divide el trapecio ABCD, de
manera que x + y es su altura. Entonces, al indicar que las
areas de los trapecios asi construidos son la mitad del drea
del trapecio dado, tenemos que:

r+ta . _a

+b r+b
2 4 (e + 9, 2

Las ecuaciones anteriores se pueden tratar como un siste-

Y= %ﬁ(oﬁy);

ma lineal en las incégnitas x e Y. Este sistema tendra solu-

cion Gnica precisamente cuando:
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armonica,
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como la longitud
de un segmento
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del mismo,
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de ligar
a esta figura
con muchas
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intrinsecas
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a? + b?

2
de aqui que rsea la media cuadritica de
ay b.

r? =

El siguiente resultado se obtiene por
cdlculo algebraico directo o por el
método geométrico basado en el teore-
ma anterior.

Desigualdad entre las medias arménica,
9
geométrica, aritmética y cuadrética:

SiO < a<b, entonces se verifica que:

2ab
a+b

a+b a? + b2
<— < /—= <}b
2 2

Vamos a profundizar todavia mas sobre
la media arménica, interpretada como la
longitud de un segmento paralelo a las
bases de un trapecio y que pasa por el
punto de interseccion de las diagonales
del mismo, con el objeto de ligar a.esta
figura con ‘muchas de las propiedades
intrinsecas de las cénicas regulares.

a< <+ab <

Teorema 2 -

Dado el trapecio rectangulo ABCD, de
bases AD = a'y CB = b, siendo CD el lado
perpendicular a las bases. Sea el segmento
EF = c media arménica de ay by sean los
puntos M, y N, respectivamente, las pro-
yecciones ortogonales de F sobre ADy CB.
Entonces, para nimeros reales convenien-
fes d, ey f, las siguientes propiedades son
equivalentes:
i} Sip=AFyq=FB, entonces:

m,lp, q) = dm_] (a, b);
i) Si x = AM e y = NB, entonces:

m—I(X/ Y) =€ m—](a/ b)r
iii)Si u = FMy v = FN, entonces:

m_{u, V) = Fm_(a, b).

a A x M

Figura 4




Los siguientes pasos son s6lo un esque-
ma de la demostracién (Figura 4):

1) Como:
x=EF-AD=c-a= 2ab -a=
a+b
_ab-a* alb-a)
T oa+b a+b ’
2ab
=BC-EF=b-c=b- =
Y ¢ a+b

b2 -ab bb-a)
a+b a+b
Por cociente entre ambas expresiones

obtenemos:

[}

NN

x
¥y
2) En las construcciones realizadas en la
figura 4 tenemos que los tridngulos AFM

y BEN son rectingulos y semejantes, ya |

que tienen un 4angulo opuesto por el
vértice igual. Y de aqui, por el teorema
de Thales, podemos escribir:

£2_2_2_2 s
73" v b [8]
3) Si desdoblamos las igualdades ante-

riores como sigue, y se definen los na-
meros d, ey fde la forma siguiente:

a-4. b, a_b ,_ a_b
P g Y u v

tenemos después de breves cilculos

que son reversibles y, usando de nuevo

la igualdad [8], para el reciproco, que se

verifican D y iD.

Ademas, por las definiciones dadas:
rd=ze=wf=c

Esta tltima relacién nos define a su vez,
los nmeros # zy w, medias armonicas
de las cantidades indicadas en D, iD y
i), respectivamente.

Los siguientes enunciados pueden pro-
barse como sencillos problemas:

Salvo la media aritmética, la media armé-
nica es la Gnica media de a'y b que verifi-
ca esta propiedad.

Las siguientes afirmaciones sobre una para-
lela a las bases de un trapecio son equiva-
lentes:

1) el punto donde se corfan las diagonales,
divide a esta paralela en dos partes
iguales;

2) la longitud de ese segmento es la media
arménica de las longitudes de las bases.

Figura 5

Resultados

En esta seccidén se demostrardn los resultados citados en la
introduccidn, ya conocidos sobre las conicas.

Sea C una cénica con ceniro y de focos Fy F'y sean t,y n, las
rectas tangente y normal,- respectivamente, de un punto P arbi-
trario de la cénica C. Si R es el punto donde la normal n, corta
al eje real de la cénica, entonces la distancia entre Py R es la
media arménica de las distancias de focos a la tangente #,.

La demostracion la haremos en el caso de la elipse. Para
la hipérbola se seguird un proceso similar (Figura 5).

n

D'

Tomamos como sistema de coordenadas cartesiano el for-
mado por los ejes de simetrfa de la conica. De esta forma
las coordenadas de los focos son F'(~¢, 0), y F(c, 0), y el
centro de la coénica esti en el origen de coordenadas.
También, podemos suponer por simetrfa, para manejar las
distancias entre punto y recta sin los valores absolutos,
que el punto P(7 s) de la cénica pertenece al primer cua-
drante, es decir, #> 0y s> 0.

Denotemos por E la elipse de ecuacién:

2 2
x
— +__y2 =1, cona?=>5b%+¢?
a b
Sean 1,y n, las rectas tangente y normal en P(7, §) cuyas
ecuaciones son respectivamente:
2
xr ¥ a’s
= Np:y=§=—(x-7)
at  br 7 £ b2r
Si R el punto de interseccién de la normal 7, con el eje
real de la cénica, de su ecuacidn se tiene:

c*r
o5
Denotemos ahora por d = d(Z, B) la distancia de Pa R, por
d, = d(F 1 la distancia del foco F a la tangente ¢, y por
d, = d(F’, t) la distancia del foco F’a la tangente Z,. Sean
r, =d(P, By r, = d(P, F) los radio-vectores de F, un punto
arbitrario de la conica.

Ip




Calculemos, ahora, d, d, y dy;:

2
cir ) ,  Nr?bt 4+ s2g4 K
4§ =2 T2 7

d =d(P,R) = (—Z——r
a

2 .
, a2 —cr

d, =d(F,t,)=b

2
dz =d(F',tP) - bzu

K
(donde K =+r2b% +s2a*)
Esto es vilido para la elipse y la hipérbola. Teniendo en
cuenta que P(s; ) es un punto de una cbnica con centro,
al sustituir el punto en la ecuacién analitica de cada una
de ellas, después de operar y simplificar obtenemos para
ambas conicas:
K2 =br? +ats? = bir? +a2a’s? =
=b*(rc—a*)X(rc +a?) = a’birr, >0

donde 7, = d(P,B y r,=d(P, F*) son los radios-vectores del
punto P. Una vez miés efectuando los cilculos por separa-
do que son necesarios llegamos a:

2152
2d,d, =2b%; d, +d, = z“]?
luego:
2dd,  2p? —ﬁ—d
d, +d, 2a2b2 a?
K

con lo que el teorema queda demostrado.

Podemos dar, una vez mds, una nueva interpretacién geo-
métrica del latus rectum de una conica, utilizando este
teorema como sigue: Para los pares de los vértices, 4, A’y
B, B’de la conica se tiene que:

d=d(0, B)=d(0,B)=d(0, 1) = d, = d, = b, por lo que
el resultado es obvio.

Sin embargo, para los puntos A y A’ la recta normal en
ellos coincide con el eje real de la conica y, por lo tanto,
hay infinitos puntos de corte; el cilculo de d en esos pun-
tos se obtiene por el paso al limite como sigue:

Si el punto X tiende al punto 4, la abcisa x tiende a la
abcisa a, por tanto d = ¥*/a = p, (pardmetro focal de la
conica, que es por definicién, la mitad del latus rectum o
longitud de la cuerda focal determinada por un foco).

Se deja al lector la demostracion del siguiente resultado.
Para ello puede usarse el segundo de los teoremas que
daremos a continuacion y luego plantear, resolver y dis-
cutir el problema correspondiente de lugares geométricos:

El punto de corfe de las diagonales del trapecio F'H'FH formado
por los focos de la cénica y las proyecciones ortogonales res-
pectivas de éstos sobre la tangente 1, es el punto medio del seg-
mento PR. El lugar geometrico de estos puntos medios es una
cbnica con centro.

Vamos a ver dos nuevas caracterizaciones de todas las co-
nicas regulares a través de la media armoénica, y que se pro-

baran utilizando las coordenadas polares,
ya que en estos dos casos es el método
de demostracién mds simple y directo.

Si Ay B son dos puntos cualesquiera de
una seccidn cénica que determinan la cuer-
da AB que pasa por el foco de la cénica,
la expresién:
1 )
L
AF  BF

es constante.

Tomamos coordenadas polares para ex-
presar la ecuacion de la cbnica, donde
el foco F coincide con el polo v el eje
polar se toma como el eje principal que
contiene a ese foco (Figura 6).

Y
Alpy 8\ |
Pa X
i
Y K
F [e) F X
P A
J
"/m e+n)
D’ B D)
Figura 6
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una nueva
interpretacion
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z N

Con estas hipdtesis la ecuacion polar de
todas las coénicas regulares —elipse,
hipérbola y pardbola—, es comtn y
viene dada, para un punto P(p, ) arbi-
trario de la conica, por la expresion:

N
" 1+ecosf
donde p es el pardmetro focal o distancia
del foco Fa su directriz correspondiente
D,y e es la excentricidad de la cénica.

Sea AB una cuerda arbitraria que pasa
por el foco F. Las coordenadas polares de
sus extremos son A(p,, 0 y B(p,, 6 +m).
Tenemos que:
b

Pa = 1 ecose
_ b _ p

l+ecos(8+m) 1-ecosh
Y de aqui obtenemos:

Ps

Py

p




De la expresién anterior deducimos que
es constante —la media arménica—y, por
lo tanto, no depende la cuerda elegida.
Obsérvese que una vez mas tenemos
una nueva interpretacién del pardmetro
p de una conica a través de las cuerdas
focales como la media arménica de los
segmentos AFy FB.

Sea C una cbnica regular con foco Fy
directriz D, y sea AB una cuerda focal
determinada por los dos puntos arbitrarios
A'y B. Denotemos por /, K, J los puntos que
se obtienen por proyeccién ortogonal de
los puntos A, Fy B, respectivamente, sobre
D. Entonces la longitud del segmento FK es
la media arménica de las longitudes de los
segmentos Al'y BJ.

Se procederd como anteriormente, pero
lo haremos, por ejemplo, para el caso
de la elipse (Figura 6).

Si A(p,, &y B(p,, 6 +m) son las coorde-
nadas de los extremos de la cuerda focal
tenemos, por el resultado anterior, que:
o oatmet b
c c c
Ahora bien, teniendo en cuenta la expre-
sibn del parametro p de una cénica, po-
demos escribir las siguientes férmulas:

En la figura 8 se da un ejemplo de un haz de cénicas,
correspondiente a la ecuacién:

2P+ ka?~8x=0

donde k es un nimero real arbitrario.

Y

Figura 8 ’
pacosf ab?
a+cosf  cla+ccosB)

ab?

b? b?
Bl= NK= FK-=FN=—-p,c080 = — -
c
2 2
Al = MK:b—+ch059 =5b~+ pacosd
c a—cosf

De todas las relaciones anteriores tene-
mos que:

1 1
=
BI A
_c(a+ccost) . c(a-ccosf)
ab? ab?
_2ac _ 2
b? FK

lo que demuestra el resultado. Esto es,
una vez mis FK es la media armdnica
de BI'y AJ.

Un problema interesante que dejamos
como ejercicio es el siguiente:

Dada una cénica regular C, y una cual-
quiera de sus cuerdas focales, entonces el
punto de interseccién de las dos diagonales
del trapecio limitado por la cuerda, las pro-
yecciones de sus extremos sobre la direciriz
asociada al foco y la propia directriz es
siempre un punto sifuado en el eje mayor y
que equidista del foco y de su directriz aso-
ciada (Figura 7).
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.. Mos referiremos
lambién
a la version
de las comicas
segun
Apolonio.

Del estudio de este haz de conicas se obtiene lo siguiente:
e Si k=0, se tiene la pardbola 2)? = 8x.
e Si kes no nulo, se tiene que:

—si &> 0 una elipse;

—si k< 0 una hipérbola.

e Sik>0y—0,las elipses se alargan y se aproximan
a una paribola.

e Si k<0 y— 0 las hipérbolas de la derecha se aproxi-
man a la pardbola, y las ramas de la izquierda se ale-
jan hasta el infinito.

Ecuacién comun de las tres cénicas

Hay distintas ecuaciones comunes de las tres conicas. En
este apartado expondremos algunas y nos referiremos
también a la version de las conicas segin Apolonio.

Se puede demostrar que elipse, hipérbola y pardbola se pue-
den representar por una Unica ecuacién, tomando para ello
como origen de coordenadas el vértice de la curva, como eje
de abcisas el que pasa por ese punto dirigido hacia el senti-
do de la concavidad de la curva, y el de ordenadas la recta
tangente en el vértice. De aqui, por un paso al limite ade-
cuado, se probari a su vez que la parabola es el caso limite
comun de la elipse y de la hipérbola (Quinet, 1996).

Se procede de la manera que sigue:
1. Se toma la ecuacion candnica de una conica con centro.

2. Se hace una traslacién de ejes llevando el origen al
punto A(a, 0). Llamando Xe Ya las coordenadas con
relacion a los nuevos ejes AX y AY, tendremos:




x=X- a, Y=y (elipse),
x=X+aq, Y = y (hipérbola),
x=X, Y = y (parabola).

3. Operando se llega a la ecuacién comin para las tres
conicas:

V2=2pX+ rX

donde p = ¥’/ (parametro de la conica) y r= +#/a? y
donde si # > 0 es hipérbola, si = 0 es parabola y si
7< 0 (elipse) y reciprocamente. (Para el caso de la pari-
bola, y* = 2px, mediante la transformacién identidad,
X=X, y=Yse transforma en la pardbola ¥? = 2pX).

4. Utilizando esta ecuacién comtn es facil ver que si en
una elipse o en una hipérbola uno de los vértices per-
manece fijo y el otro se aleja hasta el infinito, se obtie-
ne una paribola:

Y% =2pX

En efecto, hallemos a partir de la ecuacién comtin las
abcisas de los dos vértices anulando Y

20X+ rX? = X2p+ X) =0

de donde X = 0 (primer veértice, origen), X = —2p/r
(segundo vértice).

Para que el segundo vértice tienda hacia el infinito es
necesario que, siendo p y 7 variables, 7 tienda a cero
(con p no nulo). En este caso, la ecuacién de la céni-
ca se reduce a Y2 = 2pX, que es una parabola,

De forma similar se puede ver, tanto para la elipse como
para la hipérbola, que si el eje mayor aumenta indefinida-
mente permaneciendo fijos uno de sus focos y el vértice
proximo a éste, ambas cénicas en el limite tienden hacia
una paribola,

Para ello se procede como antes, llegando para la elipse,
por ejemplo, a la ecuacién:

2
»2 =(p_§7).(2x_x72) (elipse)
2
y2 = (127 _ p) (%2 . 2x) (hipérbola)

donde b2 = :(pcz _%2)

para la elipse e hipérbola, respectivamente.

Vemos, por lo tanto, que si el foco F’se aleja indefinida-
mente, a tiende a infinito, resultando en ambos casos que:

¥ =2px

que es la ecuacién de una parabola.

Las cénicas segiun Apolonio

Sea AB el eje de la seccién conica, con vértice en 4. Desde
cualquier punto de la cénica bajamos la perpendicular PQ

...Se puede vey,
tanto para
la elipse como
para la bipérbola,
que si el eje mayor
aumenta
indefinidamente
bermaneciendo
fijos uno de
sus focos
y el vértice
Dproximo a éste,
ambas conicas
en el limite
tienden bhacia
una parabola.
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que Apolonio llama una ordenada. Le-
vantamos el segmento AR perpendicular
a ABy tal que la longitud de AR es igual
al latus recto de la cénica (El latus recto
es la longitud de la cuerda que es per-
pendicular al eje y pasa a través del
foco. Apolonio da una definicién dife-
rente pero equivalente). Trazamos antes,
sobre 4R (o prolongado), el segmento
AS de tal manera que:

AQ-AS = (PQY? 91
Apolonio prueba que:
a) AS< AR para una elipse:
b) AS= AR para una paribola,
©) AS> AR para una hipérbola.

Si denotamos el latus recto AR por 4p, y
ponemos x = AQ, ¥ = PQ, entonces [9]
se convierte A4S = 3%/x, y los tres casos
anteriores se escriben como:

J? < 4px para la elipse
J* = 4px para la pardbola,
¥ > 4px para la hipérbola.

En efecto, la elipse e hipérbola tienen
como ecuaciones:

2
2 =4px_4px

2
»? =4px+4%

respectivamente, donde d es el didme-
tro. La pardbola se obtiene como caso
limite de ambas cénicas cuando hace-
mos ¢ — o (Salmon, 1929; Field y Gary,
1987, Boyer, 1956; Katz, 1998; Kline,
1992; Schaff, 1973; Collette, 1985;
Quinet, 1996; Heath, 1981).

Para finalizar este trabajo proponemos
varios problemas que dejamos al lector:

1) Demostrar que una elipse y una hipérbola
que tienen los mismos focos se cortan orfo-
gonalmente.

2) a) Hallar las curvas cuyas normales pasan
por un punfo fijo.

b) 4Cual es la curva cuya subnormal (lon-
gitud del segmento determinado por los
puntos Py N, que son las proyecciones per-
pendicures del punto M, de la curva y =
fix)) es constante?

3} Hallar el lugar geométrico de los puntos me-
dios de las cuerdas focales de una cbnica.




4)

5)

6)

Hallar el lugar geométrico de los puntos
medios de los radios vectores de una cénica.

Si P,FP, y Q;FQ, son dos cuerdas focales per-
pendiculares de una cénica, demostrar que:
! I
—
PE-FR | Qf FQ,

es constante.

En (Berger, 1987) encontramos algunos
problemas interesantes y la generalizacion
del problema 5:

a) Sea C una cénica central, M un punto de
Cy, sean P, Q los puntos donde la normal
a C en M intersecta con los ejes de C.
Probar que el cociente MP/MQ permanece
constante, y calcularlo. Probar el reciproco.
Deducir el valor de radio de curvatura en
los vértices de C.

b) Sean My N puntos sobre una elipse C
con centro O, y admitamos que el angulo
formado por las semirectas OM, ON es un
angulo recto. Demostrar que:
! I

L

oM ON?
es una constante, 3Cudl es la envolvente de
las rectas MN?
c) Sea A un punto interior de una elipse C
con centro O, sea D una recta que pasa por
Ay que corta a Cen los puntos M, Ny sea
P un punto de C tal que OP es paralelo a
D. Demostrar que el cociente:

AM- AN
0p?

es constante.
d) Sean D, D’ dos rectas ortogonales (en un
espacio euclideo), que contienen a Ay cor-
tana Cen M, Ny M’, N', respectivamen-
te. Demostrar que:

] I

S S S
AM-AN - AM"AN'

es constante. 3Cudl es la envolvente de las

rectas MN?2

Conclusiones, comentarios
y observaciones

La primera y principal conclusién de

este articulo, con relacion a los resulta-

dos propuestos, estd en Bves (1969),

cuando da una justificacion de la utili-

zacidén de los métodos de coordenadas:

[...] Hay pocas experiencias académicas
que puedan emocionar més al estudiante de
matemdticas elementales universitarias que
su iniciacién en este método nuevo y pode-
roso de atacar los problemas geométricos.

...el pentagrama
de oro
que forma
la partitura
de la sinfonia
musical
de una buena
educacion
matemadtica
estd determinado
por la proporcion
aurea
que tiene
como lado
el alumno,
y como diagonal
al profesor...
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La segunda conclusion de este trabajo se debe a la obser-
vacion final de G. Szego en sus distintos libros:

No deberiamos olvidar que la solucién de cualquier problema
digno de consideracién, muy raras veces nos resulta fécil y poco
trabajosa; es mas bien el resuliado de un esfuerzo intelectual de
dias, semanas o meses. 3Por qué un joven iba a estar dispuesto a
hacer un esfuerzo supremo? La explicacién es probablemente la
preferencia instintiva por ciertos valores, es decir, la actitud que
valora el esfuerzo intelectual y el éxito espiritual més que la ven-
taja material... Puede que el medio mas eficaz consista en trans-
mitir a los jovenes la belleza del trabajo intelectual y la sensacién
de satisfacién después de un esfuerzo mental grande y con éxito...

Otra conclusién que se deduce de esta experiencia es la
de llegar a alcanzar la sensibilidad del alma matemdtica,
del que se embarca en la aventura del descubrimiento
matemitico y en el arte para hacerlo, queda resumido en
las maravillosas, hermosas y bellas palabras de Proclo:

Asf es, pues, la matemdtica te recuerda la forma invisible del alma;
da vida a sus propios descubrimientos; despierta la mente y purifi-
ca el intelecto; arroja luz sobre nuestras ideas intrinsecas y anula el
olvido y la ignorancia que nos corresponde por nacimiento.

Finalmente, en Gillén (1999) se encuentran las siguientes
reflexiones:

La poesia es, sencillamente, la forma més bella, impresionante y
efectiva de decir las cosas. ..

...Sin embargo, asf como las ecuaciones representan el discerni-
miento de verdades eternas y universales, su expresion escrita es
estrictamente humana y provinciana. Por eso es por lo que se
parecen a los poemas, intentos maravillosamente ingeniosos de
hacer comprensibles a los seres finitos las realidades infinitas... Y
su legado consiste en cinco de los mejores poemas que jamas ha
inspirado la imaginacién humana...

En definitiva, el pentagrama de oro que forma la partitura
de la sinfonia musical de una buena educacion matemati-
ca estd determinado por la proporcién alrea que tiene
como lado el alumno, y como diagonal al profesor y que,
se escribe, con las siguientes notas sublimes: Imaginacién
-Intuicién, Creacidén, Resolucidn, Construcciéon y Discu-
sion. Todo esto constituye, en esencia, el arte matemdtico.
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