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La demostracion y los sistemas
de calculo simbélico
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La pregunta general a la que
pretendemos responder es:
scoémo pueden incorporarse
los sistemas de célculo
simbélico (SCS) a la
realizacién de
demostraciones, en
particular, y a la ensefianza
de las matemdticas, en
general? La metodologia
seguida, para encontrar
respuestas adecuadas, no es
otra que el desarrollo
detallado de situaciones
concretas relacionadas con
la ensefianza de las
matemdticas, utilizando el
sistema de célculo simbélico
Maple 7, y reflexionando sin
apasionamiento sobre los
resultados obtenidos.
Adicionalmente, y de forma
solapada, planea ofra
cuestion no menos
importante: shasta qué punto
pueden aceptarse como
auténticas demostraciones los
resultados obtenidos con este
tipo de herramientas?

A IRRUPCION en el mercado de potentes sistemas de cdlcu-
lo simbédlico (SCS), capaces de realizar eficientemente
complicados cilculos simbdlicos, estd influyendo poco a
poco en la manera de presentar los contenidos matemati-
cos a los alumnos, y estd cambiando la jerarquia de prio-
ridades en la consecucién de objetivos docentes, ya que la
utilizacién de estas herramientas permite dedicar menos
tiempo al calculo manual o grifico, y mas tiempo a la
comprensién de conceptos abstractos.

Sin lugar a dudas, la parte mis apropiada para este cam-
bio es la relacionada con la repeticién de ejercicios y habi-
lidades, ya que ademis de resolver los ejercicios «clasicos»,
pueden plantearse nuevos problemas cuyos datos no
estén cuidadosamente «preparados» para que las operacio-
nes intermedias se manipulen satisfactoriamente sin gran-
des esfuerzos adicionales. Esta peculiaridad lleva apareja-
da la posibilidad de resolver mis ejercicios y mas signifi-
cativos. Por otra parte, el aprovechamiento de las utilida-
des grificas permite profundizar més en la interpretacion
de los resultados y en la bisqueda de conexiones entre los
objetos matemdticos y los objetos de la vida cotidiana.

Si a estas razones afiadimos que la renovacién de los pla-
nes de estudios de las carreras técnicas espanolas (inge-
nierfas superiores, ingenierias técnicas, informdtica, etc.),
ha reducido considerablemente los créditos de las asigna-
turas de matemadticas sin reducir proporcionalmente los
objetivos que hay que alcanzar, parece razonable que los
Departamentos de Matematicas (generalmente se aflade el
calificativo «aplicadas») de las conocidas como universida-
des politécnicas, hayan sido los primeros en incorporar
decididamente los SCS a su trabajo cotidiano en la doble
version de ayuda al profesor en la transmision de los con-
tenidos y de ayuda al alumno en la materializacién de téc-
nicas de estudio tanto personal como colectivo. Pero, aun-
que en la ensefianza universitaria las condiciones para la




utilizacién de estos SCS puedan parecer mds propicias que
en la ensefianza secundaria, nunca ha sido buena politica
desaprovechar las ventajas que aportan los avances tecno-
l6gicos. De hecho, ya se han realizado experiencias con-
cretas encaminadas a facilitar la comprension de concep-
tos como el de derivada en 1.° de Bachillerato (Martin y
Velasco, 1999) o el de integral de Riemann en 2.° de
Bachillerato (Martin y Velasco, 200D).

Sin embargo, hay mas aspectos en los que la incidencia de
estas herramientas de cédlculo es importante. La pregunta
general a la que pretendemos responder es: jcomo pue-
den incorporarse los sistemas de calculo simbdlico (SCS) a
la realizacién de demostraciones, en particular, y a la ense-
fianza de las matematicas, en general?

La metodologia seguida para encontrar respuestas adecua-
das no es otra que el desarrollo detallado de situaciones
concretas relacionadas con la ensefianza de las matemati-
cas utilizando el SCS Maple 7, y reflexionando sin apasio-
namiento sobre los resultados obtenidos. Como suele
suceder habitualmente con las preguntas que no tienen
una respuesta taxativa, aparecen casos en los que la utili-
dad de los SCS estd fuera de toda duda, junto a otros en
donde caben todo tipo de interpretaciones. En cualquier
caso, las experiencias negativas, entendiendo por tales
aquellas que no aconsejan el uso de estas utilidades infor-
madticas, también son Utiles para fijar el verdadero lugar
que deben desempefiar los SCS en los diferentes niveles
educativos.

Adicionalmente, y de forma solapada, planea otra cuestion
no menos importante: shasta qué punto pueden aceptarse
como auténticas demostraciones los resultados obtenidos
con este tipo de herramientas?

Demostraciones y sistemas de célculo
simbélico

En general, la esencia de una demostracién radica en el
desarrollo de una estrategia que combine la aplicacion cui-
dadosa y oportuna de propiedades mds o menos compli-
cadas, y el manejo operacional adecuado de los resultados
intermedios. Es evidente que la parte mas creativa corres-
ponde a la eleccién de la estrategia a seguir, de tal modo
que una manera de medir la elegancia de una demostra-
cién no es segln la cantidad de calculos que se deban rea-
lizar sino segln la cantidad de cilculos que ha evitado la
estrategia disefiada. Frente a las situaciones en las que la
fuerza bruta y el cilculo tedioso son la Gnica manera de
romper la barrera que nos impide alcanzar el objetivo
final, se sitian las «deas felices» que aclaran el horizonte
con un simple razonamiento demoledor. No se debe ocul-
tar que, habitualmente, tras una idea genial se encuentran
muchas horas previas de trabajo y de estudio.

Jcomo pueden
incorporarse
los sistemas
de cdlculo
simbolico (SCS)
a la realizacion
de demostraciones,
en particular, y a
la ensefianza de
las matemadticas,
en general?

chasta qué punto
pueden acepiarse
como auténticas
demostraciones
los resultados
obtenidos
con este tipo
de berramientas?

Los sistemas de calculo simbolico de
propésito general pueden ser muy Ttiles
y autosuficientes en la realizacién de
operaciones y célculos, pero no se les
puede exigir la responsabilidad del dise-
fio de estrategias acertadas de resolucion
de problemas genéricos ni, menos aln,
se debe pretender que generen demos-
traciones precisas de teoremas como el
de la funcion implicita. Los SCS no son
demostradores automdticos de teoremas,
sino potentes calculadoras con algunos
conocimientos de matematicas.

En el mejor de los casos, introducir los
datos adecuadamente puede ser sufi-
ciente para que se resuelva el ejercicio
planteado, pero esto no libera al usuario
de la comprension del problema ni del
conocimiento minimo de interaccion
con el programa. A fin de cuentas y para
facilitar el uso a aquellos que no estin
avezados en la metodologia de la pro-
gramacion, los sistemas de célculo sim-
bélico se colocan en un nivel superior al
que ocupan los conocidos lenguajes de
programacion de alto nivel. De hecho,
sus instrucciones son programas realiza-
dos mediante esos lenguajes. Por otra
parte, de todos es conocido que sin un
buen programa, un lenguaje de progra-
macién no es capaz de obtener, por si
mismo, ni buenos ni malos resultados.

Sin embargo, los resultados intermedios
siempre van a proporcionar un mayor
conocimiento de las dificultades que
hay que superar y, en este sentido, los
sistemas de cilculo simbélico se perfi-
lan como una poderosa herramienta
que puede servir para establecer nuevas
estrategias o para modificar las inicial-
mente escogidas.

Demostraciones mediante
calculos

Muchas propiedades matemdticas se
demuestran realizando operaciones que
expresen el mismo resultado de formas
diferentes. Esto permite afiadir nuevas
interpretaciones al resultado inicial,
extender su aplicacion a otros casos
analogos o simplificar algunos cilculos




posteriores. Quien conoce la mecinica
de las operaciones, y no se equivoca en
su - ejecucion, puede realizar la corres-
pondiente demostracion  sin grandes
problemas, y en un periodo razonable
de tiempo. La mayor parte de las pro-
piedades de los determinantes, puede
encuadrarse en este tipo de demostra-
ciones mediante cilculos.

Determinantes de matrices

Para comprobar que el determinante de
una matriz cuadrada M puede calcular-
se sumando los productos de cada ele-
mento de la primera fila de M y su
adjunto —-menor acompafado de signo-
correspondiente, basta realizar los calcu-
los y simplificar los resultados hasta lle-
gar a la conclusién de que los dos tér-
minos de la igualdad coinciden.

Es seguro que un SCS no serfa el pri-
mero en establecer esta propiedad; con
certeza, no seria capaz de interpretar
que un diferente agrupamiento de los
términos conduce a otra expresion equi-
valente. Sin embargo si puede emplear
su potencia de calculo para verificar la
mencionada igualdad para matrices cua-
dradas de «pricticamente» cualquier
orden.

En concreto, dada la matriz cuadrada de
orden 4

1 Gy 3 g
Ay dpp Gy g
Gz d3p dag a4
g Gy G4z 44

el valor, completamente desarrollado,
de su determinante vale

4
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El comando de Maple 7 utiliza-
do para construir la matriz M
es >M:=Matrix(4, (i,j)->ali,jD;.

Una vez cargado el package
LinearAlgebra con el comando
>with(LinearAlgebra);, la asig-
nacién del valor del determi-
nante de la matriz M al nombre
DM se redliza mediante
>DM:=Determinant(M);.

Para calcular esta suma y asig-
narla a la expresién SM, se
puede invocar
>SM:=add((-1)ACL+)*MI1,jI*
Determinant(Minor(M,1,j)),
j=1..4);.

la respuesta de Maple 7 a
>simplify(DM-SM);, es O.

Maple 7 es capaz de hacer
esta comprobacién pidiéndole
que calcule los determinantes y
simplifique.

M ‘ = 1102033 44 — A1102 (34043 + 1032 g3 Gag — 11933 03 44
+001G49 O3 C34 — 11642033004 — G102 03344 + 1 A1 0340043
U3 4z Ch 4 + A1 g O3 Oy — A1 Oy 13 Gag + ) Ayp 330 4
+a31 2023044 — 31002043024 + A31072 43014 — 31821344
+a31 04y 3004 = 31 Gp Aoz 4 — 410N 0p3034 + Ay g a3 dog

—A41Gpp 33 a4 + Qg 3 ey — g3 3004 + 41032023014

¥ la suma de los productos de los ele-
mentos de la primera fila por su menor
acompafado del signo correspondien-
te esd:

OOyl + gy Oy Oy = A Qo g + Ay g = Oy Oy )
Para comprobar que ambos resultados coinciden pueden
tomarse varios caminos: restar y simplificar para llegar al
valor 0% sacar factor comin en el valor del determinante
a los elementos de la primera fila y observar que la expre-
sién resultante coincide con la de la suma; desarrollar los
términos del sumatorio aplicando la propiedad distributiva
v llegar hasta la expresion del determinante, etc. En con-
creto, la formula demostrada es:
4
|m| = z D a1y yMenor(a,1, f)
j=1
Evidentemente, si en vez de emplear los elementos de la
primera fila, se emplean los de cualquier otra, se obtienen
férmulas equivalentes. Y si se utilizan columnas en lugar
de filas, el resultado es el mismo.

Con el esquema propuesto, Maple 7 es capaz de demos-
trar estas igualdades para matrices cuadradas de dimen-
siobn 7, con la Unica limitacién de la capacidad de la
maquina con la que se trabaje. Estos cdlculos deben enten-
derse como verdaderas demostraciones porque serfan los
mismos cilculos que realizaria el «demostrador» humano,
si eligiera este camino. Sin embargo, en sentido estricto,
no se puede admitir como una demostracion genérica
independiente de la matriz cuadrada considerada, porque
el «ompe-demostraciones» siempre puede escoger una
dimension lo suficientemente grande para que no haya
maquina capaz de almacenar tanto dato. Verdaderamente,
se habria demostrado que para dimensiones matriciales
entre 1 y el limite de la miquina, la igualdad se verifica.
Por eso, la abstraccion tebrica resulta necesaria hasta com-
pletar la habitual frase: para cualquier dimensionn...

Por otra parte, la informacién obtenida al realizar las ope-
raciones puede resultar esencial en la elaboracién de una
demostracion genérica. Por ejemplo, es muy sencillo com-
probar® que:

dy+by dp az ay
det i+ by dp dyy Ay
as + by azy dz o asy
an +by  ap dg dy

M1 iy A3 W4 by ap Mz dyy
Cdet| 2 T2 D G| by dpy Gz ay
Gy By g a4 by azp 3z sy
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y observar que la esencia de la demostracion radica en la

-aplicacion de la propiedad distributiva, que es vélida para

cualduier dimension en la que nos movamos.

Operadores vecioriales

Los operadores vectoriales como la divergencia, el rota-
cional, el gradiente o el laplaciano, de gran utilidad en fisi-
ca e ingenierias, verifican entre ellos propiedades con
importantes interpretaciones pero cuya comprobacién es
meramente operacional. Un ejemplo de estas propiedades
es la comprobaciéon de que la divergencia del rotacional
de un campo vectorial, F, dos veces diferenciable con con-
tinuidad en el espacio tridimensional es siempre cero:

V.- (VxB =0

donde tnicamente se necesita comprobar que el campo
considerado cumple las condiciones de diferenciabilidad,
conocer el funcionamiento de los operadores involucrados
y simplificar para llegar al resultado finalS.

Otro ejemplo en la misma linea es la comprobacién de
que el producto escalar’ habitual en R? es lineal en cada
una de sus componentes: basta operar y agrupar términos
para llegar a la igualdad de los elementos.

Como los operadores divergencia y rotacional ya estin
incorporados a Maple 7, asi como el producto escalar habi-
tual de R3, el SCS comprueba inmediatamente estas propie-
dades haciendo uso de su potencia de cilculo simbélico.
Claramente, los resultados proporcionados pueden enten-
derse como demostraciones porque los cilculos y simplifi-
caciones efectuados no varfan un apice de los que manual-
mente se hubieran realizado empleando lapiz y papel.

Férmulas trigonométricas

Las férmulas que transforman productos de senos y cose-
nos en sumas y diferencias de estas funciones se encuen-
tran en la misma situacién que las propiedades anterio-
res: un simple comando permite pasar de una expresién
a otra®,

Sin embargo, a la inversa, partiendo de la suma o diferen-
cia de funciones trigonométricas es muy dificil llegar al
producto equivalente, En particular, aun conocida la igual-
dad, no puede aplicarse en los procesos habituales de sim-
plificacién a no ser que expresamente se especifique.
Maple 7 se encuentra en la situacidén -ni infrecuente, ni
paraddjica— de ser capaz de alcanzar un resultado pero
incapaz de aplicarlo convenientemente.

Por otra parte, las férmulas que, conocidas las razones tri-
gonométricas de un 4ngulo, permiten calcular las del
angulo mitad no estin disponibles en forma simbolica. En
consecuencia, tampoco pueden aplicarse si alguna vez
resulta necesario.

6 Maple 7 dispone en el packa-
ge linalg de los comandos curl
y diverge que calculan, respec-
tivamente, el rotacional y la
divergencia de un campo vec-
torial tridimensional Fx, y, z).
El resultado de ejecutar la linea
>diverge(curl(F(x,y,2),[x,y,2]),
[x,y,2D);, es cero

7 El comando DotProduct del
package LinearAlgebra calcula
el producto escalar de dos vec-
tores y el comando is responde
true cuando es capaz de verifi-
car la relacién sobre la que se
le pregunta. la combinacién
>is(lambda*DotProduct(<x,y,z>,
<u,v,w>)=DotProduct(Multiply
(lambda, <xy,z>), <u,v,w>);,
produce como salida true.

8 Lla respuesta a >combine
(2*sin((A+B)/2)*sin((A-B)/2));,
es, como cabria esperar:
-cos(A)+sin(B).

9 >IgualdadesTrigonométricas:=
compiletable([sin(B)-cos(A)=
2*sin((A+B)/2)*sin((A-B)/2)D);,
genera la tabla Igualdades-
Trigonométricas que, en este
caso, sélo tendria una entrada,
pero que puede ser ampliada y
consultada con posterioridad.

10 Una vez introducida la corres-
pondiente igualdad, la ejecu-
cién de la linea >tablelook
(sin(x+h)-sin(x), Igualdades-
Trigonomeétricas);, proporciona
2*cos(x+h/2) *sin(h/2).

11 >sum(1/nA2, n=1..infinity);.

Un mecanismo que permite reutilizar las
férmulas o identidades ya establecidas
—ya sea por el SCS o por cualquier otro
medio— es la creacidn de una tabla que
las recoja para su posterior consulta y
aplicacion. En definitiva, hay que alma-
cenar el conocimiento generado ya que
esto no se realiza automdticamente vy,
ademads, hay que enseflar a Maple las
cosas que no sabe.

Consideraremos que IgualdadesTrigono-
méfricas es una tabla’® donde se almace-
nan igualdades ya comprobadas y que
involucran funciones trigonométricas.
Alli estardn recogidas, entre otras, las
conocidas férmulas de transformacion
de sumas en productos y las de las razo-
nes del dngulo mitad en funcién del
angulo dado. Para aplicarlas hay que
consultar la tabla convenientemente!®.

Convergencia de series

De forma clasica —debido a que el calcu-
lo de la suma de una serie suele ser tarea
complicada—, para el estudio de las series
numéricas o funcionales se establecen,
en primer lugar, resultados tedricos que
permiten asegurar si una serie es conver-
gente o no sin necesidad de proceder al
calculo de su valor; posteriormente —una
vez comprobada la convergencia—, se
puede intentar calcular dicho valor, utili-
zando diversas técnicas que no siempre
producen buenos resultados. La potencia
de cilculo que desarrollan los sistemas
de célculo simbdlico, permite invertir en
muchos casos este proceso. Asi, si se
puede calcular directamente la suma de
una serie, tiene poco sentido estudiar
tebricamente su convergencia, de la
misma manera que si tedricamente se
llega a la conclusidn de que la serie no
es convergente, tampoco tiene mucho
sentido intentar calcular su valor.

Utilizando un simple comando!! de
Maple 7, se puede saber que:
5": 1
-
n=1" 6
lo que disipa todo tipo de dudas sobre
la convergencia de esa serie.

Lo mismo sucede con esta otra un poco
mis complicada:




i senm__
“~ (In10)"

senl-(In2+1n5)

o en formato numérico'?:

> SR 0,5080502959

“~ (In10)"

Después de estos resultados, parece
fuera de sitio buscar un criterio de con-
vergencia que corrobore la bondad de
los célculos.

Sin embargo, cualquier respuesta de
Maple 7 tiene que ser convenientemen-
te interpretada para no incurrir en erro-
res. Si Gnicamente observamos la solu-
cién que se nos ofrece, tal vez caigamos
en la tentaciéon de afirmar que la serie
de nGmeros reales

[+
a?l

n=1
es convergente para cualquier valor real
de a, ya que la invocacién > Sum(alpha”n/
/n, n=1_infinity)=sum(alpha”n/n, n=1..infi-
nity);, proporciona la respuesta

i‘t— - —InG-a)

n=1

Esta claro que una inspeccién no muy pro-
funda junto con un conocimiento minimo
del comportamiento del logaritmo neperia-
no, pone de manifiesto que este resultado
no siempre es un nimero real. En particu-
lar, si suponemos que |of = 1, no se puede
hablar de convergencia porque el término
general de la serie no tiende a cero, Solo
hay convergencia cuando || < 1. En con-
secuencia, el resultado anterior es cierto si
se cumplen algunas restricciones.

La razén por la que Maple 7 responde
de esta manera, es porque el desarrollo
en serie de potencias de la funcion com-
pleja de variable compleja

F() = m(l—_l—z)

en un disco centrado en el punto z, =0,
y de radio la unidad es precisamente,

® n

z

n=1

" 2cos1 In2+2cos1 In5-(n2)? - 2In2-In5 - (In5)? —1

12 >evalf(sum(sin(n)/In(10)An,
n=1..infinity));.

13 La respuesta de Maple a
>iscont(sin(x), x=-infinity..infi-
nity);, es true. Como su propio
nombre indica, el comando
iscont dice, en algunos casos,
si una funcién es continua o no.

14 Tanto >is( limit(sin(x+h), h=0,
left) = limit( sin(x+h), h=0,
right));, como >is( limit(sin(x)
=sin(x));, proporcionan la res-
puesta true.

15 La respuesta proporcionada
por Maple a las lineas
>asume(x, RealRange(-infinity,
infinity)); >is (-abs(x) <= sin(x)
and sin(x)<= abs(x)); >is (-
1<=cos(x) and cos(x)<= 1);, es
true, de donde puede deducir-
se que se cumple |sen x| =[x y
|cosx| = 1.

como no se tiene ninguna informacién sobre o se opta por
proporcionar la salida anterior aunque no sea satisfactoria
en general.

Continvidad de las funciones
trigonométricas

A veces, los datos que manejan los sistemas de cilculo
simbolico pueden impedir el proceso de demostracion
debido a que la evidencia del resultado es tan persistente
que resulta dificil bucear en la o las razones que condu-
cen a las aseveraciones emitidas. Por ejemplo, si buscamos
una demostracién de la continuidad de la funcién
JS(x) = senx nos encontramos con verdaderas dificultades
porque Maple 7 sabe que la funcién es continua y no hay
manera de sacarle de su obsesion??,

Es evidente que, aunque la respuesta sea correcta y pro-
porcione informacién veraz, no se puede entender como
una demostracién en sentido estricto. Tal vez se nos
puede ocurrir que la coincidencia de los limites laterales
con el valor de la funcién en cada punto seria una prue-
ba irrefutable, pero Maple 7 sigue respondiendo laconica-
mente que si se verifican las igualdades'.

Pero surge la duda de si el procedimiento empleado para
calcular los limites laterales ha sido precisamente que la
funcién es continua, con lo cual, verdaderamente, se cae-
ria en un circulo vicioso del que habria que salir para que
la demostracién fuera vilida. Para eludir este escollo, nos
vemos «obligados» a intentar una demostracién clsica de
la continuidad de la funcién f(x) = senx, ya que, sabiendo
que se trata de una funcién continua, también queremos
saber por qué lo es.

Para realizar la demostracion habitual se empleard la defi-
nicién de continuidad: la funcion real de variable real
J(0, es continua en el punto x, si, y solamente si, ¥ & > 0,
38>0, tal que si|x - x| <3, entonces |fx) - flx)| < e.

A lo largo del proceso de prueba se necesitarin propieda-
des que Maple 7 conoce, pero no aplica directamente salvo
que el usuario asi lo indique. Por ejemplo, alguna de las for-
mulas  previamente almacenadas en la tabla
lgualdadesTrigonométricas. También se utilizardn las desigual-
dades |senxf < | y [cosx| =1, vélidas para cualquier valor
real de x. La demostracién de estas ultimas es inmediata'®,

El primer paso consiste en la conversién, mediante con-
sulta a la tabla de férmulas trigonométricas, de la diferen-
cia de senos en un producto coseno/seno.

> Paso1:=abs(sin{x}-sin(x[0])) = tablelook(abs(sin(x)-sin{x[0]}),
IgualdadesTrigonométricas);

'
Pasol:= ‘senx— senxO; =2

1 1 1 1
Cos| — X+ — X, | sen|— x~—x,
2 2 2 2

m r




Observando que

se obtiene la desigualdad:

> Paso2:=rhs(Paso1)<=subs(cos({x/2+x[0]/2)=1,rhs(Paso 1});

Paso2:= 2 <2

1 1 1 1
CoS| — X+ X, sen|—x-— X,
2 2 2 2

Aplicando que

<|x-

(55-3%)
sen|—x-—x,
2 2
se llega a

> Paso3:=rhs(Paso2)<=subs(abs(sin(x/2-x[0]/2))=abs(x-x[0])
/2,rhs(Paso2));

1 1
Paso3:= 2 sen(—x——xo) = ’x— xol
2 2

Consecuentemente, si fijado un valor de € >0, se toma
& = ¢, se verifica la definicién de continuidad para cualquier
valor real x,. Por tanto, la funcién f(x) = senx es continua
en cualquier punto de la recta real, como ya sabfamos.

También resulta interesante comprobar e interpretar grafi-
camente el resultado alcanzado. En la figura 1, aparece la
representacion grafica de la funcién f(x) = senx cerca del
punto x, = 1 pudiéndose observar ficilmente que cuando
e =107y 3 = ¢, la diferencia de las imagenes de la funcién
en el punto x, y en puntos que no se alejan de él mas que
9, esto es |flx, + h) — f(x)|, se mantiene dentro de una
banda de anchura 2e.

Conviene resaltar que no se trata de una mera ilustracion
esquemdtica, sino que, tanto la funcién'® f(x) =senx,

0,8

0,6

0,4

0,27

; T T T
0,6 0,8 1 1,2 1.4

Figura 1. La funcién fx) = senx, es continua en x = 1

1

sen (l X—-— xo)
2 2

La rapidez
de los sistemas
de calculo
simbolico
en el manejo
de objetos
matemaricos
Jfacilita
la busqueda
de posibles
contraejemplos.

16 El comando >plot(sin(x), x=

0.5..1.5);, genera la grafica de
la funcién fix) = sen x.

17 Maple 7 es capaz de manejar

este tipo de funciones como si
se fratara de funciones defini-
das por una Gnica expresion. El
comando que construye  esta
funcién es >f=x->piecewise
(%<0, xA2, XA3);.

18 Basta escribir >isdifferentia-

ble(f(x), x, 2; ‘la’;: En la varia-
ble la se almdcenan la clase de
diferenciabilidad y los puntos

donde pueden presentarse pro-

blemas.

como las lineas representadas son todo
lo fidedignas que las capacidades grafi-
cas de Maple 7 permiten. Asi pues, si
tenemos reparos para afirmar que la
curva mostrada corresponde exacta-
mente con la funcién seno en el inter-
valo escogido, podemos consolarnos
con que tal vez nuestros sentidos no
sabrian diferenciar la buena de la apro-
ximada.

Demostraciones mediante

‘contraejemplos

Una estrategia habitual, en la realizacion
de demostraciones, es la utilizacion de
casos conocidos cuya existencia sea
incompatible con la tesis a demostrar; la
localizacion de contraejemplos permite
asegurar que la tesis propuesta no se
cumple en general. La rapidez de los
sistemas de cdlculo simbdlico en el
manejo de objetos matematicos facilita
la busqueda de posibles contraejem-
plos. En el siguiente ejemplo, se utiliza
el «conocimiento» matematico de Maple
7 para corroborar la existencia de fun-
ciones diferenciables con continuidad
que no son de clase dos.

La funcién definida a trozos!”

2
FC0) = {xs, x<0

x7, x=z0

es diferenciable con continuidad, pero
su derivada segunda no existe en toda
la recta real, con lo cual, puede afirmar-
se que la existencia y continuidad de la
primera derivada no asegura ni la exis-
tencia ni la continuidad de la segunda.

A la pregunta directa. ses la funcion f(x)
dos veces diferenciable con continuidad
respecto a la variable x?, Maple 7 res-
ponde false!® ¥, ademas, proporciona la
clase maxima de diferenciabilidad
donde se encuadra f(x), y el o los pun-
tos donde falla la diferenciabilidad. En
este caso, asegura que es de clase uno
y que en el punto x=0 no existe la
derivada segunda.

Para verificar la certeza de estas afirma-

ciones, se puede calcular la primera




derivada'® de f(x), comprobar que es
continua®, calcular la expresién general
de la segunda derivada® y particularizar
en el punto x = 0%,

1as utilidades graficas también permiten
generar imdgenes® como la figura 2,
donde se puede observar, de manera
visual, el comportamiento de la funcién
(%) y de sus dos primeras derivadas.

fx) Difix)

T 37
0,87 2+
0,61 It
——t—

-1 -0,5 /|0 0,5
1T
2L

-1-05 0 05 1

1

19 >df:=D(f);, proporciona la
funcién derivada de la fun-
cién fix). La expresion de la
derivada, tomando x como
variable, se obtiene con
>df(x);, y el valor de la deri-
vada en un punfo concreto
[por ejemplo, x=4), con
>df4);.

20 >iscont(df(x), x=-infinity..infi-
nity); proporciona como sali-
da true.

(pe@2){fiix|
127

10T

bt
-0,2-0,1 0 0,1 0,2

Figura 2. La funcién fix) y sus dos primeras derivadas

Casos patolégicos

Todos los resultados que proporcionen
los programas informaticos en general,
y los sistemas de cilculo dimbélico en
particular, tienen que ser tamizados por
el sentido comtin, o por el conocimien-
to de los mecanismos que desarrollan
los comandos o las instrucciones a los
que se recurre. De no ser asi, puede lle-
garse a situaciones comprometidas y
contradictorias,

A simple vista, y sin necesidad de reali-
zar grandes cdlculos, nadie con un
conocimiento minimo de matrices y
determinantes dudaria en responder
que el rango de la matriz

0 a
10

21 >ddf:=(D@@2)(B;, proporciona
la segunda derivada de la fun-
cién fix). En general, si se sustitu-
ye 2 por cualquier ofro entero n,
se obtiene la derivada nésima.

22 la respuesta a >ddf(0);, es
undefined.

23 >plotsldisplayl(matrix(1,3,[plot(f -
1.1, tile="f(0", plotD(, 1.1,
title="D(O(x)"), plot(D@@2)(D), -
2.2, tile="(D@@2)(OGIDY;,
genera una imagen con fres
gréficas.

24 >A=<<0,1>1<a,0>>;, asigna a
A la matriz deseada.

25 Con >with(LinearAlgebra);, se
incorporan al nbcleo los
comandos de LinearAlgebra,
entre ellos Determinant y Rank.

26 >Rank(A);, deberia proporcio-
nar el rango de la matriz A,

27 >Determinant(A);, origina como
salida -a.

28 La respuesta a >is(-a<>0);, no
es ni true ni false sino FAIL, que
debe entenderse como que
Maple 7 no puede inclinarse ni
por una ni por ofra.

depende del valor del parimetro @ porque cuando a =0,
el determinante de la matriz A se anula y cuando a= 0,
vale exactamente —a. En definitiva, el rango de A4 es dos
siempre y cuando a sea distinto de cero; en este caso, el
rango es uno. Sin embargo, tras introducir conveniente-
mente la matriz?, cargar los comandos necesarios?, y pre-
guntar por el rango® de 4, la respuesta de Maple 7 es que
el rango de A vale exactamente dos, sin diferenciar entre
los valores de a.

No puede admitirse como correcto que el rango de A sea
dos para cualquier valor de a. Sin embargo, Maple 7 si cal-
cula perfectamente el determinante? de A4, ya que la res-
puesta proporcionada es —a, y no es capaz de afirmar que
—a sea siempre distinto de cero®,

La explicaciébn a este comportamiento un tanto errdtico
(sabe cudnto vale el determinante de una matriz, sabe
cudndo se anula y que de hecho alguna vez lo hace, pero
no deduce que esto origina diversas situaciones), puede
deberse a que verdaderamente se infiere que el rango es
miximo porque el determinante no se anula ya que el
simbolo ay el simbolo 0 no son lo mismo, al menos desde
el punto de vista tipogrifico. Nosotros somos capaces de
realizar la abstraccién de suponer que el simbolo @ no
representa a la letra a sino a cualquier valor numérico,
tendremos que preguntarnos si lo que para nosotros es tan
habitual puede serlo también para una miquina.

Conclusiones

A la vista de los ejemplos presentados, se puede afirmar
que los sistemas de calculo simbdlico llevan incorporada
una gran cantidad de resultados matemadticos que pueden
ser utilizados para la obtencién de otros méds complejos,
mediante manipulacién simbdlica. Como es razonable, no
disponen de todos los resultados posibles, pero existen
medios para afiadir aquellos que falten.

Para los sistemas de célculo simbélico las propiedades y
relaciones inicialmente conocidas, no llevan aparejada su
demostraciéon. Mis que propiedades que haya que esta-
blecer se trata de axiomas con los que trabajar.

En general, los pasos que hay que seguir para la resolu-
cién de un problema o la realizacién de una demostracion,
tienen que ser indicados por el usuario, no de forma pro-
gramada sino decidiendo —en cada momento y en funcién
de los resultados intermedios— el camino més convenien-
te para seguir. Es muy importante la capacidad del usua-
rio para interpretar correctamente las respuestas del siste-
ma de cilculo simbélico, de tal modo que, alguien que no
tenga unos fundamentos matematicos suficientemente
sblidos, puede verse «engafiado» si acepta sin reflexion
todas las contestaciones que se ofrecen.




En definitiva, el papel de los sistemas de cilculo simboli-
co en el proceso de demostracién se reduce al de una
herramienta de calculo ripida y eficaz que, ademds de
proporcionar resultados concretos, también sirve para
informar sobre el cumplimiento de propiedades interme-
dias que puedan ser de utilidad en el proceso global. Esto
tiene una aplicacién inmediata en todas aquellas demos-
traciones que estdn basadas en el cilculo, pero resulta
insuficiente en otras donde hay que encadenar razona-
mientos abstractos.
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