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ARTICULOS

Describimos aqui, con animo
ilustrador, una aplicacién de
un prototipo experimental de
programa de computadora
que une las capacidades de
un entorno de geometria
dindmica con las
funcionalidades de un
sistema de cdleulo simbolico.
Se trata de (re)descubrir, de
manera sencilla, el teorema
de Simson y dos de sus
generalizaciones por un
usuario dotado de regla y
compds virtuales y
conocedor de unos pocos
conceptos geométricos
basicos.

ESCRIBIMOS aqui, con animo ilustrador, una aplicacion de
un prototipo experimental de programa de computadora
que une las capacidades de un entorno de geometria dina-
mica con las funcionalidades de un sistema de cdlculo sim-
bdlico. Se trata de (re)descubrir, de manera sencilla, el teo-
rema de Simson y dos de sus generalizaciones por un
usuario dotado de regla y compds virtuales y conocedor
de unos pocos conceptos geométricos basicos.

Consideremos un tridngulo ABC y un punto X, desde el
que trazamos perpendiculares a los lados del tridngulo,
siendo M, Ny P los pies de éstas. Si hacemos esta cons-
truccion en un entorno de geometria dindmica (aqui y en
lo que sigue utilizaremos REX (Valcarce y Botana, 1999))
tendremos un diagrama similar al mostrado en la figura 1.

Arrastrando el punto X se observa que, a veces, los puntos
M, Ny P aparentan estar alineados. La pregunta surge de
modo natural: ;qué circunstancias en el diagrama produ-
cen esta alineacion? Puesto que lo tnico que hemos hecho
es arrastrar el punto X, parece razonable reformularla en
estos términos: ;cudles son las posiciones, es decir, el lugar
geométrico, de X para las que M, Ny P estin alineados?
El lector bien informado habra recordado al punto uno de
los teoremas mds conocidos de la geometria euclidea, el
teorema de Simson, que establece como condicién nece-
saria para el alineamiento buscado, la pertenencia de X al
circuncirculo del triangulo. Este teorema se utiliza como
primer ejemplo ilustrador de un trabajo de Roanes y
Roanes (1999) acerca de la busqueda automadtica de luga-
res geométricos, donde también se referencian sus demos-
traciones usual y automadtica. El propésito declarado de
dicho articulo es «l de contribuir a la divulgacion de
modernos métodos de investigacion en Geometria» —con-
cretamente utilizan el método de Wu (1994)—, «presentan-
dolos desprovistos de todo formalismo, de modo que sean
aprovechables por los no especializados en técnicas de



Figura 1

Algebra Computacional. El camino para esta divulgacion
pasa por la exploracion experimental del teorema en un
entorno de geometria dindmica y, posteriormente, por el
descubrimiento del lugar geométrico mediante la realiza-
cion, por el usuario, de los calculos necesarios para el
algoritmo de Wu en un sistema de cédlculo simbdlico. Recio
(1998) estudia las posibilidades diddcticas de la conexion
informatica entre geometria y algebra, poniendo por ello
el énfasis en el descubrimiento de teoremas, mas que en
su demostracion automatica. También aqui es utilizado el
teorema de Simson para ilustracion de las técnicas pro-
puestas: tras la exploracion geométrica del problema, el
usuario ha de utilizar un sistema de calculo simbdlico que
«epa» calcular bases de Groebner para obtener la ecua-
cion analitica del lugar buscado.

La necesidad de que el usuario, en ambas aproximaciones,
maneje un sistema de cdlculo simbdlico constituye la princi-
pal dificultad para su repercusion escolar. Recio senala que
da simplificacion fundamental vendria de la mano del esta-
blecimiento de una Comunicacion entre el programa grafico
y el programa (o programas) de Cailculo Simbdlico» y que
dos primeros anos de la ensenanza superior pueden ser, en
el estado actual de las cosas, el marco idéneo» (70-71). El
prototipo que aqui se ilustra une REX, un entorno de geo-
metria dindmica desarrollado por los autores, con el progra-
ma Mathematica (Wolfram, 1996) en su version 3.0, en un
interfaz que permite describir graficamente la construccion
y, de manera transparente para el usuario, utiliza los recur-
sos simbolicos necesarios para el descubrimiento. Se amplia
asi el uso de estas técnicas a los alumnos de Secundaria.

REX ha sido ya descrito en Valcarce y Botana (1999),
donde también se presenta una breve comparacién con
otros entornos de geometria dindmica en el terreno de la
demostracion automdtica. REX obtuvo el segundo premio
en el concurso de software educativo de las IX JAEM. El
ejecutable se encuentra también disponible en el CD IX
JAEM (1999). Estas referencias aluden a un entorno de
geometria dindmica originalmente construido como sopor-
te grafico a la implementacion de métodos automaticos de
prueba en geometria enclidea que posteriormente derivo
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a un programa estindar de geometria
dindmica. Actualmente hemos abando-
nado parcialmente esa linea para enfo-
carnos en el descubrimiento automdtico
(Recio, 1998) y en la obtencion automa-
tica de lugares geométricos (Roanes y
Roanes, 1999). En cuanto al descubri-
miento automdtico en geometria ele-
mental, el prototipo aqui descrito ha
requerido leves cambios en REX (rela-
cionados principalmente con la comuni-
cacion entre él y Mathematica) y el
desarrollo de un package de Mathe-
matica encargado de la automatizacion
de los calculos simbdlicos necesarios.
El interfaz se describe, pues, no a nivel
de codigo, sino de produccion. Los
ejemplos que siguen dan pautas sufi-
cientes para remedar «a mano» el proce-
so seguido. Empero, se ha insertado el
codigo de Mathematica con las tareas
que el package realizaria sobre los
ejemplos. Asi las tres tareas (generacion
de ecuaciones analiticas, eliminacion de
variables en sistemas de ecuaciones
polindmicas y factorizaciéon de polino-
mios, y generacion de enunciados lin-
guisticos y matching entre éstos y ecua-
ciones) pueden ser realizadas a mano
de manera cuasi automatica.

Primer (re)descubrimiento:
el teorema de Simson

Tras haber realizado la construccion de
la figura 1, REX «conoce» la existencia de
siete puntos y de seis relaciones geo-
métricas. De los primeros, A, B, C y X
pueden situarse en cualquier posicion
del plano, mientras que M, Ny P no tie-
nen ningin grado de libertad. El pro-
grama asigna coordenadas simbdlicas a
los puntos, distinguiendo sus tipos por
el nombre: Un indica una coordenada
libre y x{m] una ligada. Ademas puede
fijarse un sistema de referencia esco-
giendo dos puntos con coordenadas
libres. Finalmente la informacion de REX
relativa a los puntos de la construccion y
sus coordenadas simbdlicas  es:
A0, 0), B(,0), CWs,U6), X(U7, US),
M(1], 22D, N3], 4D y P(5], x[6)).

Las relaciones geométricas  son



Alineados(M, A, B), Perpendicula-
res(AB, MX), Alineados(N, A4, ),
Perpendiculares(AC, NX), Alineados(P,
B, C) y Perpendiculares(BC, PX). La
condicion impuesta a los pies de las
perpendiculares, Alineados(M, N, P), se
anade a las anteriores y se generan las
correspondientes ecuaciones analiticas:

(0-x[2]) * (1 -0) - (0-0) * (0-x[1]) =0,
(0-0) * (x[2] - U8)+(1 - 0) * (x[1] - U7) = O,
(0= x[4]) * (U5 -0) - (U6—0) * (0-x[3]) =0,
(U6 —0) * (x[4] - UB)+{U5 - 0) * (x[3] - U7) = O,
(0—x[e]) * (U5 -1) - (U6-0) * (1 -x[5]) =0,
(U6 —0) * (x[6] - UB) + (U5 — 1) * (x]5] = U7) = O,
(x6] = x[4]) * (x[1] = x[5]) - (x{2] - x[6]) * (x[5] -
~x[3]) = 0.

REX pasa entonces el control a
Mathematica, que trata de eliminar en el
anterior sistema de ecuaciones las varia-
bles x[m], devolviendo la ecuacion

Uén2 * (U5 — USA2 — U6M2) * U8 + UbA3 *
* UBA2 = UbN3*(1 - U7) * U7.

Cualquier asignaciéon de coordenadas
que haga verdaderas las ecuaciones del
sistema, también convertird en identidad
la ecuacion resultante de la eliminacion,
la cual establece restricciones unica-
mente para las variables libres de la
construccion. La ecuacion, factorizada,
puede reescribirse como:

U6A2 *((U5 — U5A2 — UbA2) * US + U6 *
* UBA2 — U6*(1 - U7) * U7) = 0.

En resumen, para que las ecuaciones
del sistema sean identidades ha de ocu-
rrir que al menos una de las siguientes
lo sea también:

U6=0, o
(U5 — U572 — U67M2) * UB + Ub * UBN2 —
—Ub*(1 = U7) * U7 = 0.

La transcripciéon de la sesion en

Mathematica es:

ecs= {(0 = x[2]I*(10) = (0-0)* (0x[1] == 0,

(0-0) * (x[2] - U8) + (1 - 0) * (x[1] - U7) == 0,

(0 - x[4]) * (U5 -0) - (U6 - 0) * (0-x[3]) ==0,

(U6 - 0) * (x[4] - U8) + (U5 -0) * (x[3] - U7) == 0O,

(0= x[6]) * (U5 - 1) - (U6 - Q) * (1-x[5]) == O,

(U6 -0) * (x[6] -U8) + (U5 - 1) * (x[5] - U7) == O,

(x[6] = x[4]) * (x[1] = x[5]) - (x[2] - x[6]) * (x[5] - x[3]) == OF;
Eliminate, {x[1], x[2], x[3], x[4], x[5], x[6]}]

U6? (U5 - U52 _Ué?) U8 + Ub® UB? == U6 (1 - U7) U7
pol = %[[1]] - %[[2]]

-U63 (1 - U7) U7 + U6? (U5 — U52 — Ub?)UB + U53 U82
Factor [pol]

-U6? (UbU7 - U6U72 - U5U8 + U52 U8 + U6? U8 — U5U82)

En este punto REX asume de nuevo el control y busca en
una base de enunciados linguisticos relativos a la construc-
cion cudles de ellos se traducen analiticamente en alguna de
las anteriores ecuaciones. Nétese que bajo el rétulo «Search
criterio» en la figura 2 aparece una ventana con propieda-
des geométricas. Asi por ejemplo, si un criterio de busque-
da es aligned> se generard un enunciado linguistico (Los
puntos —, —y — estan alineados») y la correspondiente ecua-
cién polinémica por cada triple de puntos distintos.

En el ejemplo la primera ecuacion casa con la del enun-
ciado Los puntos A, By C estin alineados» y la segunda
con Los puntos X, A, By C estin en una circunferencia».
Notese que el programa ha encontrado una condicién de
degeneracion (para la cual M = N = P) y una condicion
necesaria no trivial para la alineaciéon buscada. La razén
por la que el segundo enunciado no habla explicitamente
del circuncirculo del tridngulo es doble: en primer lugar,
en la construccién hecha no aparece el circuncentro por
lo que ningin enunciado linguistico lo incluye; en segun-
do lugar, razones de eficiencia nos han impedido introdu-
cir en el prototipo conocimiento del tipo da circunferencia
que pasa por los tres vértices de un tridngulo no degene-
rado se llama circuncirculo».

Segundo (re)descubrimiento: el teorema
de Steiner

Puesto que la alineacién de los puntos M, Ny P equivale
a la nulidad del area del tridngulo con esos vértices, cabe
preguntarse cudl es el lugar geométrico de los puntos X
que mantienen constante el drea de dicho tridngulo.
Steiner enuncié que este lugar es una circunferencia de
centro el circuncentro del triangulo ABC.

Figura 2



Para el descubrimiento automadtico de este lugar usaremos
de nuevo la construccion de la figura 1. Como en la
Seccién anterior, escogemos como referencia el punto A 'y
como unidad el segmento AB, e introducimos, por medio
de un editor de linea, la condicién de la constancia del
area del tridngulo MNP: area(M, N, P)=2.

Cuando seleccionamos la opcién Descubrir, se abre un
cuadro de didlogo en el que indicamos cudles son los pun-
tos relevantes para el eventual hecho a descubrir y cudles
las condiciones sobre las que trabajar (figura 2).

El programa devuelve la siguiente condicion necesaria:

Figura 3

siendo ahora la sesion de Mathematica como sigue

ecs = {(0-x[2]) * {1-0) - (0-0) * (0 - x[1]) ==.0,
(0-0) * (x[2] -U8) + (1-0) * (x[1] - U7] == O,
(0 - x[4]) * (U5 - 0] - [U6 - 0) * (0 -x[3]) == 0O,
(U6 - 0) * (x[4] - U8] + (U5 -0) * (x[3] -U7] == O,
(0 -x[6]) * [U5-1)-(U6-0) * (1 -x[5]) == O,
(U6 - 0) * (x[6] = U8) + (U5 = 1) * (x[5] - U7) == 0,
Det[{{x[1], x[2], 1}, {x[3], x[4], 1}, {x[5], x[6], T}]/2 == 2};
Elineinatele[ecs, {x[1], x[2], x[3], x[4], x[5], x[6]}]
U62 (U5 - U52 - U62) U8 + U3 UB2 ==

4U52-8U53 +4U54 +4U62-8U5U62 +8U52U62 + 4 Ub4 + U63 U7 - U63 U72

pol = %[[1]] - %[[2]]
-4 U52 + 8 U53 - 4 US4 - 4 U62 + 8 U5 U62 - 8 U52 U62 -

4 U54 - U63 U7 + U63 U72 + Ub2 (U5 - U52 - U62) U8 + U63 U82

Factor[pol]

-4 U52 + 8U53 -4 U54 -4 U62 + 8 U5 U62 -8 U52 U62 - 4 Ub4 -
U53 U7 + U63 U72 + U5 U62 U8 — U52 U62 U8 — Ub4 U8 + U63 U82

Obsérvese que no puede haber ahora condiciones de
degeneracion debido a la exigencia explicita de no aline-
amiento de los puntos M, Ny P. Por otra parte, no se ha
obtenido la forma lingtiistica de la condicion debido a que
ninguna de las que se generan acerca de los puntos selec-
cionados (4, B, C 'y X) incluye un enunciado de la forma
«X estd en la circunferencia de centro O», punto este ulti-
mo que ni siquiera aparece en la construccion. Esta cues-
tion, aparecida en la seccion anterior y que volveremos a
encontrar en la siguiente, es actualmente objeto de estu-

dio: puesto que la mayoria de los luga-
res en geometria elemental son rectas y
circunferencias, un sencillo andlisis sim-
bélico de la ecuacién obtenida permiti-
ra su traduccion lingtistica. En este ana-
lisis también serdn consideradas las sec-
ciones conicas.

Volviendo a la ecuacion obtenida, pode-
mos obtener un aprovechamiento
didactico con alumnos de Bachillerato o
nivel superior si se plantea su reconoci-
miento como una ecuacién polindémica
de grado dos en las variables U7 y U8
que tienen iguales coeficientes, es decir,
una circunferencia.

Coefficient[%, U7, 2]
Ué3

Coefficient[%%, U8, 2]
ué69

Puede ampliarse la propuesta a la deter-
minacion de su centro, que, dice Steiner,
es el circuncentro de ABC. Esta cuestion,
ain no resuelta en nuestro prototipo y
que implica el uso por el alumno del sis-
tema de cdlculo simbdlico, es sin duda
interesante pero nos aleja del objetivo de
este articulo, la automatizacion efectiva
del descubrimiento.

Tercer (re)descubrimiento:
el teorema de Guzman

Guzmin (1999) ha considerado el caso
en que las proyecciones desde X a los
lados del triangulo ABC sigan tres direc-
ciones fijas cualesquiera, salvo que sean
paralelas a los respectivos lados. El
lugar geométrico de los puntos X que
determinan un tridngulo MNP de drea
constante es una conica. La construc-
cion de esta situacion se muestra en la
figura 4, donde las tres direcciones fijas
se muestran en la esquina superior
izquierda.

Tras un proceso idéntico al seguido en el
teorema de Steiner (origen A, unidad AB,
area(M, N, P) = 2), el programa devuelve
una ecuacion en las variables 05,...,U16
con {154 términos y cada término, en
media, 5 factores! Tal longitud es en gran



Figura 4

parte debida a las ocho variables 19, ...,
U16, que corresponden a los puntos que
fijan las direcciones de proyeccion. Un
andlisis andlogo al realizado para Steiner,
esta vez con el concurso altamente reco-
mendable del sistema de cilculo simbo-
lico, muestra que la ecuacion obtenida es

José Luis Valcarce
IES Pontepedrifia
Santiago
Francisco Botana
Departamento de Matemdtica
Aplicada
EUET Forestal
Universidad de Vigo

la correspondiente a una conica para las variables U7 y U8,
coordenadas del punto X.
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