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EDITORIAL

L A LEY GENERAL DE EDUCACION de 1970, ademds de suponer

una profunda transformacion en el sistema educativo espanol
—quizas la mads significativa desde la Ley Moyano de mitad del
siglo XIX—, supuso un cambio radical en los curriculos de
Matemdticas en los niveles anteriores a la Universidad.

Por influencia de las teorias psicologicas de Piaget y el enfoque
bourbaquista de la matemdtica, el estructuralismo mds radical
invade los curriculos de nuestra materia. El lenguaje conjuntista
impregna todos los contenidos, desde el concepto de niimero
natural, basta la definicion de triangulo, pasando por la
demostracion de la propiedad asociativa de cualquier operacion
que apareciese con cualquier objeto matemdtico (naturalmente
siempre que fuese asociativa, que casi siempre lo era).

No pasaron muchos anos sin que una parte del profesorado,
minoritaria, pero inquieta yy, como se ba demostrado con
posterioridad, sumamente valiosa, apostase de forma decidida por
una forma distinta de encarar la enserianza de las matemdticas,
cuestionando bastantes de los contenidos curriculares vigentes y
experimentando metodologias alternativas, que ponian el acento
en el <bacer matemdticas» por parte del estudiante, mds que en el
papel del profesor como transmisor de conocimientos.

Inicialmente (las sociedades de profesores serian algo
posteriores), estos profesores se organizaron en pequenos grupos
de trabajo, y a través de publicaciones, articulos en revistas,
cursos, congresos, jornadas... fueron transmitiendo una nueva
filosofia sobre como se podia aprender y enseniar mejor las
maltemadrticas.

Aungque este movimiento de «grupos» se produjo en otras
materias, fue en Matemdticas (y, quizds, en Historia), donde



tuvo una significacion mads profunda. Asi, fueron surgiendo el Grupo
Cero en Valencia, el Grup Zero en Barcelona, el Colectivo de
Diddctica de las Matemdticas de Sevilla, el Grupo Azarquiel de
Madrid, el Grupo Beta de Badajoz, el Equipo Granada-Mats, el Grupo
Aresta de Barcelona, y algiin otro mds que, sin duda, se queda en el
tintero.

SUMA desea rendir un pequeno homenaje a todas las personas que
Sormaron estos colectivos, personalizandolo quizds en el grupo mds
paradigmaditico, el Grupo Cero de Valencia, dedicando la reseria darga»
de nuestra seccion Recensiones a los manuales de primero y segundo de
BUP, que supusieron en aquellos tiempos un contrapunto refrescante a
tanto libro de texto monotono y aburrido. De estos manuales proceden
también los motivos que sirven para ilustrar este niimero de nuestra
revista.
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ARTICULOS

El lenguaje probabilistico
en los libros de texto

Juan José Ortiz de Haro
Carmen Batanero Bernabeu

Luis Serrano Romero

En la actualidad ha
adquirido gran importancia
la ensefianza de la
probabilidad, como se
desprende del andlisis de los
disefios curriculares vigentes,
indicando como un punto
fundamental la adquisicién
de un lenguaije preciso en
relacion con el azar y la
probabilidad. Por ofro lado
una preocupacién
fundamental del profesor de
matemdticas es facilitar el
aprendizaje de los alumnos,
contando para ello con
diversos recursos y
materiales didacticos, entre
los que destaca el libro de
texto.

En este arficulo presentamos
un estudio empirico sobre el
lenguaie relacionado con la
probabilidad, utilizado en
los libros de texto, en el que
se observan diferencias
significativas, que pueden
tener una influencia en el
aprendizaje de los alumnos y
que consideramos de interés
para el profesorado que
imparte esta materia.

N LOS NUEVOS DISENOS curriculares se sugiere adelan-
tar la ensenanza de la probabilidad, y utilizar una meto-
dologia apoyada en la simulacién y experimentacion, indi-
cando como un punto fundamental la adquisicion de un
lenguaje preciso en relacion con el azar y la probabilidad
Por ejemplo, en el diseho curricular del Ministerio de
Educacion y Ciencia para la ensenanza secundaria obliga-
toria, en el bloque 5, denominado Tratamiento del azar
encontramos como concepto a presentar a los alumnos:
«Fenémenos aleatorios y terminologia para describirlos».
Dentro de los procedimientos, se hace referencia a la «ti-
lizacion del vocabulario adecuado para describir y cuanti-
ficar situaciones relacionadas con el azar. El curriculo del
MEC no es una excepcion, ya que encontramos parecidos
términos o expresiones en los disenos curriculares de las
comunidades auténomas y en otros paises, como Ingla-
terra o Estados Unidos, que han propuesto reformas re-
cientes sobre el curriculo de Matematicas.

Por otro lado, cuando el alumno se inicia en probabilidad,
ha usado con frecuencia términos y expresiones para refe-
rirse a los sucesos aleatorios, que con frecuencia no tienen
el mismo sentido preciso que adquieren en la clase de
matematicas. En el lenguaje ordinario, tanto en las con-
versaciones, como en la prensa o literatura encontramos
con frecuencia referencias al azar y lo aleatorio, aunque
el significado que se da a estos términos no siempre coin-
cide con el que tratamos de ensenar. Otros términos colo-
quiales se asocian a los fendmenos aleatorios que pueden
presentar matices diferenciados segin el contexto, como
casual, accidental, eventual, fortuito, impensado, imprevi-
sible, inesperado, inopinado, ocasional, por suerte o las
expresiones tales como por chiripa, por chamba, de rebo-
te, de rechazo, sin querer, sin intencion, sin plan.

En este trabajo nos hemos interesado por el lenguaje espe-
cifico, que en torno al azar y la probabilidad se presenta en



los libros de texto, realizando un estudio empirico de los
términos y expresiones en dos libros de primer curso del
Bachillerato Unificado Polivalente, y es parte de un estudio
mds completo sobre el tratamiento de la probabilidad en los
libros de texto (Ortiz, 1999). Una preocupacion fundamen-
tal del profesor de matematicas es facilitar el aprendizaje de
los alumnos, contando para ello con diversos recursos y
materiales diddcticos, entre los que destaca el libro de texto.
Como se afirma en el informe Cockcroft (1985: 114) dos
libros de texto constituyen una ayuda inestimable para el
profesor en el trabajo diario del aula». Y por su parte Rico
(1990: 22) senala que: «l profesor conserva, mantiene y
transmite el saber institucionalizado en los manuales, donde
aparece seleccionado y adecuadamente estructurado.

Cuando queremos plasmar en un texto una ciencia como
la Matematica, que estd en continuo desarrollo y expan-
sion, los imperativos didacticos nos obligan a realizar una
transposicion didédctica (Chevallard, 1985), para transfor-
mar el saber sabio en saber escolar, asequible a los alum-
nos. Este delicado proceso introduce a veces sesgos O
carencias que pueden tener una influencia en el aprendi-
zaje de los alumnos. El lenguaje de los libros de texto es
un aspecto relevante en los procesos de ensefanza-apren-
dizaje de las matemadticas, por lo que creemos suficiente-
mente justificado muestro estudio.

Para llevarlo a cabo seleccionamos dos libros de texto,
que designaremos como [A] y [B] en el resto del trabajo y
que aparecen referenciados al final del articulo. Estos
libros fueron seleccionados en nuestro estudio previo
(Ortiz, 1999), entre los mds utilizados por los profesores,
por ser de los mas completos en cuanto al tema de pro-
babilidad. Corresponden, ademas, a dos editoriales distin-
tas, uno de ellos correspondiente al ano 1975 y otro al ano
1991. Estos son los anos de comienzo de la reforma
correspondiente al periodo llamado de las Matematicas
Modernas y de la Reforma LOGSE, con lo que esperamos
encontrar diferencias significativas entre ambos.

Para fundamentar nuestro estudio, hacemos un breve
repaso a las implicaciones que el lenguaje tiene en el estu-
dio de las matematicas.

El lenguaje en matemadticas

Segun Orton (1990) hay muchos aspectos del lenguaje que
pueden afectar al aprendizaje de las matematicas, ya que
muchos chicos no entienden los términos que empleamos
en clase como parte del vocabulario matemadtico. Puede que
existan problemas incluso cuando el alumno parece em-
plear un vocabulario apropiado, porque a veces le atribu-
yen un significado no acorde con el que pretendemos darle
en la clase de matematicas. Lo que reviste un problema no
son los términos en si mismos, sino los conceptos y proce-

Una preocupacion
Jundamental
del profesor
de matemdticas
es facilitar
el aprendizaje
de los alumnos,
contando
para ello
con diversos
recursos
y materiales
diddcticos,
entre los
que destaca
el libro de texto.

sos subyacentes que se estin comuni-
cando y el significado que transmiten.
Pimm (1987) también llama la atencion
sobre el uso de palabras del lenguaje
cotidiano, con sentido matemadtico parti-
cular, lo cual puede ocurrir en el caso de
los términos probabilisticos. Sin embar-
go, también considera que la analogia
(metifora) por medio de palabras coti-
dianas es muy importante para la cons-
truccion del significado matematico.

Dickson y otros (1991) resumen diver-
sas teorfas que senalan la importancia
del lenguaje en el desarrollo del pensa-
miento matematico, desde la tradicion
conductista americana que consideraba
el pensamiento como <habla no vocali-
zada» hasta el constructivismo de Piaget
quien consideraba el pensamiento
como «cciones interiorizadas». Para él,
el lenguaje sélo podra reflejar y no
determinar el desarrollo cognitivo y la
adquisicion del leguaje y los conceptos
subyacentes no es en modo alguno
pasivo. La comprension del lenguaje y
su uso por el nino depende de su impli-
cacion en las situaciones en que se uti-
liza. Por ello, considera esencial que el
nino y el maestro analicen los diversos
significados e interpretaciones de las
palabras, de manera que cada uno sepa
claramente lo que el otro quiere decir al
usar determinadas formas lingtisticas.

Rotherry (1980) diferencia tres catego-

rfas de palabras usadas en la ensenanza

de las matematicas:

a) Palabras especificas de las matema-
ticas que, normalmente, no forman
parte del lenguaje cotidiano. Una
de las caracteristicas distintivas del
discurso sobre las matematicas es el
uso generalizado del vocabulario
técnico. Los matemadticos han desa-
rrollado una serie de términos espe-
cificos para comunicarse entre si,
que pueden causar problemas en
las clases de matemdticas en caso
de que los alumnos no lleguen a
dominarlo (Pimm, 1987).

b) Palabras que aparecen en las mate-
maticas y en el lenguaje ordinario,
aunque no siempre con el mismo
significado en los dos contextos.
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Pimm (1987) indica que la mayor
parte de las clases de matematicas
se desarrollan en una mezcla de
lenguaje corriente y lenguaje mate-
mdtico (es decir usando términos
ordinarios del lenguaje con un sen-
tido matematico). A causa de inter-
pretaciones linglisticas diferentes
se producen innumerables confu-
siones cuando el profesor emplea
términos «del dialecto matematico»
y los alumnos lo interpretan de
acuerdo al lenguaje ordinario.

Palabras que tienen significados
iguales o muy proximos en ambos
contextos.

Como veremos en el caso de la probabili-

dad la mayoria de los vocablos pertene-

cen a las dos ultimas categorias, aunque,

si el nifo no estd muy familiarizado por el

uso, muchas palabras de la categoria ¢) se

convertirdn en términos de la categoria b),

lo que podra crear dificultades de comu-

nicacion en el aula. Todas estas conside-

raciones nos han llevado a analizar el len-

guaje empleado en los dos libros de texto

seleccionados. Los objetivos concretos

pretendidos son los siguientes:

a)

b)

Mostrar la riqueza de los medios
expresivos probabilisticos en los
libros de texto, incluso cuando se
trata de unidades pensadas para
una primera introduccion al tema.
Tras esta riqueza de medios expre-
sivos subyace una riqueza concep-
tual que apunta, por un lado, a la
complejidad de los significados de
los conceptos matematicos subya-
centes, y por otro, a sus multiples
interrelaciones y a la rica fenome-
nologia de lo aleatorio.

Mostrar las diferencias de medios
expresivos en los textos analizados,
para ejemplificar como, para un
mismo nivel de ensenanza y unos
mismos conceptos, es posible una
gama de significados a presentar a
los alumnos, en funcién del lengua-
je empleado y el modo en que se
usa este lenguaje.

A continuacién presentamos nuestros

resultados, clasificindolos en dos pun-

tos: el lenguaje de lo aleatorio y el lenguaje de la pro-
babilidad.

El lenguaje de lo aleatorio

Un primer punto analizado en nuestro estudio son las
palabras y términos usados para hacer referencia al con-
cepto de experimento aleatorio, la aleatoriedad, sus pro-
piedades y ejemplos de situaciones aleatorias. En la tabla
1 recogemos este lenguaje, alfabetizado para cada uno de
los dos libros analizados. Podemos clasificar estas palabras
y expresiones en los siguientes grupos diferenciados:

a) Expresiones referidas a la aleatoriedad.

b) Expresiones referidas a la idea de experimento alea-
torio o a sus resultados.

¢) Vocablos relacionados con los dispositivos generado-

res de resultados aleatorios.

Texto [A]

Texto [B]

Aleatoria (experiencia)

Azar, azaroso

Baraija, espafiola, francesa
Bolsa (con bolas)

Cargado, correcto (dado)
Carta

Chincheta

Dado (caras, trucado, irregular)
Extraer (una bola)

Extraccion

Ficha

Funcién Random

Imprevisible

Incertidumbre, incierto
Inseguridad

Juegos de azar: ganar/ perder
Jugada

Lanzar (un dado, moneda)
Moneda

Nomeros aleatorios

Resultado

Ruleta

Sacar (una carta)

Secuencia (de resultados aleatorios)
Simétrica (simetria)

Sondeo

Suerte

Tirar (un dado, moneda)

Bolas en urnas

Dado

Experimento aleatorio
Fichas numeradas
Impredecible

Juegos de azar

Lanzar (dados, moneda)
Moneda

Observar (un resultado)
Obtener (un resultado)
Predecir (un resultado)
Proceso (define un)
Resultado

Rifas (con nimeros premiados)

Sacar (una carta, una moneda,
bolas de urnas)

Sucesién de elementos (permite
obtener una)

Tabla 1. Lenguaie utilizado en relacién con el experimento aleatorio




Expresiones referidas a la aleatoriedad

Son las que evocan este concepto, sirven para definirlo o
precisar sus caracteristicas. Hemos encontrado entre ellas
substantivos como azar:

El azar es considerado como lo més opuesto al orden, cualquier

regla, a toda prevision. 3Cémo poner leyes a algo imprevisible2»
(Texto [A]: 234)

Sin embargo, aunque es cierto que cada resultado aislado
de un experimento es imprevisible, cuando consideramos
un gran nimero de experimentos aparecen leyes de pro-
babilidad. En este sentido la afirmacion del texto no es del
todo precisa.

Otros vocablos utilizados para caracterizar estas situacio-
nes aleatorias son incertidumbre, inseguridad:

Estos ejemplos te dan la clave fundamental para empezar a
poner nimeros a la incertidumbre; para manejarte bien a pesar
de la inseguridad. (Texto [A]: 223)

Asimismo se hace referencia a que No se puede predecir el
resultado» (texto [Bl: 40). Esta es una caracteristica que sirve
para discriminar experimentos aleatorios y no aleatorios:

Fijate en que cada vez que realizas los experimentos a), b) y d) no
puedes predecir el resultado, ya que en a) puede ser cara o cruz;
en b) puede salir 1, 2, 3, 4, 5 0 6, etc. En cambio, en el experi-
mento c) si puedes predecir el resultado: el trozo de plomo no flota
en el agua. Por ello decimos que los experimentos a), b) y d) son
aleatorios y que el experimento c) no es aleatorio. (Texto [B]: 40)

A veces encontramos adjetivos que se emplean para calificar
este tipo de experiencias, resultados o situaciones y para
describir sus caracteristicas, como en el siguiente ejemplo en
las que se consideran sinénimos azaroso e imprevisible:

La palabra azaroso se utiliza como sinénimo de imprevisible.
(Texto [A]: 234)

Otro término mas técnico es el de aleatoria, aleatorio:

Los acontecimientos cuya realizacion depende del azar se llaman
sucesos aleatorios. (Texto [A]: 227)

Sin embargo, en otras ocasiones la palabra azar no se
emplea como sustantivo, sino como adjetivo para calificar
una situacion, especialmente, en lo referido a los juegos:

Se empezd con juegos de azar. (Texto [A]: 222)

Estos juegos se describen en la siguiente forma en el
texto [Bl:

Una de las caracteristicas de los llamados «juegos de azar» con-
siste en que sus resultados estén substancialmente de acuerdo con
las probabilidades «a priori» (Texto[B]: 39).

Con una connotacion de control del azar o bien de resul-
tado inesperado, aparece a veces la idea de suerte. De este
modo, y coincidiendo con lo expuesto por Hawkins y

La introduccion
de la idea
de aleatoriedad
se hace
preferentemente
de un modo
descriptivo
y por ello
los matices
del lenguage
cobran
un papel
primordial
en tal descripcion.

otros (1992), se diferencia entre aleato-
riedad que es no controlable y la suerte
que podria ser controlable o podria
favorecer o perjudicar a una persona:

Tuve una tarde de suerte: tiré el dado 180
veces y salio el 6 en 84 ocasiones. (Texto

[A]: 234)

Como indica Rescher (1995) la suerte
solo tiene sentido si existe aleatoriedad
o inseguridad vy si el suceso, en cuestion
favorece o perjudica a una persona
determinada y ocurre, a pesar de no ser
previsible su ocurrencia.

Expresiones referidas
a la idea de experimento
aleatorio o a sus resultados

En general, en estos libros son pocas las
ocasiones en que se sugiere a los alum-
nos realizar experimentos aleatorios y
observar sus resultados. La introduccion
de la idea de aleatoriedad se hace pre-
ferentemente de un modo descriptivo y
por ello los matices del lenguaje cobran
un papel primordial en tal descripcion.
Las caracteristicas atribuidas a los resul-
tados de estos experimentos se realizan
con palabras tales como imprevisible,
incierto, con las que se pretende que el
alumno evoque las propiedades de tales
fendmenos, pero cuyo significado no
suele clarificarse, quedando abierta la
posibilidad de una interpretacion ambi-
gua. También la palabra aleatorio se usa
como calificativo, por ejemplo nzimero
aleatorio (Texto [Al: 230), a pesar de no
haberse dado una definicion explicita
de dicho término.

Algunos verbos evocan tipos caracteristi-
cos de experimentos considerados aleato-
rios, como extraer (una bola), lanzar (un
dado, una moneda), sacar (una carta),
tirar (un dado, una moneda). Asimismo
encontramos referencias a «obtener un
resultado» y «observar un resultado:

Lanzar una moneda al aire y observar el
resultado. (Texto [B]: 40)

Estos verbos evocan una serie de accio-
nes familiares a la experiencia del nino
con los juegos que estdn presentes en
su cultura, a la vez que generalmente



les recuerdan unos convenios implicitos
en los mismos. Por ejemplo, tiramos o
lanzamos un dado, para estudiar el
nimero que resulta en la cara superior,
pero no nos preocupamos de su color y
suponemos que el dado no cae de
canto. Sacamos O extraemos una carta
de la baraja, habiendo barajado ésta
previamente y sin hacer trampas, supo-
niendo que la baraja esta completa, etc.
S6lo hemos encontrado en el texto [B],
una mencion a la posibilidad de no con-
siderar algunos de los resultados:

Lanzar al aire el dado de la figura 11 y
observar el resultado. Supongamos que
hay sélo seis resultados posibles (prescindi-
mos de la posibilidad de que el dado
quede apoyado en una arista o en un vérti-
ce). (Texto [B]: 46)

Suponemos que el alumno comprende
bien todos estos convenios, pero no
solemos comprobarlos en la clase, por
falta de tiempo y algunos investigadores
han mostrado como los niflos tienen
ideas subjetivas respecto a los experi-
mentos aleatorios, por ejemplo, pueden
pensar que si se concentran pueden con-
seguir un tipo dado de resultados, esto
es, controlar los experimentos aleatorios.

Otro caso en que aparecen convenios
implicitos en los libros de texto es cuan-
do se hace una referencia a la palabra
sondeo:

Hacen un sondeo y averiguan que el 40%
de los hombres y el 30% de las mujeres
estaria dispuesto a ser trasladado. (Texto
[A: 251)

Esta palabra implica la idea de una
poblacién subyacente de la que se ha
tomado una muestra, de modo que ésta
sea representativa de dicha poblacion, es
decir, donde se supone que los elemen-
tos de la muestra han sido elegidos de
alguna forma aleatoria que impide la
inclusion de sesgos respecto a los resul-
tados obtenidos. Aunque sondeo» es un
término técnico, su uso se esta incorpo-
rando progresivamente al lenguaje ordi-
nario, debido al uso creciente de encues-
tas y sondeos de opinion, especialmente
por parte de la prensa, por lo que cree-
mos debe resultar familiar a los alumnos
a los que van dirigidos los libros.

Al analizar
el concepto
de aleatoriedad
desde un punto
de vista teorico,
podemos
separar

dos componentes:

los resultados
0 secuencias
de resultados,
y el experimento
en Si mismo. ..

En el caso de los juegos de azar nos referimos a juegos en
los que interviene un elemento aleatorio que nos impide
tener la seguridad de ganar siguiendo una estrategia dada
y también encontramos vocablos especificos asociados a
este tipo de juegos, como ganar, perder, jugada.

Otra expresion caracteristica es la de secuencia (de resul-
tados aleatorios) que evoca una serie de resultados obteni-
dos al repetir en las mismas condiciones un experimento
aleatorio un nimero dado de veces y que potencialmente
podemos continuar en las mismas condiciones iniciales:

Con un programa adecuado se pueden obtener en muy pocos
minutos los resultados de una supuesta secuencia de miles de tira-
das de dado con la misma eficacia que si, realmente, se efec-
tuaran los lanzamientos. (Texto [A]: 230)

También hemos encontrado para referirse a los resultados
de un experimento aleatorio, la palabra sucesion, utilizada
en el mismo sentido que la de secuencia:

En el capitulo anterior has estudiado los fenémenos aleatorios.
Cada uno de éstos define un proceso que permite obtener una
sucesién de elementos. (Texto [B]: 58)

Vocablos relacionados con los dispositivos
generadores de resultados aleatorios

Al analizar el concepto de aleatoriedad desde un punto de
vista tedrico, podemos separar dos componentes: los
resultados o secuencias de resultados, y el experimento en
si mismo o bien del dispositivo experimental que produce
los resultados aleatorios. En los libros hemos encontrado
gran variedad de vocablos que se refieren a los dispositi-
vos que generan resultados aleatorios. La riqueza de este
tipo de vocabulario implica la consideracion de ejemplos
variados de experimentos aleatorios, que no siempre son
isomorfos y que, segin Truran (1994a), pueden ser consi-
derados como no equivalentes por los ninos, incluso en el
caso de ser isomorfos.

En primer lugar, nos encontramos con los dispositivos fisi-
cos productores de resultados aleatorios, que son suficiente-
mente conocidos por los alumnos a través de sus experien-
cias con juegos de azar, muy extendidos en nuestra cultura.
Entre otros, en los textos se hace referencia a la baraja
(espariola y francesa), bolsa (con bolas), chincheta, dado,
ficha, moneda, ruleta. Una moneda o un dado pueden ser
similares para el alumno, con la diferencia del nimero de
sucesos del espacio muestral implicado, puesto que en
ambos casos hay un conjunto discreto de resultados deter-
minados por la posicion fisica del objeto (moneda o dado)
al caer después de un lanzamiento. En estos casos, tanto
como en la extraccion de bolas en urnas, es mas facil visua-
lizar la relacion parte-parte en el cdlculo de probabilidades,
lo que hace que en ocasiones los alumnos no lleguen a usar
fracciones sino a comparar los valores absolutos de casos
favorables y desfavorables para asignar probabilidades.



Una ruleta visualiza mejor la relaciéon parte-todo y por
tanto la regla de Laplace y, ademads, permite al alumno uti-
lizar consideraciones de tipo geométrico. Tanto este caso
como la chincheta permite proponer ejemplos de sucesos
no equiprobables. La baraja o la bolsa con bolas permite
trabajar situaciones de muestreo sin reemplazamiento que
no es facil ejemplificar con los dispositivos anteriores.

Otras veces se usan contextos de tipo cotidiano para ejem-
plificar experimentos aleatorios como «sacar una moneda
de un bolso que contiene una moneda de 5 pesetas, una
moneda de 25 pesetas y una moneda de 50 pesetas» (texto
[Bl: 54), o problemas relacionados con el trafico, como en
el ejemplo siguiente:

Los expertos de tréfico, sin conocer las intenciones personales de
cada conductor, prevén con mucha precision qué flujo de coches
va a haber en cada carretera a cada hora de la semana. Y lo
que es mds sorprendente, vaticinan con tino el nimero de acci-
dentes que se van a producir. Estos no son més que algunos de
los muchisimos ejemplos que se pueden dar sobre regularidades
en situaciones completamente aleatorias. (Texto [A]: 234)

Incluso se menciona la funcion random de un microorde-
nador, que es un dispositivo determinista que permite
obtener resultados que a efectos practicos pueden ser
tomados como aleatorios:

Los microordenadores tienen una funcién (RANDOM) con la que se
pueden conseguir nimeros aleatorios. Con un programa adecuado
se pueden obtener en muy pocos minutos los resultados de una
supuesta secuencia de miles de tiradas de un dado. (Texto [A]: 230)

En ocasiones se especifican las condiciones que deben
seguir estos generadores para ser considerados como alea-
torios, introduciendo, por ejemplo, la idea de dado correc-
to o moneda indistinguible que hace referencia implicita a
la equiprobabilidad de sus diferentes resultados, aunque
explicitamente no se analizan estas propiedades:

Hemos calculado y representado en los siguientes diagramas, las
frecuencias relativas de los resultados de lanzar un dado correc-
to. (Texto [A]: 229)

El espacio muestral asociado al experimento aleatorio «lanzar al

aire dos monedas indistinguibles y observar el resultado» es:
E={lc, ). lc, A, (f, . (£, }. (Texto [B]: 41)

La equiprobabilidad de los distintos resultados se concep-
tualiza también mediante el término simétrico (simetria),
que implica que es posible aplicar el principio de indife-
rencia, debido a las propiedades fisicas del objeto. O, por
el contrario, se introducen adjetivos como cargado para
indicar los dispositivos que no cumplen estos requisitos.
Estas palabras del lenguaje ordinario adquieren asi un sig-
nificado especifico dentro del tema de probabilidad.

Un dado es una figura muy simétrica, a menos que esté preparado
(cargado). Hay las mismas razones para esperar que, al lanzarlo al
aire, salga el 5 que el 4. (Texto [A]: 222)

A veces este término es sustituido por irregular, como en
el siguiente ejemplo:

...el vocabulario
usado
con relacion
a la idea
de aleatoriedad
sirve
para precisar
las caracteristicas
atribuidas
a este concepto,
asi como
a la idea
de experimento
aleatorio
y para describir
diferentes
generadores
de resultados
aleatorios.

Vamos a jugar con un dado, pero sospe-
chamos que es irregular. (Texto [A]: 252)

En consecuencia, el vocabulario usado
con relacion a la idea de aleatoriedad
sirve para precisar las caracteristicas atri-
buidas a este concepto, asi como a la
idea de experimento aleatorio y para
describir diferentes generadores de
resultados aleatorios.

Del andlisis detallado de la tabla 1 obser-
vamos una mayor riqueza del lenguaje
empleado para referirse a la aleatoriedad
en el texto [A]l. Por un lado, es mucho
mas variada la gama de adjetivos y
expresiones usadas para describir este
concepto. Por otro aparecen ejemplos
de generadores aleatorios, como la chin-
cheta, para cuyos resultados no puede
aplicarse la regla de Laplace y que estan,
por tanto, asociados a una concepcion
frecuencial de la probabilidad. Aunque
en ninguno de los dos libros se introdu-
cen tablas de nudmeros aleatorios, el
texto [A] hace referencia a este concepto
y se habla de la funcién random de los
microordenadores. Todo ello apunta a
un mayor énfasis en este libro del con-
cepto de aleatoriedad y experimento
aleatorio, asi como por la fenomenolo-
gia del azar que en el texto [B].

El lenguaje
de la probabilidad

Hemos encontrado, asimismo, una gran
variedad en el vocabulario usado para
referirse a la idea de probabilidad y su
asignacion a los sucesos, para graduar
las probabilidades de distintos sucesos o
para referirse a diferentes tipos de pro-
babilidades. Este vocabulario se presen-
ta en la tabla 2, que también podemos
agrupar en diferentes apartados.

Concepto, interpretacion,
tipos de probabilidad,
concepciones

Un primer grupo de vocablos y expre-
siones se refiere al concepto de proba-
bilidad y a su interpretacion, que revis-
te diversos matices que indican la con-



Texto [A] Texto [B]
«A priori» Aplicacién
Asignar (probabilidad) «A priori»

Apuestas (acertar)
Célculo (de la probabilidad)

Casi seguro

babilidad)

Chances

Combinatoria, combinatorio Grado de confianza

Canlletiza Igualmente posibles
Igual probabilidad
Juicio de credibilidad
Juicio de probabilidad

Nomero no negativo

Grado de incertidumbre
Grado de inseguridad
Equiprobable

Estimar
Posible (resultado)

Probabilidad
Probable

Igualmente probables
Imposible (casi imposible)
Ley de Laplace

Medir (la probabilidad)
Odds

Permutacion

Probable (muy, muy poco,
poco, medianamente)

Probabilidad

Probabilidad  teérica/experi-
mental

Probabilistico (conocimiento,
estudio)

Posibilidad (mayor, menor)
Seguro, asegurarnos
Simetria

Suceso raro (muy)

Trigngulo combinatorio

Asignamos (probabilidad)

Célculo matemético (de la pro-

Ganar (probabilidad de)

Tabla 2. Lenguaje utilizado en relacién con la probabilidad

cepcion de probabilidad subyacente,
que puede ser laplaciana, frecuencial,
subjetiva o formal.

Por ejemplo, en la acepcion subjetiva, se
considera la probabilidad como el grado
de creencia personal en la realizacion de
un suceso. Como tal grado de creencia,
diferentes personas podrian asignar
diversas probabilidades al mismo suceso.
Hemos encontrado esta acepcion de pro-
babilidad cuando se habla de confianza
personal en la realizaciéon de un suceso,
como en el siguiente ejemplo:

Si el hombre del tiempo nos dijera que la
probabilidad de que mafana esté despeja-
do es del 80 por ciento, querria significar
que, de 100 dias con las circunstancias

meteorolégicas observadas hoy, el dia siguiente, en 80 de los 100
casos, se ha presentado despejado. Como ves, no te quita las
dudas de lo que vaya a pasar mafiana, pero no por eso la infor-
macién deja de serte (fil. Puedes preparar tu excursidén con bas-
tante confianza de que no serd pasada por agua. (Texto[A]: 222)

Una acepcién parecida, aunque no totalmente equivalente
es cuando la probabilidad se interpreta como grado de
incertidumbre o inseguridad. En el ejemplo que sigue no
queda claro si este es un grado subjetivo (dependiente de
cada persona en particular) u objetivo (asociado al suceso
en cuestion): «El grado de incertidumbre es mayor o menor
en cada casor (texto [Al: 227) o grado de inseguridad:

La probabilidad es la parte de las matematicas que frata de
manejar con nimeros la incertidumbre (grado de inseguridad).
(Texto [A]: 223).

En la definicion anterior se hace referencia al cardcter
numérico de la probabilidad. El texto [B], al introducir la
definicion axiomatica de la probabilidad, utiliza los nzime-
ros para definirla de la siguiente forma:

A cualquier suceso S € B se le puede asociar un nimero no negati-
vo p(S) que se llama probabilidad de dicho suceso. (Texto [B]: 47)

En esta acepcion no se dota de un significado intuitivo a
la probabilidad, sino sélo de unas reglas formales que
debe cumplir para satisfacer unos axiomas.

La palabra probabilidad se toma en algunos libros como
sinénimo de posibilidad (mayor, menor), aunque mate-
maticamente estos dos términos no son estrictamente
equivalentes:

3Cémo se mide la mayor o menor posibilidad de que ocurra algo
que no es seguro? (Texto [A]: 227)

Por otro lado, se diferencia entre probabilidad tecrica o «a
priori», que es la que viene dada por el calculo matematico
de probabilidades siguiendo la regla de Laplace y probabili-
dad experimental, que es la obtenida a partir de las frecuen-
cias relativas de resultados experimentales, es decir, donde la
probabilidad se presenta en su acepcion frecuencial:

Podrés decir que la probabilidad experimental de que la chincheta

quede con la punta hacia arriba es 30/100. (Texto [A]: 241)

En el texto [B] incluso se menciona explicitamente estas
diversas interpretaciones del término «probabilidad»:

Sin embargo, en cada caso nos referimos a un tipo diferente de
juicios de «probabilidad». Asi, el primero es un ejemplo de lo
que podriamos llamar juicio de probabilidades «a priori» y esta
relacionado con el célculo matemdtico de probabilidades; el
segundo es un ejemplo de lo que, a falta de mejor expresién, lla-
mariamos un juicio de credibilidad, y es una medida del grado
de confianza que tenemos en la verdad de una cierta afirmacién
o en el acaecimiento de determinado suceso. (Texto [B]: 39)

Otro término introducido en el texto [A] que guarda rela-
cion con el concepto de probabilidad es el de odds o



chances, que no suele ser muy utilizado en los libros de
texto, por lo que posiblemente el autor ha preferido no
traducir esta palabra al castellano, donde podria usarse
«posibilidades» para estos términos:

En el mundo anglosajén, tal vez por la aficién de las apuestas,
en lugar de hablar de la probabilidad de un suceso A, hablan
muy a menudo de las «odss in favour of A», que expresaremos
en castellano, para evitar confusiones con probabilidad, aunque
tal vez de un modo no muy ortodoxo, las chances a favor de A.
(Texto [A]: 254)

En el texto [B], hemos encontrado un ejercicio donde se
propone un juego y se pregunta cudl es la probabilidad
que tiene un jugador de ganar:

Ay B juegan a cara y cruz con las siguientes condiciones: si la
primera vez sale cara gana A; mas si esfo no sucede, se juegan
otras dos, y si en las dos sale cara, gana A también. 3Cuél es la
probabilidad que tiene B de ganar? (Texto [B]: 54)

Por ultimo, los textos emplean también el adjetivo proba-
bilistico para calificar las situaciones en que se emplea el
calculo de probabilidades:

Pero incluso el conocimiento fisico de los Gltimos elementos cons-
tituyentes de la materia es también probabilistico. (Texto [A]: 224)

La probabilidad como funcién
y asignacion de sus valores

En el apartado anterior hemos analizado los términos que
aluden a la probabilidad como valor numérico, como medi-
da, con diversas variantes. Donde aparece claramente el
concepto de probabilidad como funcién es en el texto [BI,
que concluye la definicion axiomatica de la probabilidad asi:

El conjunto formado por el espacio muestral E, el conjunto de
sucesos y la aplicaciéon p se llama espacio probabilistico y se
representa por (E, B, p). (Texto [B]: 47)

Ademas de los términos que se refieren al concepto,
hemos encontrado un vocabulario bastante variado en lo
que se refiere a la forma de asignar o calcular probabili-
dades. Se usan a veces como sinénimos palabras que
podrian tener un significado diferenciado, como asignar
(probabilidad), calcular o medir. Por otro lado este Gltimo
término tiene un cardcter ambiguo que podria llevar al
alumno a confusion, debido a la diferencia que toma res-
pecto al significado de «medir en otros contextos, donde
implica una accion fisica empleando instrumentos de
medida: «Asigna td mismo la probabilidad> (texto [Al: 241),
cdlculo (de la probabilidad), medir (Ia probabilidad):

Vamos a intentar medir la probabilidad de algunos sucesos al lan-
zar un dado. (Texto [A]: 243)

El procedimiento empleado para realizar estos calculos
puede basarse en la combinatoria, o ser de tipo combi-
natorio, o emplear el triangulo combinatorio. Se hace

Los libros
de texto
emplean
diferentes
vocablos
para expresar
de modo
cualitativo
una graduacion
de la probabilidad
de los diferentes
Sucesos.

también referencia, como método de
calculo a la ley de Laplace:

Esta formula de cdleulo, llamada «ley de
Laplace» se suele expresar asi. (Texto [A]: 244)

Para poder aplicar esta férmula se exi-
gen condiciones de simetria que se
refiere a que no hay mads razones a
favor de uno u otro resultado, pero que
no se suele clarificar:

En el dado, en la moneda, en la ruletq, ..., la
simetria de la situacién nos conduce a un
cdleulo directo de la probabilidad teérica de
los sucesos correspondientes. (Texto [A]: 241)

Todos estos vocablos evocan el enfoque
cldsico de la probabilidad. En otros
casos se alude a que los sucesos son
dgualmente posibles»:

Enumerar los casos igualmente posibles del

experimento aleatorio que consiste en tirar
dos dados a la vez. (Texto [B]: 54)

En caso de emplear una aproximacion
frecuencial, se habla de estimar la pro-
babilidad:

Al final estimamos que la probabilidad de
cada suceso elemental es... (Texto [A]: 252)

Finalmente el término apuestas puede
evocar una asignacion de tipo subjetiva:
Las primeras consideraciones matemdticas

profundas a propésito de los juegos de
azar y de las apuestas. (Texto [A]: 223)

Graduacién

de probabilidades

Los libros de texto emplean diferentes
vocablos para expresar de modo cualitati-
vo una graduacion de la probabilidad de
los diferentes sucesos. De este modo,
hemos encontrado los siguientes voca-
blos, que hemos ordenado segin la
mayor o menor probabilidad implicada:
Seguro, asegurarnos, casi seguro, probable
(muy, muy poco, poco, medianamente),
equiprobable, igualmente probables, suce-
so raro (muy), imposible (casi imposible):

La probabilidad es el nomero de resultados
favorables m, dividido por el nimero de
resultados posibles n, supuesto que éstos
sean equiprobables. (Texto [A]: 222)

La Gnica mencién que hemos encontra-
do en el texto [B] sobre este aspecto la
realiza en la introduccion, donde afirma:



En el lenguaje ordinario se usan palabras
como probabilidad, probables, ..., al referir-
nos a deferminados sucesos. Asi, por ejem-
plo, se habla de la probabilidad de obtener
dos seises al lanzar sobre una mesa dos
dados. De que es probable que determinado
pais consiga la medalla de oro en la prueba
de los 100 metros masculinos, en las préxi-
mas Olimpiadas. (Texto [B]: 39)

De nuevo la riqueza de vocabulario es
mucho mayor en el texto [A]. En el texto
[B] no aparecen gradaciones cualitativas
de las probabilidades de los sucesos,
sino simplemente valores numéricos de
las mismas. Se aisla asi el trabajo de pro-
babilidades realizado en el aula del uso
del mismo en la vida diaria donde con
frecuencias hacemos valoraciones del
tipo «muy probable», dbastante posible»,
etc., para referirnos a la verosimilitud de
un cierto suceso aleatorio.

No hay tampoco alusién a modos dife-
rentes de obtener los valores de probabi-
lidad, diferentes del «calculo matematico,
puesto que las concepciones subjetivas y
frecuencial de la probabilidad no se pre-
sentan en el texto. Por consiguiente, no
hay referencia a la «estimacion» o «asigna-
cién subjetiva» de probabilidades. Tam-
poco se presenta la distincion entre «pro-
babilidades tedricas» y «experimentales,
confirmando la falta de conexién entre
este tema y el estudio de la estadistica.
Finalmente, no hemos encontrado tampo-
co conexion con el tema de combinatoria,
puesto que, a pesar de que la mayor parte
de los problemas se deben resolver usan-
do conceptos combinatorios, no hay refe-
rencias explicitas ni vocabulario o nota-
cién que indique esta conexion.

Implicaciones didacticas

En este estudio hemos intentado destacar
la importancia del libro de texto como
recurso diddctico, que como hemos visto
es uno de los mas utilizados por el pro-
fesorado, asi como las posibles limitacio-
nes que pueden existir Ha quedado
igualmente de manifiesto la relevancia
que tiene el lenguaje en los procesos de
ensenanza-aprendizaje de las matemati-
cas, y especialmente el lenguaje utilizado
en las nociones de experimento aleatorio
y de probabilidad, conceptos muy com-
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plejos y que nos ha permitido mostrar la gran riqueza y
diversidad de términos existentes en los dos textos analiza-
dos. Aunque nuestro andlisis se ha llevado a cabo en los
libros de bachillerato, anterior al actual plan de estudios, sus
resultados y metodologia son aplicables al andlisis de los
libros vigentes en el marco de la LOGSE. También nos ha
mostrado la variabilidad de expresiones que con relacion a
la aleatoriedad y probabilidad pueden aparecer en dos libros
que han sido escritos para el mismo nivel de ensenanza.

Estos dos puntos sirven de nuevo para mostrar el impor-
tante papel de los escritores de libros de texto que marcan
un nuevo nivel en la transposicion didactica del tema, al
fijar y concretar lo establecido en los disenos curriculares,
asi como del profesor que, finalmente, en el aula decide
no solo el libro de texto que recomienda a sus alumnos
sino las partes de éste a usar en la ensenanza y los recur-
sos con que debe ser complementado. Esperamos con este
trabajo contribuir a la mejora de la ensenanza de las mate-
maticas, en particular de la aleatoriedad y la probabilidad,
en los niveles de la Educacion Secundaria, asi como faci-
litar la labor del profesorado en el aula.

Referencias bibliograficas

CHEVALLARD, Y. (1985): La transposition didactique, La Pensée
sauvage, Grénoble.

COCKCROFT, W. H. (1985): Las matemdticas si cuentan. Informe
Cockcroft, Ministerio de Educacion y Ciencia, Madrid.

DICKSON, L., M. BROWN y O. GIBSON (1991): El aprendizaje de
las matemditicas, Labor, Madrid.

HAWKINS, A., F. JOLLIFFE y L. GLICKMAN (1992): Teaching sta-
tistical concepts, Longman, London.

ORTIZ, J. J. (1999): Significado de conceptos probabilisticos en los
textos de Bacbhillerato, Tesis Doctoral, Departamento de
Didactica de la Matemadtica, Universidad de Granada.

ORTON, A. (1990): Didcdctica de las matemdticas, MEC y Morata,
Madrid.

PIMM, D. (1987): Speaking Mathematically, Routledge and Kegan
Paul, New York.

RESCHER, N. (1995): Luck. The brilliant ransomness of everyday
life, Harper Collins, Canada.

RICO, L. (1990): Diseno curricular en Educacion Matemadtica: Una
perspectiva culturalb, en S. LLINARES y V. SANCHEZ (eds):
Teoria y Prdctica en Educacion Matemdtica, Alfar, Sevilla, 17-62.

ROTHERY, A. (1980): Children reading mathematics, College of
Higher Education, Worcester.

TRURAN, K. (1994 a): «Children’s understanding of random gene-
rators. Short oral communication», Proceeding of the XVIII
International Conference for the Psychology of Mathematics
Education, University of Lisbon.

Libros de texto analizados

[Al: GUZMAN, M., J. COLERA y A. SALVADOR (1988):
Matemadticas, Bachillerato 1.°, Anaya, Madrid.

[Bl: VALDES, J. y S. MARSINYACH (1975): Matemadticas,
Bachillerato 1.°, Bruno, Madrid.



FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEDADES DE PROFESORES DE MATEMATICAS

Comision Ejecutiva

Presidenta: Maria Jesos Luelmo

Secretario General: José Luis Alvarez Garcia
Vicepresidente: Serapio Garcia

Tesorera: Claudia Lazaro

Sociedades federadas

Federacié d’Entitats per I’'Ensenyament

de les Matematiques a Catalunya

Presidente: Marta Berini Lépez-Lara

Apartado de Correos 1306. 43200-REUS (Tarragona)

Organizacién Espaiiola para la Coeducacion
Matematica «Ada Byron»
Presidenta: Xaro Nomdedeu Moreno

Almagro, 28. 28010-MADRID

Sociedad Andaluza de Educacion Matematica
«Thales»

Presidente: Salvador Guerrero Hidalgo

Apartado 1160. 41080-SEVILLA

Sociedad Aragonesa de Profesores

de Matematicas «Pedro Sanchez Ciruelo»
Presidente: Florencio Villarroya Bullido

ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12.
50009-ZARAGOZA

Sociedad Asturiana de Educacién Matematica
«Agustin de Pedrayes»
Presidente: José Joaquin Arrieta Gallastegui

Apartado de Correos 830. 33400- AVILES (Asturias)

Sociedad Canaria de Profesores de Matematicas
«lsaac Newton»

Presidenta: Dolores de la Coba

Apartado de Correos 329. 38201-LA LAGUNA (Tenerife)

Sociedad Castellano-Leonesa de Profesores
de Matematicas

Presidente: Santiago Pascual

IB Comuneros de Castilla. C./ Batalla Villalar, s/n.
09006-BURGOS

Sociedad Castellano-Manchega de Profesores
de Matemadticas
Presidente: Serapio Garcia

Avda. Espafia, 14, 52 planta. 02006-ALBACETE

Sociedad de Educacion Matemaética de la Regién
de Murcia

Presidenta: Remedios Pefia Quintana

IES Francisco de Goya. C./ Caravaca, s/n.
30500-MOLINA DE SEGURA (Murcia)

Sociedad de Ensinantes de Ciencia de Galicia
(ENCIGA)

Coordinador: Francisco Manuel Rodriguez Mayo
Apartado de Correos 103.

SANTIAGO DE COMPOSTELA

Secretariados:

Prensa: Antonio Pérez Sanz

Revista SUMA: Emilio Palacian/Julio Sancho

Relaciones internacionales: Luis Balbuena/Florencio Villarroya
Actividades: Xavier Vilella Miré

Publicaciones: Ricardo Luengo Gonzdlez

Sociedad Extremefia de Educacién Matematica
«Ventura Reyes Prosper»
Presidente: Ricardo Luengo Gonzdlez

Apartado 590. 06080-BADAJOZ

Sociedad Madrileiia de Profesores

de Matematicas <Emma Castelnuovo»
Presidenta: Maria Jests Luelmo

C/ Limonero, 28

28020-MADRID

Sociedad Matematica de Profesores de Cantabria
Presidente: Angela Nifez

CPR de Santander. C./ Pefia Herbosa, 29.
39003-SANTANDER

Sociedad Melillense de Educacién Matematica
Presidenta: Luis Serrano Romero

Facultad de Educaciéon y HUmanidades

Ctra. Alfonso Xlll, s/n. 52005-MELILLA

Sociedad Navarra de Profesores de Matematicas
«Tornamira»

Matematika Iraskasleen Nafar Elkartea
Tornamira

Presidente: José Ramén Pascual Bonis

Departamento de Matemética e Informética.

Campus de Arrosadia. Universidad Piblica de Navarra.
31006-PAMPLONA

Sociedad «Puig Adam» de Profesores
de Matemadticas

Presidente: José Javier Etayo Gordejuela
Despacho 305. Facultad de Educacién.
Universidad Complutense. 28040-MADRID

Sociedad Riojana de Profesores de Matematicas
Presidente: Javier Galarreta Espinosa ~
C.PR. Avda. de la Paz, 9. 26004-LOGRONO

Sociedade Galega do Profesorado de Educaciéon
Matematica (AGAPEMA)

Presidente:Manuel Diaz Regueiro _

Apartado 4188. 15080-A CORUNA

Societat d’Educacié Matematica de la Comunitat
Valenciana «Al-Khwarizmi»

Presidente: Luis Puig Espinosa

Departament de Diddctica de la Matematica.

Apartado 22045. 4607 1-VALENCIA




L

noviembre 2001, pp. 15-22

ARTICULOS

2001: el ano Cournot

Gabriel Ruiz Garzén

Con este articulo se quiere
conmemorar en este afo
2001, el doscientos
aniversario del nacimiento
del insigne matematico
Antoine Agustin Cournot.
Analizaremos, utilizando la
Teoria de Juegos, el
trasfondo matematico
existente en la estructura de
los oligopolios, tran
presentes hoy en los medios
de comunicacién como en
tiempos de Cournot.

URANTE LA NOCHE del dia 23 de noviembre de 1654,
aproximadamente entre las diez y media y las doce y media
de la noche, experiment6 Pascal una especie de €xtasis reli-
gioso que lo impulsé a abandonar la matematica para dedi-
carse a la teologia. Afortunadamente, una noche de 1658 en
que un dolor de muelas u otra dolencia le impedia dormir,
decidi6 dedicarse al estudio de la cicloide. Milagrosamente
el dolor ceso6, lo que interpreté Pascal como un signo de
que el estudio de la Matemadtica agradaba a Dios.

Cito esta anécdota porque este articulo también es fruto
del dolor.

Dolor que siente todo ciudadano cuando todas las sema-
nas llena el depdsito de la gasolina en «cualquier estacion
de servicio: jQué mas da, vaya a la que vaya en todas vale
lo mismo el litro de gasolina! Enfado que sentimos cuando
decidimos acudir a una gran superficie comercial: ¢la de
capital espanol o la de capital francés? Malestar que puede
ir en aumento cuando pagamos el recibo de la luz y com-
probamos la imposibilidad de escoger otra empresa sumi-
nistradora, o pagamos el recibo del gas, o acudimos a una
sucursal bancaria, etc. A estas alturas les aseguro que no
padezco un dolor de muelas, pero si algo parecido a ello.
En gran medida, los sectores que he citado: energia, ali-
mentacion, bancario, etc. son oligopolios. Etimolégicamente,
la palabra oligopolio significa «pocos vendedores». El oligo-
polio es un mercado en el que existen pocas empresas ven-
dedoras y ademas la actividad de cada empresa afecta a las
demas. El oligopolio es una situacion intermedia entre el
monopolio, cuando so6lo hay un vendedor, y la competencia
perfecta, en la que el nimero de vendedores es lo sufi-
cientemente grande, lo que hace que el precio lo fije el mer-
cado cualquiera que sea el volumen de produccion de las
empresas. Entre estos dos casos extremos se encuentran los
oligopolios, en los que las empresas tienen cierto margen
para fijar precios o cantidades de produccion.



En aras a la globalizacién y al objeto de competir en ese
mercado global, en Espana se han producido y se estin
produciendo, multitud de fusiones entre empresas, cuyo
resultado practico estd siendo la conversion de una serie
de sectores en oligopolios.

Alumnos y profesores de Matematicas, pero consumidores
todos, podemos utilizar como excusa los recortes de pren-
sa que sobre el tema aparecen en los medios de comuni-
cacion (figura 1), para adentrarnos en los conceptos mate-
maticos que explican los comportamientos de los oligo-
polios, y en una rama de la Estadistica, la Teoria de
Juegos, con importantes aplicaciones a las ciencias politi-
cas, a la Economia o a la Biologia.

Nuestras clases de Matemadticas pueden convertirse en un
foro donde se analicen temas de la actualidad que nos
preocupan a la mayoria, y todo esto, sin un complicado
aparataje matematico o econémico. Debemos traer la calle
a nuestras aulas.

Uno de los matematicos que han contribuido a analizar la
estructura de los oligopolios ha sido Antoine Augustin
Cournot, del que este ano 2001, se cumplirin doscientos
anos de su nacimiento.

Se nos ha ido el ano 2000: A7io Mundial de las Matemditicas.
A lo largo del cual, desde nuestras aulas, sociedades de
matematicas, etc. hemos intentando acercar ésta nuestra
ciencia a la calle y que se conozca nuestra labor. En la
medida de lo posible, en el 2001, debemos continuar con
dicho afin. Y nada mejor como recurso que, un tema de

EL PAIS, domingo 31 de diciembre de 2000

Las
contradicciones
de la fusion
eléctrica

linforme que ha ela-
E borado la Comisién

Nacional de la Ener-
gia (CNE) sobre la fusion
de Iberdrola y Endesa des-
vela las contradicciones y
las dudas que existen so-
bre el hecho de que esta
operacion aumente la com-
petencia en el sector eléc-
trico espaiiol.

Elinforme tiene dos vo-
tos particulares que se
oponen a la fusion, y uno
de ellos, el del consejero
Ruscalleda, refleja con cla-
ridad cual es ¢l problema
de fondo: cualquicr cuota
de mercado por encima
del 30% implicaria una po-
sicion de dominio y, por
tanto, no deberia autori-
zarse, y como cualquier
cuota de mercado por de-
Dbajo del 40% ¢liminaria la
rentabilidad de la opera-
cién, la unién deberia re-
chazarse.

Este informe es el prelu-
dio del que debe elaborar,
de forma preceptiva, e} Tri-
bunal de Defensa de la
Competencia (TDC) sobre
la operacién.
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actualidad, los oligopolios, y un histérico
matematico francés, Cournot, para conti-
nuar en nuestro empeno.

Hace 200 anos

El 28 de agosto de 1801 en la ciudad
francesa de Gray, Alta Sajonia, nace
Antoine Augustin Cournot, matematico,
filosofo, educador y el primer econo-
mista que incorporé los instrumentos
matematicos al analisis econémico. En
el ano 1823 se licencié en Matematicas,
siendo alumno de Lacroix en la Sorbona
y en el ano 1827 consiguio la licencia-
tura en Derecho.

Toda una serie de articulos y trabajos
matematicos culminan en el ano 1829
con su doctorado y atraen la atencion
de Poisson, quien le propone para la
catedra de Andlisis de Lyon (1834), gra-
cias a lo cual acaba también con un
periodo de relativa pobreza en el que
fue secretario de uno de los generales
de Napoledn, el mariscal Gouvion Saint-
Cyr. En 1841, plasmard en el manual
titulado Traité Elémentaire de la Théorie
des Fonctions du Calcul Infinitésimal,
sus clases de Lyon. El Andlisis Diferen-
cial e Integral son tratados con exquisi-
ta elegancia en dos tomos dedicados a
su mentor, Poisson.

Entre 1838 y 1854 fue funcionario publi-
co del Ministerio francés de Educacion
Nacional, concretamente Inspector Ge-
neral de Educacién, puesto en el que
sucedio a Ampere, al que todos los estu-
diantes de secundaria que estudien
electricidad conocen. También fue rec-
tor en Grenoble (1835-1838) y en Dijon
(1854-1862). Durante su vida fue mas
reconocido por su faceta de su actividad
publica y docente, que como investiga-
dor en el mundo de la Estadistica y de
la Economia.

Fue un competente matematico puro.
Importante fue su distincion entre pro-
babilidad objetiva y subjetiva. En la
Exposition de la Théorie des Chances et
des Probabilités (figura 2), formula cla-
ramente la definicion frecuencialista de
probabilidad y propone trabajar con
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intervalos de confianza como un méto-
do de estimacion. Al igual que Con-
dorcet, Laplace o Poisson, Cournot es-
taba también interesado en la aplica-
cion de la probabilidad a los procesos
judiciales y en este libro le dedica un
par de capitulos. Concretamente, esta-
ba interesado en calcular la probabili-
dad de dar un veredicto correcto y en
la influencia que sobre el mismo tenia
el nimero de personas que forma un
tribunal. También hay un capitulo
donde confecciona tablas de mortali-
dad, con objeto de que puedan servir
para calcular primas de seguros. En
resumen, estamos ante una obra maes-
tra, que sitda a su autor al nivel de los
citados Poisson, Condorcet, etc.

Como economista, Cournot fue funda-
dor de la Economia Matematica. En
1838, Cournot publicé una obra titula-
da Recherches sur les principes mathe-
matiques de la théorie des richesses
(figura 3) (Investigacion sobre los prin-
cipios matemdticos de la teoria de las
riquezas). Se trata de un estudio com-
pleto sobre el monopolio y el equili-

Cournot
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de la probabilidad
a los procesos
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brio del mercado. En él aparece la definicion de la elas-
ticidad de la demanda.

La férmula de la elasticidad de la demanda se define
como la relaciéon entre porcentajes infinitesimales de la
cantidad demandada y el precio dg/dp, por una parte, vy,
por otra, como relacion entre la cantidad demandada
media y el precio mismo g/p, o sea, que es:

- d4 1
dar aq
El primer factor
dq = lim Lq
df - 0 D[’

no deja de ser otra cosa que una derivada, y mide la pen-
diente de la curva de demanda, curva que relaciona pre-
cios y cantidades. Lo que expresado econdmicamente nos
da una informacién muy valiosa pues, nos indica la sensi-
bilidad de la demanda ante una variacion en los precios.
Existen productos como los farmacéuticos o las gasolinas
cuya demanda es ineldstica (E< 1), es decir, un aumento
en el precio no conlleva un descenso del consumo, o por
lo menos no muy acusado. Al revés ocurrird, si al vende-
dor de naranjas de un mercado, en donde hay muchos
competidores, se le ocurre subir el precio de las naranjas.
El senor Garcia, diligente amo de casa, puede optar por no
comprarle, es decir, estarfamos ante una curva de deman-
da eldstica (E> 1).



Cournot fue un lector empedernido, durante toda su vida
arrastré problemas en la vista. Casi ciego, falleci6 el 31 de
marzo de 1877. Como observamos, su vida y obra, mere-
cen la efeméride.

Una estructura de mercado:
el duopolio

Dentro del oligopolio, el duopolio es una estructura de
mercado caracterizada por la existencia de dos unicas
empresas vendedoras. La caracteristica esencial de la teo-
ria del duopolio reside en que «ninguno de los vendedo-
res puede ignorar las reacciones del otro», un cambio en
el precio o en el nivel de producciéon de uno afectara al
del otro y las reacciones del segundo, a su vez, influirin
en el primero. La suerte de las dos empresas no es inde-
pendiente; ninguno de los dos puede considerar como
dada la politica que seguira el otro, ya que en parte esta
determinada por su propia politica.

Hay diversos modelos que explican la determinacion del
precio y la produccion de equilibrio en el duopolio.

El modelo de Cournot

Seguidamente expondremos el modelo de duopolio que
expuso Cournot. En la medida de lo posible utilizaremos
ejemplos numéricos para facilitar la comprension. Un pro-
fesor, de cuyo nombre no quiero acordarme, partidario de
largas y tediosas demostraciones que poco aportaban,
manifestaba que el poner ejemplos era un acto de cobar-
dia. Bueno, desde ya, reconozco mi cobardia.

Partimos de un supuesto de una empresa que, en princi-
pio, es ella la unica que se encuentra en el mercado.
Supondremos ademas la inexistencia de costes de produc-
cion, (esto no es tan irreal, si se supone que la mercancia
es agua mineral y los compradores llevan sus propios
envases, siendo por tanto el coste de produccién para el
empresario nulo). Con esta hipétesis igualaremos ingresos
y beneficios. Esto no supone pérdida de generalidad, con
costes de produccion los resultados serian similares.

El nimero de unidades que una empresa puede vender a
cada precio pueden representarse mediante una curva de
demanda. Nosotros supondremos curvas de demanda rec-
tilineas, con lo que el nivel de ventas que maximiza las
ganancias para cada empresa, operando en solitario, ocu-
rre en su punto medio. En este ejemplo, en el punto
E(600, 6), donde la empresa primera vende 600 unidades
al precio de 6. Como se observa, queda todavia un mar-
gen de 600 por vender de la produccion maxima vendible
del bien, cifrada en 1200 unidades (figura 4).

En este momento, llega al mercado otra empresa rival, que
supone que la empresa inicial va a mantener constante su
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nivel de produccion y, por tanto, se aco-
moda a esta realidad, explotando lo que
le queda del mercado. La curva de
demanda de D, esta segunda empresa
serd, pues, la de la primera empresa D,
menos 600 unidades.

Esta segunda empresa maximiza sus
ganancias sobre D, en el punto
F(300, 3), es decir, vendiendo 300 uni-
dades al precio de 3.

La empresa inicial reacciona y supone
que la produccion de la segunda en lle-
gar permanecerd constante en esas 300
unidades. La nueva curva de demanda
para la primera empresa, D’ , sera la ini-
cial menos 300 unidades y sobre ella
maximizard sus ganancias.

De igual manera, la segunda empresa
reacciona vendiendo su produccién
sobre lo que le queda de la demanda,
moviéndose hacia la recta D,

El supuesto de comportamiento bdsico
que hace Cournot es que cada oferen-
te, al tratar de maximizar su beneficio,
o lo que es lo mismo, los ingresos tota-
les, piensa que el otro oferente va a
mantener constante su produccion.
Ante este supuesto, habrd una serie de
movimientos y contramovimientos con-
vergentes al punto G, llamado punto de
equilibrio de Cournot o punto de equi-
librio de Nash.



Cournot y, mas tarde, el matematico
norteamericano Nash, dirdn que un
duopolio se encuentra en equilibrio, si
la produccion 6ptima de cada empresa
es aquella determinada a partir de una
prevision de la produccion de la empre-
sa rival que asimismo es Optima. Si se
mantienen los supuestos sobre las con-
ductas de las empresas establecidos por
Cournot, es evidente que en una situa-
cion de este tipo ninguna de las empre-
sas deseard modificar su produccion.

A titulo de anécdota, recordemos que a
John Nash se le detectd, en sus primeros
anos en la universidad de Princeton, una
esquizofrenia paranoide. Este hecho le
impidi6é hasta 1994 recibir el premio
Nobel de Economia, cuando contaba con
66 anos y estaba totalmente recuperado.

(Pero qué coordenadas tiene ese busca-
do punto G, punto de equilibrio de
Cournot o de Nash, en el caso del duo-
polio? Hagamos el desarrollo de una
manera general y después lo particulari-
zaremos a este ejemplo concreto.

Supongamos que la funciéon de deman-
da lineal es
p=A-aq (1]
Donde p y g son el precio y la cantidad
demandada, respectivamente, y Ay a >0
son constantes.
Supongamos que g, y g, son las canti-
dades vendidas por las empresas 1y 2,
respectivamente. Por definicion
q=4,+ 4, (2]
Sustituyendo en [1], la funciéon de
demanda queda como

p=A-alq, +q,) (3]
El ingreso total de la primera empresa /;
es igual al precio p multiplicado por ¢,
esto es,
]l =pq1 = Aq] - dqlz —aqq, (4]
Del mismo modo, el ingreso de la
segunda empresa /, es igual a

L, =pq, = Aq, - aqzz_ aq,q, 5]
Como hemos supuesto, al no existir cos-
tes de produccion, esos ingresos coinci-
den con los respectivos beneficios de
las empresas. Conseguiremos nuestro
objetivo de encontrar las cantidades de

...un duopolio
se encuentra
en equilibrio,
si la produccion
optima
de cada empresa
es aquella
determinada
a partir
de una prevision
de la produccion
de la empresa
rival
que asimisimo
es optima.

equilibrio donde se produce el maximo beneficio de las
dos empresas, resolviendo el sistema de ecuaciones simul-
tdneas siguiente

S W 2ag, ag, =0 [6]

ﬂq]
%224 2aq, aq, = [7]

q,

nos dan las cantidades de equilibrio
A

= O 8
®=q.= (8l

Podemos comprobar que efectivamente esos valores pro-
ducen un beneficio maximo ya que se verifica que

;\,2
ThC ga < 9]
gy

o

2 =20 < ( [10]
gl

El precio de equilibrio se consigue sustituyendo las canti-
dades de equilibrio [8] en [3]

p =" [11]

En nuestro ejemplo particular, como A =12y, A/a = 1200, las
cantidades y precio de equilibrio son g, = g,=400 y p* = 4.

Lo que nos da un punto de equilibrio de Nash,
G = (400,4), con unos beneficios de 1600.

Este modelo permite ser generalizado para cualquier
nimero de empresas vendedoras k:
a) Sik =1, estariamos ante un monopolio,
A _ A
a5, =,
b) Si k=2, estarfamos ante un duopolio, cuyas solucio-
nes hemos visto que son

A
=94 =5 b=,
¢) Si k=3, de igual manera obtendriamos un sistema de
tres ecuaciones, que resuelto nos darfa
— — — /4 —
h =449 = b=,
d) Si k= n, obtendriamos por inducciéon que

A A
= . = , k=12 n
e n+ 1)a - P n+ 1‘
e) Sik — oo, estarfamos ante el caso de una competencia
perfecta y p — 0.

El modelo de Edgeworth

Casi setenta anos de la publicacion del trabajo de Cournot,
F. Y. Edgeworth acept6 la sugerencia que le habia hecho
el también matematico Joseph Bertrand (1822-1900) a
Cournot. Si se desarrolla un modelo de duopolio en que
en vez de mantener ambas empresas las cantidades pro-



ducidas, se mantienen los precios de las mismas, los resul-
tados del modelo no coincidirian con los de Cournot.

El modelo de Edgeworth se basa en los siguientes supues-
tos, mds restrictivos que los de Cournot:

1. Hay dos empresas que producen un bien homogéneo
con un costo de produccion igual a cero.

2. Cada empresa tiene un limite en su capacidad pro-
ductiva.

3. En su camino de maximizacion de beneficios, cada
empresa cree que el precio de la otra permanecerd
constante.

El resultado final serd una oscilacién continua del precio
del articulo, entre el precio del monopolio y el maximo
precio de produccion de cada empresa (figura 5).

Veamoslo con los datos de nuestro ejemplo, siendo 500 la
capacidad maxima de produccion de cada empresa, ocu-
rrird el siguiente proceso:

1. La primera empresa maximiza sus beneficios vendien-
do 300 unidades al precio de 3.

2. Entra la segunda empresa y piensa que si la primera
mantiene constante el precio en 3, fijando ella un pre-
cio ligeramente inferior a 3 puede vender su produc-
cién maxima de 500, quediandose con la mayor parte
del mercado de la primera.

3. A continuacion, la empresa nimero uno reaccionard y
suponiendo que la segunda va a mantener constante
su precio, la primera podra vender su produccion total
a un precio ligeramente inferior al de la segunda.

4. Este proceso continuard hasta que cada empresa
venda su produccion maxima, 500, al precio de 1.

Pero este resultado no es estable, ya que uno de ellos

puede darse cuenta, que manteniendo el otro el precio en

'
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)
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da lugar a
una situacion
inestable,

a fluctuacion
de precios
tendrd
un limite superior
e inferior.
Esta situacion de
«wuerra de precios»
es similar
a la que
se produce
en la competencia
perfecta.
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1, él puede vender 300 unidades a un
precio de 3, aumentando de esta forma
sus beneficios. Ante esta situacion la
otra empresa reaccionard y el proceso
continda indefinidamente. Aunque el
modelo de Edgeworth da lugar a una
situacion inestable, la fluctuacion de
precios tendrd un limite superior e infe-
rior. Esta situacion de «guerra de pre-
cios» es similar a la que se produce en
la competencia perfecta.

Por cierto que el estadistico y economis-
ta britinico, Francis Ysidro Edgeworth,
era hijo de madre espanola, (como se
vislumbra en el segundo nombre que
honra al patrono de Madrid). Nacié el 8
de febrero de 1845, en el condado de
Londford, en Irlanda.

En Estadistica destacan sus contribucio-
nes a los nimeros indices, la teoria de
la estimacion, bondad de ajuste y teoria
de la probabilidad. Se mostraba firme-
mente convencido de la prevalencia de
la ley normal en la naturaleza, aunque
hoy sepamos que la ley normal no es
tan «wormal> como €l se pensaba. En
1892, publica un trabajo donde define el
concepto de correlacion miiltiple.

En Economia, hall6 entre otros descubri-
mientos, las curvas de indiferencia, en las
cuales aplico los nimeros indices. Las
curvas de indiferencia se encuentran for-
madas por un conjunto infinito de puntos
que reflejan combinaciones de bienes, los
cuales poseen un mismo nivel de utilidad
o de satisfaccion para el consumidor.

También utilizé con eficacia el cdlculo
diferencial en Economia. Edgeworth fue
profesor de Logica y de Economia
Politica (lo que hoy seria Estadistica), en
el King’s College, en la Universidad de
Londres, y de Oxford, los anos 1891-
1921. También fue presidente de la
Royal Statistical Society de 1912 a 1914.

Se cuenta que Edgeworth era una per-
sona muy timida y extremadamente
ronosa, por no tener, no tenia ni libros,
preferia conseguirlos en las bibliotecas
publicas. Keynes referia que, unos folios
y una goma, eran los dos tnicos objetos
personales que tenia.

Murié en Londres, el 13 de febrero de

1926.



Si cooperamos ganamos mas

Tanto el modelo de Cournot como el de
Edgeworth no admiten la interdepen-
dencia entre los duopolistas. El modelo
del economista norteamericano E. D.
Chamberlin es como el de Cournot
pero en el que se admite la interdepen-
dencia entre las empresas (algo que
desgraciadamente se asemeja mds a la
realidad), fijan asi precios idénticos y
venden cantidades idénticas, maximi-
zando de esta forma su ganancia con-
junta. El acuerdo puede hacerse sin que
haya comunicacién formal entre las
empresas. La experiencia proporciona
informacion con la que llegar a un
acuerdo tacito. Eso si, el resultado del
acuerdo es una solucion estable.

En nuestro ejemplo del modelo de
Cournot (figura 4), una vez que la pri-
mera empresa maximiza sus beneficios
vendiendo 600 unidades a 6 pesetas,
obteniendo 600 x 6 = 3600 de benefi-
cio y la segunda empresa vende 300
unidades a 3 pesetas, copando la
demanda que la primitiva empresa le
dejo, las empresas se dan cuenta de
que en lugar de embarcarse en una
carrera fratricida de precios y produc-
cion, les conviene repartirse el pastel
de esas ganancias de 3600. Cada
empresa producird la mitad de esas
600 unidades, es decir, 300 unidades, a
precio de monopolio 6, obteniendo un
beneficio de 300 x 6 = 1800, mayor
que los 1600 obtenidos en el modelo
de Cournot anterior, siendo ese punto
G = (300, 6), el punto de equilibrio de
Nash buscado. En resumen, el modelo
de Chamberlin supone que los duopo-
listas aprenden con la experiencia, es
decir, concluyen que serd mejor a sus
intereses si tratan de maximizar sus
beneficios conjuntos.

La solucion del modelo de Chamberlin
es idéntica a la de monopolio (k= 1) de
Cournot, pero donde las dos empresas
deciden repartirse el beneficio del
monopolio, teniendo la misma cuota de
mercado a precio de monopolio, es
decir,
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Todo es un juego

Ya dijimos que la caracteristica fundamental del duopolio
era la interdependencia estratégica entre las empresas, de
forma que en la toma de decisiones, cada empresa consi-
deraba explicitamente cierta conjetura sobre el comporta-
miento de las empresas rivales. Veremos, en esta seccion,
que la Teoria de Juegos proporciona el marco adecuado
para tratar rigurosamente este tipo de situaciones, aportan-
do un conjunto de técnicas cuya finalidad dltima no es otra
que obtener para el juego planteado una posible solucion.

Nos centraremos en dos empresas que han de elegir entre
un conjunto de estrategias finito. En concreto supongamos
que la interdependencia se establece entre CEPSA y REP-
SOL vy las estrategias son dos niveles de precios: 150 pts.
0 140 pts. La interdependencia entre las empresas se mani-
fiesta en que el beneficio que obtiene una empresa selec-
cionando una determinada estrategia depende de cual sea
la estrategia elegida por la empresa rival. La representa-
cion conjunta de todas las posibles combinaciones de
estrategias, asi como los resultados que de ellas se derivan
para ambas empresas se denomina matriz de pagos.

Un ejemplo de matriz de pagos se presenta en la siguien-
te tabla:

REPSOL
150 pts. 140 pts.
150 pts. (60, 40) (20, 20)
140 pts. (20, 30) (10, 10)

CEPSA

Las cifras que aparecen en cada una de las casillas repre-
sentan, para cada combinacién de estrategias, los resulta-
dos de la empresa CEPSA y REPSOL respectivamente.

Nuestro objetivo seria encontrar aquella combinacion de
estrategias que constituye una solucion del juego, en el
sentido de que las decisiones de ambas empresas sean
compatibles y, por tanto, no desean modificarlas. Si obvia-
mente la empresa elige la estrategia que le reporte mayor
beneficio, dada la matriz de pagos anterior, la empresa
CEPSA elegira el nivel de precios 150 cualquiera que sea
el nivel de precios elegido por REPSOL, ya que los posi-
bles resultados, 60 y 20, serfan mayores que los del nivel
de precios a 140 pts., 20 y 10; por otra parte, la empresa
REPSOL también elegira como nivel de precios 150 pts. ya
que los resultados, 40 y 30, superan a los del otro, 20 y 10.

Por tanto, las estrategias 150 pts. para CEPSA y 150 pts.
para REPSOL, son estrategias dominantes, ya que serin
seleccionadas por las respectivas empresas independiente-
mente de cual sea la estrategia de la empresa rival. Asi
pues, la solucién a este juego vendra dada por la combi-
nacién de estrategias dominantes (150, 150).



Algunas veces no es posible encontrar una solucién del
juego que satisfaga el criterio de estrategias dominantes,
tal como ocurre en la siguiente matriz de pagos:

REPSOL
150 pts. 140 pts.
CEPSA 150 pts. (60, 40) (20, 20)
140 pts. (20, 30) (40, 50)

En este caso, la combinacion de estrategias, o el punto (150,
150), es el punto de equilibrio de Nash, definido como la
combinacion de estrategias tal que la estrategia de cada
empresa es la mejor que puede elegir, dada la que elige la
otra. En la matriz anterior, la estrategia 150 es la mejor que
puede seleccionar CEPSA, cuando REPSOL prevé que elegi-
ra también como nivel de precios 150 pts. Al mismo tiempo,
dicha estrategia también es Sptima para REPSOL, si espera
que CEPSA elija 150 pts. como nivel de precios. Asi pues, el
punto (150, 150) es un punto de equilibrio de Nash, ya que
si se alcanza, ninguna empresa querra modificar su compor-
tamiento. Cuando una empresa tiene una estrategia domi-
nante, el resultado es un punto de equilibrio de Nash. Pero
al revés puede no darse, como acabamos de ver.

Como hemos visto ya, si ambas empresas deciden estable-
cer un acuerdo de cooperacion, un punto de equilibrio de
Nash puede no constituir una solucién eficiente del juego.

En la siguiente matriz de pagos podemos ver que el punto
(150, 150) es un punto de equilibrio de Nash y, sin embar-
2o, si ambos llegaran al acuerdo de cooperar con objeto
de alcanzar la combinacion (140, 140), los beneficios de
ambas empresas mejorarian.

REPSOL
150 pts. 140 pts.
150 ptas. (50, 40) (70, 10)
140 pts. (10, 70) (60, 50)

CEPSA

Se tratarfa de un ejemplo de una situacion intrinsecamente
inestable, ya que cualquiera de las dos empresas tendria la
tentacion de romper el acuerdo, CEPSA eligiendo el nivel
de produccion 150 y REPSOL lo mismo. Esta situacion ines-
table se corresponde con lo que se denomina un cdrtel, es
decir, un conjunto de empresas que optan por hacer expli-
cito un acuerdo con objeto de actuar conjuntamente como
un monopolio frente a las demandas del mercado.

Obviamente, las situaciones reales de los oligopolios son
mas complicadas que las que aqui hemos mostrado. No olvi-
demos que lo que aqui hemos expuesto son modelos, es
decir, representaciones simplificadas de la realidad, pero
como unas primeras aproximaciones no dejan de ser validas.

...lo que aqui
hemos expuesto
son modelos,
es decir,
representaciones
simplificadas
de la realidad,
pero como
unas primeras
aproximaciones
no dejan de
ser validas.

Gabriel Ruiz
Escuela Universitaria
de Estudios Empresariales.
Universida de Cédiz.
Sociedad Andaluza
de Educacién Matematica
«Tholes»

Conclusiones

Llegada la hora de hacer balance, se
puede decir que con este articulo
hemos pretendido:

a) Acercar a nuestras clases un asunto
de actualidad, los oligopolios, y
analizar el trasfondo matematico de
los comportamientos de los mis-
mos, utilizando como recurso cual-
quier recorte de prensa relacionado
con el tema.

b) Introducir una parte de la
Estadistica, la Teorfa de Juegos,
poco frecuente en nuestro curricu-
lo, pero que capta rapidamente la
atencion del alumnado, por la
diversidad de ejemplos y la senci-
llez de sus enunciados.

¢) Conmemorar este ano 2001, el 200
aniversario del nacimiento de un
matematico insigne, Antoine Augus-
tin Cournot. Mostrar los protagonistas
de la Historia de la Matematica a tra-
vés de su obra, vida y anécdotas es
siempre, para alumnos y profesores,
atrayente y gratificante.

Por cierto, el doloroso enfado del prin-
cipio que motivé este trabajo, ha desa-
parecido. El conocimiento de las reglas
que rigen el mercado y me atrevo a
decir que de cualquier problema, ha
actuado como un buen medicamento
genérico. Bueno, quizds cuando vuelva
a llenar el depésito. ..
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ARTICULOS

El juego en el aula: una expe-
riencia de perfeccionamiento
docente en Matematica

a nivel institucional

Monica de Torres Curth

Aquellos que se toman el
Juego como un simple
Juego y el trabajo con

excesiva seriedad, no han
comprendido mucho ni
de lo uno ni de lo otro

H. HEINE

El presente trabajo cuenta una
experiencia de
perfeccionamiento docente en
matemdtica, basada en la
puesta en prdctica de una
propuesta de trabaijo,
sustentada en la incorporacion
del juego en la tarea docente
como una herramienta
diddctica. Se presenta al
juego como motivador de
situaciones de aprendizaije,
tanto como desencadenante
de situaciones problemdticas
cargadas de significado
desde la actividad ludica, que
mds que ser «problemas de la
vida real» sean una
continuacién necesaria del
juego. Se discute la finalidad
de los juegos en el aula y se
mencionan las dificultades que
esta forma de trabajo puede
presentar. Se presentan
también algunas
consideraciones y comentarios
acerca de la experiencia,
llevada a cabo en una
escuela primaria como
proyecto institucional,
involucrando a todos los
docentes de la misma y al
equipo directivo.

L TEMOR o el disgusto por la matemadtica tiene como uno
de sus pilares un mito: el de la materia aburrida, dificil y
reservada para unos pocos. El gusto por esta actividad
aparece de la posibilidad de hacer, crear, entender, solu-
cionar, aplicar, saber quién fue el que invent6 todo esto y
por qué tuvo la necesidad de inventarlo. Descubrir a la
matemdtica como una ciencia maravillosa es un trabajo
dificil porque es necesario terminar con esos mitos, tanto
sociales como personales.

El razonamiento matemadtico es, sin duda, una fuerte
herramienta en el desarrollo de la capacidad de pensar,
reflexionar y resolver problemas. El mundo que nos toca
vivir, requiere de cada uno estar preparado para resolver
problemas permanentemente vy, tal vez, resolverlos lo
mejor y mads rapido posible. Estos problemas de la vida
cotidiana no son, en general, de «egla de tres» ni son
todos iguales, ni tampoco son muy simples. Por ello, es
necesario generar otros recursos de solucion que los
mecanismos estereotipados y deben ser algo tan basico y
general que sea posible aplicarlos a cualquier situacion.
Un nino que adquiere hdbitos de «@azonador, que puede
formularse preguntas, hipotetizar, probar, evaluar, contras-
tar, es un nifo que tiene allanada la mitad del camino.

Estas ideas son practicamente indiscutidas entre los docen-
tes y directivos de las escuelas, y la gran mayoria realizan
esfuerzos tendentes a lograr estos objetivos.

Pero, aunque es comun que los docentes accedan indivi-
dualmente a cursos de perfeccionamiento, muchas veces
les resulta dificil llevar a la prictica lo aprendido sin un
estimulo que los motive a hacerlo y sin un seguimiento
que les permita adquirir seguridad en sus cambios, corre-
gir errores, etc.

El perfeccionamiento docente no puede ser pensado
como un proyecto de capacitacion personal exclusiva-



mente, dado que un verdadero cambio en la prictica
docente sélo es posible si se entiende como un proyecto
en el que se encuentre involucrada toda la institucion en
la que se trabaja. La puesta en practica de proyectos insti-
tucionales permite aunar esfuerzos y evita que se diluyan
los intentos individuales por mejorar la practica en el aula.

Dentro de este marco, se propuso un trabajo institucional
con una metodologia consistente en la incorporacion del
juego en el aula como una herramienta didactica en la
ensenanza de la matematica, tanto como motivador de
situaciones de aprendizaje, como desencadenante de
situaciones problematicas cargadas de significado desde la
actividad ladica que, mids que ser «problemas de la vida
real», sean una continuacion necesaria del juego.

Descripcion de la experiencia

Durante 1998 se llevo a cabo en una escuela primaria
publica de gestion estatal de San Carlos de Bariloche,
Argentina, un proyecto de trabajo (denominado Proyecto
Institucional) con el objeto de introducir a todos los
docentes en el uso de una metodologia que se sustenta en
la idea de la incorporacion del juego en la clase de mate-
matica. La escuela tiene aproximadamente 600 alumnos
repartidos en dos turnos con 22 maestros de grado, tres
directivos y 5 maestros especiales. El proyecto fue elabo-
rado y dirigido por la autora de este trabajo, quien coor-
diné los encuentros, los talleres y las reuniones periodicas,
dentro del marco de un proyecto de extension universita-
ria del Centro Regional Universitario Bariloche de la
Universidad Nacional del Comahue.

El Proyecto Institucional (PI) se organizé de acuerdo a

varias instancias:

e Presentacion y fundamentacion de la propuesta, que
se realiz6 en forma intensiva durante una semana pre-
via al inicio de las clases, a cargo de la coordinadora.

e Un encuentro mensual con la modalidad de taller, de
la coordinadora con todos los docentes de la escuela
y el Equipo Directivo, con el objeto de: desarrollar
propuestas de trabajo en el aula, discutir posibilida-
des, dar apoyo tedrico, compartir experiencias indivi-
duales, desarrollar actividades practicas especialmente
elaboradas para los docentes, discutir materiales de
lectura, etc.

e Encuentros peridédicos del Equipo Directivo de la
escuela con la coordinadora del proyecto, con el obje-
to de evaluar y corregir la marcha del mismo.

Las tareas que desarrollaron los docentes consistieron en
la planificacion y puesta en practica de actividades
siguiendo la propuesta metodoldgica, para los contenidos
que cada uno considerara adecuados.
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El seguimiento se programo a cargo del
Equipo Directivo de la escuela, el que
realizd observaciones y devolucion de
las mismas a los docentes.

Los propodsitos que se persiguieron con
el desarrollo del Proyecto Institucional
fueron los siguientes:

e Ofrecer a los docentes un espacio
para la reflexion tedrica, didactica y
metodolégica de la matemadtica de
la escuela primaria.

e Reflexionar sobre el uso del proble-
ma y del juego como modalidades
continuas de trabajo en el aula.

e Desarrollar una propuesta de traba-
jo que permita a los docentes gene-
rar sus propias actividades para ser
llevadas al aula.

e Promover la elaboracion cooperati-
va de materiales necesarios para el
desarrollo de los juegos y activida-
des elaboradas por los docentes.

e Fomentar la creatividad en la bus-
queda de actividades para el aula.

e Dar lugar al desarrollo de concep-
tos tedricos que ofrezcan al docen-
te la claridad y rigor necesarios para
afrontar correctamente la ensenan-
za de los mismos.

e Permitir la apropiacién por parte
del docente de una metodologia de
trabajo en el aula, generando una
secuencia metodoldgica.

e Fomentar la transferencia de esta
metodologia al aula.

e Promover la reflexion critica de la
propia practica a través de la obser-
vacion entre pares.

e Brindar un espacio para compartir
experiencias

Dentro de la provincia de Rio Negro
(Argentina), existe un régimen de

Jornadas Institucionales mensuales
donde los docentes y el equipo directi-
vo disponen de todo el turno de traba-
jo para discusion de problematicas insti-
tucionales, trabajos de perfeccionamien-
to, etc. En vista de la existencia de este
espacio, se organizaron los encuentros

mensuales antes mencionados en forma



de curso-taller utilizando dos horas cate-
dra dentro de cada jornada institucional.
De estos encuentros, coordinados por la
autora, participaron los docentes del
turno respectivo y el equipo directivo
de la escuela. Los objetivos de cada
encuentro se orientaron hacia los
siguientes puntos:

e Busqueda, selecciéon, creacion y
adaptacion de juegos y otras activi-
dades que requieran o involucren
distintas temadticas, estrategias de
resolucion, etc., o bien que simple-
mente resulten interesantes para su
analisis.

e Revision de bibliograffa disponible
y bisqueda de nuevos materiales.

e Anilisis en el grupo de cada activi-
dad con el objetivo de:

— ubicar el o los grupos (grados
o niveles) con los que esta acti-
vidad podria ser desarrollada;

— senalar contenidos previos
necesarios para su puesta en
practica;

— indicar con qué objetivos se
puede proponer la actividad,
(en cada caso, si es que estd
indicada para mds de un niveD);

— preparar materiales, si son
necesarios;

— hacer un detalle de sugeren-
cias para su desarrollo, cuando
sea posible y necesario, es
decir, acompanar la actividad
de una reflexion didactica
acerca de su uso.

e Planificacion de puestas en practica
de algunas actividades, de modo de
poder realizar evaluaciones criticas
de las mismas a posteriori de su apli-
cacion en el aula.

e Creacion de propuestas alternativas
a las actividades encontradas, como
busqueda de la retroalimentacion
entre teoria y practica.

e Creacion de nuevas actividades
focalizando la atencién en algunos
conceptos de interés general.

e Creacion de una juegoteca de mate-
matica con los materiales necesa-

Tambiéen
es posible
que un juego
propuesto
con algun objetivo
en particular
derive
en situaciones
muy ricas
mds alla
de lo esperado
o planificado.
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deberd
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a estas
posibilidades,
explotando
al maximo
el potencial
del material.

rios, disponibles a toda la comunidad escolar en la
biblioteca del establecimiento.

La propuesta metodolégica
y su fundamentacién

Los juegos en el aula

Varios autores (Guzman, 1984; 1986; Martinez Recio y
otros, 1989; Corbaldn, 1994) se han ocupado de la utiliza-
cion del juego en la clase de matemadtica y, sin embargo,
en nuestra realidad es una practica no muy difundida. Por
ello, y como primer punto, es interesante discutir breve-
mente acerca del uso del juego como una herramienta
metodolégica de gran importancia en el aula. Martinez
Recio y otros (1989), senalan:

La metodologia tradicional no contempla este aspecto de la ense-
fianza por considerar al juego como una actividad poco seria, de
recreo y que tiene sentido en horario extraescolar. Es obvio que
el juego es una forma especial de relacién entre los nifios, y que
tiene un claro valor educativo. Sin embargo, el juego por si solo
no lo es todo. Produce una motivacién inicial, origina situaciones
didécticamente aprovechables, pero posterior a la fase del juego
tiene que haber otra de aprendizaje, una fase de reflexion teéri-
ca inducida por el juego. Para que esta reflexion teérica pueda
inferesar realmente a los alumnos debe tener un sentido para
ellos, sentido que se intenta suscitar desde el juego. E inversa-
mente para que el juego no se convierta en una finalidad en si
mismo, debe estar orientado por los objetivos de aprendizaje;
debe ser un elemento motivador de la reflexion teérica sobre lo
que se prefende ensefar. Es necesario, pues, planificar algin ins-
trumento de reflexion teérica, dando una continuidad a las acti-
vidades de carécter lodico.

También es posible que un juego propuesto con algin
objetivo en particular derive en situaciones muy ricas mas
alld de lo esperado o planificado. El docente debera estar
atento a estas posibilidades, explotando al maximo el
potencial del material.

Aunque una definicion precisa resulte dificil de construir,
no puede dejar de asociarse la palabra juego al diverti-
mento, la alegria, el disfrute y el tiempo libre. ;Como es
entonces que se piensa en el juego como una herra-
mienta metodolégica? Corbaldn (1994) senala las siguien-
tes como caracteristicas de las actividades que denomi-

namos §uegos»:

1. Es una ocupacién voluntaria a la que dedicarse
libremente.

2. Es un desafio contra una tarea u oponente.

3. Viene controlado por un conjunto definido de reglas
que abarcan todas las maneras de jugarlo.

4. Representa una situacion arbitraria claramente delimi-
tada en el tiempo y en el espacio, desde la actividad
de la vida real.



5. Socialmente son situaciones que se consideran de
importancia minima.

6. Tiene una clara delimitacion en el espacio y el tiem-
po. El estado exacto que se alcanza durante el juego
no se conoce a priori al comenzar el mismo.

7. Termina después de un nimero finito de movimien-
tos en el espacio-tiempo.

Excepto tal vez el punto 5, las actividades a las que nos
referimos como quegos para el aula» deben de tener todas
las caracteristicas aqui mencionadas.

Pero hay también algo que no se menciona en esta defi-
nicién pero que merece especial atencion. Es claro que
quien se dispone a jugar, se enfrenta a la actividad con
una actitud positiva, donde no tienen lugar preconceptos
respecto de la propia capacidad, contra lo que sucede
frente a las actividades cldsicas de matematica. Senala
Guzman (1985):

Es un hecho frecuente que muchas personas que se declaran inca-
paces de toda la vida para la matemdtica, disfrutan intensamen-
te de puzzles y juegos cuya estructura en poco difiere de la mate-
madtica. Existen en ellas claros bloqueos psicolégicos que nublan
su mente cuando se percatan de que la cuestién que se les pro-
pone, mucho més sencilla tal vez que el juego que practican,
tiene que ver con el Teorema de Pitdgoras.

Las expectativas, de quien se enfrenta a actividades ladi-
cas son de placer y divertimento. jY qué mejor, si esto va
acompanado de aprendizaje! Si podemos transformar el
aula en un lugar (no sélo en la clase de matemadtica)
donde prime un ambiente lidico, y dado el interés, la
curiosidad y la expectativa que generan este tipo de acti-
vidades, podemos generar en los ninos aquellas actitudes
que son fundamentales para cargar de sentido a la ense-
nanza.

Dice Alsina Catala (1991):

Ensefiar y aprender Mateméticas puede y debe ser una expe-
riencia feliz. Curiosamente casi nunca se cita a la felicidad den-
tro de los objetivos educativos, pero es bastante evidente que sélo
podremos hablar de una labor docente bien hecha cuando todos
alcancemos un grado de felicidad satisfactorio.

Un ambiente ladico redunda en una actitud abierta hacia
el conocimiento, y el placer por aprender y descubrir,
retroalimenta este tipo de tareas.

Dice Martin Gardner (Carnaval Matemditico, prélogo, cita-
do en Guzman, 1998):

Con seguridad el mejor camino para despertar a un estudiante
consiste en ofrecerle un intrigante juego, puzzle, truco de magia,
chiste, paradoja, pareado de naturaleza matemdtica o cualquie-
ra de entre una veintena de cosas que los profesores aburridos
tienden a evitar porque les parecen frivolas.

En el Diseno Curricular del Consejo Provincial de Educa-
cion de la Provincia de Rio Negro, Argentina (1991), se
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menciona al juego en el aula como una
importante herramienta para ser tenida
en cuenta, de la siguiente manera:

Una consideracién especial merece el
papel del juego en el aprendizaje de la
matemdtica. La matemdtica misma puede
ser presentada al alumno como un gran
desafio que admite reglas particulares, pro-
moviendo la apropiacién de técnicas y la
gestacién de estrategias personales, que
pueden dar lugar a nuevos caminos o for-
mas innovadores de jugar. Justamente su
ensefianza basada en problemas deberd
ser hecha bajo esa caracterizacion. Por
ofra parte, existen juegos en la vida diaria
incorporables a la ensefianza de la mate-
mética en la escuela, ya que encierran
conocimientos o procedimientos propios de
esta disciplina o pueden ser adaptados a
tal fin. Ejemplos de ellos lo constituyen:

® los juegos de procedimientos conoci-
dos, pero que pueden ser enriquecidos
y variados para profundizar los conteni-
dos mateméticos (domind, loteria, esco-
ba, bingo, Oca, generala, Trivial,
Carrera de Mente, pictionary, batalla
naval, etc.);

® los juegos que impliquen la creacién de
estrategias por parte de los alumnos
como son muchos juegos bipersonales
de tablero en los que puede determinar-
se una estrategia ganadora (Tatedi,
Nim, llegar a 10, Ludo, efc.);

® los rompecabezas geométricos (Cubo
Rubik, Cubo Soma, Tangram, etc.) que
agudizan las percepciones espaciales a
la vez que promueven el descubrimiento
de propiedades geométricas;

® los dados y ruletas que despiertan el
interés en las probabilidades;

e los crucigramas, cuadrados mégicos,
juegos de ingenio, que aparecen en
diarios y revistas, etc.

El juego, igual que en la edad infantil es
una herramienta de aprendizaje, poco a
poco es mas organizado, incluye reglas
y presenta problemas que es necesario
resolver. Asi como todos los ninos y
nifas pueden jugar, también todos pue-
den hacer matematica (Alsina y otros,
1996). El docente ha de ser consciente
de que su experiencia, creencias y acti-
tudes hacia la matemadtica y en especial
hacia la resolucién de problemas, aun-
que no las explicite, quedan transparen-
tadas en su actuacion en el aula y de
ellas depende mucho de lo que los
alumnos gusten, se interesen y se sien-



tan capaces de hacer en esta disciplina
(Consejo Provincial de Educacion, 1995)

Por otro lado, es cierto que pueden pre-
sentarse dificultades para la puesta en
practica de juegos. Estan las de caracter
ambiental, como lo son el poco espacio,
los muchos alumnos, la escasez de
materiales, etc., aunque opino que es
posible idear diferentes juegos para dis-
tintas realidades. También es cierto que
las clases donde los ninos hacen y jue-
gan son clases desordenadas, bulliciosas
y de mucho movimiento. Es necesario
adoptar una actitud abierta ante esta
forma de trabajar en el aula. Un ambien-
te de trabajo distendido no significa
necesariamente menos aprendizaje e,
inversamente, un aula silenciosa y orde-
nada no garantiza el éxito del proceso
de ensenanza-aprendizaje.

La propuesta metodologica

Para el trabajo en el aula se propuso
planificar las actividades de modo que
tuvieran lugar tres etapas bien diferen-
ciadas que denominamos de juego, de
reflexion y de confrontaciéon y que a
continuacion se describen brevemente.

Primera etapa: juego

En esta etapa, que incluye el desarrollo
del juego en si mismo, como actividad
motivadora, tienen lugar la compren-
sion de la tarea, de las reglas de juego,
los registros de puntuaciones, etc. Es
posible que esta etapa sea bastante pro-
longada, siendo que en el mismo juego
puede ser interesante considerar algu-
nas variantes, o aun repetir varias veces
el mismo juego.

Segunda etapa: reflexién

Aqui nos detendremos para senalar que
en este tipo de trabajo es importante
prever tanto instancias de trabajo indivi-
dual como en pequenos grupos. Esto se
fundamenta basicamente en los siguien-
tes puntos: en primer lugar, la compren-
sién de un concepto y la incorporacion
del mismo dentro de los esquemas exis-
tentes de ideas y pensamientos son pro-
cesos de cardcter individual. En segun-
do lugar, el trabajo en pequenos grupos
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favorece, a través de la interaccion con los pares, el razo-
namiento, la comunicacion, el desarrollo personal y social,
como objetivos generales.

Estos puntos no son hoy en dia motivo de discusion por
parte de los docentes, y abunda la bibliografia que sostie-
ne desde lo tedrico y desde la experiencia en el aula, la
riqueza de estas formas de trabajo como necesarias y com-
plementarias. Es por esto que las actividades que se pro-
gramen deben estar planteadas de manera que atiendan a
ambas instancias como igualmente importantes.

Esta etapa estard compuesta por actividades (instancias de
reflexion tedrica y aplicacion de conceptos) que se des-
prenden naturalmente de la actividad ladica. En particular,
podria pensarse como una serie de situaciones (planteadas
como problemas) que deriven del mismo juego.

Tercera etapa: confrontacién

Especial atencion merece el trabajo con el grupo total des-

pués de que se han desarrollado actividades individuales

0 en pequenos grupos. La confrontacion de resultados es

la modalidad de cierre de las actividades que parece mas

enriquecedora para los ninos.

Esta forma de trabajo si bien lleva tiempo y requiere de un

trabajo especial por parte del docente, permite simultinea-

mente el cumplimiento de varios objetivos:

e Promueve la adecuada verbalizacion de las activida-
des de cada uno (o del grupo), de manera de hacer-
las comprensibles para los demas. Esto conlleva un
trabajo con el uso apropiado del lenguaje, terminolo-
gia, enriquecimiento del vocabulario, propiedad de
las expresiones, etc.

e Pone en evidencia las distintas estrategias de trabajo,
permitiendo su evaluacion por parte de los ninos
quienes podran darse cuenta de que hay otras estra-
tegias mas adecuadas, mas sencillas o simplemente
distintas de la propia.

e Permite valorar como formas de aprendizaje los hdbi-
tos de seguir, entender y valorar el razonamiento
ajeno, fundamentar los desarrollos, justificar el razona-
miento propio, realizar conjeturas, como asi también
promover el desarrollo de otros habitos como escu-
char al otro, admitir los propios errores y aprender de
ellos, aprender a trabajar en grupos, entre otros.

Esta etapa, fundamentalmente consiste en disponer de un
tiempo en la organizacion de la clase, posterior a la acti-
vidad individual o en pequenos grupos para que los alum-
nos, organizados por el docente, presenten y discutan las
resoluciones de sus actividades (Saiz, 1995)

Para que esta forma de trabajo sea verdaderamente enri-
quecedora, es necesario que las actividades a presentar
sean fértiles en cuanto a admitir varias estrategias posibles
de solucion como asi también varias soluciones distintas.



Esta forma de trabajo apunta también a un objetivo que es
muchas veces descuidado, particularmente en matematica:
la necesidad del rigor y la precision. En la practica de jus-
tificar los propios razonamientos los alumnos empiezan
con una explicacion informal de sus procedimientos, lle-
gando paulatinamente a la expresién mas formal de sus
ideas. La institucionalizacion de contenidos, tanto concep-
tuales como procedimentales tiene lugar en esta etapa y
apunta particularmente a estos objetivos.

En la figura 1 puede verse un esquema que resume la
forma en que se conectan las tres etapas descritas de la
metodologia propuesta.

Resultados de la experiencia
con docentes y alumnos

Hay varios aspectos importantes para sefalar de esta expe-
riencia, por una parte en relacion al trabajo de y con los
docentes, y por otra en relacién al trabajo con los alumnos

En cuanto al trabajo con los docentes, se presentan varias
ventajas, que se detallan a continuacion:

1. Continuidad: las caracteristicas de los talleres, que
tuvieron continuidad a lo largo del ano realizindose
dentro del dambito de la escuela, propiciaron un clima
de participacion continua de los docentes y el equipo
directivo, generando también una motivacion especial,
dado que el compartir las experiencias favorece una
comunicacion mds fluida de ideas y permite una bus-
queda de apoyo en el grupo de pares. Los juegos mate-
miticos deberian ser introducidos ya desde el preesco-
lar, y tener una continuidad a lo largo de toda la ense-
nanza primaria. Esta modalidad de trabajo dard lugar al
tratamiento de la diversidad en distintas situaciones, de
modo que permitird no solo el trabajo con los conteni-
dos sino también la deteccion y tratamiento de errores.

durante el desarrollo del
Proyecto Institucional se consider6 el registro y obser-

2. Observacion entre pares:

vacion de las clases como un elemento fundamental
para un andlisis critico de la propia practica y para la
realizacion de informes de cada actividad llevada a
cabo. La modalidad elegida, y que se llevé a la prac-
tica para cumplir con este objetivo, fue la observacion
entre pares que, por una parte dio lugar a una mayor
comunicacién entre los docentes, y por otra facilité la
apertura de las aulas», de modo que el trabajo dentro
del aula se abriera a la observacion y anilisis por
parte de otros docentes.

3. Compartir experiencias: la existencia de un espacio
comun de trabajo permitié discutir y analizar las pro-
blemiticas comunes, comunicandose y compartiendo
las experiencias entre todos los docentes de la escue-
la y el equipo directivo.
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4. Trabajo cooperativo en la produc-
cion de tareas y materiales: una rea-
lidad es la dificultad para procurar-
se juegos, que es un problema que
pretendi6é salvar esta experiencia,
haciendo una serie de propuestas
generales que mds que mostrar acti-
vidades dieran a los docentes algu-
nas pistas de cémo trabajar con esta
metodologia y los impulsaran a
crear sus propias propuestas. La
forma de trabajo en talleres men-
suales, permitio asi la creacion con-
junta de tareas y elaboracién coo-
perativa de materiales y, por otra
parte, facilité la gestacion de una
base de datos donde todos los
docentes pueden acceder tanto a
los distintos tipos de tareas ideadas
para distintos contenidos, como a
los materiales necesarios para llevar
a cabo las experiencias en el aula.
En la continuidad de este proyecto,
se pretende construir una juegoteca
de matemadtica en la escuela.

5. Integracion de dreas: hubo lugar a
integracion de areas en dos senti-
dos. Por una parte, fundamental-
mente en el tercer ciclo, donde los
alumnos trabajan con maestros por
areas, se realizo una serie de activi-
dades orientadas a integrar la mate-
madtica con las ciencias sociales, las
ciencias naturales y lengua. Otro
tipo de integracion, tal vez menos
usual, fue la presentacion de activi-
dades que vinculaban la matemati-
ca con musica, las artes pldsticas y
educacion fisica.

En relacién al trabajo con los alumnos,

se observo que esta metodologia de tra-

bajo en el aula genera en ellos un cam-
bio favorable de actitud ante la matema-
tica tanto como un aumento del placer
que proporciona el quehacer matemati-
co. La gran mayoria participé activamen-
te de las propuestas lidicas y se mostrd
interesada en las tareas que relacionadas
con ellas se planteaban a continuacion.

La puesta en practica continua de las

puestas en comun permitio que las dis-

cusiones, justificaciones y argumentacio-
nes fueran enriqueciéndose paulatina-
mente, en la medida que los alumnos
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empezaron a fortalecer su confianza y a aprender de los
errores propios y de los de sus companeros. Aun aquellos
que poseen mds dificultades en matematica pudieron par-
ticipar aportando opiniones y procedimientos. Los docen-
tes que participaron de esta experiencia estan seguros de
percibir un cambio actitudinal en sus alumnos, y también
en cuando al aprendizaje de la matematica ya sea en los
conceptos como en los procedimientos. En una continua-
cion de este proyecto seria fundamental evaluar sistemati-
camente los avances de los alumnos que trabajan con una
metodologia lidica en la clase de matematica.
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ARTICULOS

La formacion matematica
del profesorado de primaria

Lorenzo J. Blanco Nieto

E N LAS ULTIMAS DECADAS del pasado siglo, fruto de los

En los Gltimos afios se han
producido importantes
cambios en el sistema

educativo espafiol que han

llevado parejo
modificaciones en la
formacioén inicial de los
profesores de primaria. Este
trabajo analiza algunos
dilemas tradicionales en la
formacién del profesorado,
asi como la influencia que
los sucesivos planes de
estudio han tenido en las
asignaturas relacionadas con
la educacién matemdtica,
donde se constata una
reiterada pérdida de horas
lectivas.
Al compés de este andlisis se
realizan algunas sugerencias
que se consideran pudieran
ayudar a mejorar la
formacién matemética de los
futuros maestros.

avatares sociales y politicos, hemos asistido a importantes
cambios en el sistema educativo espanol, que han llevado
parejo modificaciones en los sistemas de formacion de
profesores. No obstante, a través de los tiempos, se han
mantenido algunos problemas en la formacion inicial del
profesorado como son la tensién no resuelta de las rela-
ciones entre teoria y practica, la disyuntiva siempre pre-
sente entre planes culturalistas y planes profesionales, y el
estatus académico y social de los Centros de Formacion
Inicial y de sus alumnos (Sierra y Rico, 1996). A ellos,
habria que anadir el distanciamiento, administrativo y aca-
démico, de la formacion inicial respecto del trabajo desa-
rrollado en los centros de infantil y primaria. Todos ellos
constituyen la referencia bdsica de este trabajo que los
analiza desde la perspectiva de la educacion matematica.

Algunas referencias histéricas

La formacién inicial en Espana en las
décadas de los setenta y ochenta

Diferentes autores como Balbuena (1991); Armendariz,
Azcarate y Delofeu (1993); Rico (1994); Rico y Sierra
(1994) senalan la década de los setenta como el periodo a
partir del cual se han producido importantes cambios en
la Educacion Matemadtica, en general, y en la formacion de
los profesores de Matematicas, en particular.

En esta época, al compas de la promulgacion de la Ley
General de Educacion, la implantacién de un nuevo siste-
ma educativo, y nuevas propuestas curriculares se aprue-
ba la incorporacién formal a la universidad de la forma-
cion inicial del profesorado de Educacion General Basica



pasando las Escuelas Normales a integrarse en la Uni-
versidad como Escuelas Universitarias. Simultineamente,
se desarrollan nuevos planes de estudios y programas que
reflejan un mayor interés por los problemas de ensenan-
za/aprendizaje de los contenidos escolares.

Con el Plan de 1971 se eleva la categoria del titulo de
maestro al nivel de diplomado universitario, aumentindo-
se el nivel de exigencia académica para ingresar en estos
centros, y aunque amplios sectores educativos y sociales
pedian el titulo de licenciado, éste no se concede por
motivos de indole econémica (Sierra y Rico, 19906).

El reconocimiento institucional del drea de conocimiento
de Didactica de la Matemadtica en 1984, a raiz de la pro-
mulgacién de la Ley de Reforma Universitaria, supone un
paso cualitativo importante en la docencia e investigacion
relacionada con la formacion inicial en matematicas de los
maestros. Aun cuando las soluciones administrativas que
se le dieron fueron muy diversas (Rico, 1994), muchos
profesores optamos por este drea de conocimiento produ-
ciéndose la incorporacion real a los departamentos uni-
versitarios, en algunos de los cuales el drea de conoci-
miento tiene un papel predominante.

Este paso es para la Didéctica de la Matemdtica y, en gene-
ral, para la formacion inicial del profesorado en Espana un
salto cualitativo notable, ya que a partir de este momento,
un ndmero importante de profesores, dirigimos nuestra
actividad docente hacia los problemas de ensenanza/
aprendizaje de las matematicas escolares, empezamos a
formar grupos de investigacién dentro de la Universidad,
e intensificamos la bisqueda de canales para la realizacion
de tesis doctorales y proyectos de investigacion sobre pro-
blemas propios de la educacion y de la formacion de pro-
fesores de Matematicas.

Los planes de estudio del setenta, donde existian titulos de
maestros especialistas en Ciencias Humanas, Ciencias, Pre-
escolar y Lengua Espanola y Extranjera, reflejaban el domi-
nio de la formacion cientifica sobre la diddctica especifica,
que apenas ocupaba una pequena parte en algunas asig-
naturas y siempre dependiendo de la voluntad de los pro-
fesores.

Sierra (1987) realiza un interesante estudio acerca de los
Planes de Estudios de 1971 de las Escuelas de Formacion
del Profesorado de EGB, vigentes hasta principio de los
noventa, donde se reflejan los contenidos cientiticos y
didacticos en relacion a las Matematicas a principio de la
pasada década. En ellos, se distinguia entre las asignaturas
de contenido cientifico y da» de Didéctica de la Matemd-
tica, para los alumnos de la especialidad de Ciencias. En
el trabajo se senala, que Ja Didactica de la Matematica
ocupa aproximadamente un 25% del curriculo de los
alumnos de las Escuelas referido a su formacién matema-
tica global> (p. 105). Para las demds especialidades apare-
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ce, solamente, una asignatura llamada
«Matematicas y su Didactica» donde el
temario nos volvia a demostrar la esca-
sa o nula referencia a la Diddctica de la
Matematica.

Por nuestra parte, recordamos que los
programas de las asignaturas evidencia-
ban el predominio del contenido sobre
los aspectos didacticos (E.U.EP., 1982,
1984), y que la bibliografia utilizada era
de cardcter general y de contenido teo-
rico. El cdlculo infinitesimal y las estruc-
turas algebraicas formaban parte del
curriculo del futuro maestro. Solo al
final de algunos capitulos o al final del
libro, aparecian apartados sobre Didac-
tica de la Matemadtica, pero siempre
como un apéndice del contenido y, fun-
damentalmente, sobre recursos y mate-
riales, pero casi nunca sobre teorias,
mas o menos elaboradas, sobre ense-
nanza y aprendizaje de las matematicas.

Incluso, la expresion Matemdticas y su
Didactica», que es elocuente de una
determinada forma de pensamiento sobre
el contenido de las asignaturas en estos
Centros, no era aun frecuentemente utili-
zada, y todavia es mayoritaria en los pla-
nes de estudio actuales (Abraira y cols,
1997). Subyacia la idea de que primera-
mente habia que «darles» Matematicas y
que practicamente con eso era suficiente.
La formacion culturalista se imponia
sobre el cardcter profesional que debe
tener la formacion de profesores.

Esta situacion era, asi mismo, comun en
otros paises como nos recuerda Cooney

(1994):

En 1960 y 1970 el modus operandi de la
mayor parte de los programas de educa-
cién de profesores era intentar que los pro-
fesores fueran matemdticos competentes vy,
de paso, introducir alguna pequefia parte
de pedagogia (p. 225).

No obstante, asumimos la reflexion de
Llinares (1998) cuando senala que en
esta época se empieza a hacer patente
la preocupacién por determinar el con-
tenido de Didactica de la Matematica
que debieran tener las asignaturas, o la
relacion entre contenido matemadtico y
sobre didactica de la matematica, o
conocer la naturaleza del contenido



matematico propio de la formacion de
maestros:

La didéctica de la matemética empezaba a
ampliar su 'conocimiento teérico' desde las
investigaciones cognitivas, las reflexiones
tedricas, etc. de manera creciente y esto
planteaba cuestiones relativas a cémo
incorporar dicho conocimiento teérico en
las asignaturas que estaban dirigidas a for-
mar profesores (Llinares, 1998, 26)

En esta época, todos los colectivos que
participdbamos en la formacién del pro-
fesorado (formadores, profesores en
activo, estudiantes y administracion)
manifestibamos la preocupacion al esti-
mar que la formaciéon que recibian los
profesores en formacion no era adecua-
da a la exigencia de la profesion, y
observar el distanciamiento (docente y
administrativo) que se producia entre
los centros de formacion inicial y los
centros de ensefnanza obligatoria.

La formacion inicial
en Espana en la década
de los noventa

A principios de los noventa se publica
el Real Decreto por el que se establecen
las directrices generales del Titulo de
Maestro donde se especifican siete titu-
los: Educacion Infantil, Educacion Pri-
maria, Educacion Fisica, Lengua Extran-
jera, Educacién Musical, Educacion
Especial y Audicion y Lenguaje, en con-
sonancia con el sistema educativo que
se senala en la Ley de Ordenacion Ge-
neral del Sistema Educativo (LOGSE)
aprobada en 1990.

Con posterioridad, pero en esta misma
década, se produce la transformacion
de algunas Escuelas Universitarias en
Facultades de Educacién en las que se
integran con otras titulaciones afines
como Psicopedagogia o Pedagogia.
Todo lo anterior provoca nuevos planes
de estudio en la formacién de profeso-
res donde algunos formadores propusi-
mos, no con mucho éxito, seguir pro-
fundizando en su caracter profesional e
insistir en la importancia de las didacti-
cas especificas para que tuvieran un
protagonismo esencial.

Aun cuando
la Diddctica
de la Matematica
ha avanzado en
su consideracion
dentro de
los programas
de diferentes
asignaturas
y en los planes
de estudio
desde la década
de los setenta,
observamos
algunos aspectos
que se deberian
corregir
Y manifestamos
nuestra
preocupacion
por la escasa
importancia
que la educacion
matemadrtica
sigue teniendo
en la formacion
inicial
de los maestros. ..

Tampoco en esta ocasion se concede la titulacion de licen-
ciado para los futuros maestros, y se obvia analizar el nivel
académico y social de los estudiantes que acceden a estos
centros, asi como evaluar el desarrollo de la titulacion de
maestro para conocer si nuestro trabajo docente como for-
madores de profesores estaba cumpliendo con los objeti-
VOS previstos.

Un avance significativo de esta época es que

después de siglo y medio de la existencia de las Normales, por
fin se ha reconocido legalmente (Art. 16 de la LOGSE) que sola-
mente puedan trabajar profesionalmente como Maestros los
Diplomados que han cursado alguna de las titulaciones de maes-
tro (Sierra y Rico, 1996, p. 50).

Aun cuando la Didactica de la Matemdtica ha avanzado en
su consideracion dentro de los programas de diferentes
asignaturas y en los planes de estudio desde la década de
los setenta, observamos algunos aspectos que se deberian
corregir y manifestamos nuestra preocupacion por la esca-
sa importancia que la educacion matematica sigue tenien-
do en la formacion inicial de los maestros como reflejan
en los nuevos planes de estudio aprobados en los dltimos
anos de la década pasada.

A pesar de da dificultad que presenta la realizaciéon de un
estudio comparativo en cuanto a la homogeneidad o hete-
rogeneidad de los contenidos de los programas propues-
tos por las diferentes universidades» (Ruiz, 1998a, p. 49),
el andlisis de los actuales Planes de Estudio para la for-
macion de los Maestros y programas de las asignaturas nos
indica una gran diversidad en cuanto a denominacion,
nimero de créditos y contenidos de las asignaturas, que
se orientan en unos casos al dominio exclusivo del con-
tenido matemadtico y en otros hacia una orientacién didac-
tica y profesional (Abraira y cols., 1997; Ruiz, 1998a).
Afortunadamente, pero en un proceso todavia muy lento,
son cada vez mds los que asumen este Ultimo enfoque en
un intento de adaptar dichos programas a la vision de la
matematica y de su ensenanza-aprendizaje que subyace en
el actual curriculo de Primaria, pero teniendo en cuenta las
conclusiones e implicaciones de las, cada vez mas nume-
rosas, publicaciones que tratan sobre la formacion del pro-
fesorado de Matematicas en primaria (Giménez, Llinares y
Sanchez, 1996; Blanco y Cruz, 1997; Abraira y De Fran-
cisco, 1998; Murillo, Escolano y Gairin, 1998; Carrillo y
Climent, 1999; Contreras y Climent, (eds.), 1999; Corral y
Zurbano, 2000; etc.).

Abraira y cols (1997) analizaron los planes de estudio de
sesenta y nueve Centros de Formacion Inicial de Maestros.
En los planes de la especialidad de Educacion Primaria se
calcul6 una media de 13,5 créditos troncales y obligatorios
en asignaturas relacionadas con las Matemdticas, lo que
resulta un 6,4% de los créditos totales. Pero si considera-
mos las demds especialidades podemos encontrarnos con



apenas un 3% de créditos dedicados a la Didactica de las
Matematicas o como caso inaudito observar que en algu-
nos planes de estudio de la especialidad de Educacion
Especial no existe asignatura de Didactica de las Mate-
maticas. Es decir, el nimero de créditos de Didactica de las
Matematicas, como materia troncal u obligatoria, que
deben cursar los futuros maestros de Educacion Especial
en algunos centros es cero. Lo anterior trasluce, entre otras
cuestiones, una discriminaciéon hacia los alumnos con
necesidades educativas especiales (sordos, ciegos, limi-
tes...) y una mentalidad de que estos alumnos no debieran
tener una preparacion matematica en relacion con las ope-
raciones aritméticas, orientacion espacial o geometria que
constituyen el nicleo del contenido matemdtico en prima-
ria. Lo que contradice todas las orientaciones que, sobre la
integracion escolar, emanan de la LOGSE.

Rico y Carrillo (1999) en una revisién posterior, senalaban
que «en la especialidad de Maestro de Primaria, la forma-
cién en matemadtica y su diddctica apenas alcanza el 8% de
la carga lectiva total; en el resto de las especialidades s6lo
es del 2% (Rico, 2000, p. 50). Lo que muestra la progresi-
va desaparicion de la educacion matemadtica en los planes
de formacion inicial del profesorado de primaria.

La situacion actual en los Planes de Estudio de la Facultad

...los planes
de estudios
y el sistema
de acceso
a la profesion
evidencian
el distanciamiento
entre la formacion
inicial
de los profesores
Y la realidad
educativa
desarrollada
en los centros
de ensenanza

de Educacion en Badajoz, por encima de la media, es bien an antil
explicita de las afirmaciones anteriores (Tabla 1) y mues- Yy primarnia.
tra de forma clara la poca importancia que la formacién
especifica en Didactica de las Matematicas tiene en la for-
macion inicial de los futuros maestros.
Total de créditos Créditos de Porcentaje

Especialidad troncales y oblig. Educa. Matem. de créditos

Primaria 163,5 15 9,1

Infantil 162 7.5 4,6

Lengua Extranjera 166 4,5 2,7

Educacién Fisica 166,5 4,5 2,7

Educacién Especial 166,5 4,5 2,7

Audicién y Lenguaije 166,5 3,5 2,1

Tabla 1. Créditos de las asignaturas de Educacién Matemética en los Planes
de Estudio de formacién de Maestros en la Facultad de Educacién en la

Universidad de Extremadura

En 1997 los asistentes al I Simposio sobre el curriculum
en la formacion inicial de los profesores de Primaria y
Secundaria en el drea de Didactica de las Matemadticas»
(Abraira y De Francisco 1998) «manifestaron su insatisfac-
cion por el nimero de créditos asignados por los nuevos
Planes de Estudio al Area de Didactica de la Matemitica,
ya que en alguna especialidad la carga lectiva se ha redu-

cido en mas del 50% en relacion con los
Planes del 1971» (Ruiz, 1998b).

La escasa importancia dada a la educa-
cién matematica en las diferentes espe-
cialidades es una contradiccion eviden-
te con lo que marca el sistema educati-
vo para las diferentes materias en la
educacion infantil y primaria. Asi, en los
tres ciclos de Primaria se marcan el 16%
de horas para Matemadticas, teniendo
una consideraciéon muy superior a la
que se programa durante el proceso de
formacion inicial. Solamente, la conside-
racion de este dato debiera llevarnos a
pensar en la necesidad de una mayor
consideracion de las asignaturas de
Didactica de la Matematica dentro de
los planes de estudios.

Pero esto resulta atin mds alarmante por
cuanto la dinamica de implantacion de la
LOGSE vy el actual sistema de oposicio-
nes, donde no se contemplan plazas
para los maestros de la especialidad de
Primaria, esta potenciando que los maes-
tros especialistas, es decir, los que menos
han estudiado Diddctica de la Mate-
madtica, se conviertan en maestros gene-
ralistas y, por tanto, encargados de la
educacion matematica en los colegios de
Primaria. Esta situacion ya fue denun-
ciada en el simposium resenado anterior-
mente, por los profesores del area, sin
que se haya tomado ninguna medida al
respecto (Ruiz, 19985, p. 1606).

Una vez mas los planes de estudios y el
sistema de acceso a la profesion evi-
dencian el distanciamiento entre la for-
macion inicial de los profesores y la rea-
lidad educativa desarrollada en los cen-
tros de ensenanza infantil y primaria.

Y lo que es redundante, también en esta
época, todos los colectivos que partici-
pamos en la formacion del profesorado
(formadores, profesores en activo, estu-
diantes y administracion) manifestamos
nuestra preocupacion al estimar que la
formacion inicial que reciben los profe-
sores no es adecuada a la exigencia de
la profesion, y seguimos observando el
distanciamiento (docente y administrati-
vo) que se produce entre los centros de
formacion inicial y los centros de ense-
nanza obligatoria.



Esta situacion nos lleva a asumir que da
formacion del profesorado para una
educacion de calidad y con problemas
nuevos no ha sido considerada seria-
mente» (Camps, 2000, p. 83) como se
indica en el documento elaborado por
la Fundacién Alternativas sobre los pro-
blemas de la educacion actual. Rico
(2000), va mas alla al considerar

criticamente la situacion actual y denuncia
el panorama desolador que se percibe, lo
cual hace inteligible la preocupacién social
que se viene manifestando sobre la degra-
dacién de la ensefianza de las matematicas
en primaria, una de cuyas causas principa-
les es la escasa y deficiente preparacién
del profesorado (p. 50).

Tensidn entre teoria
y practica.
Nuevas referencias

Uno de los problemas senalados en la
introduccién hacia referencia a la ten-
sion entre la teorfa y la practica. Las
aportaciones realizadas sobre la educa-
ciéon matemdtica en los ultimos anos
debe llevarnos a su reconsideracion
desde nuevas referencias. Asi, aparecen
recientes aportaciones que conexionan
el conocimiento matematico, el conoci-
miento de didactica de la Matemadtica y
el conocimiento pedagdgico; interesan-
tes conclusiones e implicacion de las
investigaciones en educaciéon matemati-
ca, especialmente aquellas que analizan
el conocimiento de los maestros en for-
macion, noveles, y expertos; y se intesi-
fica la busqueda de nexos de union
entre la formacién inicial y permanente
(Rico y Carrillo, 1999).

También, son numerosas e importantes
las contribuciones espanolas que, desde
la educacion matemadtica, han tratado
acerca de la caracterizacion del conoci-
miento base, tedrico y practico, a consi-
derar en la formaciéon matematica de los
maestros (Llinares, 1994; Blanco, Me-
llado y Ruiz, 1995; Carrillo y Climent,
1999; Contreras y Climent, (eds.), 1999;
Corral y Zurbano, 2000) y que van per-
mitiendo disenar nuevos proyectos

...el bajo nivel
de conocimiento
matemadtico
de los estudiantes
para profesores
de las materias
concretas
no implica que
debamos volver
a dar los mismos
contenidos
siguiendo
normalmente
procedimientos
transmisivos.

docentes en este campo. En todas ellas se parte de consi-
derar que el proceso de aprender a ensenar tiene lugar a
partir de procesos activos que se desarrollan en un con-
texto especifico caracterizado por tiempo, lugar y los pro-
tagonistas.

Estas aportaciones asumen que los profesores en forma-
cion dotan de significado a toda su accién tomando como
referencia su experiencia escolar previa, que les ha lleva-
do a unos conocimientos y concepciones fuertemente
asentadas sobre las Matematicas, sobre su ensenanza/
aprendizaje y sobre el ejercicio de la profesion de profe-
sores de Matematicas.

Por otra parte, nuestra experiencia docente, asi como los
resultados de numerosas investigaciones muestran el defi-
ciente nivel de conocimiento que los estudiantes para
maestro tienen respecto de contenidos matematicos basi-
cos. Igualmente, muestran que el dominio del contenido
es directamente proporcional a la capacidad de gestion de
clase y a la habilidad para crear y sostener un discurso
productivo en el aula (Mellado, Ruiz y Blanco, 1997).
Estos resultados refuerzan el debate permanente acerca de
la relacion entre los contenidos matematicos y la Didactica
de la Matemdtica en la formacion del profesorado, y se uti-
lizan como justificacion para mantener asignaturas de con-
tenidos matematicos en los planes de estudio de forma-
cién inicial. En mi opinion, el bajo nivel de conocimiento
matematico de los estudiantes para profesores de las mate-
rias concretas no implica que debamos volver a dar los
mismos contenidos siguiendo normalmente procedimien-
tos transmisivos.

La repeticion de contenidos estudiados en la ensenanza
primaria, secundaria y bachillerato, siguiendo en la mayo-
ria de las ocasiones modelos similares, contribuye a refor-
zar y consolidar las concepciones de los estudiantes sobre
las Matemdticas y sobre su ensenanza/aprendizaje que, en
la mayoria de las ocasiones, encuentran desajustes y con-
tradicciones significativas con las propuestas curriculares
actuales. Esta reiteracion, de contenidos y metodologia, no
garantiza un mayor conocimiento matemdtico de los estu-
diantes y sirve, en la mayoria de las ocasiones, para refor-
zar las ideas acerca de las dificultades de las matemadticas
y su animadversion hacia esta materia. Obviamente, todo
ello, repercute muy negativamente en su formacién y acti-
vidad futura como profesores de matematicas.

Como senala Fortuny (1995):

debemos tener muy presente que la eleccién de las maneras de
trabajar influyen, si se quieren, indirectamente en la formacién de
concepciones y hdbitos en los estudiantes para profesores. Estos
habitos ocultos condicionan fuertemente las concepciones y las
actuaciones docentes de nuestros estudiantes. Se han integrado
en los esquemas de accién docente a modo de 'curriculum ocul-
to' que sin explicitar sus intenciones se va aprendiendo mediante
las vivencias, a menudo no consciente de los profesores forma-



dores. A veces este proceso de enculturacion transmite tacticas no
deseadas o en contradiccién con el curriculum explicito de la
asignatura (p. 45).

El problema no es que tengan que estudiar mds Matema-
ticas, sino que hay que trasladar la atencién a otras
variables. Y ello tiene que ser asi porque el conoci-
miento de los profesores es diferente del de un especia-
lista, puesto que estad relacionado con el contexto esco-
lar y con el propio proceso de ensenanza/aprendizaje.
Y,

)

consecuentemente, debera tener en cuenta de mane-
ra simultdnea y coherente las matemadticas escolares y
los problemas de su ensenanza y aprendizaje, los cono-
cimients y concepciones que sobre ellos tienen los estu-
diantes y las aportaciones sobre ensenanza/aprendizaje
de las Matemdticas y todo ello en relacion a la practica
de la ensenanza concreta.

Finamente, senalarfamos que la tension entre teoria y prac-
tica alcanza una nueva dimension si consideramos los resul-
tados acerca la caracterizacion del conocimiento practico de
los estudiantes para profesores que indican que las estrate-
gias diddcticas de los profesores son diferentes segin la
materia que ensenan, y sus actividades y practicas pedago-
gicas dependen de la asignatura (Mellado, Ruiz y Blanco,
1997). En consecuencia, creemos que, ademas del andlisis
global del conocimiento practico propio de las materias psi-
copedagogicas, es necesaria la intervencion diferenciada de
la Didactica de la Matematica durante las practicas de ense-
nanza en el proceso de aprender a ensenar.

Y esto es asi porque los estudiantes para Maestro no poseen
los suficientes esquemas cognitivos para aprender efecti-
vamente de sus experiencias y observaciones de clase. Lo
que consecuentemente debe llevarnos a introducir en los
programas de formacion inicial actividades para ayudar a
nuestros estudiantes para profesores a aprender a ensefar
matematicas a través de la observacion y de la practica,
mediante procesos de reflexion en y sobre la accion.
Tales actividades deberfan estar estructuradas y secuencia-
das teniendo en cuenta el nivel de preparacion de los
estudiantes y los periodos de antes, durante y con poste-
rioridad a las practicas de ensenanza.

Todo lo anterior deberia llevarnos a establecer un nuevo
marco curricular para la formacién matematica de los pro-
fesores de primaria donde tengamos en cuenta la reco-
mendacion de Ruiz (19884, p.51) cuando indica que:

las materias adscritas a nuestra drea de conocimiento deben
aportar al estudiante para Maestro aquellos conocimientos de
Didactica de la Matematica que les seran dtiles para comprender,
disefiar, gestionar y evaluar los procesos de ensefianza y apren-
dizaje de la matemética. Ahora bien, los contenidos de una asig-
natura deben seleccionarse teniendo en cuenta su instrumentali-
dad para el ejercicio de la profesién docente y no limitarse a una
serie de nociones feéricas cuyo interés corresponde esencialmen-
te al trabajo del investigador.

...debe llevarnos
a introducir
en los programas
de formacion
inicial
actividades
para ayudar
a nuestros
estudiantes
para profesores
a aprender
a ensenar
matematicas
a traves de
la observacion
y de la prdctica,
mediante
procesos
de reflexion
en y sobre
la accion.

Y siempre desde la perspectiva de for-
mar profesionales reflexivos y auténo-
mos capaces de afrontar situaciones sin-
gulares, ambiguas e inciertas que supo-
ne la vida en el aula, y de disenar y
construir en cada momento las estrate-
gias didacticas adecuadas, cuya eficacia
sea capaz de experimentar y evaluar
(Blazquez, 1995).

Conclusiones

Partiendo de la reflexion realizada sobre
diferentes cuestiones relativas a la for-
macion inicial de los maestros en el area
de matematica, quisiera, a modo de rei-
vindicacion, senalar algunas cuestiones
que debemos afrontar en un futuro
inmediato. Es de justicia recordar que
muchas de estas cuestiones han sido
planteadas como conclusion en los dife-
rentes simposium celebrados al respec-
to (Blanco y Cruz, 1997; Abraira y de
Francisco, 1998; Murillo, Escolano y
Gairin, 1998; Corral y Zurbano, 2000),
asi como en Rico (2000).

e El nivel universitario para la
Formacion Inicial de los maestros
debe ser el de Licenciado que per-
mita una homologacién con los pai-
ses europeos donde la duracion
normal es de cuatro o cinco anos.

e Esta ampliacion implicaria el diseno
de unos planes de estudios mds
profesionales, con un tronco curri-
cular comin que permita, en pri-
mer lugar, formar maestros y, pos-
teriormente, especialistas segin las
diferentes especialidades de la
LOGSE. «El paso al nivel de licen-
ciatura permitiria conjugar una for-
macioén solida comin para todos
los profesores de primaria con un
inicio de especializacion, que con-
templase de manera diferenciada
todas las areas del curriculo» (Rico,
2000, p. 5D.

e En todas las modificaciones curricu-
lares futuras debe subyacer la pers-
pectiva de considerar al profesor
como un profesional reflexivo y
auténomo que debe saber tomar



decisiones y disenar y construir
estrategias de ensenanza adecuadas
a los contenidos matemdticos esco-
lares y a los contextos concretos
donde puedan suscitarse.

Ello implica potenciar la investiga-
cion en formacion de profesores en
el drea de Matemadtica para profun-
dizar en el andlisis de problemas de
ensenanza/aprendizaje sobre topi-
cos concretos de la Matematica
escolar partiendo de situaciones de
aula y favoreciendo la construccion
y desarrollo del
didactico del contenido matematico

conocimiento

de los futuros maestros.

E, igualmente, implica considerar
una renovacion curricular de la for-
macion inicial formulando objetivos,
contenidos, metodologia y criterios
de evaluacion en funcion de los
conocimientos que los maestros
necesitaran para desarrollar su pro-
fesion desde la perspectiva anterior.
Pero este intento deberia exigir,
como senala Llinares (1998) una res-
puesta coherente y colectiva para
conseguir que asignaturas con el
mismo nombre y en el mismo titulo
universitario, pero en universidades
distintas tuvieran referencias comu-
nes. da busqueda de un terreno
comun dentro del cual dar respues-
ta a los desafios que los nuevos
cambios en los planes de estudio
estin planteando es una tarea com-
plicada» (Llinares, 1998, p. 27).

Debemos procurar una mayor impli-
cacion de la Didéctica de la mate-
matica en las practicas de ensenanza
como contexto necesario para
aprender a ensenar matematica. La
reflexion en y sobre la accion
docente en matemdtica debe ser

dirigida por especialista del area.

Establecer un marco institucional
estable, riguroso y coherente, entre
las instituciones universitarias y no
universitarias implicadas en la for-
macién inicial y permanente que
permita abordar con seriedad vy
rigor los problemas sobre los que
hemos reflexionado.

...la necesidad
de efectuar
importantes

transformaciones
en la preparacion
del profesorado
de primaria
en lo que respecta

a la formacion
relacionada

con la Matemadtica

y su Diddctica

a fin de
que nuestro
sistema educativo
pueda
hacer frente
con competencia

a los cambios
necesarios

(Diaz,
Ferndndez,
Martinon
Y Riera,
2000).

Finalmente, y a modo de conclusion, asumimos y difun-
dimos una de las conclusiones de las Jornadas Mate-
maticas celebradas en el Congreso de los Diputados en
enero de 2000, con motivo de la celebracion del ano 2000
como ano de la Matematica, cuando recordaban

la necesidad de efectuar importantes transformaciones en la pre-
paracién del profesorado de primaria en lo que respecta a la for-
macién relacionada con la Matemética y su Didéctica a fin de
que nuestro sistema educativo pueda hacer frente con competen-
cia a los cambios necesarios (Diaz, Fernandez, Martinén y Riera,
2000, p. 127).
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El seminario de problemas:
un espacio para la alfabetizacion
en resolucion de problemas

Roberto NUnez Malherbe

Concepcion Valdés Castro
Mayra Solana Sagarduy

En el curriculo del primer afio
de la carrera de Matemdtica
en la Universidad de La
Habana aparece la
asignatura «Seminario de
Problemas», cuyo objetivo
general es infroducir a los
estudiantes en la resolucién de
problemas matemdticos.
Los autores consideran que el
poco tiempo de esta
asignatura puede ser utilizado
teniendo en cuenta la unidad
dialéctica entre lo afectivo y
cognitivo, de forma que
contribuya a la iniciacién de
los estudiantes en una
concepcion de la Matemdtica
como un cuerpo dindmico en
constante desarrollo y
enriquecimiento, en el papel
que la actividad colectiva
juega dentro del proceso de
resolucién y validacion de los
problemas matemdticos e,
incluso, en la propia
apreciacién del término
«problema matemético». El
presente trabaijo tiene el
proposito de compartir
nuestras experiencias y
reflexiones acerca de cudl
puede ser el disefio de este
tipo de asignatura, a fin de
crear un espacio vivencial que
garantice una alfabetizacién
de los estudiantes en la
resolucién de problemas.

S UN HECHO universalmente reconocido que el comien-
zo del estudio de la matematica en el nivel superior pre-
senta serias dificultades para la mayoria de los estudiantes,
muy especialmente para aquellos que inician carreras con
un alto grado de profundizacion en esta disciplina, como
ocurre con la carrera de Matemdtica (ver, por ejemplo
Guzmin y otros, 1998). Estas dificultades pueden ser de
diversos tipos. En particular, la abstraccion que presenta
esta disciplina en el nivel superior, la densidad de la mate-
ria a cubrir en cada clase, asi como la incertidumbre crea-
da por las nuevas concepciones del rigor y de lo que es
un problema en matematicas conlleva a un considerable
aumento en las exigencias en cuanto al conocimiento y las
habilidades de tipo metamatemadtico de los estudiantes.
Entre las posibles acciones que se pueden realizar, con el
fin de amortiguar esta situacion, se proponen diferentes
tipos de cursos propedéuticos que promuevan la realiza-
cion con los estudiantes de actividades de repaso y orien-
tacion. Sin embargo, para que estos cursos sean verdade-
ramente efectivos deben propender al desarrollo en los
estudiantes de habilidades de tipo metacognitivo que les
permitan, por ejemplo, el autodiagndstico de sus dificul-
tades y como superarlas, optimizar sus recursos persona-
les, organizar sus conocimientos. Para ello es necesario
que los profesores expliciten a los estudiantes la aparicion
de estas nuevas habilidades, dentro de la actividad mate-
matica y en su aprendizaje.

En el curriculo de la carrera de Matematica en la Univer-
sidad de La Habana aparece la asignatura Seminario de
Problemas», situada en el primer ano de la carrera. Se trata
de una asignatura para cuyo desarrollo se dispone de rela-
tivamente poco tiempo (32 horas lectivas), cuyo objetivo
general es introducir a los estudiantes, desde el primer
ano, en una de las actividades mas importantes de la labor
del profesional matematico: la resolucién de problemas.



En su existencia, esta asignatura ha transitado por diferen-
tes formas de organizacion. En una primera etapa se adop-
t6 la forma de tutoria individual, en la cual cada alumno tra-
bajaba durante todo un semestre del ano académico, ase-
sorado por un profesor, en la resolucion de algin problema
matematico a su alcance. Varias son las razones por lo que
esta forma organizativa no produjo los frutos esperados: en
primer lugar, el espectro de estrategias a las que se enfren-
taba el estudiante dependia del problema seleccionado vy,
por tanto, en la mayoria de los casos resultaba reducido; en
segundo lugar, la multiplicidad de tutores, cada uno con sus
propios puntos de vista en relacion con el problema que
planteaba, no facilité una accién pedagogica uniforme
sobre estudiantes con casi ninguna experiencia en la reso-
lucién de problemas matematicos y finalmente, pero no
menos importante, faltaba la influencia que la interaccion
grupal podia ejercer en cada uno de los estudiantes.

Estas dificultades determinaron la necesidad de modificar
el trabajo docente en esta asignatura de modo que su con-
tribucion al desarrollo de habilidades propias de la reso-
lucion de problemas resultara mas efectiva. Concebimos,
entonces, nuestra accion educativa en el marco del plan-
teamiento, la resolucion y discusiéon de problemas varia-
dos en el aula y la utilizacion de métodos grupales. Las
experiencias acumuladas en el desarrollo de esta asigna-
tura durante 4 cursos académicos nos han permitido ree-
laborar y adecuar progresivamente las ideas iniciales.
Compatrtir tales reflexiones es el proposito de este trabajo.

La estrategia didactica: fundamentos
y concepciones

Hoy en dia, las teorfas pedagdgicas mds avanzadas recono-
cen la significacion de la resolucién de problemas en el pro-
ceso de aprendizaje de los estudiantes. Las diferencias esen-
ciales se establecen al construir los modelos teéricos funda-
mentales a través de los cuales puede dirigirse este proceso.

Kilpatrick (1985, citado por Puig y Cerdan, 1996) sintetiza las

diferentes opciones utilizadas generalmente en la instruccion

de la resolucion de problemas, en dependencia de la forma
en que en las mismas se producen y relacionan la actividad
del instructor y de los aprendices. Esta sintesis abarca:

e la concepcion del caracter implicito del aprendizaje
de la resolucion de problemas a través del propio
ejercicio de esta actividad;

e la ensenanza explicita de instrucciones o algoritmos
procedimentales que faciliten la interiorizacion en el
aprendiz de las estrategias heuristicas que se aplican
en la resolucion de problemas;

e la concepcion del aprendizaje por andlisis y compara-
cion de la actuacion propia del sujeto (el alumno) con
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la de expertos competentes (los
profesores), preferiblemente en los
casos en que ésta se lleva a cabo
siguiendo las ideas de los propios
estudiantes o cuando se resuelven
problemas cuya solucion no se ha
preparado previamente;

e ¢l aprendizaje derivado de la explo-
tacion de la comunicacion y el and-
lisis critico de las ideas entre los
propios aprendices en la resolucion
de un determinado problema;

e el aprendizaje como producto de la
reflexion en torno a los aspectos de
caracter metacognitivo cuya manifes-
tacion ha determinado aceleraciones
o retardos en el proceso resolutivo.

Cada uno de estos modos de concebir el
proceso de ensenanza-aprendizaje de la
resolucion de problemas enfatiza direc-
ciones esenciales a través de las cuales
transcurre el transito de aprendiz a
experto en resolver problemas. Argumen-
taremos por qué estimamos que esta
competencia generalmente se alcanza
cuando, en la actividad sistemdtica de
resolucion de problemas concretos, el
individuo, simultaneamente, recibe ins-
trucciones especificas sobre formas ya
establecidas de atacar ciertas clases de
problemas, intercambia ideas con sus
colegas, imita el comportamiento de
modelos ya reconocidos y evaliia critica-
mente comportamientos propios o ajenos.

La multiplicidad de enfoques, senalada
antes, es generada por la funcion que se
asigna a la resolucion de problemas en
la ensenanza de la Matematica y depen-
de, por una parte, del modelo epistemo-
l6gico implicito que sostiene la nocion
de problema matemditico y, por otra, de
la creencia que se tenga de lo que signi-
fica ensenar y aprender matemditica.

Se entenderd aqui por problema mate-
madtico toda situacion vinculada al uni-
verso de la Matemdtica que, a través de
un enunciado coberente, exprese la
necesidad de la biisqueda de respuestas
a interrogantes cognitivas, para la cual
no se dispone, a priori, de un procedi-
miento predeterminado.

Como es bien conocido, los trabajos de
Polya (1974, 1962-65) constituyeron el



primer intento de un analisis sistematico
de la actividad de resolucion de proble-
mas matematicos y, ademas, al conside-
rar que esta actividad podia ser objeto de
instruccion, llamaron la atencion de los
investigadores en Educacion Matematica
en la problemdtica de la ensehanza y
aprendizaje de este tipo de actividad.

Las concepciones iniciales sobre el entre-
namiento en la resolucién de problemas
estaban enfocadas bdsicamente hacia la
instruccion explicita de las estrategias
generales identificadas por Polya. Al tra-
tar de llevar a la practica estas concep-
ciones, se presentaron serias dificultades
que motivaron la aparicion de enfoques
alternativos que incorporaron otros ele-
mentos cuya significacion en el proceso
de resolucion de problemas ha sido sufi-
cientemente demostrada (Lester, 1994).

Este desplazamiento, sin embargo, no
siempre ha subrayado explicitamente la
necesidad, mas que de la instruccion, de
la educacion de los estudiantes en la
resolucion de problemas, entendida no
s6lo como la consecucion de mejores
indices en su desempefo —en tanto que
«omportamiento cognoscitivo integral»
(Delgado, 1999)— al llevar a cabo esta
actividad en situaciones concretas, sino
como el logro de transformaciones per-
durables en el sujeto, tanto en lo que se
refiere a su motivacion y actitud hacia la
misma como a la formacion de cardcter
axiologico que de ella pueda derivarse.

La matemdtica, como actividad humana,
incluye no sélo un universo de proble-
mas, conceptos, formalismos y construc-
ciones, sino también un punto de vista
sobre este universo. El proceso de ense-
nanza-aprendizaje de esta ciencia va a
verse fuertemente influido por los puntos
de vista que sobre este universo tengan
tanto el profesor como los alumnos. Lo
que los estudiantes puedan aprender o
no y la solidez de este conocimiento
estara relacionado directamente con la
forma en coémo ellos aprenden. El
ambiente sociocultural en el cual se
desarrolla este aprendizaje va a depender
y a afectar sus creencias de lo que es la
matematica, de como ella se produce y
se asimila y, lo que resulta especialmen-

Las concepciones
iniciales
sobre
el entrenamiento
en la resolucion
de problemas
estaban enfocadas
basicamente
hacia
la instruccion
explicita
de las estrategias
generales
identificadas
por Polya.

te importante, de la valoracion de si mismos como apren-
dices de la matematica. (Schoenfeld, 1989).

D’Amore y Zan (1995), siguiendo a Kilpatrick y Kulm, han
identificado tres variables, fuertemente interrelacionadas,
que intervienen en la actividad de resolucion de proble-
mas y que deben ser tomadas en consideracion en el dise-
no de cualquier accion didactica dirigida a la educacion de
los estudiantes en la misma, a saber: el sujeto que resuel-
ve, el espacio problemico en que debe desenvolverse su
accion y el entorno (fisico, psicolégico y social) en medio
del cual se desarrolla el proceso de resolucion.

El comportamiento de estas variables, a su vez, aparece
condicionado por el alcance que se establezca para la
accion a desarrollar y por la concepcion didactica bajo la
cual se lleve a cabo la misma.
La concepcién diddctica basada en el enfoque historico-
cultural de Vigotsky centra su atencion, principalmente, en
el desarrollo integral de la personalidad y pretende supe-
rar aquellas tendencias que han dirigido su interés sobre
todo a la esfera cognitiva del hombre. Segin este punto de
vista el punto nodal del proceso de desarrollo social y
humano lo constituye el concepto de actividad, con su
atributo esencial: ser actividad productiva, transformadora.
Por otra parte, la actividad humana transcurre en un medio
social en activa interaccion con otras personas, a través de
variadas formas de colaboracion y comunicacion. La acti-
vidad de aprendizaje, entendida como el proceso que
mediatiza la relacion entre el hombre (el sujeto de apren-
dizaje) y los objetos de la realidad que lo circunda (el
objeto de aprendizaje) se concibe aqui en dos planos:

e el interpsicolégico, como actividad de cardcter esen-
cialmente social, que se manifiesta en las interrelacio-
nes de caracter diverso que se establecen entre el pro-
fesor y sus alumnos y entre éstos entre si, y

e el intrapsicolégico, como actividad de construccion y
reconstruccion interior (y no sélo de registro y obser-
vacién), por parte del sujeto que aprende, de conoci-
mientos, formas de comportamiento, actitudes, valo-
res, afectos y sus formas de expresion, dependiente
de su nivel de desarrollo en un momento histérico
concreto en cada uno de estos aspectos.

En su libro Pensamiento y Lenguaje, Vigotsky senala:

El andlisis que divide al todo complejo en unidades... muestra
que existe un sistema dindmico de sentido que representa la uni-
dad de los procesos afectivos e intelectuales. Muestra que en
toda idea se contiene, reelaborada, una relacion afectiva del
hombre hacia la realidad representada en esa idea. (Citado en
Colectivo de Autores, 1991).

Esta unidad dialéctica entre lo afectivo y lo cognitivo sig-
nifica la necesidad de interrelacionar las acciones de ins-
truir y educar. Se trata de aprovechar al maximo todas
aquellas posibilidades educativas que brindan las diferen-



tes situaciones de instruccion, en especial cuando estas
son concebidas en estrecha relacion con las actividades
propias de la profesion y en el contexto socio-historico en
que vive el estudiante.

Salvo en los casos de aquellos estudiantes (la minoria) que
han recibido preparacién especifica para participar en
competencias a diferentes niveles, el entrenamiento del
estudiante promedio que ingresa a la Facultad de Mate-
matica y Computacion en la Universidad de La Habana en
la actividad de resoluciéon de problemas matematicos gira,
en esencia, alrededor de los denominados problemas con
texto, caracterizados por un enunciado, relacionado con un
area generalmente no matemadtica, que puede ser modela-
do a través de ecuaciones o sistemas de ecuaciones alge-
braicas, fundamentalmente de primero y segundo grado.
Las insuficiencias de esta preparacion se ponen de mani-
fiesto en algunas de las creencias acerca de la resolucion
de problemas matematicos que con mds frecuencia se han
podido detectar en los alumnos durante mas de 20 afos de
practica docente!, las cuales coinciden con las reportadas
en otros trabajos (Pozo y otros, 1994), a saber:

e Los problemas matematicos deben involucrar ecua-
ciones, numeros y deben realizarse cdlculos para
resolverlos.

e Los problemas matematicos generalmente tienen una
Unica solucién correcta que se obtiene por un méto-
do que el profesor conoce bien y deben ser resueltos
como maximo en 10 minutos. (Practicamente todos
los problemas a los que los alumnos se enfrentan en
su transito por la escuela estin perfectamente defini-
dos, las soluciones estan bien determinadas, el méto-
do de resolucion sigue un algoritmo conocido y lo
que se requiere es dominar este algoritmo).

e Mientras mds conocimientos matematicos se tengan
mas ficilmente sera la resolucion de problemas mate-
maticos. (Existe una identificacion entre resolucion de
un problema y conocimiento del algoritmo idéneo).

e Para resolver un problema matemadtico se requiere de
gran practica en la resolucion de este tipo de proble-
mas. (O sea se refiere al entrenamiento en la aplica-
cion del o de los algoritmos necesarios).

e Equivocarse es muy lamentable y ademas esto puede
influir en la opinion que el profesor se forma del estu-
diante lo que redundari en la calificacion posterior.

En particular, esta ultima creencia, firmemente arraigada
en la mayoria de los estudiantes que ingresan en la ense-
flanza universitaria, es una de las que ejercen un efecto
mds nocivo en el buen desenvolvimiento de una clase en
la que se quiera utilizar un método productivo, donde los
errores son absolutamente inevitables, tal y como ocurre
en el proceso de investigacion cientifica. Una ensenanza
(como es la tradicional) que previene a toda costa la equi-
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Como parte de la experiencia
que se reporta, se intentd, a tra-
vés de la aplicacién de un cues-
tionario exploratorio (adapta-
do de Callejo, 1996), una
caracterizacién del estado ini-
cial de este sistema de creen-
cias en los estudiantes con los
cuales se trabaijaria.

Las respuestas a este cuestiona-
rio mostré que los resultados
obtenidos no correspondian al
comportamiento real de los
estudiantes en las sesiones de
trabajo, reafirméndose de este
modo las consideraciones que
sobre la efectividad de este
tipo de instrumentos han sido
expuestas por ofros autores
(Callejo, 1996).

vocacion conduce necesariamente a
esta creencia. Concordamos plenamente
con Baruk (1985) cuando expresa que
0 sOlo no es grave para el publico
conocer que los matemdticos se equivo-
can, sino que al contrario, serfa conve-
niente que lo supieran. Hacerlos saltar
de su posicion de superhombres para
convertirlos en hombres, con las debili-
dades propias de la escala humana.
Pero mas interesante que la descalifica-
cion del hombre es la calificacion del
error, ni infamante ni humillante, sino
constituido por el movimiento normal
del espiritun.

Schoenfeld (1992, citado por Santos,
1997), por otra parte, subraya la impor-
tancia que reviste en el proceso de
aprendizaje de la resolucion de proble-
mas matemadticos que los estudiantes se
desenvuelvan en un ambiente similar al
que viven los matemdticos al trabajar o
desarrollar las ideas en esta disciplina.
Ello implica la creacion de un «lima de
resolucion de problemas» en el salon de
clase que facilite el desarrollo de activi-
dades que propicien la formulacion, el
intercambio y la evaluacion de pregun-
tas y conjeturas, argumentos y explica-
ciones, que, de algin modo, resulten
representativas del quehacer cotidiano
de cualquier comunidad matematica.

Si se toma en consideracion que en el
seno de la comunidad matemadtica la
resolucion de problemas se vincula, de
un modo u otro, a la actividad investi-
gativa, resulta importante tener también
en cuenta las caracteristicas generales
inherentes al desarrollo de las tareas
propias de la investigacion matemadtica.
Nufnez (1999) ha identificado como tales
tareas: el andlisis de existencia y unici-
dad, la caracterizacion, representacion,
clasificacion y comparacion de objetos,
la generalizacion de relaciones, la opti-
mizacion de procesos y la inversion de
problemas. Nunez discute, ademads,
otras acciones que se ponen de mani-
fiesto en la resolucion de los problemas
cientificos dentro de la Matematica,
como son, por ejemplo, la formulacion
y validacién de conjeturas, la demostra-
cion, la experimentacion, la induccion,
la estimacion, por solo citar algunas.



En consecuencia, el diseno de actividades
educacionales desarrolladoras (entendi-
do en el sentido wvigotskiano) y condu-
centes a establecer un primer encuentro
del estudiante con la actividad de reso-
lucion de problemas en Matematica
(como es el caso de la que nos ocupa)
debera evidenciar, ante todo, esta diver-
sidad de las actividades y la multiplici-
dad en sus manifestaciones.

El sistema de acciones antes menciona-
do proporciona una orientacién para la
concepcion y puesta en practica de este
diseno. Por otra parte, el hecho de que
en el programa de la asignatura no apa-
recen predeterminados los contenidos
especificos y que tampoco esté prevista
una evaluacién mediante examen, per-
mite que el profesor, liberado de la pre-
sion de tener que recorrer una cierta
cantidad de materia estrictamente mate-
madtica, y los alumnos, libres de la ten-
tacion de modelar su aprendizaje sobre
la base de las respuestas que tendran
que dar en el examen, tienen la oportu-
nidad de conocerse mejor, manifestar
sus opiniones relativas a lo que significa
hacer matemadtica, al rigor de las cons-
trucciones matematicas, acerca de las
diversas estrategias que existen para
enfrentar la resolucién de los proble-
mas. De esta manera, es factible cono-
cer y tratar de modificar las creencias y
actitudes que poseen los estudiantes.

Ejecucion

Como se senalo antes, la experiencia
fue realizada en el marco de la asigna-
tura Seminario de Problemas I», duran-
te las primeras cinco semanas del curso,
a razén de tres sesiones de trabajo
semanales, de una hora y media cada
una. Como es facil comprender, las con-
diciones referidas y la complejidad pro-
pia de la actividad de resolucion de pro-
blemas no permiten, en general, que en
tan corto periodo de tiempo puedan
lograrse progresos significativos en el
desarrollo de habilidades, en el estu-
diante promedio, que lo capaciten para
la ejecucion de esta actividad con un
cierto grado de efectividad, mds atn si
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se pretenden trascender los objetivos de cardcter mera-
mente instructivo.

Sin embargo, este tiempo disponible puede ser utilizado (y
asi fue concebido el alcance de la experiencia que nos
ocupa) para crear espacios vivenciales que contribuyan, en
una primera instancia, a la percepcion por los estudiantes
de la Matematica como un cuerpo dindmico en constante
desarrollo y enriquecimiento y del papel de la actividad
colectiva en el proceso de resolucion y validacion de los
problemas matemadticos e incluso a la reconsideracion del
término «problema matematicon.

Se trata de alfabetizar al estudiante en la resolucion de pro-
blemas, entendiendo bajo esta denominacion la realizacion
de actividades de iniciacion que, tomando como base la
resolucion de problemas, logren que se manifiesten y se dis-
cutan en la sala de clase un conjunto de creencias y emo-
ciones de los alumnos sobre la matemdtica y la resolucion
de problemas matemadticos, asi como el papel que los alum-
nos y el profesor pueden jugar en el desarrollo del proceso
de ensenanza-aprendizaje de esta disciplina.

Estas creencias y actitudes, aunque no siempre de forma
explicita, dirigen el aprendizaje y el comportamiento mate-
miatico del alumno, ya que establecen el contexto individual
dentro del cual funcionan los recursos, las heuristicas y el
control al resolver problemas matematicos. Tener conciencia
de esta influencia y actuar con ella, y no contra ella, signifi-
ca ejercer un dominio sobre las propias emociones y saber
comprender y respetar las ajenas. Esto es lo que Gémez-
Chacén ha denominado alfabetizacion emocional y que
engloba aspectos tan diversos como el control de impulsos
y fobias en relacion a la asignatura (o que permite desarro-
llar la atencion necesaria), la autoconciencia, la motivacion,
el entusiasmo, la perseverancia, la empatia, etc.

Cuando un alumno comprende que la resolucién de pro-
blemas involucra interrupciones y bloqueos, puede perci-
bir su frustracién como una parte habitual en el proceso
de resolucion y no como una senal que induzca el aban-
dono del problema. Del mismo modo, los estudiantes pue-
den aprender que la alegria que les produce el descubri-
miento de una solucién no debe provocar el relax, sino
mas bien el incentivo para revisar criticamente las solucio-
nes encontradas, buscar otras soluciones mas elegantes o
bien enfoques alternativos (Gomez Chacén, 1998).

Se describirdn a continuacion algunas de las incidencias ocu-
rridas en el desarrollo de la experiencia como una via para
evaluar el logro de los objetivos vivenciales perseguidos.

a) El primer problema planteado por el profesor (De
Guzman, 1991), fue el siguiente:

sDe qué forma es posible dividir en dos partes el conjunto de
los nGmeros naturales comprendidos entre 1y 26 (ambos inclu-
sive) de manera que ninguno de los nimeros de una parte apa-
rezca también en la ofra, y de modo que la suma de los nime-
ros incluidos en cada una de las partes sea la misma?



El trabajo individual de los estudiantes sobre este proble-
ma permitio, bajo diferentes formas, poner en evidencia la
creencia generalizada acerca de la «@espuesta positiva» que
debe asociarse a la interrogante cognitiva cuya buisqueda
el problema plantea: algunos estudiantes encontraron for-
mas (naturalmente, erréneas) de hacer la subdivision,
otros, aun ante los intentos fallidos de realizar tal division,
no fueron capaces de considerar la posibilidad de la impo-
sibilidad, y, s6lo una minoria, acepté y argumento riguro-
samente que tal subdivision es imposible.
Esta dindmica de trabajo en el grupo no sélo proporciono
a los estudiantes una vivencia concreta que contribuyera
al proceso de modificacion de un convencimiento errd-
neo, sino que, ademds, permitié introducir las fases ela-
boradas por Polya para el proceso de resolucion de pro-
blemas relacionadas con la posibilidad de una compren-
sion inicial incorrecta del problema (cuando asumieron
que la divisiéon del conjunto inicial debia ser «equitativa» en
cuanto al nimero de elementos de cada subconjunto), asi
como con la violacion de la fase de la verificacion (cuan-
do se proporcionaron formas de hacer la subdivision).
Las caracteristicas del problema facilitaron la accion educati-
va en dos direcciones fundamentales: la relacionada con el
andlisis sobre la generalizacion o aplicacion contenida en la
dltima fase y la discusion de algunas de las vias de proble-
matizacion a través de las cuales la comunidad matematica
construye su espacio problémico (ver Ninez, 1999), a saber:
e Por existencia (;es posible realizar tal division para
algln natural 7?).
e Por caracterizacién (¢para qué numero natural 7 tal
division es posible?).
Estos nuevos problemas permitieron enfrentar al estudian-
te a algo apenas asociado a su sistema de creencias: el
papel que la experimentacion puede desempenar en el
proceso de resolucion de un problema matematico.
También ellos propiciaron la vinculacion de los resultados
de esta actividad experimental con la formulacién y refor-
mulacion de conjeturas (primeramente se conjeturd que la
division era posible s6lo para los nimeros naturales 7 de
la forma n = 4k, modificindose en el transcurso del pro-
ceso resolutivo a través de la inclusion adicional de los
nimeros de la forma n = 4k — 1.

El transito de la resolucion de estos problemas por la via
de la conjeturacion permitio, a su vez, confrontar el punto
de vista existente entre los estudiantes en cuanto a la sufi-
ciencia de la base experimental sobre la cual se apoya una
conjetura para la validacién de la misma con la necesidad
de una argumentacion demostrativa, entendida como con-
junto de acciones dirigidas al establecimiento de la veraci-
dad o falsedad de una determinada proposiciéon matema-
tica (NUnez, 1999).

Las distintas formas en que es posible realizar la division
del conjunto, cumpliendo con las exigencias que el texto
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plantea, permitieron contrarrestar, nue-
vamente, la concepcion relacionada con
la unicidad en la forma de la solucion a
un problema.

Finalmente, el cuestionamiento acerca
de la posibilidad de hacer una subdivi-
sion del conjunto, con iguales condicio-
nes, pero en un nimero mayor de par-
tes, posibilitd el anticipar la idea de que
los verdaderos problemas deben siem-
pre permitir derivar preguntas nuevas
(Bouvier, 1981, citado por Parra, 1990).

b) La diferencia de actitud de los estu-
diantes cuando se enfrentan a proble-
mas que consideran «matemdticos» y a
aquellos que clasifican como uegos» o
«de logica» se puso de manifiesto cuan-
do se les plante6 la siguiente situacion
(modificada de De Guzman, 1991):

Al terminar una carrera, sus participan-
tes manifestaron lo siguiente:

Antonio: «Yo no fui cuarto»
Bernardo: «Carlos llegé tercero»

Carlos: «Antonio llegé inmediatamente
después de Ernesto»

Daniel: «Tres llegaron antes que yo»
Ernesto: «Daniel no gané»

Si se sabe que, por alguna extrafia razén,
los dos primeros clasificados [y sélo ellos)
mintieron, determinar la posicién en que los
corredores llegaron a la meta.

El nivel de intercambio de ideas y de
participacion de los estudiantes en la
resolucion de este problema en compa-
racién con el primero, resultd conside-
rablemente mayor, lo cual no impidi6
que el andlisis resultara errdtico e
incompleto. Sin embargo, ello no fue
advertido por los estudiantes. En parti-
cular, cuando varios llegaron a una
misma distribucién en la posicion de los
corredores que era compatible con las
condiciones del problema, asumieron
esta coincidencia como una forma de
comprobacion de la pertinencia de la
solucion encontrada. Esto explica las
muestras de perplejidad que se manifes-
taron en el grupo cuando un estudiante
mostré una distribucion de posiciones
diferente a la que antes habia aparecido.
Fue precisamente, en el momento en
que los estudiantes defendieron ante el



colectivo sus respectivas soluciones,
que se pusieron en evidencia las insufi-
ciencias en el proceso de razonamiento,
fundamentalmente por la incompletitud
del andlisis casuistico realizado.

La observacion de cémo los estudiantes
se resistian a aceptar la diversidad de
posibilidades en la distribucion final de
posiciones de los corredores nos sirvid
para corroborar lo arraigada que pue-
den estar en los estudiantes ciertas con-
vicciones sobre la resolucion de proble-
mas matemdticos. Llegaron al punto de
considerar que el problema debia consi-
derarse mal planteado debido a la no
unicidad de su solucion.

La vivencia resulté todavia mas impac-
tante cuando se exhibieron nuevas solu-
ciones bajo la interpretacion, en térmi-
nos estrictamente légicos, de la afirma-
cién «Tres llegaron antes que yo», tam-
bién valida para el corredor que llegé en
quinto lugar. Algunos estudiantes mani-
festaron, incluso, sentirse insatisfechos
ante lo «primitivo» de la forma de realizar
el andlisis, «sin la utilizacion de ecuacio-
nes o algo similar, mas matematico».

¢) Diversos autores (Puig y Cerdan,
1996; Santos, 1997) reconocen la conve-
niencia de que, en ocasiones, el maes-
tro intente resolver, frente a sus alum-
nos, problemas que sean nuevos para
él, como una forma realista de ilustra-
cion de la trayectoria cognoscitiva que
recorre el experto al llevar a cabo la
actividad de resolucion de un problema.

En el desarrollo de la experiencia esta
ocasion se presenté cuando un alumno
plante6 al profesor el siguiente proble-
ma, totalmente desconocido para él:

Encontrar todos los nimeros enteros a, b, ¢
y d, con a<b<c<d, tales que

ane

e e 1

—d

Se decidié posponer la discusion de la
resolucion del problema en el aula para
la siguiente sesion de trabajo, dejando
propuesta la tarea a la totalidad del
colectivo (incluido el profesor). Aun asi,
esta situacion, ya desde este momento
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inicial, permiti6 la reflexion en torno al papel del docente
en este tipo de actividad y a las valoraciones que sobre el
mismo generalmente poseen los estudiantes.

Cuando en la préxima sesion se discutieron las vias de
solucion propuestas por los estudiantes, pudo constatarse
que s6lo aquellos que poseian una experiencia previa en
la resolucién de problemas matematicos (por haber sido
entrenados para su participacion en competencias a dife-
rentes niveles) pudieron aportar alguna alternativa promi-
soria que condujera a la solucion del problema planteado.
Ello permitié poner de manifiesto ante el grupo la depen-
dencia del éxito en el desempeno de esta actividad de la
especificidad del entrenamiento recibido.

Sin embargo, posiblemente la vivencia mas rica se obtuvo
cuando uno de los estudiantes, con particular predileccion
y destreza en el uso de las computadoras, planteé haber
elaborado un programa de experimentacion numérica cuya
aplicacion le habia aportado infinidad de cuddruplos (a, b,
¢, d) que daban solucién al problema. La discusion de la
solucion aportada por el docente, en la que sélo aparecia
un nuimero finito de tales cuadruplos, puso en evidencia
dos aspectos de suma importancia y con una fuerte interre-
lacion dialéctica: el trascendental apoyo que los dispositivos
computacionales pueden brindar al desarrollo de la activi-
dad de experimentacion en Matemdtica y, al mismo tiempo,
la necesidad del control de los resultados obtenidos con
estas formas de experimentacion a través de otras vias.

Conclusiones

Las conocidas etapas en el proceso de resolucion de pro-
blemas identificadas por Polya presuponen implicitamen-
te, en el sujeto, un cierto acondicionamiento que actia
como catalizador en el desarrollo de dicho proceso.

El acondicionamiento adecuado para la resolucion de pro-
blemas matematicos contempla, en su concepcién mas
abarcadora, no solamente un conocimiento matematico
debidamente estructurado, sino también un buen desarrollo
de habilidades metacognitivas propias del trabajo en
Matematica y de la actividad especifica de resolucion de
problemas, lo que incluye una disposicion intelectual y
emocional que permita al individuo enfrentar y superar los
multiples escollos que, por lo general, tal actividad implica.

La experiencia que se aporta en el presente trabajo propor-
ciona una alternativa de accion didactica sobre esta impor-
tante componente de la actividad de resolucion de proble-
mas en periodos de tiempo relativamente cortos y grupos de
estudiantes con un sistema de creencias no siempre acordes
con lo que significa resolver problemas en Matematica.

El desarrollo de la experiencia mostré que se producen
cambios significativos en la actitud de los estudiantes (y de
los profesores), cuando la actividad de ensenanza-apren-
dizaje de la resolucion de problemas se lleva a cabo bajo



«aeglas del juego» diferentes de aquellas en que habitual-
mente se desarrollan las asignaturas tradicionales, a saber:

e la ausencia de exdmenes en el sentido acostumbrado
del término;

e la amplia posibilidad de discusion y emision de opi-
niones por parte de los estudiantes y los profesores;

e ¢l trabajo con problemas no enmarcados en una teo-
ria determinada y, por tanto, no sujetos a una «ense-
nanza» previa (esto impide «culpar a la ausencia de
conocimientos de los pobres desempenos en el pro-
ceso resolutivo);

e el enfrentamiento del error sin sensacién de «culpa»
para el estudiante y de «ofensa» para el profesor.

Estos cambios de actitud se manifiestan en:

e una revelacion mds espontinea de los bloqueos y
creencias de los estudiantes en relacion con lo que
significa <hacer matemdtica» y «esolver problemas
matematicos;

e la creacion de un clima de colaboracion e integracion
que trasciende el distanciamiento acostumbrado entre
estudiantes y profesor;

e mayor receptividad de los estudiantes a los consejos y
recomendaciones.

Los autores consideran que el Seminario de Problemas» pro-
vee de un espacio vivencial apropiado para crear en los estu-
diantes las aptitudes basicas, sobre todo desde el punto de
vista emocional y afectivo, necesarias para afrontar la resolu-
cion de problemas matematicos. Pero, como todo proceso de
alfabetizacion, éste no es mas que el inicio del desarrollo
educativo del estudiante en relacion con esta actividad. Se ha
comprobado que el entrenamiento del uso de las estrategias
determinadas en la resolucion de problemas estd fuertemen-
te condicionado por el contenido especifico y que este cono-
cimiento no se transfiere con facilidad de unos dominios a
otros (Schoenfeld, 1985). Por ello el entrenamiento en estas
estrategias debe ser objeto de estudio en cada una de las dis-
ciplinas matemdticas particulares. Las asignaturas tradiciona-
les del curriculo pueden ser desarrolladas trabajando en un
ambiente problemadtico, mediante un uso sistémico de dife-
rentes tipos de problemas (Nunez, 1999; Sanchez y Valdés,
1999). En términos generales, ello significa una reconceptua-
lizacion del papel que la resolucion de problemas debe
desempenar en cada una de estas asignaturas.
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Sumas de Riemann con Sistemas
de Calculo Simbolico

Lorenzo Javier Martin Garcia

Juan Antonio Velasco Mate

En este trabajo se utiliza el
Sistema de Célculo Simbélico
Maple para ilustrar el
concepto de limite de las
sumas de Riemann de una
funcién real y continua en un
intervalo compacto,
resaltando que aunque la
inferprefacion geométrica sea
muy clara, el célculo mediante
la propia definicién es
practicamente imposible en la
mayoria de los casos aunque
se disponga de una potente
herramienta.

A INTEGRAL DEFINIDA

b
Uf(x)dx
de una funciéon real, continua y no negativa, f, en un inter-
valo cerrado y acotado, [a, b, coincide con el area del recin-
to limitado por la grafica de la funcion, el eje de abscisas y
las rectas paralelas al eje de ordenadas que pasan por los
extremos del intervalo considerado. Sin embargo, la defini-
cion de la integral como limite de las correspondientes sumas
de Riemann presenta serios problemas conceptuales puesto
que, al no ser numerable el nimero de particiones de un
intervalo no se habla exactamente del limite de una sucesion
ni tampoco del de una funcion, porque para cada particion
se pueden realizar sumas diferentes sin mds que variar el
punto escogido en cada subintervalo generado por ella.

En este trabajo se utiliza el Sistema de Cilculo Simbdlico
Maple para ilustrar el concepto de limite de las sumas de
Riemann de una funcion real y continua en un intervalo
compacto, resaltando que aunque la interpretacion geo-
métrica sea muy clara, el calculo mediante la propia defi-
nicién es practicamente imposible en la mayoria de los
casos aunque se disponga de una potente herramienta.
Por ello, no se puede prescindir de las propiedades teéri-
cas, como la integrabilidad de funciones continuas, que
aseguren parcialmente el éxito de los cilculos realizados
0, en su defecto, permitan una interpretacion lo mas ajus-
tada posible a la realidad.

Integral de Riemann

Dado un intervalo compacto [a, b), se llama particion de
[a, bl a una secuencia finita de puntos, P={x;i=0,1, ..., n},

que verifican a = x, <x, ... <x, <x, =b.
n—. n

1



de una

Evidentemente, dos puntos consecutivos, X, y X,,,,

particion generan un subintervalo de longitud Ax, = x,— x, .
A la mayor de las longitudes de los subintervalos de una
particion P se le llama malla de Py se denota

|P| = max{Dx;:1 = 1,20 )
En la figura 1 se representa la particion P ={-2, -0,5, 0,7,

1,5, 2, 2,3, 3} del intervalo [-2, 3], observandose inmedia-
tamente que su malla es ||P]| = 1,5.

|
[
-2 -0,5 0,7 1,5 2 23 3

Figura 1. Una particién del intervalo I = [-2, 3]

Si fes una funcion real definida en el intervalo [a, b] y
P={x, i=0, 1,... ,n}, es una particién de dicho intervalo, se
llama suma de Riemann de frelativa a la particion P a toda
suma del tipo

s(r.7)= é sle)o

donde cada c; es un elemento cualquiera del intervalo

]

lx, x,,,]-
El poder elegir libremente los puntos de evaluacion, c,
permite construir diversas sumas de Riemann una vez fija-
das la funcion, el intervalo y la particion. Una posibilidad
consiste en tomar como puntos de evaluacion a todos los
elementos de la particion menos el dltimo. Asi pues, si
consideramos la funciéon flx) = xe*, el intervalo [0,1], la
particion P = {x,=i/16: i =0, 1, ..., 16}, que origina la divi-
sion de [0, 1] en 16 subintervalos de igual longitud, y los
puntos de evaluacion ¢, = x;,con i =0, 1, ..., 15, la suma de
Riemann correspondiente es

1 B =i
— A —ie'> =0,91103356147763949960
150015

La representacion grifica de la figura 2 proporciona una
interpretacion geométrica de esta suma: se aproxima al
valor del drea, 4, de la region plana comprendida entre la
funcién flx) y el intervalo [0, 1]; para ello, se adosan rec-
tingulos cuyo area puede calcularse facilmente. En este
caso, ademds, puede deducirse que S(f, P) < Ay que se ha
calculado —y representado— la menor de las sumas asocia-
das a P porque la funcion fes creciente y estd evaluada en
los extremos inferiores de los subintervalos.

La pregunta que surge de forma natural es: ;se puede
obtener el drea A considerando particiones muy pequenas?
De forma visual, las utilidades graficas de los Sistemas de
Cilculo Simbdlico permiten realizar animaciones que acla-
ran todo tipo de dudas. Sin embargo, para poder respon-
der matematicamente a esta pregunta, se necesita fijar sin
ambigliedades el significado exacto de «particiones muy

De forma visudal,
las utilidades
graficas
de los Sistemas
de Cdlculo
Simbolico
permiten
realizar
animaciones
que aclaran
todo tipo
de dudas.

0 05 1

Figura 2. Una de las muchas sumas
de Riemann de f|x) = xe*

pequenas». Por ello se introduce el con-
cepto de limite de sumas de Riemann.

Se dice que el ndmero real I es el limite
—cuando la malla de P tiende a 0— de las
sumas de Riemann de la funcién fen el
intervalo [a, b] si y sélo si para todo
€>0 existe un 6>0 tal que cualquier
particion de [a, b), P, cuya malla sea
menor que & verifica |S(f, P)—1| <e,
independientemente de los puntos de
evaluacion que se escojan para S(f; P).
Cuando esto sucede,
R
1 V) = i A

Cuando existe el limite de sus sumas de
Riemann se dice que la funcion es inte-
grable en el intervalo considerado en el
sentido de Riemann y al limite de las
sumas se le llama integral definida de fen
el intervalo [a, b). La notacion habitual es

1= ij(x)dx

Si, ademds, la funcion fes no negativa, la
integral coincide con el drea comprendi-
do entre la funcion y el eje de abscisas.

Calculo exacto de sumas
de Riemann

Aunque para dilucidar si una funcién es
integrable o para demostrar los resultados
tedricos resulta necesaria e imprescindi-
ble, la definicion dada de integral de
Riemann es un ejemplo no infrecuente



en las Matemdticas de descripcion com-
pletamente inutil desde el punto de vista
operacional. El célculo de integrales defi-
nidas siempre se realiza mediante la regla
de Barrow —cuando es posible encontrar
una funcion primitiva—, mediante referen-
cia a funciones conocidas —como la fun-
cién I'- o mediante métodos numéricos.
En muy raros casos se calculan las sumas
de Riemann y mucho menos su limite, ni
siquiera para encontrar una aproximacion
numérica razonable.

Es cierto que la definicion dada remite a
la comprobacion de ciertas propiedades
sin proporcionar ningin mecanismo de
cdlculo. Sin embargo, habiendo asegu-
rado la integrabilidad de la funcién, si
se tiene la suerte de encontrar una suce-
sion de particiones cuya malla tendiera
a 0 para la que se pudieran calcular
tanto las sumas de Riemann como el
limite de la sucesion numérica que ori-
ginan, se habria calculado la integral
debido a la unicidad de este valor.

Los Sistemas de Calculo Simbdlico pue-
den utilizarse como herramienta para la
realizacion de cdlculos de este tipo. En
particular, Maple dispone de comandos
especificos que calculan simbdlica y
numéricamente algunas sumas de
Riemann. Concretamente leftsum, middle-
sum y rightsum proporcionan el valor de
las sumas de Riemann obtenidas al con-
siderar respectivamente como punto de
evaluacion el extremo inferior, el punto
central y el extremo superior de cada
subintervalo originado por una particion
formada por puntos equiespaciados.

Aplicando estas utilidades a la funcion
anteriormente considerada, f{x) = xe*en
el intervalo [0, 1], calculando su valor y
simplificando!, se obtienen las siguien-
tes expresiones:
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Afortunadamente en esta situacion, Maple ha sido capaz de
desarrollar los sumatorios y encontrar una expresion gené-
rica que s6lo depende del nimero de subintervalos asocia-
dos a la particion. Es evidente que esto no sucede en todos
los casos; la respuesta habitual del programa es la notacion
simbdlica de la suma, como sucede con la funcion

o 1

g(x' T 242008

en el intervalo [-n/2, w/2] donde la respuesta ofrecida para
la suma lateral izquierda no es otra que

<1

07’: 1
1 ~

1’VI1:03+A

senfi/m

Puesto que la funcion flx) es continua, también es inte-
grable en el sentido de Riemann en cualquier intervalo
compacto de la recta real. Por tanto, parece razonable
pensar que si se puede calcular el limite cuando m tiende
a infinito de Sulz, SuCe o SuDe, éste tiene que coincidir con
la integral de la funcién fentre 0 y 1. De nuevo Maple
resulta una ayuda eficaz porque es capaz de calcular exac-
tamente el limite de estas tres expresiones?

m- 1 -~ ”

) 1 - 1 .
; ilm — 1; i “oZivizm — i iln —
lim — A e’ = lim — p i+ e = lim — B e’ =1

m= g i=0

La sentencia Maple que calcula
la suma lateral izquierda es
Sulz:=simplify(value(studentllef
tsuml(x*exp(x), x=0..1,m)));

La sentencia Maple empleada
para el limite de la suma lateral
izquierda es limit(Sulz,m=infi-
nity);

La sentencia Maple que origina
exactamente esta igualdad es
Int(x*exp(x),x=0..D=int(x*exp(
x),x=0..1);
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Obviamente, como la funcién f es no negativa, se ha calcu-
lado tanto el valor de la integral como el drea comprendido
entre la funcion y el eje de abscisas. La comprobacion del
resultado es inmediata porque mediante célculo directo?

l; werdx =1

Calculo numérico de sumas
de Riemann

Debido a la dificultad de encontrar sucesiones cuyo térmi-
no general pueda manejarse con relativa facilidad, lo que
permitiria calcular su limite con posterioridad, surge la idea
de considerar el valor numérico de la sucesion de nimeros
reales asociada a una determinada particion e intentar esta-
blecer una tendencia hacia algin valor concreto.

Para comprobar el alcance de esta estrategia y aprove-
chando que Maple maneja las tablas con relativa facilidad,
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se ha construido la tabla donde —en sus columnas 2, 3y
4— se han calculado con diez digitos significativos los valo-
res de las sumas de Riemann laterales y centradas® de la
funcion flx) = xe* en el intervalo [0, 1] para m = 100, 200,
..., 2000 subintervalos, representados en la primera colum-
na. Asimismo, se ha disenado una funcién no disponible
como comando Maple y se le ha asignado el nombre
SumaAleatoria. Esta funcion, que toma como argumentos la
funcion, los extremos de un intervalo y el nimero natural
que representa el nimero de subintervalos deseados, eva-
[Ga una suma de Riemann aleatoria basandose en una par-
ticion equiespaciada y eligiendo aleatoriamente los puntos
de evaluacion®. Los resultados de aplicar SumaAleatoria
aparecen en la ultima columna de la tabla 1.

A la vista de estos datos pueden aventurarse que el limite
buscado es 1. Sin embargo, el nimero de elementos de la
sucesion es muy alto ya que, salvo para las sumas centra-
les —donde la aproximacion se realiza pronto y rapida-
mente—, las otras sucesiones convergen lentamente, ténga-
se en cuenta que en el término 2000 la diferencia entre el
valor exacto y el aproximado es superior a 10,

También queda palpablemente reflejado que, por tratarse
de una funcién creciente en el intervalo de integracion, las
sumas que consideran el extremo inferior del intervalo pro-
porcionan un valor menor que cualquier otra eleccion de
puntos de evaluacion y las sumas que consideran el extre-
mo superior proporcionan el mayor valor posible para una
particion dada. Obviamente las sumas por la izquierda cre-
cen a medida que aumenta el nimero de subintervalos

El comando Maple utilizado
para la primera suma lateral
izquierda es evalf( studentlleft-
sum](x*exp(x), x=0..1, A1));

Su cédigo Maple es
SumaAleatoria:=(f,a,b,n)->
sum(f(a+(b-a)
/n*(j+evalf(rand()/10A 12)))
*(b-a)/n,j=0..n-1);

Alguno no aparece porque su
altura es 0.

Subint. Sumas Izquierda Sumas Centro Sumas Derecha  Sumas Aleatorias
100 0,9864455621 0,9999815144 1,013628380 1,006670401
200 0,9932135385 0,9999953785 1,006804948 0,9974160425
300 0,9954736382 0,9999979459 1,004534578 0,9958276244
400 0,9966044585 0,9999988448 1,003400163 1,003131199
500 0,9972831970 0,9999992606 1,002719761 0,9997478216
600 0,9977357924 0,9999994867 1,002266262 1,001906206
700 0,9980591249 0,9999996230 1,001942385 0,9986274028
800 0,9983016515 0,9999997111 1,001699504 0,9997598156
900 0,9984902998 0,9999997717 1,001510613 0,9993130967

1000 0,9986412288 0,9999998151 1,001359511 1,000605482
1100 0,9987647227 0,9999998473 1,001235888 0,998995799
1200 0,9988676391 0,9999998716 1,001132874 1,000614129
1300 0,9989547253 0,9999998907 1,001045711 0,998641143
1400 0,9990293736 0,9999999057 1,000971004 1,002057526
1500 0,9990940707 0,9999999180 1,000906258 1,001261332
1600 0,9991506812 0,9999999275 1,000849608 1,001342628
1700 0,9992006335 0,9999999359 1,000799622 0,998336620
1800 0,9992450356 0,9999999429 1,000755192 1,001074974
1900 0,9992847653 0,9999999490 1,000715440 0,998644493
2000 0,9993205220 0,9999999540 1,000679663 0,999282447

Tabla 1. Valores de algunas sumas de Riemann de f{x) = xe* en [0, 1]

mientras que las sumas por la derecha
decrecen hasta converger ambas en un
mismo punto. Las sumas centrales y las
obtenidas aleatoriamente se encuentran
entre las anteriores; las centrales van cre-
ciendo, mientras que las aleatorias osci-
lan de forma no controlada.

Llama la atencién la importancia de
escoger buenos puntos de evaluacion.
En este caso, la eleccion de los puntos
intermedios es manifiestamente mejor
que las otras aunque —o tal vez por eso—
su expresion exacta es mas complicada.
Esta fragilidad supone una importante
limitacion a la hora de comparar esta
técnica con las habitualmente empleadas
para la evaluacion numérica de integra-
les definidas ya que las interpolatorias o
las formulas de cuadratura son mucho
mas robustas, sencillas y eficaces.

Las diferencias existentes entre los calcu-
los realizados tienen su clara interpreta-
cion geométrica. En la figura 3 aparecen
los 6 rectangulos® asociados a la funcion
Sflx) = xe* y originados por una particion
de 7 elementos equiespaciados del inter-
valo [0, 1] cuando se escogen de forma
diferente los puntos de evaluacion.
Conviene resaltar que las cuatro graficas
son exactas, queriendo decir con ello
que no tienen ningun tipo de deforma-
cion ni de variacion de escala, salvo las
originadas por los mecanismos de
impresion, y que se ha escogido el inter-
valo [0, 1] y el nimero 6 para que las
representaciones reales puedan verse tal
COmMO sOn y no como aproximaciones
trucadas de lo que se quiere reflejar. Si
se escoge un intervalo mas amplio o se
aumenta considerablemente el nimero
de elementos de la particion, los dibujos
que se obtienen no son significativos.
Queda patente que la sumas de las drea
de los rectangulos de la grafica de la
izquierda es inferior al area buscada y lo
serd siempre que escojamos como pun-
tos de evaluacion los extremos inferiores
de los subintervalos; lo contrario ocurre
en la tercera grafica, donde se calcula el
area por exceso. Como ya se dijo, esto
ocurre porque la funcién fes creciente.
En las dos grificas restantes se produce
un cierto equilibrio entre las partes que
sobrepasan al area y las que no la



cubren; siendo menos ajustado en la
grafica de la derecha y mas ponderado
cuando se toma como referencia el
punto central de cada subintervalo.

Situaciones desfavorables

Los resultados anteriores podrian hacer
pensar que con una fuerte herramienta
de cilculo, se obtendrian buenas aproxi-
maciones. Sin embargo, si se realiza un
pequeno cambio en las hipdtesis, la situa-
cién puede variar considerablemente.

En la tabla 2 se han realizado los mismos
calculos que en la tabla 1 manteniendo
la funcion, flx) = xe*, pero tomando el
intervalo [0, 3] en lugar del [0, 1]. Como

|7qU|erdn

Centro
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1

’ 1
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Figura 3. Representacién gréfica de las diferentes sumas
de Riemann empleadas

se sabe, por los resultados anter.lores, Subint. Sumas Izquierda Sumas Centro Sumas Derecha Sumas Aleatorias

que las sumas centrales proporcionan
una buena aproximacion de 100 40,27317522 41,16809862 42,08087355 41,48819931
4 200 40,72063692 41,17033002 41,62448608 41,43546319
lGMexdx 300 40,87045198 41,17074326 41,47301808 41,24815555
400 40,94548347 41,17088788 41,39740805 40,94811994
si hubiera que escoger entre los datos 500  40,99054204 41,17095484 41,35208170 41,22298900
de la tabla, se elegirfa 600 4102059762  41,17099120  41,32188067  41,22286389
‘. ) 700 41,04207398 41,17101313 41,30031660 41,29815116
| oo™ o 2 4,17106642 800 4105818566  41,17102736 4128414799 4122593895
aunque ninguna de las cuatro sucesio- 900  41,07071963  41,17103710 4127157500  41,11063036
nes numéricas da pistas sobre el posible 1000 41,08074843  41,17104408  41,26151826  41,20275751
valor de la integral. En el caso anterior 1100 41,08895492 41,17104924 41,25329113 41,13427644
se iba buscando un ndmero natural 1200 41,09579440 41,17105318 41,24643592 41,20997463
i o 1300 41,10158221 41,17105625 41,24063592 41,14606081

pero en este caso es posible que el
. . . 1400 41,10654356 41,17105867 41,23566487 41,11747368

valor sea un numero irracional, lo que
dificulta su localizacion. 1500 41,11084368 41,17106062 41,23135690 41,12668747
1600 41,11460651 41,17106222 41,22758766 41,12868656
El valor de la diferencia 1700 41,11792683 41,17106355 41,22426202 41,16792869
SumaDereChazooo _ Sumalzquierdazow _ 1800 41,12087837 41,17106467 41,22130606 41,16850592
= 0,09038491, 1900 41,12351931 41,17106560 41,21866133 41,20188985
2000 41,12589627 41,17106642 41,21628118 41,19908337

es una cota del error cometido al tomar

como valor de la integral el elemento
2000 de cualquiera de las sucesiones aso-
ciadas a las sumas de Riemann. Aunque
esta magnitud pueda reducirse a la mitad
escogiendo la media entre los valores
extremos de las dos sucesiones, hay que
calificarla de «levada» con relacion al

pudiera parecer menos aconsejable que el cilculo numérico,

Tabla 2. Valores de algunas sumas de Riemann de f{x) = xe* en [0, 3]

proporciona, en esta situacion, mejores resultados.

recorrido realizado en las sucesiones. En Para particiones del intervalo [0, 3] con m + 1 elementos

consecuencia, no resulta aconsejable equiespaciados y para la funcion flx) = xe*, Maple propor-

seguir este procedimiento para el cilculo ciona directamente los siguientes valores

aproximado de la integral.
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to mediante el establecimiento del térmi-

no general de las sucesiones, que a priori
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Aunque estas expresiones puedan parecer largas y com-
plicadas, puede calcularse su limite cuando el nimero de
subintervalos, m, tiende a infinito:

g 1 nmg 1 i+1" w
lim lA ie37™ = lim lA 52 L pemmzm = fy 2 A e =1+ 2¢3
mEe m?2 " mEe m? 2 mEs m?
i=0 i=0 i=0
Como era de esperar, el resultado es un nimero irracional.
Su valor expresado con 10 digitos significativos es
1 + 26 = 41,17107384
Si se hubiera pedido a Maple que proporcionara el valor
exacto y numérico de la integral, resultaria’
3
Uxexdx =1 +2€5 a 41’17107384 7 las sentencias Maple utiliza-
das para la redlizacién de

estos calculos son
Int(x*exp(x),x=0..3)=inte(x*exp
(x),x=0..3);

Conclusiones

Int(x*exp(x),x=0..3)=evalf(inte(
x*exp(x),x=0..3));

Dentro de unos limites razonables, el Sistema de Calculo
Simbolico Maple es capaz de calcular el valor numérico de
cualquier suma de Riemann siempre que se especifique la
funcion, el intervalo, la particion y los puntos de evalua-
cion. Este hecho no es muy relevante porque, al fin y al
cabo, se trata de realizar una suma finita —mds o menos
grande— de productos numéricos.

En el ejemplo presentado, también es capaz de encontrar la
expresion del término general de algunas sucesiones obte-
nidas al tomar como puntos de evaluacion los extremos o
el centro de los subintervalos originados por particiones
equiespaciadas y con malla tendiendo a cero. Este término
general ha permitido calcular de forma simbdlica el dnico
valor posible del limite de las sumas de Riemann. Como la
Lorenzo J. Martin
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funcién escogida es continua y, por consiguiente, integra-
ble, el valor obtenido es la integral definida de la funcién

dada en el intervalo considerado. El calculo directo de la L A
Universidad Politécnica

de Madrid
Juan Antonio Velasco
IES Angel del Alcazar
de Segovia.
Sociedad Castellano-Leonesa

integral sirve para corroborar el resultado. Es evidente que
este proceso no siempre proporciona buenos resultados
aunque se maneje una funcion integrable.

La evolucion numérica de sucesiones de las sumas superior

e inferior de Riemann proporciona siempre cotas del valor | de Profesores de Matematicas

buscado, pero la convergencia es mas
bien lenta con relacion al nimero de ele-
mentos que debe tener una particion
para que la aproximacion sea razonable-
mente buena. En cualquier caso, conoci-
das estas cotas, también se conoce una
cota del error cometido al tomar como
valor el punto entre medias de ambos.

Desde el punto de vista docente, las uti-
lidades graficas, numéricas y simbolicas
de los Sistemas de Cilculo Simbdlico
representan una ayuda inestimable para
explicar el concepto de integral de
Riemann. La posibilidad de experimen-
tar diferentes situaciones (modificar la
funcion, considerar diferentes intervalos
de integracion y diferentes particiones
para cada intervalo, cambiar los puntos
de evaluacion, calcular los valores numé-
ricos de las sumas...) de una manera
muy simple y sin necesidad de confec-
cionar programas especificos permite al
alumno descubrir los puntos donde se
encuentran las dificultades tedricas y de
calculo de la integral de Riemann.
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En este arficulo presentamos
parte de un trabajo de
investigacion acerca del

concepto de infinito actual,

realizado con estudiantes de
2.° de Bachillerato.
Presentamos el trabajo
realizado, resultados y
conclusiones que parten del
interés de: a) describir las
limitaciones y explotar las
oportunidades de
comunicacién que ofrecen
los registros de
representacion presentes en
los enunciados de los
problemas planteados a los
estudiantes; b) disefiar un
instrumento que permita
mostrar la coherencia en las
respuestas de los estudiantes

a los problemas; c) describir
y distinguir los términos

«inconsistencias» e
«incoherencia» para
describir y clasificar a los
estudiantes segln estos
términos y d) describir lo que
entendemos por «tarea de
conexién»y reflexionar sobre
su posible importancia en la
actividad matemética.

UANDO UTILIZAMOS la expresion «educacion matemati-
ca» nos referimos principalmente a los fenémenos de ense-
nanza y aprendizaje que suceden en las aulas donde pro-
fesores y alumnos realizan actividades relacionadas con la
disciplina «Matematicas». En el marco de los departamen-
tos universitarios del area de Didactica de las Matematicas
se han desarrollado durante los ultimos anos diversas
lineas de investigacion que estudian diferentes aspectos de
dichos fenémenos y que permiten abordarlos desde dis-
tintos enfoques.

El trabajo que presentamos a continuacion es el resultado
de una investigacion!' llevada a cabo durante el curso
1998-99 con los estudiantes de tres aulas de Segundo de
Bachillerato de otros tantos institutos publicos ubicados en
la provincia de Barcelona.

Marco tedrico

El marco tedrico de nuestro estudio tiene varias fuentes,
de las que expondremos Gnicamente los rasgos esenciales
de las mds relacionadas con los aspectos que vamos a pre-
sentar en este articulo.

Cuando nos referimos al sistema educativo, es facil deli-
mitar la ensefanza primaria y la secundaria o el bachille-
rato apoyandonos en las edades y cursos establecidos en
cada etapa. Sin embargo, cuando hablamos del pensa-
miento matemdtico es mds dificil delimitar o establecer
una separacion significativa entre el pensamiento matema-
tico elemental y el pensamiento matematico avanzado.
Dos investigadores, David Tall y Tommy Dreyfus, han ela-
borado una teoria cognitiva con relacion al desarrollo y
crecimiento del pensamiento matematico avanzado y es el
mismo Tall (1996) quien afirma que el lugar donde el pen-



samiento matematico elemental se convierte en avanzado
no se ha definido con precisioén. Sin embargo, se recono-
ce la existencia de una diferencia o discontinuidad entre
ambos pensamientos, especialmente en cuanto a las carac-
teristicas de su ensenanza y evaluacion. Otros autores,
como Aline y Schwarzenbergen (1991), comparan el pen-
samiento matemdtico avanzado con el elemental y senalan
las siguientes tendencias:

e Ensenar una mayor cantidad de conceptos en menor
tiempo.

e Ensenar con mayor frecuencia los contenidos del
curriculo de manera formal antes que el estudiante se
haya familiarizado con ellos de manera informal.

e Ensenar conceptos que histéricamente evolucionaron
muy lentamente y, al mismo tiempo, exigir el apren-
dizaje de demostraciones estandar y la realizacion de
construcciones mentales abstractas.

e Ensenar una mayor cantidad de conocimientos mate-
maticos y exigir la comunicacion de los mismos y el
aumento de estrategias de trabajo; esperar, ademas,
que los estudiantes adquieran la habilidad de distin-
guir entre pensamiento matematico y metamatematico.

También se refieren a la dificultad de evaluar a los estu-
diantes en tiempos cortos y la de reducir las actividades a
tareas elementales; de esta manera se debe facilitar una
evaluacion que tome en cuenta la comprension, el anali-
sis y la sintesis, y no solo la reproduccion de conocimien-
tos por parte del estudiante.

Tall (1995) afirma que el paso del PME al PMA implica una
transicion significativa que requiere una reconstruccion
cognitiva. Esta reconstruccion implica, por un lado, el
paso de «describir a «definir, y por otro, el paso de «on-
vencer a «demostrar. Se podria decir que los alumnos que
se encuentran en la franja de edad de 16-20 anos, aproxi-
madamente, son los que estan en esta época de transicion;
se trata de alumnos de Bachillerato y primeros cursos de
Universidad. Los estudiantes a los cuales hemos planteado
un cuestionario con cinco problemas se encuentran en la
primera etapa de esta franja.

Es en la década de los anos setenta y primeros anos de los
ochenta cuando se detecta la diferencia entre los concep-
tos concebidos y formulados por la matemadtica formal y
las interpretaciones de los estudiantes. Tall y Vinner (1981)
explicaron esta distincion y definieron los términos «con-
cept image» y «concept definition» que nosotras llamamos
esquema conceptual y definicion del concepto, respectiva-
mente (Azcarate, 1990). Inicialmente, Tall y Vinner descri-
bieron el esquema conceptual que tiene un alumno de un
concepto matematico como toda la estructura cognitiva
asociada al concepto, la cual incluye todas las imagenes
mentales, las propiedades y los procesos asociados a la
nocién matemdtica. También explican que el esquema
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1 La investigacion en cuestion es
la tesis doctoral presentada
por la profesora Sabrina
Garbin en el Departamento de
Didactica de las Matemdticas
de la Universidad Auténoma
de Barcelona y dirigida por la
profesora Carmen Azcarate,
«Infinito actual: inconsistencias
e incoherencias de estudiantes
de 16-17 afios», julio 2000.

conceptual no necesariamente es cohe-
rente en todo momento y que los alum-
nos pueden evocar imdgenes contradic-
torias en momentos diferentes. Cuando
hablan de la definicion del concepto se
refieren a una definicion verbal, wna
sucesion de palabras para especificar el
conceptor.

Por otro lado, dada la naturaleza de los
objetos matematicos también es impor-
tante distinguir los objetos mentales y
los objetos fisicos. Los objetos matema-
ticos tienen un significado mas abstrac-
to y son de naturaleza distinta a los
objetos visuales como percepciones de
los objetos fisicos del mundo exterior.
Un ejemplo tipico es el de los objetos
matemadticos como punto y linea. En el
mundo real, un punto es una marca de
un lapiz no prolongada y con medida
finita; sin embargo, en matemdtica, tal
concepto es abstracto, tiene posicion
pero sin medida. Cuando nos referimos
a la estructura cognitiva, decimos que el
esquema conceptual usa el simbolo
para conectar convenientemente proce-
sos y relaciones; de esta manera, en la
mente se tienen simbolos que se pue-
den manipular como objetos mentales,
sin ser necesariamente objetos fisicos.
Siguiendo el ejemplo anterior, se tiene
entonces, que el punto y la linea, en
sentido fisico, son la representacion
semidtica de los objetos matematicos
punto y linea. En la actividad matemati-
ca es importante que se diferencie la
representacion del objeto del objeto
matematico. El profesor Duval (1996,
1999) ha desarrollado una teoria cogni-
tiva de las representaciones semioticas.
Duval, al interrogarse sobre si los
medios estructuralmente requeridos
para que una persona pueda acceder a
los objetos del conocimiento matemdti-
co, son diferentes o no, a los medios
requeridos para acceder a los otros
objetos de conocimiento (por ejemplo
en botanica, astronomia, quimica, histo-
ria...), constata lo siguiente:

e La no accesibilidad de los objetos
matematicos fuera de un sistema
semiotico aunque sea rudimentario.
Los objetos matematicos, no son



objetos reales, como pueden ser los
propios de las disciplinas como la
biologia o la fisica que pueden ser
manipulables. «De aqui la necesi-
dad de describir y aprender cémo
funcionan ciertos sistemas de repre-
sentacion: representaciones de es-
critura decimal de los nimeros,
representaciones grificas de formas
(funciones o no), representaciones
de la escritura literal y algebraica,
representaciones que son las figu-
ras en geometria...».

e La necesidad de no confundir
nunca un objeto con su representa-
cion semidtica (un numero y su
escritura, un objeto geométrico y la
figura que lo representa...).

Duval, considera dos caracteristicas esen-
ciales de la actividad matematica: el cam-
bio y la coordinacion de los registros de
representacion semiotica. Por ejemplo, si
se consideran los registros de representa-
cion: lingtiisticos (lenguaje natural, escri-
tura algebraica, lenguaje formal) u otros
registros (figuras geométricas, graficos
cartesianos, tablas, etc.) se entiende por
cambio de registro de representacion <@
la conversion de la representacion de
alguna cosa en una representacion de
esta misma cosa en otro sistema semioti-
cor. Por ejemplo, realizamos un cambio
cuando al resolver un problema matema-
tico usamos un grafico cartesiano para
representar una funcion y en el siguien-
te paso de la resolucion, expresamos con
una ecuacion algebraica la misma fun-
cién. Otro ejemplo es cuando trasforma-
mos un enunciado en lengua natural a
una ecuacion (o viceversa). Por otro
lado, como en el dominio del conoci-
miento matematico se movilizan diferen-
tes registros de representacion, también
es necesario coordinarlos.

Ahora bien, asi como se ha afirmado
anteriormente que en el esquema con-
ceptual asociado a un concepto mate-
madtico no siempre hay consistencia e
incluso pueden aparecer conflictos al
cambiar de registros, es decir al conver-
tir una representacion en otra, se pue-
den producir situaciones de congruen-
cia o de incongruencia.
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Con esto nos introducimos en el tema de las inconsisten-
cias. Es evidente que la presencia de ideas inconsistentes
en nuestros alumnos ha sido una situacién que a ningin
profesor de matematicas ha dejado indiferente. El recurso
a las inconsistencias detectadas en nuestros estudiantes,
como medio para la mejor comprension de algin concep-
to matematico, ha sido seguramente un motivo de alegria
unas veces, pero otras muchas, ante los multiples esfuer-
zos para erradicarlas nos habremos sentido frustrados e
impotentes. Es probable que sepamos muy poco sobre
ellas y sobre su rol en el proceso de ensenanza-aprendi-
zaje de la matematica, pero no podemos dudar de su
importancia y tenemos que aprender a utilizarlas de la
manera mas eficaz.

En el ano 1990, varios investigadores en Didactica de la
Matemadtica dedicaron un lugar especial al tema de las
inconsistencias dedicando un volumen entero de la revis-
ta Focus on Learning Problems in Mathematics. No vamos
a exponer aqui el conjunto de estas investigaciones que
enriquecieron el conocimiento bdsico sobre este tema
pero queremos resaltar el interés de la sinopsis y la clasi-
ficacion presentadas por Tirosh (1990).

Finalmente, queremos hacer una breve referencia a la
intuicion matematica. Como profesores de matematicas
nos hemos ido acostumbrando a pensar en la intuicion,
dentro de la actividad matemadtica, como algo mais que un
sinénimo de sentido comiin. La importancia que ha tenido
y tiene la nocién de intuicion en la Matematica, las
Ciencias y la Educacion Matematica, hizo que surgiera un
gran interés por investigarla, especialmente considerando
el conocimiento intuitivo como un camino bdsico, junto al
analitico, en la actividad matemadtica. Debido a esta impor-
tancia surgio la necesidad de hablar de la naturaleza y el
rol de la intuicion en la actividad matemadtica y de deter-
minar cual deberia ser la actitud de los profesores de
matemadtica ante la relacion existente entre el pensamien-
to intuitivo y analitico. Esto ultimo ha sido el principal pro-
blema prictico que se planteé el profesor Fischbein (1982,
1998). Ademas de estas razones, a nosotras nos ha intere-
sado la intuicién por el tipo de problemas que hemos
planteado a los estudiantes en que estd presente el infini-
to actual, que no responde a una interpretacion natural e
intuitiva del infinito.

El concepto aristotélico de infinito es una nocién potencial
que domin6é en la historia hasta la época cantoriana,
habiendo tenido una gran influencia en el desarrollo de
este concepto. Como ha explicado Fischbein (1982), este
concepto potencial de infinito es el que responde a la
interpretacion natural intuitiva del infinito. «Un objeto
potencialmente infinito (por ejemplo una linea que puede
ser extendida indefinidamente) tiene un significado “con-
ductual”. Una operacion potencialmente infinita también
tiene un significado “conductual” (por ejemplo dividir



indefinidamente un segmento). Un infinito actual no tiene
un significado conductual, por tanto no es congruente con
una interpretacion intuitiva». En una palabra, el infinito
actual es una nocion contraintuitiva.

Objetivos del estudio

Los principales objetivos de la investigacion que se pre-
senta aqui se pueden resumir en los cuatro enunciados
siguientes:

e Describir las dimitaciones y oportunidades» de los
registros de representacion presentes en los enuncia-
dos de los problemas planteados a los estudiantes.

e Disenar un instrumento que permita mostrar la cohe-
rencia en las respuestas de los estudiantes a los pro-
blemas planteados y establecer lo que llamamos dineas
de coherencia.

e Describir y distinguir los términos «nconsistencia» e
«dncoherencia» para describir y clasificar a los estu-
diantes seglin estos términos.

e Describir lo que entendemos por «area de conexion»
y reflexionar sobre su posible importancia en la acti-
vidad matematica y sus consecuencias didacticas.

Para poder abarcar estos objetivos decidimos explorar los

esquemas conceptuales de los alumnos asociados a la

nocién de infinito actual contextualizado en los problemas
que presentamos a continuacion.

Los problemas seleccionados
y aplicados a los alumnos

Para conocer las ideas de los alumnos y poner en eviden-
cia el pensamiento mds o menos consistente con respecto
al concepto de infinito actual, elaboramos un cuestionario
con cinco problemas cuya caracteristica principal es que en
todos estd presente la misma nocién matemadtica del infini-
to actual pero expresada en lenguajes matemadticos dife-
rentes: geométrico, verbal, analitico, grafico y algebraico.

Primer problema

Observa la figura 1.

Nos muestra un esquema en el que se biseca cada vez el
segmento de la derecha, es decir los puntos M, N, O, P, son
los puntos medios de los segmentos AB, MB, NB y OB res-
pectivamente.

M N O P
| | ——

A B

Figura 1

...el infinito
actual es
una nocion

contraintuitiva.
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Si se siguen haciendo mds y mds bisec-
ciones, jcrees que es posible llegar a una
situacion en la que un punto de la bisec-
cion coincide con el punto B?

Explica tu respuesta.

Segundo problema

Se deja caer una pelota desde 2 metros
de altura sobre una superficie horizon-
tal. Cada vez que la pelota llega al suelo,
tras caer desde una altura b, rebota
basta una altura b/2.

JPodrias calcular la distancia total reco-
rrida por la pelota? Explica tu respuesta.

JPodrias decir cudntos rebotes hard la
pelota? Explica tu respuesta.
Tercer problema
Considera la siguiente suma

1+12 +1/4+1/8+ 1/16+ ... + ...
JCudl crees que es el valor de esta suma?
Explica tu respuesta.
Cuarto problema

La figura 2 representa la grdfica de una

Jfuncion

1.937¢
1.8751
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Figura 2

Describe lo que pasa con la funcion
para valores muy grandes de x. jPo-
drias determinar el valor de la funcion
cuando x se hace muy grande? Explica
tu respuesta.

Quinto problema

Considera la siguiente ecuacion:

Yy=E1+ 12+ /22 + I/ +1/27+ .+ 1/2" + .



JPodrias decir para qué valor de n resul-
ta y = 2?2 Explica tu respuesta.

Este cuestionario fue suministrado a 80
alumnos de 2.° de Bachillerato antes de
que recibieran ensenanza sobre limites.

Al principio del articulo nos hemos refe-
rido a las representaciones semioticas.
Podemos observar que cada problema,
expresado en un lenguaje matematico
distinto, presenta también un tipo de
representacion semiotica.

En el primer problema el lenguaje mate-
matico usado es el geométrico y el
registro de representacion es una figura
geométrica (segmento de recta).

En el segundo problema el lenguaje
matematico usado es el verbal y el regis-
tro de representacion semiética es el lin-
glistico, la lengua natural.

En el tercer problema el lenguaje mate-
matico usado es el analitico y el registro
lingtiistico es el numérico (suma infinita).

En el cuarto problema el lenguaje mate-
matico usado es el grifico y el registro
de representacion es el grafico cartesia-
no (funcion cartesiana).

En el quinto problema el lenguaje mate-
mdtico usado es el algebraico y el regis-
tro linglistico es la escritura algebraica
(ecuacion con suma infinita).

Con relacion a los problemas, podemos
decir que los tres primeros son una ver-
sion actualizada de la primera paradoja
de Zenon (diferenciada por el contex-
to), llamada Paradoja de la dicotomia.
En la primera pregunta, la paradoja deri-
va de considerar que entre dos puntos
cualesquiera de una recta siempre hay
otro punto y entonces un segmento
cualquiera contiene una sucesion de
puntos decreciente. Numéricamente,
serfa la sucesion infinita (si considera-
mos el segmento [0,1D 1, 1/2, 1/4, ...,
que conforma la serie de la pregunta 3.
Una respuesta correcta de esta pregunta
3 lleva implicita una respuesta correcta
a la primera pregunta. La segunda pre-
gunta, igual que la version de la prime-
ra paradoja de Zenodn, enfrenta al estu-
diante con una situacion que, en nues-
tro mundo concreto vy finito, es impen-
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sable: da pelota hard un ndmero infinito de rebotes». La
quinta pregunta usa la misma suma de la pregunta 3 pero
transformada en una ecuacién y la grafica de la cuarta pre-
gunta, respeta la misma divisibilidad infinita en mitades de
las preguntas 1, 2 y 3, originando la misma paradoja.
Estas situaciones presentan subdivisiones y un infinito
pequeno, lo cual implica una coordinaciéon simultanea
entre el creciente nimero de divisiones y el decreciente
resultado parcial sobre el que se opera. El psicologo
Nuniez (1994) llamo a estas dos tipos de iteracion: diver-
genle y convergente.

En estos problemas se utiliza como método de resolucion
el modelo matematico del andlisis estindar que se basa en
el conocimiento de los nimeros reales y las sumas infini-
tas. Como lo han demostrado otras investigaciones,
muchas de las respuestas correctas a preguntas en que
estd involucrado el infinito actual resultan contraintuitivas;
sabiendo que la intuicién natural del infinito es el poten-
cial, muchos estudiantes tienden a dar respuestas incon-
sistentes respecto al concepto involucrado. En esta etapa
de su aprendizaje, resulta problemitico que los estudian-
tes se enfrenten a problemas cuyas representaciones o
modelos de resolucién resultan contraintuitivos. El cono-
cer las limitaciones, y céomo influyen las representaciones
en las respuestas inconsistentes de los estudiantes, ayuda-
rd a proponer, en este nivel de ensenanza, las mejores
maneras para tratar nociones tan complejas y contraintui-
tivas como es la nocién de infinito actual.

Andlisis de los datos recogidos
con el cuestionario

El analisis descriptivo e interpretativo de las respuestas de
los alumnos se realiz6 pregunta por pregunta. Las pre-
guntas estaban planteadas de manera que requerian bdsi-
camente una respuesta afirmativa o positiva a los proble-
mas; muchas respuestas eran las esperadas, pero también
muchos alumnos no contestaron ni afirmativa ni positiva-
mente, sino que expusieron sus criterios tedricos y/o prac-
ticos para prever una posible soluciéon o decantarse por la
imposibilidad de una solucién. Describir, interpretar y cla-
sificar las respuestas nos permitié acercarnos a los esque-
mas conceptuales de los estudiantes poniendo en eviden-
cia las limitaciones y oportunidades que ofrecian los regis-
tros de representacion usados en los enunciados. Pre-
sentamos a continuacion el resultado de este andlisis, pre-
gunta por pregunta:

Pregunta 1

e La representacion del segmento que se hace el alum-
no puede ser fisica, es decir como un espacio finito y
con medida, lo cual tiene como consecuencia un pro-
ceso finito de biseccion.



Cada segmento que resulta de cada biseccion puede
ser identificado por el estudiante como un espacio
geométrico, una distancia numérica o como la cardi-
nalidad de la bisecciéon. Se ha observado que cada
identificacion puede llevar a un proceso finito o infi-
nito de bisecciones.

Los puntos que resultan de cada biseccion, M, N, O,
P, etc., pueden ser considerados como marcas fisicas.
El grosor del lapiz puede ser determinante para dar el
nimero de bisecciones posibles (finitas).

El segmento puede ser considerado como un conjun-
to con infinitos puntos, por tanto el proceso de bisec-
cién en este caso es infinito. La coincidencia del
punto de biseccion con el punto extremo B no es
necesariamente aceptada.

Para dar una respuesta no siempre se toma en cuenta
el proceso infinito de biseccion. Para algunos alumnos
resulta relevante que B sea un punto extremo del seg-
mento y, por tanto, geométricamente no puede ser un
punto de biseccion.

El proceso geométrico de biseccion, calculo de M, N,
O, P, etc. puede ser considerado como un proceso
numérico, asigndndole una medida a cada segmento.

Pregunta 2

Puede percibirse el problema como parte del mundo
fisico, real y concreto. La experiencia es compatible
con la experiencia real, dado que el objeto involucra-
do es una pelota. La infinitud no estd presente en el
proceso. Puede producir consideraciones en los estu-
diantes del tipo: formulas fisicas, velocidad, gravedad,
tiempo, presion, lugar, masa, elasticidad de la pelota,
fuerza de rozamiento.

Muchos estudiantes cambian de registro de representa-
cién para resolver el problema. Por ejemplo, hacen un
dibujo de la situacion o escriben una suma infinita. Las
respuestas de los estudiantes son sensibles a este nuevo
registro de representacion al que optan. La finitud o infi-
nitud del proceso dependera de cada representacion, y
lo mismo si la infinitud es actual o potencial.
Generalmente, los alumnos necesitan convertir la
representacion del enunciado del problema, la mayo-
ria de las veces, a un dibujo de la situacion descrita en
el problema.

Pregunta 3

No siempre es aceptada la cardinalidad infinita del
conjunto de los sumandos. Puede haber omision de
los puntos suspensivos y calcularse la suma con los
cinco sumandos.

La suma es infinita no solo por los puntos suspensi-
vos, como expresion algebraica, sino como un proce-

El segmento
puede ser
considerado
como un conjunto
con infinitos
puntos,
por tanto
el proceso de
biseccion
en este caso
es infinito.
La coincidencia
del punto
de biseccion
con el punto
extremo B
no es
necesariamente
aceptada.

so numérico; los estudiantes se
refieren a la posibilidad de dividir

el nimero 1 infinitamente.

Cada uno de los sumandos puede
no ser caracterizado como la mitad
del anterior y, por tanto, no siem-
pre se considera la cantidad numé-
rica que se va sumando.

Se considera que la expresion infi-
nita de la suma indica que no es
posible sumar una cantidad infinita
de términos o que el resultado
siempre es aproximado. En el pri-
mer ¢aso no se toma en cuenta el
tipo de sumandos.

Se considera que la expresion infi-
nita de la suma indica que el pro-
ceso no es acotado y que sugiere
visualmente un infinito potencial,
induciendo a una respuesta infinita
pero no como ndmero sino como
indeterminacion.

Puede ser evadida la suma infinita,
observando sélo el comportamiento
de la sucesion 1/2".

Pregunta 4

El grifico cartesiano induce a una
respuesta infinita (actual o poten-
cial) o finita, dependiendo de la
concepcién de funcion que el estu-
diante posee.

La curva de la funciéon puede ser
considerada como una curva geo-
métrica que en el infinito se trans-
forma en una recta. También, se
puede percibir el proceso como
numérico: la variable y disminuye
en la medida que la x aumenta
numéricamente.

La recta y = 2 puede ser confundi-
da con el eje x.

La representacion grifica de la
curva puede considerarse de mane-
ra fisica, es decir con grosor y de
longitud finita. En este caso la fun-
cién toma el valor de 2 mediante un
proceso finito.

Pocas veces es tomada en cuenta el
proceso de division por mitades en
el eje y. Prevalece la observacion



del comportamiento de la funcién a
partir del eje x, en el movimiento
horizontal.

e La grifica induce a una descripcion
de un proceso constante e infinito,
en el sentido potencial.

Pregunta 5

e Al escribir la suma infinita como
una ecuacioén se puede causar la
evasion de la infinitud. La ecuacion
se transforma en una ecuacion fini-
ta, donde se considera solo el tér-
mino 72-€ésimo.

e Aunque la suma sea infinita puede
pensarse que el proceso no es
necesariamente infinito para que
resulte y = 2. Para un cierto valor de
n, la suma no continta y para ese
valor la suma es 2. Los puntos sus-
pensivos son despreciados.

e Observar que n es exponente de
una fraccion y deducir que el resul-
tado de la ecuacion debe ser un
nimero entero puede inducir a
considerar que el valor de la ecua-
cion debe ser negativo. Se elude la
infinitud.

e La incognita de la ecuacion es el
exponente de un numero; esto
puede inducir a considerar que la
solucion viene dada por medio de
logaritmos (conexién con conoci-
mientos previos).

Hemos establecido, por cada pregunta,
las respuestas mds frecuentes que se
podran encontrar mds adelante en las

tablas de las figuras 3, 4, 5y 0.

La construccion
del instrumento

A partir de la clasificacion, el analisis y
la tabulacion de las respuestas, preten-
diamos construir un instrumento que
pudiera mostrar a aquellos alumnos que
dan respuestas incoherentes a los pro-
blemas del cuestionario. Nos dimos
cuenta de que no era tan facil hablar de
coherencia entre las respuestas de las

A partir de
la clasificacion,
el analisis
Y la tabulacion
de las respuestas,
pretendiamos
construir
un instrumento
que pudiera
mostrar
a aquellos
alumnos
que dan respuestas
incoberentes
a los problemas
del cuestionario.

cinco preguntas, como, por ejemplo, afirmar que un alum-
no que ha mostrado ideas finitas en la primera, serd cohe-
rente si se muestra finitista también en las demds pregun-
tas (Garbin y Azcarate, 2000).

El contexto de las preguntas, y sobre todo el lenguaje
matemadtico utilizado, hace un tanto mas compleja la situa-
cion. Por ejemplo, en la primera pregunta, un alumno se
muestra finitista si contesta que el punto de biseccion
alcanza al punto extremo B con un ndmero finito de bisec-
ciones, o infinitista, si contesta que el punto de biseccion
alcanza, o no, al punto B pero con un ndmero infinito de
bisecciones.

Sin embargo, en la tercera pregunta, la infinitud esta expli-
cita, se presenta con un lenguaje algebraico y una repre-
sentacion numeérica: una suma infinita; no cabe la posibi-
lidad directa de hablar de finitud. El alumno pudo enton-
ces mostrarse con una idea potencial del infinito, dejan-
dose llevar por la expresion numérica que no acaba, o
también, pudo reconocer que cada sumando representa la
mitad del anterior, propiedad que permite la convergencia
de la suma. Habia que preguntarse, entonces, qué tipo de
respuesta dada en esta pregunta puede considerarse cohe-
rente con la dada por un alumno que responde de mane-
ra finita en la primera pregunta.

Para cada problema nos hicimos esta dltima pregunta:
qué tipo de respuestas dadas por los alumnos pueden
considerarse coherentes (aunque éstas no sean las correc-
tas). Respondiendo a esta pregunta pudimos establecer
lineas de coherencias de respuestas a partir de las obte-
nidas por los estudiantes. Construimos tres lineas de
coherencia, las cuales estin representadas en las figuras
3, 4, 5y 6. Estos graficos estin formados por tablas enla-
zadas entre ellas. En estas tablas podemos observar las
distintas respuestas dadas por los alumnos. Si se siguen el
orden dado por los enlaces, se pueden identificar a aque-
llos alumnos que no mantienen respuestas coherentes en
las cinco preguntas del cuestionario. Por confidencialidad
y discrecion, identificamos a los alumnos con una codifi-
cacion del 1 al 80.

La linea 1 la hemos llamado linea finitista. Esta subdividi-
da en dos sublineas: 1.1 y 1.2. La linea 1.1 presenta un per-
fil de respuestas finitistas menos en las correspondientes a
la pregunta 3, cuyas respuestas fueron dadas dejindose
llevar visualmente por la expresion infinita de la suma.

La linea 1.2 presenta respuestas finitistas menos en las
correspondientes a las preguntas 2, 2(b) y 3. Estas tltimas
son respuestas que son dadas por las siguientes razones:
en la 3 por dejarse llevar visualmente por la expresion infi-
nita de la suma y, en la 2(a) y 2(b), por considerar que el
comportamiento descrito de la pelota no acaba.

Hemos llamado respuestas finitistas a las que fueron escri-
tas con argumentos finitos.
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Responde afirmativamente

El proceso de biseccién es finito

4,6,13,15,16, 18, 21, 26, 27, 30, 54, 55, 56

PREGUNTA 3

El valor de la suma es

El resultado correspon-

No se puede calcular o determinar

de a la suma de las 5

infinito ) .
primeras fracciones

Por la infinitud )
formula gel

No se conoce la

neral

No indica valor alguno
debido a la infinitud de

la suma. Por faltar datos

59,
53, 57,68, 71

13, 15,22, 49, | 26, 53

16,17, 18, 50, 7
63, 64, 65, 67,79

40, 48, 69

PREGUNTA 2(q)

Responde Se considera la Responde Responde
: . ) S : No contesta
afirmativamente necesidad de i afirmativamente negativamente
conocer el nime- o2 am el e
In(.ilco una © dk iehsies | ™ hay datos SU_F" Se considera el L pelota i La distancia | Escribe formu-
distancia tanto para afir- cientes para ofir- comportamiento A pe T a tene depende de las fisicas.
o mar como para LT (© WEgels de la pelota. r:.ne:::o g:':')\clgl lo que haga | No tiene da-
El proceso es finito negar Alude a finitud. rento vert la pelota tos suficientes
11, 28, 33, 34, 2,3,9,16,23, |5, 6,18,22,25, | 15,40,42,53, |1 4 8, 26
35, 36, 39, 65, 31, 38, 56, 59, | 27,41, 45, 50, 62, 67,79, 80
73,76 72,74 51, 53, 55, 57,
64, 69,70, 71
PREGUNITA 2(b)
Responde afirmativamente Responde negativamente No contesta
; No indica una cantidad
Cof!wshlrderc _ No hay datos D?pendet.de Alude Escribe formu-
s Conociendo Alude a finitud suficientes como se hire a finitud las fisicas.
rebotes algunos datos ude a finity la pelota
10, 13, 16, 24, 5,15,19, 41, 1,4,6,7,9,14, | 18,25,26,51, |78 33, 45, 80 8
28, 29, 34, 35, 50, 57, 58, 62, | 21, 23,37,40, | 55,69,70,73
36, 39, 42, 56, 64,71,74 49, 67
61, 65, 68,79
PREGUNTA 4
La funcién llegard a ser una recta. El valor de Considera que puede tener cualquier valor
fes 2 0 0. Proceso finito dependiendo del valor de x
1,6,7,11,13, 15, 20, 26, 27, 42, 56, 62, 69 | 49, 60, 76
PREGUNTA 5
Responde afirmativamente Responde negativamente
El valor de n es Es un nimero tan La suma Hay una 1/2 es
Figura 3 un némero finifo grande que no saldria es infinidad de |  menor
Ifncs 1.1, en la calculadora infinita respuestas que 2
7,8,19, 20, 26, 30, 34, 14 18,37,50,| 73 40, 55
35, 48, 61, 65, 68,76,78 57,58, 62,
66, 67
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Responde afirmativamente

El proceso de biseccién es finito

4,6,13,15,16, 18, 21, 26, 27, 30, 54, 55, 56

El valor de la suma
es infinito

El resultado correspon-
de a la suma de las 5
primeras fracciones

PREGUNTA 3

No se puede calcular o determinar

Por la infinitud

No se conoce la
féormula general

No indica valor alguno
debido a la infinitud de
la suma. Por faltar datos

5,9,13, 15, 22, 49,
53,57, 68,71

26, 53

16,17, 18, 50,
63, 64, 65, 67,79

7

40, 48, 69

PREGUNTA 2(a)

Responde

negativamente

Responde afirmativamente

No contesta

No tiene co-
Por el proceso Infinitos nocimientos Describe el
N suficientes, el
infinito metros proceo como
proceso es
inacabable
17,21 24, 47, 12, 44, 61 49 10, 13, 19,
63, 66, 77 68

PREGUNTA 2(b)

Responde afirmativamente Responde negativamente No contesta
) La Por parte (a)
Considera La pelota La altura observacién | se inferpretan
infinitos Considera que tiende a infinito no para nunca allb infinitos
rebotes de rebotar puede ser O a infinitud B
11,12, 22, 43, 27 3,17, 31, 32, 66, 67,77 20 30
46, 54, 63,76 38, 44, 47, 48,
52, 53, 59, 60
PREGUNTA 4
La funcién llegard a ser una recta. El valor de Considera que puede tener cualquier valor
fes 2 0 0. Proceso finito dependiendo del valor de x
1,6,7,11,13,15, 20, 26, 27, 42, 56, 62, 69| 49, 60, 76
PREGUNTA 5
Responde afirmativamente Responde negativamente
Es un nOmero tan La suma Hay una 1/2 es i ==
El valor de n es , .
; - grande que no saldria es infinidad de | menor Fi 4
un nimero finito s Iigura
en la calculadora infinita respuestas que 2 lfifee 1.2
7,8,19, 20, 26, 30, 34, 14 18, 37,50, 73 40, 55 16
35, 48, 61, 65, 68,76, 78 57,58, 62,
66, 67
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Responde negativamente

Por la infinitud del proceso
aproxima, se acerca a B

se

3,8,9,10,17, 20, 22, 24,
34, 35,37, 38, 43, 44, 45,
50, 52, 53, 58, 61, 62, 63,
67,68, 69,70,71,72,73,
75,77,78

33,
49,
66,
74,

|

No se puede calcular El valor de la
El resultado de la |  El méximo valor ) g S A El valor de la suma se
. os sumandos cada , :
suma es 1,99...; | que puede llegar | No se puede calcu- vez se hacen mas El nimero esta entre 2y aproxima a 2
2,99... es 1,99... lar un nimero exacto = alrededor del 2 299
pequefios gkéifooc
4,8,23,41,42, |75 20 16, 63 73 74 1,2,3,6,14,19, 21,
59 27,28, 31,32, 33, 34,
36, 37, 38, 39, 43, 44,
45, 52, 60, 61, 62, 66,
72,77,78, 80
PREGUNTA 2(q)
Responde afirmativamente
Es proceso es infinito y la dis-
tancia se aproxima a ém o es
5,99...
14, 29, 32, 37, 43, 48
PREGUNTA 2(b)
Responde afirmativamente Responde negativamente No contesta
No ir}dicu Lo pelot d la alt Observacién | Por parte (a) se
Infinitos rebotes cantidad @ pelola n;:nrca para de ad zro nurgc alude interpretan ©
Tiende a °© revolar puede ser a infinitud rebotes
11,12, 22, 43, | 27 3,17,31,32,38, 44, |66,67,77 20 30
46, 54, 63,76 47, 48, 52, 53, 59, 60
PREGUNTA 4
No se puede determinar.
La funcién se aproxima a 2, al eje x, 0 a O Por la infinitud del proceso
Nunca seré 2
3,4,5,8,9,10,14,17,19, 23, 29, 31, 16, 63
32, 33, 36, 37, 38, 41, 43, 48, 50, 52, 53,
55,58, 59, 64, 66, 67,70,71,72,73,77
Figura 5 )
Linea 2 Responde negativamente

n=° pero la suma

no llegaré a 2 la

suma nunca seré 2

23,24, 42, 45, 47, 59, 60

1,3,4,6,9,17,21,31, 32, 33,
38, 41, 43,53, 64,71,77, 80
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Responde afirmativamente

El proceso de biseccién es °

12, 29, 40, 42, 46, 47, 59

-

El resultado de la

suma es 2

El resultado de la
sumaes 1, 0 oun
nomero decimal

10, 12, 24, 29,30, | 11, 35, 47, 55
46, 51, 54, 58,76

PREGUNTA 2(q)

Responde afirmativamente

Indica una distancia.
El proceso es infinito.

30, 46, 54

Responde afirmativamente

Responde afirmativamente

No contesta

Infinitos rebotes

No indica cantidad.
Tiende a infinito.

Observacién Por parte (a) se

alude
a°

interpretan °
rebotes

11,12, 22, 43, 44, 46, 54, 63,
76

27

20

30

PREGUNTA 4

La funcién llrgsré a ser una recta.
El valor de fes 2 0 0.
El proceso es infinito

2,12,18, 21, 24, 28, 39, 44, 46, 47, 54

PREGUNTA 5

ni=

o

Responde negativamente

70,75

2,12,22,24, 25, 28, 29, 36,
39,42, 44, 45, 46, 54, 59, 69,

Serd un nimero °
que no conocemos

Figura 6
Llinea 3




La linea 2 la hemos llamado /inea actual. Presenta un per-
fil de respuestas actualistas a las preguntas del cuestiona-
rio. Hemos llamado respuestas actualistas a aquellas res-
puestas que reflejan una concepcion actual del infinito.

La linea 3 la hemos llamado /linea potencial. Presenta un
perfil de respuestas potenciales a las preguntas del cuestio-
nario. Hemos llamado respuestas potenciales a aquellas res-
puestas que reflejan una concepcion potencial del infinito.

Observacion: hay 5 tipos de respuestas que no aparecen
en las lineas anteriormente mencionadas.

1. Respuestas que a la vez son afirmativas y negativas a
las preguntas. Estos alumnos deberian afirmar en
forma paradéjica a todas las preguntas.

Podemos ilustrar este tipo de respuesta con la dada
por el alumno 11 a la primera pregunta:

A11: Si, porque llegard un momento en que no se podré dividir
el segmento y la letra B serd la biseccién. Antes de esto debera
pasar mucho tiempo porque tenemos micros (m) o mm los corfes
seran mas pequenos.

También podria ser que no porque si es una biseccién siempre

debe haber un final y un principio por muy pequefio que sea. Es
decir siempre asi:

2. Respuestas en que el alumno distingue entre una res-
puesta fedrica o prdctica a la misma pregunta. Estos
alumnos para ser coherentes deberian distinguir entre
una respuesta tedrica y practica en todas las preguntas.

Es ilustrativa la siguiente respuesta a la primera pre-
gunta:

A57: En teoria siempre hay un punto medio entre dos puntos por
muy pequefios que sean. Pero en la préctica no se puede no

hacerlos coincidir, por lo tanto en un momento u ofro termina
coincidiendo.

3. Respuestas que distinguen en la pregunta 1, una inter-
pretacion numérica y una grafica.

Un ejemplo es la respuesta del alumno 76:

A76: Gréficamente si puede ser, numéricamente no. Gréfica-
mente puede que el lapiz sea mas grueso y que entonces la
biseccion se superponga a B.

4. La respuesta a la primera pregunta, donde se consi-
dera que el punto de biseccion no alcanza al punto B
por ser éste punto extremo del segmento.

Iustramos con la respuesta del alumno 25:

A25: Detras de B no hay nada, entonces no puede ser el centro
de algo si es el final.

5. Los que no contestan.

Esto quiere decir que los alumnos que no aparecen en
ninguna de las lineas es porque han dado como respues-
ta alguna de éstas.

Veamos algunos ejemplos. El alumno 26 estd presente a lo
largo de la linea 1.1, esto quiere decir que se mantiene

Cuando
se habla
de una idea
0 pensamiento
inconsistente,
es con relacion
al concepto
matemdatico
involucrado, o
a contradicciones
dentro de
una teoria
matemdtica
dada.

coherente y es un alumno con una con-
cepcion finitista o evasiva de la infinitud.
Si observamos el comportamiento del
alumno 54, éste aparece en la linea 2, en
las preguntas 3, 2(a), 2(b), 4 y 5. Sin
embargo, podemos observar su situa-
cion de incoherencia en la pregunta 1.
En la primera pregunta este alumno apa-
rece en la linea 1. Es decir, este alumno
muestra una concepcion actual del infi-
nito en todas las preguntas, menos en la
primera, que se muestra finitista.

Diferencia entre
«inconsistencia» e
«incoherencia»

Al principio hemos hablado de las ideas
inconsistentes de los alumnos y al refe-
rirnos a la construccion del instrumento,
hemos utilizado también el término de
incoherencia. Esta distincion no ha sido
casual ni se han usado ambas como
palabras sinénimas. Trataremos de
explicar seguidamente, en qué consiste
la diferencia con que las dotamos.

Cuando se habla de una idea o pensa-
miento inconsistente, es con relacion al
concepto matemadtico involucrado, o a
contradicciones dentro de una teoria
matemdtica dada. Generalmente, apare-
cen durante la resolucién de un proble-
ma o en una respuesta al mismo.
Nuestros alumnos, por ejemplo, pueden
mostrar inconsistencias al resolver uno
de los problemas del cuestionario, vy,
como hemos visto, pueden presentar
una concepcion inconsistente respecto
al concepto matemdtico involucrado en
el problema. Por ejemplo, es el caso de
un alumno que ha mostrado una idea
potencial de la suma infinita en la pre-
gunta 3, siendo inconsistente con res-
pecto a la idea actual del infinito.

Ahora bien, se puede estar en una situa-
cion similar a la que se ha presentado en
el cuestionario, en que haya que resol-
ver un mismo problema expresado en
diferentes lenguajes matematicos; es
decir, problemas que tienen representa-
cién semidtica distinta y lenguaje mate-
mitico diferente (por ejemplo, muchas



veces el estudiante se enfrenta a esta
situacion en una guia de problemas o en
un libro, al final de un tema, en una sec-
cion dedicada al aprendizaje de un con-
cepto especifico). Ante esta situacion en
que el estudiante tiene que resolver un
mismo problema pero expresado de dis-
tintas maneras, se generan respuestas
contradictorias entre si (Ia de un proble-
ma con respecto a otro). Nosotros lla-
mamos respuestas incoherentes a las
respuestas contradictorias entre si.

Las lineas de coherencia son las que
permiten identificar este tipo de res-
puestas coherentes o incoherentes. En
consecuencia, podemos tener un alum-
no cuyas ideas o respuestas sean incon-
sistentes con el concepto involucrado vy,
sin embargo, mostrarse coherente en su
pensamiento (ideas o respuestas equi-
valentes en problemas diferentes).

Podemos hablar de tres tipos de alum-
nos:

1. Alumno coberente y consistente.
Este tipo de alumno tiene todas sus
respuestas en la linea 2. El alumno
46, por ejemplo, es un alumno que
tiene una concepcion actual del
infinito independientemente del

tipo de problema.

2. Alumno coberente e inconsistente.
Este tipo de alumno tiene todas sus
respuestas en la linea 1 o en la linea
3. Un ejemplo es el alumno 26 que
es coherente en la linea 1. Es decir,
este estudiante tiene una concep-
cion finitista o evade la infinitud.
Curiosamente,
alumno coherente en la linea 3.

no hubo ningin

3.  Alumno incoberente. Este tipo de
alumno, tiene respuestas que no
son coherentes con la linea. En este
caso se pueden hacer combinacio-
nes. Puede haber, de 1 a 5 respues-
tas incoherentes con la linea, lo
cual muestra que no todo alumno
es incoherente de la misma manera
ni con la misma profundidad.

Por otro lado, analizando la situaciones

de coherencia de los estudiantes a tra-

vés de sus respuestas y las lineas de
coherencias hemos podido obtener

...podemos
tener
un alumno
cuyas ideas
o respuestas
sean
inconsistentes
con el concepto
involucrado
Y, sin embargo,
mostrarse
coberente
en su pensamiento
(ideas
O respuestas
equivalentes
en problemas
diferentes).

... llamamos
respuestas
incoberentes
a las respuestas
contradictorias
entre si.

unas conclusiones parciales de las cuales subrayamos las
siguientes:

e Aquellos alumnos que se muestran finitistas o que
evaden la infinitud, en preguntas de tipo geométri-
co, algebraico o numérico, dificilmente contestan de
manera infinitista (de manera actual o potencial) en
preguntas en que la infinitud se presenta en situa-
ciones de la vida real. Son alumnos en que la cohe-
rencia de su pensamiento reflejada en sus respues-
tas es inducida por una mirada a los espacios acota-
dos, como por ejemplo el de un segmento, o expre-
siones no acotadas, como por ejemplo el de una
suma infinita.

e Los alumnos que se muestran finitistas o que evaden
la infinitud, han presentado un tipo de respuestas y
un numero de respuestas actualistas que indicaron
que la nocion del infinito actual en la mente de estos
estudiantes empieza a aparecer a partir de representa-
ciones que inducen a ello, o haciendo una analogia
de concepto finitos. Por ejemplo, consideran que la
suma infinita debe tener un valor numérico finito
igual a como lo tiene la suma finita. O, aceptando el
proceso infinito de bisecciones representado en un
segmento de medida finita, aceptan la convergencia
del punto gracias a la representacion acotada del seg-
mento que induce a ello.

e En la mente de los alumnos que muestran una con-
cepcion actual en la mayoria de sus respuestas, esta
concepcion entra en conflicto sobre todo en el segun-
do problema del cuestionario, el de la pelota, que pre-
senta un contexto «eal-fisicor.

e Los alumnos que se muestran potencialistas, respon-
den a las preguntas basicamente dejindose llevar por
la intuicion natural del infinito que es la potencial.

En la bosqueda de coherencia

Uno de los motivos de la presencia de respuestas incohe-
rentes es la falta de consciencia por parte de los estudian-
tes de que estdn resolviendo un mismo problema repre-
sentado de diferente forma; sin embargo, un motivo mas
profundo es la dificultad de realizar una tarea, que hemos
llamado «area de conexién». La darea de conexion» con-
sistirfa en identificar y saber establecer relaciones entre los
problemas, en cuanto a lenguaje matematico y registro de
representacion semidtica se refiere, de manera que permi-
ta una influencia mutua dando lugar a respuestas asocia-
das coherentes con los problemas.

Podemos ilustrar lo anterior con un ejemplo. Pensemos en
los problemas 1 y 3. La tarea de conexion entre los dos
problemas consiste en reconocer que en ambas preguntas



estd presente la divisibilidad infinita por mitades; son dos
problemas que representan el mismo concepto, pero tales
que en el primero se utiliza el lenguaje geométrico y en el
tercero, el analitico. Entre los registros de representacion,
figura geométrica: segmento (pregunta 1) y escritura
numérica: suma infinita (pregunta 3), la tarea de conexién
consiste en reconocer los siguientes aspectos:

e Sise considera el segmento de dimension 1, es decir,
el segmento real [0, 1], cada punto del proceso de
biseccion se puede identificar con cada uno de los
sumandos de la suma infinita de la pregunta 3.

e Que la suma infinita, numéricamente representa la
suma infinita de los segmentos que son resultado de las
bisecciones y que, por tanto, una solucion explicita de
la serie es la respuesta correcta a la primera pregunta.

e Una respuesta de la pregunta 1 debe ser asociada y
coherente con la respuesta de la pregunta 3.

Ya dijimos anteriormente que uno de nuestros objetivos
era reflexionar sobre la posible importancia de la tarea de
conexion en la actividad matemadtica. Para ello, hemos
entrevistado a 6 estudiantes. La entrevista se diseno de
manera que las preguntas que hacia la entrevistadora per-
mitieran al estudiante realizar dicha tarea de conexion, es
decir, que la entrevistadora inducia dicha tarea pero sin
llegar a ser una intervencion didactica.

En la entrevista se presentaron los problemas 1, 3 y 4 del
cuestionario; una vez resueltos estos problemas se les pre-
sentaba la pregunta 2, para que la trataran de resolver
nuevamente. Esta Gltima habia sido la pregunta del cues-
tionario mds paraddjica y con mayor dificultad para los
alumnos.

Al finalizar la entrevista, 5 de los 6 alumnos terminaron
mostrando respuestas coherentes en los 4 problemas.
Concretando, para llegar a esta coherencia ha sido funda-
mental que los estudiantes:

e Reconozcan en todas las preguntas el proceso de divi-
sibilidad infinita, con los dos tipos de iteraciones, la
divergente y convergente.

e Establezcan la relacion y conexion entre las preguntas
a través de la sucesion numerica, 1/2, 1/4, etc.

Hemos identificado ademas que dicha tarea puede favo-
recer:

e La aparicion de un conflicto y la consciencia de la
paradoja en la mente del estudiante cuando hay por
lo menos una respuesta correcta en algunos de los
problemas. Algunos de ellos no se habian percatado
de la paradoja a qué llevaba el razonamiento de los
problemas. Sin embargo, después de relacionarlos y
poder hacer las conexiones matemadticas entre ellos, al
comparar la respuesta correcta con las no correctas,
(matematicamente hablando), se les hacia presente la

Uno de los motivos
de la presencia
de respuestas
incobherentes
es la falta
de consciencia
por parte
de los estudiantes
de que estan
resolviendo
un mismo
problema
representado
de diferente
forma. ..

paradoja. Uno de ellos mantuvo el
conflicto generado por la paradoja
en todos los problemas hasta el
final de la entrevista.

e La «utobisqueda» de coherencia,
de manera consciente o no, en las
respuestas y afirmaciones relaciona-
das con las preguntas (a través de la
tarea se llega a una mayor cons-
ciencia de la semejanza de la situa-
cion planteada en cada problema).
De forma espontinea los mismos
estudiantes se exigian una respues-
ta coherente después de identificar
la relacién existente en los proble-
mas y después de haber hecho las
conexiones matemadticas entre ellos.

e La identificacion de la idea o creen-
cia errénea que no permite dar una
respuesta consistente al estudiante.
Por ejemplo, en una de las entrevis-
tas, la del Gnico alumno que man-
tiene respuestas incoherentes al
final de la misma, se identifica el
motivo o la idea errénea del estu-
diante que no permite la coherencia
de sus respuestas: sostiene firme-
mente que 1,999... es menor que 2.

A modo de conclusiones

De las muchas conclusiones que obtuvi-
mos en nuestra investigacion, solo resal-
taremos tres aspectos con fuertes impli-
caciones en la planificacion de la
docencia:

e Las respuestas de los estudiantes
estan influenciadas por los lenguajes
matematicos usados en el enunciado
de los problemas. Cada registro de
representacion tiene unas dimitacio-
nes y oportunidades.. Por tanto, es
importante detectar las limitaciones
y explotar las oportunidades de
comunicacion que ofrece el registro
de cada enunciado, es decir, la figu-
ra geométrica, el grifico, el dibujo,
la expresion algebraica, etc.

e El estudiante posee ideas inconsis-

tentes, y no siempre se mantiene
coherente cuando resuelve un



mismo problema expresado en
diferente forma. El alumno, enton-
ces, puede manifestar ideas y con-
cepciones diferentes con respecto a
un mismo concepto matematico, en
nuestro caso, del infinito actual.

e La importancia de inducir en los
estudiantes las tareas de conexion
para ayudarles a construir un pen-
samiento coherente con sus propias
ideas y esquemas.
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Construcciones y disecciones
del octogono

Inmaculada Fernandez Benito

Encarnacion Reyes Iglesias

Las construcciones
geométricas con regla y
compds, o bien con plegado
de papel, constituyen un
importante recurso para
reforzar la faceta
manipulativa del aprendizaje
de las mateméticas.

En la observacién del
entorno que rodea a nuestros
alumnos aparecen formas
geométricas que con
frecuencia son octégonos.
Las disecciones geométricas
ofrecen mucho interés desde
el punto de vista formativo y
de desarrollo de la actividad
creadora y descubridora del
alumno.

ON LA CORRIENTE constructivista, que es inherente a las
nuevas teorias de ensenanza, la Geometria ha recobrado
un importante protagonismo. Pensamos que las construc-
ciones geométricas con regla y compds, o bien mediante
el plegado de papel, constituyen un importante recurso
para reforzar la faceta manipulativa del aprendizaje de las
matemadticas.

Uno de los objetivos generales de la ensenanza de las
matemadticas consiste en ayudar al alumno a descubrir la
realidad matematica del entorno que le rodea. En particu-
lar desde su vinculacién con el arte y la arquitectura, la
observacion de distintas formas geométricas en los ele-
mentos constructivos y la frecuencia con la que aparece el
octégono en ellas, nos ha llevado a considerar y analizar
algunas caracteristicas de este poligono.

El octégono es una forma geométrica utilizada con fre-
cuencia en la construccion arquitectonica como paso inter-
medio entre la forma cuadrada y la circular. Recordemos,
por ejemplo, en la arquitectura arabe los trazados de plan-
tas, cipulas, mausoleos, torres, fontanas, etc.

Construcciones

Son bien conocidas algunas de las construcciones del
octégono regular con regla y compds como, por ejemplo,
las siguientes:

A) La obtenida a partir de una circunferencia trazando

dos didametros perpendiculares y sus bisectrices.

El interés de esta construccion radica, ademas de por su
sencillez, porque permite la obtencion mediante biseccio-
nes, del dngulo de 45°, que es el angulo central del octo-

gono.



Figura 1

B) La construccion realizada a partir de un cuadrado
PORS y el cuadrado P QR'S™ que resulta al girar el
primero 45° alrededor de su centro O.

Esta construccion nos proporciona dos octégonos conve-
x0s y una estrella {8/2}.

Q
P Q
1
p D O R
S R
St Figura 2

Actividades

Por el gran nimero de actividades de interés geométrico
que pueden aportar otras construcciones del octégono,
proponemos las siguientes:

1) A partir de un formato DIN A4 (Figura 3) que es un rec-
tangulo de proporcion g2 , se extrae la tira de dimensio-
nes 1 x ( 542_ — 1.

21—

1 Figura 3

N

Para formar el octégono se sitia la tira paralelamente a las
dos diagonales del cuadrado, haciendo coincidir el eje de
simetria longitudinal de la tira, con la diagonal del cua-
drado, hasta intersecar a los lados de éste, como se puede
observar en la siguiente figura:

Figura 4

Esta
construccion
se conoce
como

“corte sagrado”.

Calculemos el lado L del octégono a
partir de un cuadrado de lado 1 y com-
probemos que efectivamente el lado del
octégono regular obtenido con esta
construccion mide gi_ -1

Figura 5 1

Segun se observa en la figura anterior,

se tiene:

serl=1, de donde: x = L

P=2x? J2

y por tanto: G2+D-1=1
L=#, es decir: L=+2-1

J2+1

2) Dado un cuadrado se trazan sus dia-
gonales y se dibujan cuatro arcos de
circunferencia con centros en los vérti-
ces del cuadrado y radio la mitad de la
diagonal. Dichos arcos determinan, al
cortar a los lados del cuadrado, ocho
puntos que son los vértices de un octo-
gono regular. Esta construccion se
conoce como “corte sagrado”.



x

Comprobemos que efectivamente el
poligono construido es un octégono
regular. Tenemos:

2x+L =1

O 2
+L_x/§’?dedonde: x:£—L
X =50 2
y por tanto: N2-22+1=1
Es decir:

3) Otra construccion especialmente
interesante desde el punto de vista
algebraico, geométrico y artistico es la
del octogono estrellado {8/3) de la
siguiente figura, que ademads de ser una
estrella es un poligono, a diferencia de
la estrella del apartado B) que no es un
poligono sino dos (dos cuadrados).

Disecciones

Las disecciones de poligonos, en pie-
zas, para formar otros poligonos es una
forma atractiva y entretenida de abor-
dar el estudio de la geometria de los
poligonos y sus propiedades.

Ha sido ya probado que cualquier poli-
gono puede ser cortado en un nimero
finito de piezas que forman otro poli-
gono de la misma drea. Asi, diremos
que dos poligonos son equicompuiestos
siy solo si son equivalentes.

1 Figura 6

Figura 7

Las disecciones
de poligonos,
en piezas,
para formar
otros poligonos
es una forma
atractiva
y entretenida
de abordar
el estudio
de la geometria
de los poligonos

y sus propiedades.

Obviamente el interés de las disecciones radica en encon-
trar la figura equivalente con el minimo nimero de piezas.
En la siguiente figura se muestran tres disecciones del
octégono en cuatro partes. Con las cuatro partes en las
que se han diseccionado cada uno de los octégonos se
forman los rectdngulos R,, R, y R, cuyas dreas coinciden
con las de los octégonos O,, O, y O, de partida:

0 Ry
R,
0,
03 Rs
Figura 8

Proponemos ademads otra particion del octdgono en cinco
partes, cuatro de ellas trapecios rectingulos T, T,, T,y T
y la quinta un cuadrado con centro en el centro del oct6-
gono. Estas cinco piezas forman el rectingulo R, que
obviamente tendrd el mismo drea que el octégono O,.

Figura 9



Actividades

Ademas de proponer como actividades las demostraciones

que se han probado anteriormente, se pueden realizar

otras que a continuacion enunciamos:

1.

Hallar el drea de los tridngulos sombreados de la figura
4 y como consecuencia calcular el drea del octégono.

Demostrar que la tira extraida del formato DIN A4, en
la figura 3 es un rectingulo de proporcion g2 - 1.

Deducir, utilizando el resultado de la actividad ante-
rior, que:

Lt

siendo L el lado del octégono y D la diagonal perpen-
dicular al lado de apoyo, como se ve en la figura 2.

Hallar el area de la cruz dibujada en el primer cua-
drado de la figura 4.

En la construccion del octégono sobre un cuadrado
de referencia que origina el corte sagrado (figura 6),
se genera una malla no regular de nueve rectingulos,
como se muestra en la siguiente figura:

Figura 10

Inmaculada Fernandez
IES Maria Moliner.
Laguna de Duero (Valladolid)
Encarnacién Reyes
ETS Arquitectura.
Valladolid.

Sociedad Castellano-Leonesa

de Profesores de Mateméticas

La parte central es un cuadrado en
el que se dibuja una cruz similar a
la del cuadrado de referencia.

a) ¢Cual es la relacion entre Ly L?

b) Deducir que los cuadrados cen-
tral y de referencia son semejan-
tes de razén 1 + ¢2 .

6. Formular geométricamente los mé-
todos de diseccion de los octégo-
nos O,, 0,, O;, O,y sus rectingulos
equivalentes en las figuras 8, y 9.

7. Caracterizar y clasificar geométrica-
mente las dreas de las piezas de las
disecciones de la actividad anterior
y compararlas con el drea total del
octogono y del rectingulo.
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Actividades matematicas fuera
del aula: Cuaderno de Campo

Alfredo Marcos Cabellos

Eduardo Carpintero Montoro

En este articulo se presentan
una serie de experiencias
sobre cémo aprovechar el
entorno a la hora de tratar

ciertos contenidos del
curriculo. Estas actividades
estén organizadas en funcién
de la proximidad al aula:
trabajaremos tanto en el
enforno mas préximo, el patio
del instituto, como en uno
mas alejado, el ambiente
rural. Las actividades
contienen aspectos
interdisciplinares que fratan
de mostrar la parte préctica y
utilitaria de las matemdticas,
trabajando especialmente los
contenidos procedimentales,
asi como ser un material
didactico il para la atencién
a la diversidad.

Las actividades propuestas
aparecen recogidas en un
cuaderno de campo de forma
que los alumnos dispongan
de un material donde reflejar
de una forma ordenada y
precisa los resultados
obtenidos después de realizar
cada una de ellas.

LO LARGO de varios anos hemos sentido la necesidad de
proponer a nuestros alumnos tareas que tuviesen como
contexto el entorno donde ellos desarrollan su actividad,
tanto académica como cotidiana. Asi, cuando tenemos que
trabajar con trigonometria, salimos al patio del centro a
medir la altura de distintos objetos. Del mismo modo, para
un mejor conocimiento «matematico» de su barrio hemos
propuesto la realizacion de fotografias donde se recogiese
algiin concepto estudiado en clase. Cuando hacemos la
tipica salida al campo con los alumnos, o visitamos algin
edificio histoérico, es una buena ocasién para que los alum-
nos <hagan matemdticas». Y, por qué no, podemos ir al
parque mds proximo para desarrollar nuestra clase de
matematicas alli, donde los alumnos encuentren situacio-
nes problematicas que tengan que resolver. Pensamos que
una metodologia basada en la resolucion de problemas
puede tener como contexto el exterior del aula.

Todas estas actividades las hemos ido realizando de forma
aislada, dentro del curso académico, en los Gltimos tres anos
con alumnos de 4.° de ESO. Después de las primeras expe-
riencias, llegamos a la conclusion de elaborar un cuaderni-
llo donde se recogiesen todas estas actividades y donde el
alumno tuviese que plasmar todos los datos recogidos y las
conclusiones obtenidas, a modo de cuaderno de campo.

Siempre hemos creido en la necesidad de hacerles ver a
nuestros estudiantes la proximidad con que se pueden
encontrar en su vida cotidiana los conceptos matematicos
estudiados en el aula. También en mostrarles algunas apli-
caciones de las matemdticas como herramienta practica y
util. Desde luego que esto no es nada nuevo, lo que cam-
bia es el contexto. Ya en los propios objetivos generales
del area para la secundaria se plantea la necesidad de tra-
tar las relaciones de las matemdticas con la realidad de
forma que permitan una mejor interpretacion de ésta.
Todo ello mediante la utilizacion de técnicas adecuadas de



recogida de datos, procedimientos de medida acordes con
la situacion planteada, y la representacion de esa informa-
cion de una forma griafica y numérica que faciliten una
mejor interpretacion. También se pretende que los estu-
diantes identifiquen formas y relaciones espaciales pre-
sentes en la realidad, analizando las propiedades y rela-
ciones geométricas implicadas, siendo sensibles a la belle-
za que generan. El contexto de trabajo que nosotros pro-
ponemos permite al alumno valorar sus habilidades mate-
maticas para afrontar situaciones que requieran su empleo.

Caracteristicas de las actividades

Matematicas proximas al entorno

Los profesores de matematicas acostumbramos a pensar
que es dificil encontrar situaciones de la vida cotidiana que
podamos utilizar para nuestras clases, y mas dificil atin nos
resulta <hacer matemadticas» fuera del aula. La experiencia
propuesta trata de ser un ejemplo de ambas situaciones.

Es una experiencia sobre como aprovechar el entorno a la
hora de tratar ciertos contenidos del curriculo. Trabajamos
tanto en el entorno mas proximo, el patio del instituto,
como en otros mis alejados, dentro de una visita a una
zona rural, sin olvidarnos de otros lugares que muestren
un «nterés matematico.

Presentamos un material de clase pensado para ser desa-
rrollado en el segundo ciclo de ESO. Sin embargo tiene
mejores posibilidades de realizacion en 4.° ya que, al ser
el dltimo curso de la etapa, las actividades previstas pue-
den servir en muchos casos como aplicacion de los con-
tenidos que han estudiado con anterioridad. Algunas de
las actividades propuestas solo pueden ser realizadas por
alumnos de la opcion B.

Interdisciplinariedad

Se incluyen dentro de las tareas propuestas aspectos inter-
disciplinares de otras areas del curriculo, como por ejem-
plo: Ciencias Sociales (arquitectura y arte), Ciencias de la
Naturaleza (conocimiento e interpretacion del medio natu-
ral), Tecnologia (diseno y construccion de instrumentos de
medida), Educacion Fisica (senderismo y orientacion),
Educacion Plastica y Visual (realizacion y presentacion de
planos y trabajos topograficos). Asi mismo, es una oportu-
nidad para abordar algunos temas transversales dentro del
area de matematicas, tales como: Educacion del consumi-
dor y Educacion ambiental.

Metodologia diversa

La mayoria de estas actividades tratan de mostrar la parte
prdctica de las matemadticas. Planteamos cuestiones acer-

Los profesores
de matemadticas
acostumbramos

a pensar que

es dificil
encontrar
situaciones
de la vida
cotidiana
que podamos
utilizar
para nuestras
clases,

y mads dificil avun
nos resulta
Bhacer
matemadticas»
Sfuera del aula.

ca de lo utiles que son las matematicas
en situaciones muy diversas. Esto lo
hacemos utilizando una metodologia
muy variada con los alumnos: desde tra-
bajos en grupo, gran parte de ellas,
hasta el trabajo individualizado.

El tipo de contenidos que tratamos son
principalmente procedimentales, no
muy habituales en el aula de matemati-
cas. Entre otros, destacamos:

1. Medicion de distancias utilizando la
cinta métrica o el método del paso.

2. Realizacion y andlisis de fotografias.

3. Manejo de los instrumentos de medi-
da —brijula, clinémetro, curvimetro.

4. Elaboracién de planos y croquis.

5. Manejo e interpretacion de planos y
mapas topograficos.

6. Recogida de datos y otros elemen-
tos (hojas, plantas, etc.) durante la
realizacion de las actividades.

Hacemos una mencién especial a la
realizacion y andlisis de fotografias
como un recurso didictico que permite
llevar la realidad al aula. A través de la
realizacion de fotografias los alumnos se
sienten obligados a mirar con ojos criti-
cos el entorno en el que se mueven y
les hace reflexionar sobre aspectos
matemdticos de los objetos. El analisis
de fotografias descubre la conexion de
las matemadticas con la realidad, ya que

Fotografia 1



pone de relieve aspectos geométricos,
grificos y funcionales que la imagen
hace presentes con mucha mayor facili-
dad que otras técnicas. En definitiva, la
fotografia es el recurso didadctico que
mejor se adapta al tipo de actividades
que aqui planteamos: estimula la creati-
vidad, permite establecer relaciones
tanto con la realidad como con otras
areas y es facil de adaptar a las capaci-
dades de cada grupo de alumnos.

Atencion a la diversidad

Otra de las razones que nos han llevado
a elaborar este «cuaderno de campo» ha
sido la necesidad de que los alumnos
dispongan de un material donde pue-
dan reflejar los resultados obtenidos
después de realizar una actividad, y que
le ayude a expresarlo de una forma
ordenada y precisa. Esto hace que sea
un material didactico muy util para la
atencion a la diversidad, ya que permi-
te tanto la realizacion de tareas de
manera individual por parte de los
alumnos, a diferentes niveles de profun-
dizacién, como el reparto de tareas den-
tro del trabajo en grupo de forma coo-
perativa, lo que supone adaptarlas a las
capacidades de cada uno de ellos.

Cuaderno de campo

La estructura de las actividades es muy
similar: se indica el objetivo especifico
que se pretende realizar, asi como los
materiales que se van a utilizar. Comienza
la actividad con una breve introduccion
tedrica (que ha de ser apoyada con una
explicacion previa por parte del profesor
en el aula, tanto de los requisitos tedricos
como de la actividad en concreto).
Posteriormente aparecen una serie de
tablas para la recopilacion de los datos
necesarios, asi como los huecos y espa-
cios necesarios para hacer los dibujos,
croquis, fotografias, desarrollos, etc.

Las actividades estdn organizadas en cua-
tro unidades didacticas que se desarro-
llan de manera independiente, y que
estan presentadas en funcion de la pro-
ximidad al aula: desde lo mas cercano, el

...la fotografia
es el recurso
diddctico
que mejor
se adapta
al tipo
de actividades
que aqui
planteamos:
estimula
la creatividad,
permite establecer
relaciones tanto
con la realidad
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y es facil
de adaptar
a las capacidades
de cada grupo
de alumnos.

Unidades didacticas

Unidad 1. Matemaéticas en el patio del instituto
1. Medicién del paso.
2. Célculo de alturas.
3. Elaboracién del plano del instituto.

4. Célculo de anchuras.

Unidad 2. Matemdticas en el Parque Juan Carlos |
5. Juan Carlos I: un parque nico.
6. Jardin de las tres culturas.

7. Paseo por el parque.

Unidad 3. Paseo matemdtico por la sierra de Madrid
8. Paseo matemdtico.
9. Identificacién de objetos mateméticos.

10. Localizacién de lugares.

Unidad 4. Mateméticas en una zona rural
11. Construccién de un reloj solar.
12. Elaboracién de un plano a escala y orientado.
13. Simetrias en la arquitectura.
14. 3Cémo leer un plano topografico?

15. Excursién botdnica .

Esquema del cuaderno

patio del instituto, hasta lo mas lejano, una zona rural. Se
disenaron para trabajar en la Comunidad de Madrid (parque
Juan Carlos I, valle del Lozoya y Cercedilla) aunque también
pueden ser adaptadas a cualquier otro contexto.

Presentacion de las actividades

El desarrollo de las actividades puede ser llevado a cabo
en dos cursos, 3.° y 4.°, 0 en uno sélo. En el caso de ele-
gir esta segunda opcion, su secuenciacion estaria acorde
con la programacion del area, esto es, durante el primer
trimestre se trabajaria con el bloque de Representacion y
organizacion del espacio, en el segundo trimestre con los
contenidos sobre Interpretacion, representacion y trata-
miento de la informacion, mientras que los contenidos de
Medida, estimacion y cdlculo de magnitudes se abordan a
lo largo de todo el curso.

Unidad 1. En el patio del Instituto

Los contenidos que se trabajan son: estimacion de distan-
cias, cdlculo de alturas (con y sin uso de conceptos de tri-



gonometria) y elaboracion de planos a escala y orientados.
Excepto para las actividades que prevén el uso de trigo-
nometria, es suficiente que los alumnos estén familiariza-
dos con el teorema de Thales y las propiedades de la
semejanza de tridngulos.

Una adecuada asimilacion de los contenidos de esta uni-
dad es muy importante para el desarrollo del resto de las
unidades ya que son la base de las actividades que en ellas
se plantean. Desde la primera actividad los alumnos tienen
presentes cuales van a ser las pautas de actuacion: trabajo
en pequenos grupos de tres o cuatro personas, la necesi-
dad de realizar tres mediciones en todos los experimentos
o recogida de datos, la importancia que tiene la exactitud
en la medicion y toma de datos, asi como el empleo de
los procedimientos necesarios para el correcto uso de bra-
jula y clinometro.

Las actividades que se proponen no son originales, son los
ejercicios que tradicionalmente aparecen en los libros de
texto. Lo novedoso es que en estas actividades el alumno
es el protagonista a la hora de estimar las distancias, mane-
jar los aparatos de medicion, recoger los datos, y calcular
los resultados finales. Entre otras se pide: el cdlculo de la
longitud de su paso, el uso de distintos métodos para el
calculo de alturas —método de la escuadra, método del
pintor y método de las sombras—, uso del clinémetro y
brijula y su aplicacién en la elaboracion de planos y el
calculo de la altitud del Sol.

Unidad 2. En el Parque Juan Carlos |

El Parque Juan Carlos I se ubica en el norte de la capital
de Madrid. Asentado sobre un antiguo vertedero y un
deteriorado olivar, su estado de degradacién era absoluto
hasta que se decidi6 su rehabilitacion en 1989. La estruc-
tura del parque se extiende en torno a un bulevar de 40
m de anchura, con forma anular y de un 1 km de diame-
tro. Canales de agua, lagos, géiseres, mas de 30 surtidores
parabdlicos, la combinacion entre los restos del olivar y la
nueva vegetacion generan una simbiosis perfecta entre
parque y olivar. Ademads 17 esculturas de gran tamano y
un conjunto de tres jardines representativos de las culturas
cristiana, judia y darabe hacen de este rincén, con 160 hec-
tareas, el parque mds grande de Madrid y un lugar muy
apropiado donde buscar la conexion entre matematicas,
naturaleza, arquitectura y escultura.

Ademas de trabajar los contenidos de la anterior unidad,
aqui se introducen el reconocimiento de figuras geométri-
cas en el plano (poligonos, poligonos estrellados, espira-
les), figuras geométricas en el espacio (prismas, pirdmides,
esferas, cilindros, coronas circulares), el estudio de trans-
formaciones geométricas (movimientos en el plano, andli-
sis de mosaicos, simetrias en la naturaleza y arquitectura),
y la identificacion de graficas de funciones. Asi mismo, se

Las actividades
que se proponen
no son originales,
son los ejercicios
que
tradicionalmente
aparecen
en los libros
de texto.

Lo novedoso
es que en
estas actividades
el alumno
es el protagonista
a la hora
de estimar
las distancias,
manejar
los aparatos
de medicion,
recoger los datos,
y calcular
los resultados
finales.

utiliza la realizacion de fotografias como
un método de recoger informacion
matematica.

El desarrollo de esta unidad se lleva a
cabo en tres momentos: una actividad de
lectura y comprension del folleto explica-
tivo del parque, previa a la visita, donde
el alumno tiene que analizar la informa-
cion numérica del folleto y calcular, entre
otras cosas, la escala del plano, la super-
ficie del bulevar, la distribucion del olivar
por decametro cuadrado y la distancia y
rumbos del recorrido propuesto. Se com-
plementaria con el visionado de diaposi-
tivas del parque que servirian de ejemplo
a los alumnos para la posterior de reali-
zacion de fotos. La visita al parque tiene
lugar durante toda una manana, y en ella
se distinguen dos bloques de actividades,
las relativas al Jardin de las Tres Culturas
y el paseo por el parque. El dltimo mo-
mento se corresponde con el trabajo final
en el aula, acabando las tareas y cilculos
que no se concluyeron durante la visita, y
una puesta en comin comentando las
incidencias, problemas y resultados de la
experiencia con el alumnado.

El Jardin de las Tres Culturas es un con-
junto de tres jardines individuales, repre-
sentativos de las culturas arabe, cristiana
y judia, que confluyen en un punto cen-
tral comun, alegérico a la idea de parai-
so o edén. Algunas tareas matematicas
que nos ofrece este espacio son: el cal-
culo de la pendiente de una pasarela-
puente, estudiar dos mosaicos (tipo de
malla, motivo minimo, movimientos que
lo dejan invariante), calcular la razén de
semejanza entre tridngulos, hallar el drea
de poligono estrellados y calcular el
volumen de un prisma octogonal. Du-
rante el paseo por el parque los alumnos
se encuentran con siete de las grandes
esculturas que hay en el mismo: han de
calcular el volumen de una esfera, un
cilindro, un anillo circular, varios pris-
mas cuadrangulares, asi como identificar
la grifica de arcos parabdlicos y de una
sinusoide. A lo largo de toda la jornada
los alumnos tienen que recoger muestras
de hojas y plantas que presenten sime-
trias, asi como identificar las simetrias
que presentan las distintas esculturas y
los tres jardines.



Andlisis de las simetrias y movimientos en la naturaleza. Trabajos realizados por alumnos durante la visita al Parque Juan Carlos |

Otras tareas propuestas requieren una
labor de investigacion por parte del
alumno, que deberia desarrollar de
manera individual, como por ejemplo:
aportaciones cientificas de Galileo o
busqueda de los distintos tipos de espi-
rales que existen. También se aprovecha
para realizar actividades de tipo interdis-
ciplinar con la materia de Historia, como
por ejemplo: informacion relativa a la
simbologia de las plantas de las iglesias
cristianas, las aportaciones artisticas de
la cultura islamica o la simbologia de la
estrella de David en la cultura judia.

Unidad 3. Paseo matematico
por la Sierra de Madrid

Las actividades que se plantean en esta
unidad tienen un fuerte componente
interdisciplinar: mientras practicamos
senderismo —educacion fisica— los alum-

Tambien
se aprovecha
para realizar
actividades
de tipo
interdisciplinar
con la materia
de Historia

Fotografia 2. Entrada del Parque Juan Carlos |

nos interpretan un mapa topogrifico, recogen y clasifican
plantas y hojas —ciencias naturales— y recopilan datos para
la elaboracion de graficas.

El itinerario elegido para realizar las actividades forma
parte de la Ruta Verde 1 a lo largo del Valle del Lozoya,



que discurre en la sierra de la Comunidad de Madrid
desde el pueblo de Rascafria hasta al Puerto de Cotos,
pasando por el Paular, por la cabecera de aguas de la
cuenca del rio Lozoya. Se trata de una ruta ecoturista de
una gran variedad y espectacularidad paisajistica, asi como
de interés cultural y ecolégico. Es un recorrido de 8 km,
aproximadamente, siendo la primavera la mejor época
para su realizacion.

La realizacion de esta unidad supone una aplicacion prac-
tica de los contenidos relacionados con la interpretacion y
elaboracion de grificas de funciones a partir de tablas de
datos. Ademds se insiste en la realizacion de fotografias
como forma de identificar las matematicas presentes en el
entorno.

Unidad 4. Matemadticas en uvna zona rural

El objetivo de esta unidad es consolidar los contenidos tra-
tados en actividades anteriores. Si las unidades didacticas se
realizan en un solo curso, puede servir de colofon al traba-
jo desarrollado a lo largo del mismo. Se plantea como acti-
vidad extraescolar para realizar al menos durante cinco dias
en algin albergue o estancia situado en una zona rural.
Nosotros hemos llevado a cabo esta unidad en el pueblo de
Umbralejo, situado en el norte de Guadalajara, como un
proyecto que presentamos al programa Recuperacion y uti-
lizacion educativa de pueblos abandonados» del Ministerio
de Educacion. Estas actividades se pueden adaptar a la geo-
grafia de cualquier lugar, en concreto presentamos una
adaptacion al pueblo de Cercedilla (Madrid).

Los contenidos matemdticos utilizados hacen referencia a
multiples aspectos del curriculo: resolucion de problemas,
geometria, funciones, nimeros y estadistica. Ademds, se
trabajan lo contenidos relativos a la interpretacion de los
aspectos geogrificos y formas del relieve.

Algunas de las actividades se basan en la recopilacion de
datos para la elaboracion de grificas, como por ejemplo,
la construccion de un reloj solar, elaboracion del perfil de
un rio, de un corte topogrifico, el itinerario de una excur-
sién; otras son de tipo manipulativo como la construccion
de un curvimetro; otras de interpretacién y orientacion
con un mapa topografico; trazado de una poligonal para
la elaboracion de un plano del pueblo; bisqueda y foto-
grafia de simetrias en la arquitectura; etc.

Ejemplos de actividades

A continuacion, se presentan algunas de las actividades
que aparecen en el Cuaderno de campo especificando los
objetivos, contenidos y materiales de cada una de ellas, asi
como una breve descripcion, su desarrollo y el trabajo rea-
lizado por los alumnos.

Simetrias en el entorno. Trabajo de los alumnos

Los contenidos
matemdaticos
utilizados
hacen referencia
a multiples
aspectos
del curriculo:
resolucion
de problemas,
geometria,
Jfunciones,
numeros
) estadistica.

Calculo de alturas utilizando
trigonometria

Esta actividad necesita como requisitos
previos una exposicion tedrica en el aula
de los conceptos de trigonometria. Salvo
la tabla relativa a «Método de doble
observacion», podemos considerar este
ejercicio como la primera practica de tri-
gonometria (en este caso, calculo de
alturas). Las dificultades observadas se
centran sobre todo en un uso incorrecto
del clindmetro por parte de los alumnos,
lo cual conduce en algunos casos a
resultados bastantes disparatados. Por
ello, en esta actividad se les pide inicial-
mente que realicen una estimacion de
las alturas que van a medir (por compa-
racion con distancias conocidas, por
ejemplo: la altura de un piso, la distan-
cia de la linea de tiro libre en la cancha
de baloncesto), y al final, que valoren



criticamente los resultados de la medi-
cion efectuada con respecto a la estima-
cioén realizada. Otro error detectado es
que en algunas ocasiones los alumnos
calculan la media aritmética de las medi-
ciones efectuadas por distintas personas
(distintas alturas de cada uno de ellos), a
distintas distancias (y por tanto, distintos
angulos de observacion), cuando real-
mente lo que se pide es que efectuadas
las mediciones y célculos por separado,
tomen por resultado final la media de
los distintos resultados obtenidos.

Por dltimo, se propone el cilculo de la
altura de un edificio exterior al instituto,
sobre el cual no existe la posibilidad de
acceder a su base para medir la distan-
cia. Para su resolucion no es necesario
introducir el teorema del seno, sino que
basta con aplicar conceptos trigonomé-
tricos a tridngulos rectangulos. Es un
buen ejercicio de utilizacion de sistemas

Céleulo de alturas utilizando trigonometria

...y abordar
temas
transversales
como
la tolerancia
y el conocimiento
Yy respeto
a culturas
distintas
a la nuestra.

de ecuaciones con dos incognitas a la hora de resolver pro-
blemas de la vida real. De alguna manera interrelaciona-
mos geometria y dlgebra, de forma que el alumno no lo
perciba como bloques de contenidos estancos y separados.

Jardin Arabe

La visita al Jardin Arabe es una excelente posibilidad para
relacionar las matematicas con las aportaciones de la cul-
tura arabe a la arquitectura. Desde las simetrias en el arco
de herradura, el uso del octégono y poligonos estrellados
por doquier, hasta el componente estético en su afin
decorativo de rellenar cualquier hueco en las paredes y
suelos (horror vacui) con mosaicos, tenemos una buena
combinacién para trabajar interdisciplinarmente con el
area de Ciencias Sociales y abordar temas transversales
como la tolerancia y el conocimiento y respeto a culturas
distintas a la nuestra.

En el apartado 3 se les pide el cilculo del volumen del pris-
ma octogonal recto de la fotografia. Ademds de utilizar los
procedimientos del célculo de alturas ya vistos en las acti-
vidades del patio, tienen que dar una solucion para el cil-



Jardin Arabe o Estancia de las delicias

Fotografia 3. Mosaico del Jardin Arabe

culo de la apotema de la base que en principio no pueden
medir directamente sobre el terreno por la presencia de una
fuente en el centro del prisma. De nuevo tienen que recu-
rrir a la trigonometria, si bien algunas soluciones erréneas
de los alumnos pasan por identificar radio y lado, para apli-
car posteriormente el teorema de Pitigoras, o incluso iden-

Se pretende que
los alummnos
interprelen
un mapa
topogrdfico,
identifiquen
el relieve. ..

tificar apotema y lado. Se concluye con
el estudio y analisis del mosaico que
decora el suelo.

Paseo matematico

Esta actividad estd disenada para ser
realizada durante una marcha por la
Sierra madrilena (aunque puede ser
adaptada a cualquier otro lugar) duran-
te todo el dia. Se pretende que los alum-
nos interpreten un mapa topogrifico,
identifiquen el relieve, y recogan datos
de altitud, distancia y tiempo, y que los
representen graficamente.

Para llevar a cabo esta actividad es nece-
sario una clase previa de explicacion te6-
rica de como manejar un plano: curvas
de nivel, escala, puntos mas destacables,
distintos tipos de relieve, etc. Los alum-
nos se organizarin en grupos de tres o
cuatro personas, debiéndose repartir y



Paseo «matemdtico»

organizar el trabajo de forma que duran-
te la marcha puedan ir recogiendo los
datos necesarios. Después de realizada la
marcha cada grupo deberd trabajar en
casa para pasar a limpio todos los datos
y completar las tareas previstas.

Ademas la zona permite realizar activi-
dades propias del drea de biologia, aun-
que también tiene un gran interés cultu-
ral pues aqui se encuentra el Monasterio
del Paular que, junto con el puente del
Perdon, permite completar la salida con
actividades de tipo historico-artistico.
Incluso existe la posibilidad de realizar
algunas actividades de Astronomia: en
particular, la zona del <Mirador de los
Robledos» (final de nuestra marcha) es
un excelente lugar para realizar una
observacion nocturna del cielo. Para
ello es suficiente con utilizar unos pris-
maticos y varios planisferios, aunque
serfa deseable contar con un telescopio.

Trabajos realizados por alumnos en la marcha
realizada en marzo de 1999



Construccion de un reloj solar

El estudio de las sombras del Sol nos permite trabajar con
el sistema de numeracion sexagesimal, los dngulos, con-
ceptualizar la idea de direccion vy justificar la eleccion de
la direccion Norte-Sur como direccion de referencia.

Las peculiaridades de esta actividad implica que para su
realizacion se necesite un dia soleado, asi como un sitio
relativamente despejado donde la sombra del «palo» no sea
interferida por otras sombras. Con los datos obtenidos se
les pide que construyan una grafica que relacione el tiem-
po con la longitud de la sombra. Es un ejercicio que nos
permite, utilizando la brdjula, comprobar la direccion de
las sombras proyectadas sobre el suelo en distintos
momentos del dia, y sacar conclusiones acerca de que el
movimiento «aparente» del sol de Este a Oeste es debido
al movimiento de la Tierra alrededor del mismo.

Si bien la representacion de los datos es facil para los alum-
nos, cuando se les pregunta sobre la interpretacion de los
mismos en distintas situaciones nos encontramos con algu-
nas dificultades. La mayoria da por bueno que, en efecto, la
diferencia de las longitudes de la sombra se corresponde
con las distintas @parentes» alturas que alcanza el Sol a lo
largo del dia, siendo la sombra minima la relacionada con
la altura maxima del Sol sobre el horizonte. Las dificultades
surgen cuando planteamos qué resultados obtendriamos si
la experiencia se hubiera realizado en invierno, o si se
hubiera realizado en el hemisferio Sur. Asi mismo, muchos
alumnos no ven con claridad cudnto tardard la sombra del
palo en describir una vuelta completa.

Evolucién de las sombras en el mes de mayo. Trabajo de alumnos

Construccién de un reloj solar

Trazado de una poligonal

El objetivo final de esta actividad es la
elaboracion de un plano a escala y
orientado de una barriada del pueblo de
Cercedilla, siendo una aplicacion de las
matemadticas a la Topografia.

Para su desarrollo cada grupo de tres o
cuatro alumnos debe realizar inicial-
mente un croquis de todo el barrio.
Después se hace una puesta en comuin
con los distintos croquis realizados, se
corrigen diferencias entre cada uno de
ellos y se divide la zona a topografiar en
cuatro (0 mas) sectores. A continuacion,
cada grupo realiza una poligonal de su
sector, que consiste en una linea que-
brada formada por una serie de seg-
mentos, formando dngulos entre ellos,
teniéndose que medir la longitud de
dichos segmentos y su rumbo.



Es pues un trabajo que exige una coor-
dinacién eficaz entre los distintos gru-
pos de alumnos a la hora de planificar
el trabajo, tomar datos y concretar las
estaciones topograficas comunes a los
distintos grupos. Es fundamental insistir
en la importancia de este Gltimo punto,
determinar las estaciones topogrificas
comunes a cada sector, ya que &stas
serdn la base sobre la cual elaboraremos
el plano definitivo.

Esta actividad atna una gran cantidad
de conceptos matematicos (escalas, tri-
gonometria, cambio de coordenadas de
polares a cartesianas), unos contenidos
procedimentales variados y un trabajo
en equipo efectivo. La combinacién de
todos estos aspectos hace que esta tarea
sea bastante compleja, lo cual requiere
una explicacion muy pausada y clara,
para evitar errores. También es una
buena oportunidad para hablar de geo-

Elaboracién de un plano a escala

Alfredo Marcos
IES Anselmo Lorenzo.
San Martin de la Vega
(Madrid)
Eduardo Carpintero
IEES Severo Ochoa. Ténger.
Marruecos

Sociedad Madrilefia
de Profesores de Matemdticas
«Emma Castelnuovo»

metria analitica, asi como para proponer, a algin grupo
mas avanzado el uso del clinémetro y realizar una intro-
duccion a las coordenadas esféricas.
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De pesetas a euros

Tomas Queralt Llopis

En el presente articulo se
plantea y se resuelve una
actividad propuesta para
trabajar con los alumnos el
concepto de redondeo,
usando como contexto la
futura situacion de
transformacién de pesetas a
euros y partiendo de las
directrices que marcan la
elaboracién de actividades
con un espiritu
constructivista. En la
resolucion se obtienen
resultados que sorprenden.

E ESTA ACERCANDO el momento de abandonar la peseta
como unidad de moneda en el territorio espanol y de uti-
lizar el euro dentro del marco de la Unién Europea. Este
proceso, abundantemente anunciado y apoyado por una
campana de formacion de la poblacion respecto a cémo
hacer la transformacion de una unidad a otra, puede ayu-
dar a comprender el mecanismo que resuelve el problema
de redondear una cierta cantidad, pero no es suficiente
para comprender el significado matematico que involucra
este concepto. Porque redondear una cantidad a una posi-
cion decimal dada significa buscar la aproximacion, de
entre las dos que existen, que esté mas cerca del valor ini-
cial: la aproximacion por defecto o por exceso. Pero en
este caso, en el que se trata de dinero, siempre hay alguien
que gana o pierde, en funcién de si elegimos una aproxi-
macioén u otra para redondear. Puesto que todos los ciuda-
danos deberemos cambiar nuestro dinero de pesetas a
euros, me parece interesante el pararme a pensar un poco
sobre este asunto, ya que la cuestion vista desde el punto
de vista global puede involucrar mucho dinero. Y creo que
todo el mundo tiene interés en que, por pequena que sea
esta cantidad, siempre serd mejor que sea el banco que me
facilitarda el cambio quien pierda, en lugar de ser yo.

El tercer estudio internacional de Matematicas y Ciencias
(TIMSS) aplicado entre 1994 y 1995, revelaba que a aque-
llos alumnos espanoles a los que se les paso el test, sola-
mente el 17% de los de 7.° de EGB y el 28% de los de 8.°
(actualmente 1.° y 2.° de la ESO), respondieron de forma
correcta a un problema de redondeo, muy por debajo de
los valores internacionales, lo que demostraba que los
alumnos no sabian lo que es redondear. Actualmente se ha
incluido como un contenido mas del curriculo de la secun-
daria obligatoria, lo cual favorecerd el uso de una herra-
mienta necesaria para desenvolverse con eficacia y nor-
malidad en el futuro mds proximo.



Por estos motivos me planteé la posibilidad de preparar

alguna actividad para los alumnos que hiciera significativo

el aprendizaje del concepto de redondeo. Para ello, usé

algunos de los principios que Arcavi sugiere para disenar

actividades con espiritu constructivista (Arcavi, 1995):

Presentar problemas que permitan actividad mental
creadora de conocimiento.

El alumno ha de poder utilizar su experiencia previa
(situacion familiar y manejable) y que haya una invi-
tacion explicita a utilizar el sentido comun.

Que haya problemas genuinos de la vida real para los
cuales el uso de herramientas matemadticas ayude a
comprender mejor fendmenos que nos rodean.

Que la respuesta requiera la formulacién de un argu-
mento, una comparacion, una idea, una conexion
entre conceptos, una traduccion entre diferentes re-
presentaciones.

Que el problema se presente para elaborar preguntas
nuevas, es decir, que la solucion del mismo despierte
curiosidad y el alumno, por su cuenta o en grupo —o
con ayuda del maestro—, abra la posibilidad de seguir
explorando la situacion.

Que la respuesta no sea accesible solamente por

medio de la aplicaciéon mecanica de un procedimien-
to de cilculo.

La actividad que construi parte de trabajar inicialmente el

concepto de redondeo, y continla con una pequena

investigacion. Se plantea su resolucion con la calculadora

grifica, por los beneficios que su uso reporta al alumno,

en cuanto a dotarlo de autonomia, rapidez de cilculo, faci-

lidad de visualizacion de los resultados, etc.

El redondeo a las distintas posiciones decimales se obtie-

El valor del redondeo

Escribe en una lista el siguiente conjunto de expresiones decima-
les:
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A continuacién, en las listas que siguen, procura que se calcule
el redondeo a las décimas, centésimas y milésimas.

Supongamos que la primera lista de nomeros (L1) nos muestra el
resultado de cambiar nuestro dinero en pesetas a délares. 3Cual
es el redondeo que nos resultard mas conveniente? Explica el
porqué en cada caso.

ne con la instruccion round|):
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Para cada expresion decimal nos con-
viene un redondeo u otro, puesto que
/ dependiendo de la expresion decimal
Sep antea redondearemos por exceso o por defec-

su resolucion
con la calculadora
grdfica,
por los beneficios
que St Uso
reporta
al alumno,
en cuanto
a dotarlo
de autonomia,
rapidez
de cdlculo,
Jfacilidad
de visualizacion
de los resultados,
etc.

to. Asi, en el primero nos conviene el
redondeo a las décimas, porque de los
tres redondeos calculados es el que me
proporciona un valor mayor; en el
segundo a las milésimas, en el tercero a
las centésimas, y asi sucesivamente.

El Cambio més favorable

Sabemos que el 1 de Enero del afio 2.002
tendremos que pagar en euros, porque la
peseta habrd desaparecido. Serd necesa-
rio que cambiar las pesetas que tenemos
ahorradas en el banco o en la hucha por
euros, ya que si no lo hacemos perderemos
ese dinero. Se fij6 el siguiente cambio:
cada euro son 166,386 pesetas.

e Sidisponemos de 1.000.000 de pesetas
ahorradas, scuéntos euros nos darén
por ellas? Recuerda que cuando calcules
el resultado, debes redondear a las cen-
tésimas, pues la moneda mds pequefia
que existird serd la de céntimo de euro,
y que no existe la milésima de euro.

® Si en lugar de eso cambiamos primero
500.000 pesetas y después las ofras
500.000, 3nos darian el mismo cambio?

® Y si en lugar de dividir el millén en dos
partes, lo dividimos sucesivamente en par-
tes més pequefias y vamos cambiando?

® ;Cudl es la minima cantidad de pese-
tas que nos conviene cambiar cada
vez para sacar el maximo beneficio en
el cambio?

La respuesta a las primeras preguntas
puede darse haciendo la operacion
correspondiente y calculando el redon-
deo. Pero podemos definir una funcion
que haga la conversion a euros, calcu-
lando después el redondeo correspon-

diente. Lo vemos en la siguiente pantalla:
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El resultado seria que por un millén de
pesetas nos dardn 6010,12 euros. Por
500.000 ptas 3.005,06 euros, lo cual nos
darfa el mismo total; por 100.000 ptas.
nos darian 601,01 euros, lo cual hace
un total de 6.010,1 euros, que muestra
una pequena diferencia de 2 céntimos
de euro con respecto a los totales ante-
riores. Observamos que a medida que
cambiamos cantidades mas pequenas,
el efecto del redondeo hace que cam-
bie la cantidad total de euros que reci-

bamos.
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Se nos puede ocurrir que podemos cal-
cular como se produce esta variacion
desde la primera peseta, viendo si la
cantidad recibida equivalente en pese-
tas, ganamos o perdemos en el cambio.
Para ello nos planteamos en ir al banco
la cantidad de veces que sea, cambian-
do siempre la misma cantidad de dine-
ro hasta tener cambiado el millon de
pesetas. Asi, definimos la funcién Y3
que multiplique lo que nos han dado en
euros en el cambio por el nimero de
veces que vamos al banco hasta cam-
biar el millon de pesetas.
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...en el supuesto
de cambiar
una peseta

cada vez
hasta el millon,
en la conversion
obtendriamos
un beneficio
equivalente
a 663.860 pesetas,
mientras que
si fueran
dos pesetas
cada vez,
en el proceso
perderiamos
168.070
Dpesetas.

Si a continuacion multiplicamos este valor por 166,386,
obtendremos el equivalente en pesetas de lo que nos han
cambiado a euros, por lo que una simple resta con la can-
tidad inicial de 1.000.000 nos indicard si en el proceso de
cambio hemos ganado o hemos perdido dinero.
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De esta manera vemos que para ciertas cantidades el
cambio es el mismo (nos dan un céntimo de euro ya
cambiemos una o dos pesetas), lo cual quiere decir que
en el cambio se produce un error que en una ocasioén es
a nuestro favor y en la otra a favor del banco. Vemos que
la funcién que proporciona la diferencia entre la cantidad
inicial en pesetas, 1.000.000, y la que tendriamos después
de la conversion a euros va oscilando tendiendo al cero
a medida que aumenta la cantidad que cambiamos cada
vez. Asi, en el supuesto de cambiar una peseta cada vez
hasta el millén, en la conversion obtendriamos un bene-
ficio equivalente a 663.860 pesetas, mientras que si fue-
ran dos pesetas cada vez, en el proceso perderiamos
168.070 pesetas. Se puede calcular cuando se obtiene un
beneficio maximo calculando el maximo de la funcion, el
cual se corresponderia con una cantidad que en la pric-
tica no se podria utilizar: 0,8319305... pesetas, que me
proporcionaria una diferencia a mi favor de... ;1.000.000
de pesetas! Es decir, en el cambio ganaria la misma can-
tidad que pretendo cambiar. Por tanto, la cantidad mini-
ma que deberfamos cambiar para obtener el miximo
beneficio en el cambio serfa 1 peseta, haciendo jun
millon de viajes al banco! Aunque desde el punto de vista
practico resulte imposible realizarlo, desde el punto de
vista legal se podria hacer, a menos que se nos marque
una cantidad minima en el banco a partir de la cual
podemos cambiar.
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Estas conclusiones, que a primera vista resultan sorpren-
dentes, dejan en evidencia que existen muchas cuestiones
matemdticas que aparentemente no tienen trascendencia
pero que pueden conducir a resultados que por lo menos
llaman la atencion.

También me gustaria resaltar el beneficio que la calcula-
dora grafica proporciona en el proceso de ensenanza y
aprendizaje de las matemadticas, lo que ha sido tratado
con mds detalle en los numerosos informes que existen
al respecto. Sirva como resumen de todos ellos la cita de
H. Freudenthal (1980), quien ofrecié su propia vision en
el ICME 4.:

Lo que busco no son calculadoras ni ordenadores como tecno-
logia educativa, ni como educacién tecnolégica, sino como una
herramienta poderosa para despertar y aumentar el entendi-
miento matematico.

Tomas Queralt
CEFIRE de Torrent.
Societat d'Educacié
Matematica de la Comunitat
Valenciana «Al-Khwarizmi».
Proyecto T° Espaiia
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Y
RECURSOS

iQué viene el euro!

Francisco M. Bou, Lucia Puchalt,

Marta I. Trapero, Ménica Vivo

Desde este articulo se
pretende dar a conocer un
recurso para que los
alumnos, trabajando en
grupo, se inicien en el
manejo del euro, simulando
situaciones reales a las que
pronto van a tener que hacer
frente. Se tratan al mismo
tiempo ofros contenidos
matemdticos como
porcentajes, nimeros primos,
redondeos, operaciones
combinadas, ndmeros
negativos, decimales,... Con
la posibilidad de adecuarlo
a los distintos niveles
educativos, desde primaria
hasta bachillerato.

Por ofra parte, este recurso
ha sido disefiado para
trabajar también la
Educacién para el
Consumidor.

Todos estos objetivos se
pueden cumplir con un
atractivo formato de juego,
el EUROmes.

A VIENE EL LOBO... Hace tiempo que oimos «que viene
el euror, y parece como en el cuento, que nunca va a lle-
gar, pero ya casi estd aqui. Hay que agudizar todos los
sentidos, porque ya le vamos viendo las orejas.

A pocos meses de su aparicion fisica, estamos asistiendo a
un bombardeo de campanas institucionales, vendiéndonos
las bondades y beneficios del euro, y la sencillez de su uso.

(Pero, por qué seguimos la mayoria de la poblacion toda-
via dgnorantes», y con el pensamiento fatalista de que
«cuando venga, ya veremos»? La arena sigue cayendo ine-
xorablemente en el reloj, y todos tenemos la impresion de
que nos va a «caer encima el euro.

Y es que no hay campana institucional que pueda suplir a
Su manejo practico.

La escuela deberia de promover actividades y recursos pa-
ra el conocimiento del euro entre el alumnado y, qué duda
cabe, que debe de ser el area de matematicas la que enca-
bece esas iniciativas. La oportunidad histérica, y presumi-
blemente irrepetible, del cambio de moneda, posibilita al
profesorado de matematicas explicar conceptos matemati-
cos inherentes al cdlculo. Ademas, con este recurso didac-
tico se incide en el eje transversal de la educacion para el
consumidor. Por este motivo, y dado su formato de juego,
resulta especialmente Gtil para que los profesores, desde
cualquier drea, lo aprovechen en horas de tutoria, guar-
dias, semanas culturales...



En esa idea, nuestro grupo de trabajo ha elaborado un
recurso eminentemente practico, que tiene una doble ver-
tiente; matematica, y de divulgacion del euro.

Este recurso educativo!, denominado EUROmes, aprovecha
la inquietud que al alumnado le supone la nueva situacion,
que no controla, y el aspecto lidico que le da su formato
de juego. Aparecerd en el Calendario Matemadtico de la
Sociedad de Educacion Matemitica de la Comunidad
Valenciana “Al-Khwarizmi” del curso 2001/2002.

El EUROmes esti pensado para los distintos niveles de
secundaria, pero con algunas variantes es posible su uso
en primaria. También se puede utilizar en bachillerato.

El EUROmes como material curricular
y como recurso didactico

Descripcion del juego

El juego consiste en recorrer el tablero. En el recorrido, los
jugadores pagaran los productos y servicios de las casillas
por las que pasan, todas ellas relacionadas con los habitos
de consumo de los jovenes. Todos parten de la casilla de
salida con el mismo dinero y ganara aquel que llegue a final
de mes con mayor saldo o menos deudas.

Un recurso didéctico seria
aquel que es utilizado en el
aula con el fin de que los alum-
nos aprendan alguna cosa, un
material curricular es aquel
material que permite al profe-
sor ensefiar alguna cosa relati-
va al curriculo prescriptivo,
puede ser desde un documento
hasta un material didéactico
cuyo nivel y contenido se ajuste
a las caracteristicas del grupo.

Figura 1: Tablero del EUROmes

Materiales

Para tres jugadores:

Un tablero del EUROmes que se
puede conseguir en la hoja Junio
2002 del Calendario Matematico de
la Sociedad Al-Khwarizmi.
Tres fichas de colores: rojo, azul y
verde.
Tres dados de seis caras equiproba-
bles y numeradas.
Tres copias de un extracto de cuen-
tas, o bien reproducciones de bille-
tes y monedas de euro.
Opcionalmente, una calculadora.
Monedas y billetes. La cantidad
aconsejada para una partida es:
15 monedas de 1 céntimo de euro.
15 monedas de 2 céntimos de euro.
15 monedas de 5 céntimos de euro.
15 monedas de 10 céntimos de euro.
15 monedas de 20 céntimos de euro.
15 monedas de 50 céntimos de euro.
15 monedas de 1 euro.

15 monedas de 2 euros.



20 billetes de 5 euros.

20 billetes de 10 euros.
10 billetes de 20 euros.
10 billetes de 50 euros.
5 billetes de 100 euros
3 billetes de 200 euros.
1 billete de 500 euros.

Caracteristicas del tablero

Consta de 30 casillas:

Diez son de las tiendas Rojas, las
que ocupan los nimeros siguientes:
1, 4, 8, 10, 14, 16, 20, 22, 25 y 27.

Diez de ellas son Azules (cadena
Super): 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23
y 29. Corresponden a los nimeros
primos del tablero (excepto el 1).
No se advierte al alumno que esta
cadena de tiendas corresponde a
los ndmeros primos: tiene que des-
cubrirlo por su cuenta.

Las restantes son las tiendas Verdes:
6,9, 12, 15, 18, 21, 24, 26, 28 y 30.

Reglas

D

2)

3

Cada uno de los tres jugadores o
equipos lanza un dado y elige una
de las cadenas de tiendas por orden
de puntuaciéon de mayor a menor.

Se sittan las fichas en la casilla de
salida y empieza el juego en el
orden obtenido.

Cada jugador empieza con 200 euros.
Podrd utilizar reproducciones de
monedas y billetes o bien llevar un
extracto de sus cuentas, con pagos e
ingresos (ver variantes de juego).

...podra utilizar
el EUROmes
como material
curricular
para trabajar
los contenidos
matemadaticos
propios
del nivel en el
que se encuentra
o bien utilizarlo
COMo recurso
diddctico
para repasar
los contenidos. ..

4)

5)

)

7

8)

Si un jugador cae en una de sus tiendas no tendra que
comprar.

Si cae en una tiendas de los otros, compra tantos bienes
o servicios como indique la puntuacion de su dado.

Si un jugador cae en una tienda que no sea suya, del impor-
te que paga, el propietario se queda el 10% como benefi-
cio. (El resto, se supone que es para reposicion de material
de la tienda).

Si un jugador cae en una tienda cuyo nimero de casilla
sea primo, compra, si la tienda no es una de las suyas y,
en cualquier caso, vuelve a tirar.

Gana el jugador que tenga mas saldo una vez han lle-
gado todos exactamente a la casilla 30.

La expresion «exactamente» se deja a la libre interpretacion
de los alumnos que deberan ponerse de acuerdo al inicio
de la partida. Por ejemplo:

a) No mover la ficha si el nimero del dado excede el de
casillas necesarias para llegar a la nimero 30.

b) Siexcede al de casillas necesarias para llegar, entonces
se mueve la ficha hasta el 30 y se retrocede hasta com-
pletar la puntuacion del dado.

Metodologia

Se reparte el material necesario (un tablero, tres fichas,

dados y extracto de cuenta y/o reproducciones de euros)

por grupos, de tres alumnos preferiblemente.

Modalidades

Con extracto de cuenta.

Con billetes y monedas de euros: en este caso seria
conveniente cuatro jugadores para que uno de ellos
haga la funcion de Banca.

Variantes del juego

Al principio de cada partida se puede considerar:

La compra de un unico bien o servicio en cada casilla.
La ausencia de porcentajes.
Variaciones del porcentaje.



e El precio con o sin IVA.
e Otro saldo inicial.
e Otro criterio de finalizacion del juego.

Estas variantes se dejan a libre eleccion del profesor,
pudiendo seleccionar aquellas que sean mds oportunas
para el grupo. En funciéon del enfoque que le quiera dar,
podra utilizar el EUROmes como material curricular para
trabajar los contenidos matemdticos propios del nivel en el
que se encuentra o bien utilizarlo como recurso didactico
para repasar los contenidos del drea de matemadticas antes
descritos y/o familiarizar al alumno con la nueva moneda.

Nuestra propuesta seria la siguiente para los diferentes
niveles de primaria y secundaria y bachillerato.

Primer Ciclo Primaria
e Consiste en utilizar el tablero del EUROmes como si
fuera una galeria comercial.

NOMBRE: ...

Duefio de las tiendas de color: ...........................

Hora de Comienzo de la partida:
Hora en que finalizé la partida: ..

CASILLA (compras) (ventas) INGRESO

N2 DE | DINERO QUE GASTO | DINERO QUE INGRESO | DINERO QUE

Salida 0 0 200 euros

e El profesor organiza un turno de
juego entre los alumnos y pregunta,
uno por uno, qué producto o servi-
cio desea comprar.

e El alumno no puede elegir una casi-
lla elegida con anterioridad por otro
alumno.

Segundo Ciclo Primaria

e Se modificara la regla 5 para no
multiplicar por la puntuacion del
dado. Sélo compraria un producto o
servicio cada vez que caen en una
casilla.

e Se omitird la regla 6 para evitar el
uso de porcentajes.

e Uso de reproducciones de billetes y
monedas.

Tercer Ciclo Primaria

e Se omitira la regla 6 para evitar el
uso de porcentajes.

e Uso de reproducciones de billetes y
monedas.

En el curriculo de Primaria, se hace una
mencion especifica al conocimiento del
sistema monetario del pais. Por ello, nos
parece recomendable el uso de repro-
ducciones de monedas y billetes. Sin
embargo, en primaria se desconocen los
enteros y no forman parte de su curricu-
lo. Por ello, consideramos que el juego
finalizard cuando alguno de los jugadores
se quede sin dinero aunque no hayan lle-
gado todos a la Gltima casilla. Y en este
caso, ganara el que mas dinero tenga en
ese momento, independientemente de la
casilla en la que se encuentre situado.

Secundaria

e Uso de reproducciones de billetes y
monedas.
e Uso de extracto de cuentas.

Consideramos que no serfa conveniente
el uso de porcentajes hasta que se
manejen con soltura con la nueva mone-
da, en el caso de utilizar reproducciones.

Si algin jugador se queda sin dinero,
tomard un préstamo de la banca, en el
caso de jugar con reproducciones. Y uti-
lizara nimeros negativos en su extracto
de cuentas, en el caso de hacer uso del
extracto de cuentas.



Ovci PRIMARIA SECUNDARIA
ciones
18 1< ciclo 2.° ciclo 3¢r ciclo 1¢r ciclo 2.° ciclo
Galeria
comercial x x
Juego >K > >K >
Importe
exacto x x
Monedas
v billetes >K >k >k >k >k
Extracto
de cuentas x x
Banca Profesor Profesor Alumno Alumno Todos
Producto Uno Uno N.° de dado N.° de dado N.° de dado
Porcentaje 10% Variable
Préstamo >k >oK

Bachillerato

En el curriculo de Bachillerato, no se
hace una mencion especifica al conoci-
miento del sistema monetario del pais,
al refuerzo de las operaciones con deci-
males o a la resolucién de problemas
con porcentajes. No hay que olvidar que
los alumnos de estas edades, sienten tam-
bién cierta inquietud por conocer y
manejar la nueva moneda.

Nosotros creemos que seria convenien-
te dedicar algunas sesiones a conocer
el euro y su manejo. Para ello adecua-
riamos los problemas que utilicemos
en el aula a la nueva moneda y como
introduccién podemos utilizar el
EUROmes.

A modo de resumen de las posibilida-
des que nos ofrece el juego se muestra
la tabla de mds arriba, ya que las varian-
tes del juego descritas se pueden aplicar
en distintos niveles dependiendo del
alumnado al que va dirigido.

Aspectos curriculares

Primaria

e Conocer el nuevo sistema monetario.

e  Familiarizarse con el valor y carac-
teristicas de las monedas y billetes
del euro.

e Equivalencias en el uso del sistema
monetario del euro.

e Suma de nimeros decimales.

e Resta de nimeros decimales.

e Multiplicar enteros por decimales.

e Division de nameros decimales, con
dividendo decimal y divisor entero.

... las variantes
del juego
descritas

se pueden aplicar
en distintos
niveles
dependiendo
del alumnado

al que va dirigido.

e Resolver situaciones problemadticas relacionadas con
el dinero.

e Despertar la curiosidad e interés por conocer el nuevo
sistema monetario.

Secundaria

e Conocer los enteros y su ordenacion.

e Divisibilidad de los nimeros, y nimeros primos.

e Operaciones con enteros y decimales.

e Utilizacion de los algoritmos tradicionales de suma,
resta, multiplicacion y division.

e Calculo de porcentajes con nimeros naturales y deci-
males.

e Utilizacion de distintos métodos de cilculo de tanto
por cien.

e Potenciacion del cdlculo mental, del uso de la calcula-
dora y otros instrumentos, decidiendo segiin la comple-
jidad y la exigencia de la precision de los cilculos.

e Utilizacion de estrategias para resolver problemas
numéricos relacionados con situaciones cotidianas.

e Uso de técnicas de recogida de datos para tener informa-
cion de fenémenos, y representarla en forma grafica y nu-
mérica, formandose juicio sobre ella.

e Observacion de las regularidades y leyes que rigen los
fenodmenos de azar para interpretar los mensajes sobre
juegos y sucesos, identificando conceptos matematicos,
analizando criticamente las informaciones que de ellos
recibimos en los medios de comunicacion y buisqueda
de herramientas matematicas para una mejor compren-
sion de esos fenémenos.

e Utilizacion del lenguaje numérico para la representa-
cién, comunicacion y resolucion de diferentes situa-
ciones de la vida cotidiana.

e Despertar la curiosidad e interés por conocer el nuevo
sistema monetario.

En el transcurso de una partida apareceran operaciones com-
binadas con decimales y porcentajes. Los niimeros decimales

se pueden trabajar, bien con el extracto de cuentas o bien



con la calculadora segin se considere. En cuanto al porcen-
taje se puede variar con el fin de evitar que se lleguen a
memorizar los beneficios sobre el precio, también es posible
prescindir del porcentaje cuando la intencion solo sea dar a
conocer la nueva moneda.

Por otra parte, el diseno del tablero permite que los alum-
nos se familiaricen con los nimeros primos, ya que estos
se corresponden con la cadena del Super (dato que no se
les facilita en las reglas del juego).

Tanto en Secundaria como en Bachillerato, podemos hacer
que analicen el juego lanzando la pregunta <Es un juego justo?»
La intencion es que el alumno analice distintos aspectos
del juego como:

e distribucion de las casillas en el tablero,

e precios de los productos de cada tienda,

e reglas del juego,

e variantes de las reglas,

También se espera que la respuesta pueda venir dada por
la simulacion en el aula, haciendo referencia a la frecuen-
cia relativa.

El juego ha sido disenado para favorecer el debate, tenien-
do en cuenta los aspectos anteriormente mencionados.

Grupo Trinomio:
Francisco M. Bou
Lucia Puchalt
IES Pere Boil (Manises)
Marta I. Trapero
IES La Moreria (Mislata)
Ménica Vivoe
Societat d’Educacié
Matemdtica de la Comunitat
Valeciana «Al-Khwarizmi»

Eje transversal de educacién
para el consumidor

Este juego se puede utilizar como recur-
so didactico para tratar el Eje Transver-
sal de Educacion para el Consumidor.

El EUROmes nos da pie para poder tra-
tar en el aula temas relacionadas con:

e el manejo de la nueva moneda,

e la distribucion de la paga mensual o
semanal,

e Jlos gastos habituales,

e las prioridades en el consumo.

En definitiva, crear una conciencia de
consumidor responsable, que se sitia
criticamente ante el consumismo y la
publicidad.
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Grupo Construir las Matematicas*

D EMOS UN GRAN SALTO en el tiempo. En nimeros anteriores narramos
los avatares del problema isoperimétrico en Grecia y en los paises isla-
micos medievales, respectivamente. Retomemos el enfoque dado por
Pappus con el que llego a la conclusion de que, para un drea dada, el
perimetro del hexdgono regular es menor que el del cuadrado o el del
triangulo equildtero, por lo que si el problema se plantea sobre una tese-
lacion regular del plano, un trozo finito del teselado regular hecho con
hexdgonos regulares es el que requiere menor perimetro. Bueno, ain no
podemos detenernos porque hemos de hacer la demostracion de la pro-
posicion de Pappus en 3D. El conocido MacLaurin (1698-17406), profesor
de Aberdeen y Edimburgo, utilizé el método que a continuaciéon presen-
tamos. Lo hizo para poner de manifiesto la capacidad de la Geometria
clasica como fuente de investigacion en cualquier momento (conviene
recordar que MacLaurin estaba centrado en analizar las posibilidades de
los métodos infinitesimales que en su época emergian, lo que demostrd
sobradamente con su Treatise of Fluxions).

Sea un alveolo cuyo fondo esta formado por rombos iguales SABC, SCDE
y SEFA, de lado c. Consideremos la seccion recta (perpendicular a su eje)
que pasa por el vértice 4; asi obtenemos el hexdgono regular AKCLFK’,
de lado a, cuyo centro O es la proyeccion del vértice S (ver Figura 1).

Uniendo K con O, A con C'y tomando un plano cualquiera que pase por
AC, éste determina por interseccion con los planos TABU, UBCV, CSO y

ASO un rombo AG’CG; por dltimo, llamemos A a la longitud de la arista
ATy d a la de la semidiagonal AP.

Por simetria, podemos considerar solo la tercera parte de una celdilla y
debemos buscar qué posicion del plano AG'CG determina la superficie
minima formada por los trapecios TAGU, UGCV'y por el rombo AG'CG.

TALLE R Como la superficie descrita tiene por drea:

A+ GU)y-a+2d-GP = (A + A - GK)a + 2d-GP =

DE 2A-a — a-GK + 2d-GP
* Los componentes del Grupo Construir las Matematicas son Rafael Pérez, Isabel
Berenguer, Luis Berenguer, Belén Cobo, M.@ Dolores Daza, Francisco Ferndndez,

Miguel Pasadas y Ana M. Payé.
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y el producto 2A-a es constante, la cuestion queda reduci-
da a minimizar la expresion:
—a-GK + 2d-GP ()

Supongamos que B ha sido tomado sobre KU de tal mane-
ra que:

BK _ a

)

BP 2d
Tomando P como centro y PG como radio, trazamos sobre
el plano BKP un arco de circunferencia que corta a PB en
J (prolongando si fuese necesario); determinemos las per-
pendiculares KH y GI a PB. La semejanza entre los tridn-
gulos rectingulos GIB, KHB y BKP y el resultado obteni-
do anteriormente (**), escribiremos que:

Bl _BH _BK_ a
BG BK BP 2d
De esta serie de razones obtenemos que:

BH-BI _IH _ a

BK- BG GK 2d
luego:
a-GK = 2dIH.
Sustituyendo en la expresion (*), queda
2d-GP - 2d-IH =
2d(GP - IH) =
2d-(JT + HP).

Pero siendo d y HP constantes, el problema se reduce a
buscar el minimo para JI. Este minimo se alcanza cuando
JI = 0; es decir, cuando los puntos J e I se confunden, o
cuando G coincide con B.
Asi pues, el minimo buscado corresponde con la hipétesis
de que el plano secante pase por el punto B determinado
mediante la expresion (**). Esta posicion del plano secante
es precisamente la que se da en las celdillas de las abejas.
Los dngulos de uno de los rombos del fondo del alveolo
miden 109° 28’ 167 y 70° 31" 44”.
En el tridngulo rectangulo BKP se verifica que:
BP? = BK? + KP%
sustituyendo BK por BP-(a/2d), KP por a/2 y simplifican-
do, queda:
ad
4d* - a?
Como AP = d, se deduce que:

BP =

AP \4d? - a?

BP a
Como d es la mitad del lado AC del tridngulo equilatero
inscrito en la circunferencia de radio a, su valor es igual a:

Oi'\/ 3
2
Sustituyendo en el cociente anterior, y simplificando, queda:

AP _ —
— = 2
BP
Por tanto, la diagonal mayor de uno de los rombos estu-
diados coincide con la diagonal de un cuadrado cuyo lado
es la diagonal menor de dicho rombo.

Por otro lado, tan (LABP) = AP/BP; luego ZABP = 54° 44’ 8”.
En definitiva, ZABP = 109° 28 16" y LABP = 70° 31’ 44”, por
ser suplementario del primero.

El lado de un rombo es igual al triple de la distancia BK o SO.

Por ser el tridngulo BPC rectangulo, se tiene que:

2 2
BC? = BP? + PC? :%wlz :—92

entonces:

- Sa'ﬁ
4

Analogamente, por ser rectingulo el triangulo BKP:

BC

BK?=pBp?- kp2 =" - %2 =2

y por lo tanto:




Por tanto, BC = 3BK. Ademas, se observa que la distancia
BK es la cuarta parte del lado de un cuadrado inscrito en
la circunferencia de radio a.

Las caras de cada uno de los dngulos poliédricos A, B, C, D, E'y
F son iguales.

En efecto, tomemos sobre la arista BU un punto N tal que
BN = BC. Después, abatimos perpendicularmente BM
sobre la recta CN. El tridngulo NKC es rectangulo y, tenien-
do en cuenta que:

NK = 4BK = a- 2
CN? = NK* + KC? = 3%

luego:

CN = a g = AC.
Los triangulos NBC y ABC son iguales por tener los tres
lados iguales, por lo que:

Z/NBC = ZABC:
andlogamente:

ZNBA = ZABC

En consecuencia, también son iguales las caras del dngu-
lo poliédrico C.

La demostracion es andloga para los demas vértices.

Comparaciéon con una celdilla
de fondo plano

El prisma recto que tiene por base el hexdgono AKCLFK'y
una celdilla tienen igual volumen, porque considerando
solo un tercio de éste, se observa que las piramides BAKC
y SAOC son iguales. Sin embargo, sus superficies son dife-
rentes. Veamos cOmo economizan las abejas la superficie
de sus celdillas.

Llamando a al lado de la seccién recta comun a los dos
tipos de poliedros —prisma hexagonal y alveolo— la longi-
tud de la arista es (25/6)a.

Por tanto, las superficies del alveolo y del prisma hexago-
nal son, respectivamente:

2 2
“j(smsfz} y i(ﬁomﬁ)

La primera superficie es a la segunda como 50 + Bgé esa
50 + 343, luego las abejas optimizan la superficie.

Esta fue la conclusion a la que lleg6 el fisico francés Réaumur
(1683-1757), que comunico su conjetura a Samuel Koening.
Este llego a la conclusién de que del principio minimal de
Réaumur se deducen los angulos de 120° y de 109° 20, lo que
concordaba con las mediciones efectuadas sobre panales. A
partir de ahi, han sido muchas las personas que dijeron que
las abejas, al no ser inteligentes, han utilizado ciegamente las
mads elevadas matemditicas por orden y guia divina.

En todo lo dicho se esta admitiendo que las abejas han ati-
nado, no se sabe porqué, con el panal perfecto. Sin em-
bargo, el hingaro Fejes T6th ha demostrado en 1964 que
hay otro modelo de celdilla que produce un resultado lige-
ramente mejor, aunque los errores que se cometen en la
fabricacion hacen que, de hecho, el modelo de las abejas
sea el mids adecuado. El fondo de esta celdilla consta de
dos hexdgonos y dos rombos.

Figura 2 : Celdilla de Fejes Toth

Fejes Toth realizo la correspondiente publicacion de sus
investigaciones al respecto en un articulo llamado Lo que
saben y no saben las abejas en donde aparece el proble-
ma isoperimétrico correspondiente a los panales del que
ain no sabemos cudl es la solucion:

Dados dos nomeros cualesquiera, V' y A, hallar un panal de
anchura a cuyas celdillas tengan superficies de area minima y
encierren un volumen V.

Xl JAEM

Canarias
Julio 2003
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Fernando Corbalan

STE TITULO puede responder a contenidos muy diferentes: aqui nos
vamos a referir a su presencia en los medios de comunicacion. El vera-
no, con sus vacaciones anexas, es un buen momento para seguir con
mayor profundidad los contenidos de los medios. Y, ademas, es mas facil
porque paraddjicamente en la época que mds tiempo se tiene (no sélo
uno mismo sino el conjunto de la sociedad) es cuando menos tiempo,
espacio y esfuerzos dedican los medios a procurarnos informaciones
novedosas. Asi, los periédicos se hacen mas delgados y los medios
audiovisuales se dedican a reemitir programas con un cierto tufillo anejo
en demasiados casos.

Asi pues ‘nuestra’ actualidad vendra a partir de una seleccion de articu-
los e informaciones de periddico de los dltimos meses que nos dardn pie
a hacer comentarios que esperamos sean de interés para la practica edu-
cativa diaria. Y ya antes de comenzar el primero seria que en los medios
de comunicacion los contenidos matematicos hay que plantearlos y pre-
sentarlos con mas tiento porque la audiencia potencial es toda la socie-
dad y no un auditorio ‘cautivo’ (porque no puede elegir) como el que
hay en las clases. Pero que puesto que cada vez ese auditorio ha pasa-
do a ser menos cautivo igual tenemos que aplicar las técnicas de los
medios para lograr captar su atencion y su participacion.

Algunos contenidos

En un articulo titulado nada menos que Las matemdticas absurdas» que
C. Sartwell, profesor de Filosofia de la Universidad de Maryland, publi-

M A T E s c6 en El Correo Gallego el 25/8/01 se hacen unas afirmaciones tremendas,
como das matematicas son una suerte de religion. No tienen ninguna

base ni de hechos ni de teorias. Tiene que ver con entidades de las cua-
Y les nadie tiene una concepcioén clara» y acaba con otro exabrupto que es

ademds una llamada a la rebelién: Los nifhos son el futuro. Millones de
padres comprometidos deberfamos reunirnos para ver qué matemadticas se

M E D I o s estudian en los colegios. Se lo debemos a los nifos, porque exponerlos a

las matemdticas absurdas es un acto de irresponsabilidad». El primer




impulso es achacarlo a desconocimiento y pasar del tema
(tanto mds cuanto que es alguien de un pais lejano). Pero
no solo de fuera llegan comentarios de ese tipo. Alguien
mas cercano y prestigioso como el catedritico y académi-
co Francisco Rico dijo hace poco que: Las asignaturas téc-
nicas, las matemadticas, no hacen ninguna falta: cualquier
calculadora u ordenador te lo da todo hecho». (El Pais,
24/6/90). Y hay otros estudios que senialan que en la socie-
dad tecnoldgica en que estamos cada vez serdn necesarias
mds matemadticas, pero que si no hay acciones consecuen-
tes no serdn los profesores de matematicas quienes las
transmitan sino tecnélogos en paquetes informaticos. Es lo
que apunta Corinne Hahn, profesora de la Cimara de
Comercio e Industria de Paris: «El lugar de la ensefianza de
las matematicas en la formacion profesional es cada vez
mas reducido y sin embargo todas las profesiones utilizan
las matemdticas. Las necesidades son, pues, importantes
aunque no siempre sean aparentes. Efectivamente, estas
matemadticas se encuentran muy a menudo escondidas den-
tro de las cajas negras tecnologicas y es tentador deducir
de ello que es intil prever una ensenanza especifica, sobre
todo teniendo en cuenta el rechazo hacia la asignatura
manifestado por muchos alumnos. Sin embargo, si el futu-
ro profesional quiere ser capaz de interpretar correctamen-
te los resultados, es imprescindible que tenga un cierto
conocimiento del tipo de algoritmo aplicado por los pro-
gramas utilizados» (en La matemadtica dentro de los cursos
de formacion ofrecidos por la Ciamara de Comercio e
Industria de Paris», El curriculo de matemdticas en los ini-
cios del siglo XX, J.M* Goni (ed), Grad, Barcelona, 2000).
Por tanto, no es cuestion de echar balones fuera y mirar a
otro lado. Los problemas, si no trabajamos bien, pueden
venir no solo de la caida de la natalidad, sino del conven-
cimiento social de nuestra falta de utilidad.

Por supuesto que es un poco tremendista. Pero seguimos
con otro campo vital: el cine. Najwa Nimri, la actriz de
Lucia y el sexo, la pelicula de Julio Medem, uno de los ulti-
mos éxitos del cine espanol, comenta cémo prepard su
papel: da hubiera preparado como un tetris, muy mate-
matico. Y eso no es bueno. En una pelicula de Julio, si te
pones muy matemdtica se te escapa el alma, y yo me
quedé con el alma y me olvidé de las matematicas» (£]
Pais, 3/8/01). Expresa una idea muy comun: las matema-
ticas son contrarias al sentimiento o a la imaginacion.
Debe ser algo extendido en el mundo del cine, porque
también el estupendo guionista y director Fernando Ledn
decia «Cuando di clases de direccion en la carrera de
Imagen —donde explicaban las cuatro perogrulladas sobre
el eje— hubo un momento en que el cine me parecia una
gran mentira, muy préoximo a las matemdticas» (E/ Cultural
de El Mundo, 7/11/2000). Y, sin embargo, todos los gran-
des matematicos (y muchos de nosotros) estamos conven-
cidos de la necesidad de imaginacion, de belleza, de poe-
sfa incluso para hacer matemdticas. Luego, debe haber

problemas de presentacion de las matematicas, que en el
sistema educativo suelen aparecer como algo cerrado,
acabado, viejo, caduco... ;No os han preguntado a voso-
tros, dos matemdticos profesionales actuales, qué hacen»?
Pregunta a veces dificil de contestar. Por eso es importan-
te (y no queremos dejar de dar cuenta de ellos) la apari-
cion de algunos estupendos articulos de divulgacion mate-
matica, como «Matematicas sin rostro» de Carlos Andradas
(El cultural de El Mundo de 12/9/01), que dan datos cla-
ros que permiten responder a esa pregunta poniendo de
manifiesto ademads la importancia de su trabajo.

Sigue su curso una campana de publicidad que empezo
con «La posibilidad de que te toque la primitiva es del
0,00000000001%» y continud con otras posibilidades absur-
das como «La posibilidad de que conozcas a un multimi-
llonario es del 0,1%. La de que quiera casarse contigo
0,0%. Que nos muestra varias caracteristicas del lenguaje



matemdtico y su plasmacion en los medios de comunica-
cién en general y en la publicidad en particular: presenta-
cién de nimeros como algo incontrovertible y sin ambi-
guiedades; confusion entre probabilidad y posibilidad... Y
que nos recuerda otras campanas publicitarias con nime-
ros, como las de la ONCE: Los nimeros te hablan, solo
tienes que escucharlos» o la subsiguiente sobre un nifo
que sonaba con varias cosas que le harfan la vida mas
agradable, entre las que estaba que las matemdticas desa-
parecian (a la que ya nos referimos en un articulo de esta
seccion de SUMA).

Y es que todo lo referido a la estadistica tiene un trata-
miento peculiar en los medios. Aunque quizis es dificil de
superar la barbaridad sobre el método de tener una mues-
tra representativa de Rodolfo Serrano: Lo mejor para des-
pejar las dudas [sobre el porcentaje o el nimero de para-
dos en Espanal es preguntarse cudntos parados conoce,
cudntos tiene usted en su familia. Es una de las estadisti-
cas mds fiables. Se lo aseguro. Luego pregunte a sus veci-
nos y sume» (E/ Pais Semanal, 6/2/85). Como todo se haga
asi vamos dados. Ya Paulos pedia en El hombre anuméri-
co un Defensor estadistico de los lectores», que creo que
también tendria tarea en otros aspectos matematicos de los
medios de comunicacion.

Y para acabar las referencias citaré un tema muy presente
en la informacion actual para ejemplificar un aspecto
importante de la relacion medios/matematicas: el trata-
miento de los grandes nimeros. Para ello nos puede ser-
vir el «aso Gescartera»: ;cuanto son 18 000 millones? ;De
qué manera podemos hacer mas inteligible esa enorme
cantidad? Pues es aproximadamente 500 pesetas por cada
ciudadano espanol, algo que se entiende un poco mejor.
Ciertamente, no ha sido el chasco mas gordo de nuestra
historia financiera reciente: un titular de Heraldo de
Aragon de enero de 1995 decia «La crisis de Banesto cos-
tard 37.500 pts. a cada espanol». Y, por desgracia, en ese
caso no habia ninguin error.

Comunicar matematicas

Las matemadticas por tanto aparecen en los medios, a veces
de forma indirecta, a veces con errores e incluso burradas
y no siempre de una manera positiva. Y cuando nos gus-
tarfa que aparecieran no siempre lo hace en la forma que
NOSotros queremos.

Por ejemplo, con motivo de las recientes X JAEM celebra-
das en Zaragoza, su presencia en los medios normales se
redujo a los de Zaragoza (por la dey de la proximidad» de
la que otro dia hablaremos) y entre los de tirada nacional
al ABC (lo cual indica que a pesar de los esfuerzos del Ao
2000 queda tarea por hacer). Y los temas de interés en
ellos fueros dos:

1. Las matemdticas son un ‘coco’, ;,qué podemos hacer
para evitarlo?

2. Relaciones de las matematicas con la cultura (arte
mudéjar, musica,...).

EDUCACION TARAGOTA ACDGE A 700 MATEMATICOS DEL 7 4l 7 OF SEPTEMMT
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Y ya solo anadir dos reflexiones para nuestras clases, para
la prictica educativa diaria, que conectan con el nucleo
fundamental de nuestro trabajo, que consiste en comuni-
car matematicas:

e No hay que dar por supuesto que todo interesa. Lo
que nos deberia llevar a esforzarnos en contextualizar
los temas en intereses proximos a los alumnos.

e Habria que afrontar en conjunto las clases con el espi-
ritu de hacer intervenciones en los Medios de
Comunicacion que difundan las Matematicas. Que
capten la atencion de los receptores y la mantengan.

Estas dos lineas de actuaciéon nos haria tener presente y

replantearnos en serio esa pregunta fundamental en la

ensenanza y que tendemos a «olvidar: ;Para qué les sirven

(y le van a servir) las matematicas a los ciudadanos? Y de

paso contribuirfamos a que fuera desapareciendo esa per-

cepcion social tan extendida de las matemadticas que reco-
ge el chiste de Forges: las matemadticas se ensenan mal por
motivos OsCuros.
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JUEGOS

Hexamantes

Grupo Alquerque*

NTRE LOS PUZZLES que suelen encontrarse en cualquier tienda de jue-
gos, existen varios que son especialmente atractivos para los matemati-
cos, pues permiten sacarles rendimiento didactico en clase. Uno de ellos
es el Tangram Chino y otro son los Pentominds. Estos tltimos estdn for-
mados por todas las piezas planas que se pueden construir con cinco
cuadrados, unidos entre si por un lado comun y considerando iguales las
reflexiones especulares. Con ellos es posible construir muchas figuras
geométricas. Los Pentominds son un caso particular de los Poliminds,
creados en la década de los cincuenta por el profesor norteamericano
Solomén W. Golomb, que son las figuras que pueden construirse unien-
do cuadrados por un lado comin y cuyo nombre deriva de la pieza mas
simple, la formada por dos cuadrados y que es conocida por Domind.
En la misma época, el propio Golomb hablaba de otro posible puzzle
basado en tridngulos equildteros unidos también por un lado. Como la
figura mds elemental posible es la que se obtiene uniendo entre si dos
tridngulos equilateros, que equivale al diamante de la baraja francesa,
este tipo de figuras fueron bautizadas a principios de los sesenta por el
matematico escocés T.H. O’Beirne como «poliamantes». Igual que en los
poliminds son iguales una figura y su reflexion en un espejo, es decir, si
se levanta, voltea y coincide con la otra. Son estas figuras con las que
vamos a jugar en este articulo.

Desarrollo didactico de la actividad

Dividimos el trabajo con los poliamantes en tres fases: el diseno de las
piezas, su estudio geométrico y la construccion de figuras. Vamos a desa-
rrollar cada uno de estos aspectos.

* los componentes del Grupo Alquerque de Sevilla son Juan Antonio Hans

Martin (C.C. Santa Maria de los Reyes), José Mufoz Santonja (IES
Macarena), Antonio Ferndndez-Aliseda Redondo (IES Camas), José Blanco
Garcia (IES Alcalé del Rio) y Josefa M.@ Aldana Pérez (C.C. Inmaculado
Corazén de Maria —Portaceli-).



Disefio y construcciéon de los poliamantes

A los alumnos se les entrega una trama triangular y con
ella se les pide que vayan disenando los distintos polia-
mantes. Deben comenzar con la tnica pieza de diamante
que existe, y aumentar el nimero de tridngulos obtenien-
do el triamante, los tetramantes (3), pentamantes (4) y
hexamantes, de los que sélo existen doce posibles piezas,
igual nimero que los pentominds. No es conveniente con-
tinuar a partir de ahi, pues existen 24 heptamantes (aun-
que si hay algin alumno especialmente dotado puede
afrontar su desarrollo) y la cifra de octamantes se dispara
hasta 66.

A continuacién aparecen los doce hexamantes junto con
el nombre que se les suele adjudicar, la mayoria de ellos
elegidos por el matemdtico O'Beirne y que sirven como
regla mnemotécnica para recordar las formas.

Barra Corona Esfinge
® V K
Hexagono Langosta Mariposa
» & x
Murciélago Palo de golf Pistola
WV D A
Serpiente Yate Zapato

Conviene insistir a los alumnos en que utilicen un méto-
do preciso de recurrencia para el diseno de las fichas,
partiendo de un determinado escalén, por ejemplo los
pentamantes, y anadiendo un nuevo tridngulo en todas
las formas posibles para obtener los hexamantes. Si no se
quiere trabajar directamente sobre la trama isométrica, se
puede dar a los alumnos varios tridngulos equildteros
para que, uniendo sus lados, consigan todas las fichas.
Una vez disenadas las piezas, el siguiente paso consistiria en
construirlas utilizando materiales con los que se pueda tra-
bajar facilmente como carton o acetatos de colores, u otros
de mds consistencia como panel, cartén pluma o madera. Es
aconsejable que las piezas tengan el mismo color por ambas
caras para moverlas y voltearlas libremente.

Estudio geométrico de las piezas

Para los primeros puntos de este apartado no es indis-
pensable tener construidas las piezas, pero si tener el
dibujo de todas ellas. Aunque nos vamos a referir a los
hexamantes, se pueden hacer con cualquier otro nivel.
Asi, a partir del dibujo de las piezas, se pueden estudiar
las siguientes caracteristicas matematicas:

a) Perimetros: Aunque todas las piezas tienen la misma
area, al estar formadas por seis tridngulos equilateros,
el perimetro varfa de unas piezas a otras. Por ello,
deben sumar el valor de los lados de cada pieza y
posteriormente agruparlas segiin su perimetro. ;Cudl
es la pieza con mayor perimetro?, ;y con menor?
Ordenar las piezas segin el nimero de lados.

b)  Simetrias y giros: Estudiar qué hexamantes tienen ejes de
simetrias y dibujarlos. Ver qué piezas poseen centro de
rotacion que deje invariante la figura al girarla menos de
300° y estudiar los angulos de rotacién en esos casos.

o Angulos: Aparte de lo anterior, al dibujar las piezas
observamos que aparecen algunas concavas y otras
convexas, por lo que pueden estudiarse la magnitud
de los angulos agudos y obtusos (que siempre seran
multiplos de 60°) y clasificar las figuras también por
este concepto.

d) Escalas: Es interesante estudiar como afecta el cambio
de medidas a las piezas del puzzle, lo que permite
repasar problemas de cdlculo. Se pueden construir
figuras de doble drea, aunque es mds interesante la
construccion con doble longitud. En este puzzle se ve
muy claro que al duplicar la longitud del lado de la
pieza, el drea se multiplica por 2% = 4, pues todas las
piezas se pueden construir a doble tamano del lado
con cuatro piezas del propio puzzle. Algunas de ellas
tienen distintas soluciones. La mayoria de las piezas
permiten también construirlas a triple escala.

e) Relaciones entre poliamantes: Se pueden relacionar
unos niveles con otros. Por ejemplo: ges posible obte-
ner todos los hexamantes con dos triamantes?, ses posi-
ble descomponer todas las piezas en tres diamantes?

f) Teselaciones: Se puede usar el puzzle para realizar
mosaicos y frisos. Por ejemplo, localizar con qué pie-
zas se puede recubrir el plano. ;Existe alguna pieza
que lo consiga ella sola?, ;cudles se complementan
entre si para lograrlo?

Construccion de figuras

Si consideramos este puzzle como un juego, el aspecto mas
atractivo es el de realizar figuras, aunque no son ficiles de
conseguir salvo quizds las que ya hemos comentado: elegir
cuatro hexamantes y construir una pieza a doble tamano.



Una actividad consistiria en construir piezas geométricas,
a ser posibles con algin nivel de simetria, utilizando todos
o parte de los hexamantes. A continuacion presentamos
algunas figuras que se pueden construir con este puzzle.

a) Utilizando solo algunos hexamantes

La figura mas facil de conseguir es la del romboide, pues
existe mucha variedad de tamanos. Se pueden construir
todos los romboides con un lado de medida tres unidades
(donde la unidad es la medida del lado del triangulo base,
de los que se utilizan seis para construir los hexamantes)
y el otro lado variando desde 4 hasta 12. El ndimero de
piezas necesarias para construirlos coincide con el valor
de ese ultimo lado.

o L]
[/

También pueden construirse un romboide con 8 piezas y
de medidas 4x6 o con 10 piezas, de medida 5x6. Otras
figuras que se pueden construir con parte de los hexa-
mantes son: el hexdgono hecho con 9 piezas, y la estre-
lla para la que se utilizan 8 piezas.

b) Utilizando todos los hexamantes

Las figuras de la columna adyacente estin conseguidas
con las doce piezas.
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UANDO RENE DESCARTES publicé el Discurso del Método lo acompand
de tres ensayos en los que ponia en practica lo teorizado sobre como apli-
car la razon para estudiar el mundo. Uno de esos ensayos convertiria a
Descartes en un matematico de primer orden, se trata de La Geometria.

En esta obra, el gran matematico francés hace algo mas que poner las
bases de la geometria analitica. Realiza uno de los intentos mas felices de
visualizacion en matematicas. Consigue dotar de formas visibles a las
ecuaciones al asociar cada una de ellas, al menos hasta las de grado cua-
tro, con curvas y sus soluciones con intersecciones de dichas curvas.

Y de visualizar un buen ndmero de conceptos y aplicaciones matematicas
de Primaria, ESO y Bachillerato trata precisamente el Proyecto Descartes.
El proyecto Descartes es una experiencia del PNTIC (Programa de Nuevas
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion) del MECD que nace en
1998, basado en una aplicacion de José Luis Abreu, el autor de los pro-
gramas Calcula 'y Conicas, llamada Descartes y que permite generar mate-
riales interactivos de cardcter visual y dindmico, compatible con el lengua-
je HTML, y por tanto utilizables en Internet, utilizando applet de JAVA.

RECURSOS
EN
INTERNET
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El proyecto recoge la experiencia de esas aplicaciones e
introduce como novedad la facilidad para la confeccion de
las escenas, a modo de pizarras electronicas interactivas, y
su inclusion en paginas web, de forma que una unidad
didactica serd una o mas paginas html, con todas las faci-
lidades de creacion y modificacion que permiten los pro-
gramas editores que hay en el mercado para confeccionar
paginas de este tipo. Existen en Internet numerosos
applets, algunos son interactivos, es decir que permiten al
usuario modificar algin pardmetro y observar el efecto
que se produce en la pantalla, pero lo que caracteriza a
Descartes es que, ademds, es configurable, es decir, que
los usuarios (profesores) pueden programarlo para que
aparezcan diferentes elementos y distintos tipos de inte-
raccion. No hay que olvidar, también, su finalidad educa-
tiva. En particular, el applet Descartes tiene una progra-
macion muy matemdtica para que a los profesores de esta
materia les resulte facil su aprendizaje y utilizacion.

Descartes es un sistema de referencia cartesiano interacti-
vo, en el que se pueden configurar y emplear todos los
elementos habituales: Origen, ejes, cuadrantes, cuadricula,
puntos, coordenadas, vectores, etc.

Permite representar curvas y graficas dadas por sus ecua-
ciones, tanto en forma explicita como implicita; en parti-
cular permite representar las graficas de todas las funcio-
nes que habitualmente se utilizan en la ensefanza secun-
daria, tanto en coordenadas cartesianas como en paramé-
tricas o polares.

Los elementos que intervienen en la definicion de las
ecuaciones pueden ser parametros modificables por el
usuario, lo que hace que las graficas que se muestran cam-
bien al modificar esos parametros.

Dispone también de una poderosa herramienta de cdlculo
que permite evaluar cualquier expresiéon matematica y
escribir el resultado en la escena. Como ocurre en las
representaciones graficas, los elementos que intervienen
en los célculos pueden ser pardmetros modificables por el
usuario, lo que hace que los resultados que se muestran
cambien al modificar esos parimetros.

También se pueden representar los elementos geométricos
elementales: puntos, segmentos, arcos, etc., lo que permi-
te hacer numerosas representaciones geométricas. Como
en los casos anteriores, estos elementos pueden depender
de pardmetros, de forma que la representacion cambia
cuando el usuario los modifica.

Uso de Descartes

Para el alumno: La forma mas sencilla de usar Descartes
es utilizar las paginas donde se hayan insertado las esce-
nas. Es la que utilizardn generalmente los alumnos, o las

personas que se acerquen por primera vez a esta aplica-
cion. No se requiere tener ningln conocimiento previo.
Bastard con las indicaciones que se hagan en la propia
pagina en la que se habridn senalado las actividades que
se deben de realizar.

Para el profesor: En este caso se necesita tener experien-
cia con algin editor de paginas web, puede ser un pro-
cesador de textos que permita editar este tipo de paginas.
El profesor puede editar las paginas que le interesen y
modificar la propuesta de actividades, quitando, corri-
giendo o anadiendo actividades; esto no requiere mas
conocimientos que saber usar un procesador de textos. Si
ademas ha practicado con las herramientas de configura-
cion del nippe puede efectuar con facilidad pequenos
cambios: colores, poner o quitar ecuaciones, puntos, seg-
mentos, etc.

En estos dltimos tres anos un numeroso equipo de profe-
sores ha realizado cientos de aplicaciones y desarrollado
un buen nimero de unidades didacticas que recorren un
alto porcentaje del curriculo de la ESO y Bachillerato.

Estas aplicaciones estin disponibles en el servidor de
Internet del PNTIC, actualmente CNICE (Centro Nacional
de Informacién y Comunicacion Educativa). En este ser-
vidor se pueden encontrar los siguientes apartados:

e Unidades Diddcticas: Da acceso a la relacion de Uni-
dades Didacticas desarrolladas en el PNTIC con el
nippe Descartes que estan clasificadas por niveles y
cursos; aunque también ofrece un buscador que per-
mite acceder a las paginas por su contenido, lo que
facilita la localizacién de unidades que tratan un
determinado tema.

e Aplicaciones: Esta es la zona destinada a las aplica-
ciones desarrolladas por los profesores que quieran



publicar sus trabajos. Estd previsto incorporar las uni-
dades didacticas que desarrollan los profesores-alum-
nos de los cursos. Hay que resaltar la calidad de los
trabajos realizados por los alumnos de los cursos, ya
que no se han limitado a hacer el ejercicio final que
se les pedia, como aplicaciéon de programaciéon del
applet Descartes, sino que, en muchos, casos han rea-
lizado Unidades Didacticas muy completas y con una
presentacion excelente.

e Experiencias: Se pretende recoger, en esta zona, las
experiencias llevadas a cabo por los profesores en el
aula, con sus alumnos. En las cursos de Asturias y
Castilla y Ledn el curso incluye la experimentacion
con alumnos.

e Buscador: Permite localizar en Descartes las aplica-
ciones relacionadas con un tema dado.

e Descarga: Se dan instrucciones para descargar las
Unidades Didacticas y las Aplicaciones en el ordena-
dor local, de forma que puedan utilizarse todas las
Unidades Didacticas y las Aplicaciones sin necesidad
de estar conectados a la red.

e Formacion: Se accede a las paginas del curso de auto-
formacion, que consta de cinco pricticas y el desa-
rrollo de una aplicacién. En los momentos en que esté
activo el curso a distancia se incluird en esta pagina
un enlace al curso.

Hasta ahora muchos profesores han rechazado esta herra-
mienta por pensar que se necesitaba estar conectado a
Internet para poder utilizarla con los alumnos. Esta claro
que se puede utilizar asi, pero desde luego no es lo mis
aconsejable por las dificultades que la mayoria de los cen-
tros encuentran para poder trabajar conectados a la red en
tiempo real.

Pero no es necesario estar conectado. El profesor puede
descargar a los ordenadores locales o a disquetes, aplica-
ciones, unidades didacticas enteras y experiencias, modifi-
carlas y trabajar con sus alumnos sin necesidad de estar
conectado a Internet.

Para poder trabajar de este modo basta con descargar el
motor de Descartes y los ficheros comunes y guardarlos en
el disco duro del ordenador.

¢Qué podemos encontrar?

Unidades didacticas

Mas de 100 unidades didécticas correspondientes a:
e Primer ciclo de la ESO

e 3.°de ESO

e 4.° de ESO (Opcién A)

e 4.° de ESO (Opcion B)

e Taller de Matematicas

e 1.° de Bachillerato de CC.NN. y SS. y Tecnologico

e 2.° de Bachillerato de CC.NN. y SS. y Tecnolégico

e 1.° de Bachillerato de HH. y CC. SS.

e 2.° de Bachillerato de HH. y CC. SS.

e Otros niveles

En cada curso podemos encontrar entre 10 y 20 unidades

didacticas desarrolladas completamente, con applets ani-
mados, introduccion tedrica y ejercicios de aplicacion.

Unidad: Complejos. 1.° de Bachillerato
de Ciencias de la Naturaleza y la Salud

Unidad Funciones. 4.° de ESO

Aplicaciones

Incluye un catilogo de todas las aplicaciones selecciona-
das por bloques tematicos y nivel educativo, autor. La des-
carga también se puede realizar desde estos cuadros:



Experiencias

Aplicacién de alumnos de 1.° de Bachillerato
del IES Atenea de Alcald de Henares

En este apartado se incluyen las experiencias de aula rea-
lizadas por profesores y alumnos. Hasta hora solo se han
incorporado las del IES Atenea de Alcala de Henares pero
confiamos que pronto comience a crecer.

Conclusiones

Alguien puede pensar que material tan amplio y con un
potencial didactico tan grande debe ocupar mucho espacio
y que las descargas se pueden eternizar. No es el caso. El
motor que permite visualizar los applets y los archivos
comunes con todos los indices no ocupa mis de 200 K y
una unidad didactica completa estd alrededor de los 30 K.
Es decir en un simple disquete podemos incorporar unas
cuantas unidades y aplicaciones. Los tiempos de descarga
no llegan al minuto.

En fin, un proyecto que pone al alcance de todos los pro-
fesores y de sus alumnos un material sumamente intere-
sante y que nos permite avanzar en uno de los suenios de
René Descartes: hacer visibles las matemadticas. Porque a
los que siguen pensando que la ensefanza de las
Matemadticas debe constituir el paraiso de la abstraccion, les
recuerdo una frase del Principe de los Matematicos, el
genial Gauss:

«La Matemadtica es la ciencia del ojo»

Direccion de Internet del Proyecto Descartes:

http://www.cnice.mecd.es/Descartes/index.html
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Carlos Uson Villalba

UBIERAMOS DESEADO enfocar este articulo desde otra perspectiva. Su
gestacion habia deambulado por otros derroteros. Es cierto que pensa-
bamos escribir sobre el tremendo paréntesis! que la historiografia clasica
impone, en el campo de la Matematicas, al final de la Edad Media his-
pana y al llamado Renacimiento, también en su version peninsular. De la
matematica drabe» ya habiamos hablado en articulos anteriores?, pero,
una vez mds, los medios de comunicacion pretenden adiestrarnos en el
lenguaje del odio, presentindolo bajo el prisma del choque cultural.
Porque, una vez mas, los paladines de la justicia y la democracia andan
bombardeando un pais musulman respondiendo con iniquidad a la ini-
quidad. Razones mas que suficientes, en nuestro caso, para cultivar la
admiracion, para revisar nuestra cultura a la luz de sus aportaciones. Las
de «ellos,, que fueron las nuestras, porque formdbamos parte integrante
de «esa» comunidad. Maxime cuando uno lee con dolor alegatos tan
detestables —por racistas— y tan tendenciosos —por intencionadamente
desinformados— como el de la senora Fallaci®.

Una continuidad obligada

En aquellos articulos? habfamos dejado a Hugo de Santalla en Rueda,
enfrascado quizds en la traduccion de las obras de al-Mut'aman, y mads
tarde a Platén de Tivoli trabajando con Abraham bar-Hiyya. Tres repre-
sentantes sin mds de ese noreste hispano que traducia compulsivamente
y exportaba® cuanto traducia sin dejar huella alguna en suelo ibérico.
Mientras, Paris luchaba con denuedo contra el averroismo® y la Uni-

versidad de Toulouse lo usaba como banderin de enganche. Sin embar-

DESDE go, ¢debemos pensar que la fuente de la tradicion matematica andalusi
se habia secado?

LA Si hemos de hacer caso a la historiografia académica asi debi6 de ser. Si

al eurocentrismo debemos escuchar, seria Fibonacci en 1202 quien reco-
giera la tradicion perdida®. Incluso hay quien, haciendo acopio de un dri-

H Is I ORI A blin asombroso cristaliza en €l el resurgir de la ciencia griega que, tras

invernar diez siglos, florecié en sus manos’.




Efectivamente, debemos aceptar el Liber Abacci como un
hito de referencia obligada, pero entendido como el resul-
tado logico de una continuidad. Fruto de una inquietud,
consecuencia de una poderosa tradicion que necesito,
para fructificar en Europa, de la autoestima aportada por
las armas en Tierra Santa y, sobre todo, del camino abo-
nado que, desde al-Andalus, fueron dejando de forma
directa® o indirecta personajes como Juan Hispano, Pedro
Alfonso, Abraham ben Ezra, Abraham bar Hiyya, Adelardo
de Bath, Gerardo de Cremona, etc. Un camino que preci-
s6 violentar el escolasticismo neoplaténico dominante y
dejo el continente europeo dividido en dos, intelectual-
mente hablando. Mientras uno bebia del caudal griego
diversificado por los drabes en multitud de canales, el otro
volvia la vista hacia la tradicion latina a través de la
Institutio Arithmetica de Boecio (*480, 524) que cumplia
ya siete siglos y que no pasaba de ser una adaptacion de
la Introductio Aritbmeticae de Nicémaco® (*100), empo-
brecida todavia mids por Casiodoro (475, 570) y San
Isidoro de Sevilla (570, 636). Algo similar a lo que pasaba
en filosofia, donde se apostaba por las nociones simplistas
del neoplatonismo'® de autores como Plinio, Casiodoro,
Mario Victoriano, Macrobio, Apuleyo o el mismo Boecio.
O en astrologia con Macrobio y Firmicio Materno.

En el fondo, dos concepciones contrapuestas por su base.
Una que aspira a llegar a Dios por la razon en la mas fiel
tradicion judeo-cristiana occidental y otra mds restringida
que Lo busca, exclusivamente, desde la fe y en la que la
ciencia no pasa de ser un mal menor mientras no ponga
en entredicho la verdad revelada'.

Las Etimologias de San Isidoro son un claro ejemplo. Sélo
el tercer libro estd dedicado a las matematicas. No por el
interés que suscitan en si mismas sino por el que despier-
tan en la teologia como manifestacion de los planes del
Creador y, como consecuencia, para entender los libros
sagrados. Asi pues, la trascendencia de este tercer libro no
estd en su contenido sino en su difusion, en su obligada
presencia en todo monasterio medieval. Por eso nace De
Aritmethicus Propositionibus de Beda el Venerable (*673,
735), como oposicion a la obra de Isidoro, para mitigar su
influencia en las islas britdnicas!?.

Sobre la genealogia del Liber Abacci

Y sin embargo el foco musulmin y el cristiano acabarian
conformando uno soélo. Beda acumula un voluminoso blo-
que de problemas de los que hoy asociarfamos a las
matemadticas recreativas que aparecerin después en las
aritméticas medievales y renacentistas: Mahavira, Fibo-
nacci, Paolo del Abbaco, Chuquet, Tartaglia, la de
Treviso... Algunos de ellos habian atravesado la historia
hasta Beda y desde €l a nuestros dias con ligerisimas

modificaciones. Los de aves, a los que D. E. Smith atribu-
ye origen chino, pasarian después por las obras de Beda,
Mahavira, Alcuino de York o Abu Kamil. Los de cisternas,
a los que este autor sitia en China o India en el momen-
to de su nacimiento, todavia hoy ocupan su lugar®® en los
libros de texto.

Jugando por la otra banda, en suelo peninsular, Ibn al-
Samh y al-Zaharawi de la escuela del madrileno Maslama,
habian escrito, ya en el siglo X, aritméticas pricticas del
tipo de las que después llevarian el apelativo «comercia-
les»: los al-Muawalat. Sin salir de al-Andalus, el siglo XI
rendiria homenaje a al-Mu’taman, ibn-Sayyid y al-Yayyani,
sin duda tres de los mejores matemdticos occidentales del
medioevo. Pero de ellos ya hablamos en articulos anterio-
res. En este mismo ambito de las aritméticas mercantiles,
el siglo XII" nos dejaria el Liber Mahameleth. Una obra de
autor desconocido que J. Sesiano atribuy6 en segunda ins-
tancia a la pluma de Juan Hispano. ;Una traduccién qui-
zas de alguno de los al-Muawalat de la escuela madrile-
na'®? ;O quizds de alguna otra obra posterior?

El caso es que el Liber Mahameleth presenta ya la tipica
estructura de las aritméticas comerciales que populariza-
ron los italianos a partir del siglo siguiente. Como ellas,
estd dividida en dos partes, una tedrica y otra practica. La
primera hace referencia al sistema de numeracién posi-
cional y a sus algoritmos asociados!®, a la teoria de las pro-
porciones!” y a la resolucion de ecuaciones de 1.° y 2.°
grado. La parte practica contiene una coleccion de pro-
blemas sobre contrataciones de obreros, compraventa de
mercancias, cambio de moneda, aleaciones, matemadtica
recreativa. ..

La obra rinde pleitesia a Euclides, como no podia ser de
otro modo, al que cita infinidad de veces y del que exige
que sea conocido y estudiado'® antes de enfrentarse al
Liber. También cita abundantemente a Abu Kamil, y en
menor grado a Arquimedes y al-Khuwarizmi. E incluso, a
Nicomaco de Gerasa. Las vias de influencia parecian haber
confluido ya en el siglo XII.

Si hacemos caso a Sesiano el libro debi6 de tener escaso
éxito. En su opinidn, la sintesis que ofrecia entre teoria y
practica era demasiado avanzada para sus consumidores
mads naturales, los comerciantes, y se quedaba demasiado
corta para los especialistas'?. A nuestro juicio, esta opinion
concuerda mal con el hecho de que hayan llegado hasta
nosotros tres ejemplares.

Tampoco nos parece ni casual ni intrascendente que, de
esas tres copias incompletas de que disponemos, una de
ellas esté en Padua y las otras dos en Paris. Italia es la
cuna de Fibonacci y la madre mas prolifica en lo que a
engendrar aritméticas comerciales se refiere. Francia alum-
brarfa uno de los libros mds interesantes del siglo XIII:
Carmen de Algorismo de Alexander de Villadei. Pero esa



linea de continuidad nos ha llevado sin pretenderlo hasta
la reedicion del texto, del muy loado®, Leonardo de Pisa.
Merece la pena analizarlo, aunque sélo sea someramente
por afianzar esta continuidad.

El Liber Abacci

Se estructura en 15 capitulos. El primero lo dedica a las 9
cifras significativas y al «zephirum». En los cuatro siguien-
tes se interesa por los algoritmos de la multiplicacion,
suma, resta y division —en este orden—, incluyendo ademas
las pruebas del 7, 9 y 11 asi como la descomposicion en
factores primos. El sexto y el séptimo tratan de las frac-
ciones?!. Del ocho al once estdn dedicados a aplicaciones
y cdlculos comerciales, reglas de tres simple y compuesta,
simple y doble falsa posicion, adiciéon de progresiones y
de cuadrados de numeros naturales, sustentados sobre
una coleccién de problemas relativos a sociedades, cam-
bios de moneda, aleaciones 0 matemadtica recreativa. Los
capitulos 12y 13 se ocupan de la solucion entera de ecua-
ciones indeterminadas de primer grado. El decimocuarto
al calculo de raices cuadradas y cubicas, ademas de ope-
raciones con expresiones de la forma a + ¢b. El dltimo
capitulo contiene una breve exposicion de las ecuaciones
de segundo grado al estilo de al-Khuwarizmi, problemas
de geometria, resolubles a partir del Teorema de Pitagoras,
y otros alusivos a fracciones continuas.

Sobre su influjo posterior hay pocas dudas: durante mucho
tiempo constituyd una referencia obligada para media
Europa. Y sin embargo, segin G. Beaujouan y G. R. Evans,
fueron mucho mis populares en ese momento Carmen de
Algorismo (*1225) del francés Alexander de Villadei y el
Algorismo Vulgaris del inglés Jhon Sacrobosco (*1200,
1256). El primero era una obra en verso que alcanzé gran
difusion entre los estudiantes de la época, quienes recita-
ban de memoria sus estrofas y consultaban las dudas en la
prosa, mucho mas clara, de Sacrobosco. Coetineo de ellos
es también la obra del aleman Jordanus Nemorarius
Demostratio de algorismo 'y Arithmetica decem libris
demostrata.

El siglo se despediria con el primer tratado del dbaco en
lengua vulgar que se conoce, Livero del abechio, y la eclo-
sion de las llamadas escuelas del dbaco en Italia. Tendrian
que pasar todavia cien anos para que apareciera la prime-
ra aritmética comercial castellana de la que se tiene noti-
cia: Libro de Arismética que es dicho Alguarismo. Pero,
otros treinta mas para que lo hiciera la Aritmética de
Pamiers que es, a la sazon, la primera de este tipo en
Francia. Le seguirfan las obras de Nicolas Chuquet dando
paso ya, a finales de siglo, a las que inauguran el capitulo
de las aritméticas impresas: la de Treviso por parte italia-
na, De maviere omte leeren cyffren na die rechteconsten

Leonardo de Pisa

algorismi int ghebeele ende int ghebroken por parte ale-
mana y la espafiola? Summa de I'art d’Aritmetica (1482)
de Francesc Sancliment. Siete anos después apareceria en
Espana una segunda copia de Libro de Arismética que es
dicho Alguarismo. Las aritméticas comerciales triunfaban
en toda Europa. La continuidad impone su légica. Bajo su
sombra, el desierto resulta menos estéril de lo que se pre-
sumia. Al menos no mas infecundo que otros.

Los expertos establecen lineas de influencia®® en funcion
del orden de introduccién de las operaciones, los tipos de
«pruebas» que utilizan, la divisiéon de los capitulos en siete
0 nueve «especias» 0 «puertas» y a partir del uso de deter-
minados vocablos. Un trabajo encomiable, sin duda, aun-
que la necesidad de introducir tan sutiles argumentos lo
que demuestra es la sintesis de corrientes a la que se habia
llegado. El maridaje entre ellas eran algo mas que un
matrimonio de conveniencia, era el resultado del apasio-
nado idilio que ligaba las matemdticas a las necesidades
de la época. En este caso las comerciales.

Las otras matemadaticas

Aunque no pensabamos recorrer el camino que sigue a
continuacion, lo haremos en honor a la sefora Fallaci. A
ella dedicamos esta somera revision de lo que pasaba en
su tan odiada cultura musulmana antes de que el Liber

Abacci inaugurara el siglo XIII.

Hacia ya mis de cuatro siglos desde que ibn Hayyam?:
utilizara la numeraciéon posicional y el cero, llamados a
ocupar siglos después, como ya hemos visto, los primeros
capitulos de las Aritméticas Comerciales. Un poco mds

tarde al-Kindi y al-Khuwarizmi difundirfan la aritmética



hindd. Por esa misma época Wasi ibn-Turk hacia un
tratamiento de la ecuacion de segundo grado algo mas
profundo que el de al-Khuwarizmi, que a la postre seria la
version que se popularizé. Algo tuvieron que ver en el
proceso de seleccion el prestigio inicial y el que le

aportaron las traducciones hispanas.

El impulso de la generalizacién movia al algebra que sin
embargo no supo dotarse hasta los siglos XIV y XV de ese
poderoso simbolismo® que hubiera permitido un empuje
definitivo. Sirvan como ejemplo de ese impulso estos dos
modelos de trabajo. Por un lado al-Khuwarizmi resuelve
una ecuacion concreta: x? + 10x = 39.

Ciertamente su método es extensible a casos similares
pero, la busqueda de esa generalizacion para la que
carecen de sentido las particularidades surge medio siglo
después, cuando Tahbit ibn Qurra se plantea resolver una

ecuacion cualquiera de ese mismo tipo: x? + bx = c.

Esa actitud de desafio que admite el trabajo con «osas»
irreales cuyo valor se desconoce y de las que se admite
que puedan estar sometidas a reglas de cdlculo,
caracterizaba el espiritu desbordante de la nueva dlgebra.
Muchos siglos después ese poderoso impulso conquistaria
Europa y enervaria a Cavalieri que, como buen gedémetra,

se desesperaba:

los algebristas {(...) suman, restan, multiplican y dividen las raices
de los nimeros, aun siendo inefables, absurdas y desconocidas,
y estén convencidos de haber actuado correctamente, siempre
que eso sirva para obtener el resultado deseado.

El peso de la tradicion griega era demasiado fuerte, la
admiraciéon por sus matemadticas fue tan profunda que
costaria siglos desprenderse de la rémora geométrica.
Ese seria durante siglos, atn sin saberlo, el gran reto
del oriente isldmico, aunque ya, a finales del siglo XI,
Omar al-Hayyam (1048, 1131) hubiera escrito (1077)
sus Comentarios a las dificultades que se encuentran
en las introducciones del Libro de Euclides. El avance
fue notable, pero quedaba todavia mucho por hacer.
Asi, por ejemplo, aunque es alli donde se trata por pri-
mera vez la razén A/B como un numero y donde se
define una nueva categoria de nimeros asociados a las
proporciones, se siguen manteniendo reparos acerca
de la consideracion numeérica de las magnitudes incon-
mensurables.

Lamentablemente no nos ha llegado su Tratado sobre la
extraccion de raices aunque en Las dificultades de la arit-
meética desarrolla un procedimiento general para el calcu-
lo de una raiz cualquiera del nimero natural que se desee,
haciendo uso de lo que hoy llamamos Binomio de
Newton y que, en aquel momento se podria haber llama-
do Binomio de al-Karagi (; , 1019 al 1029), por ejemplo, si

el culto a la personalidad hubiera estado tan desarrollado
como ahora®.

Omar al-Hayyam, mds famoso en occidente por su supues-
ta heterodoxia y su poesia hedonista e iconoclasta’, habia
escrito ya en 1074 Sobre las demostraciones de los problemas
del dlgebra y la almucdbala: un exhaustivo estudio de las
ecuaciones de tercer grado, clasificindolas primero en 19
formas canonicas y abordando su solucion general como
corte de conicas. Es evidente que estamos hablando de
obras puramente cientificas. No es la resoluciéon de proble-
mas concretos la que motiva el estudio, ni son las solucio-
nes particulares las que centran el interés del autor. Es la
abstraccion la que domina el tratamiento general de la obra.
Es la ambicion de sintesis la que la motiva.

Senora Fallaci:

¢Hace falta establecer algun tipo de comparacion entre las
preocupaciones cientificas de Hayyam y las de los «mate-
maticos®® europeos de la época de Fibonacci? ;No resulta-
ria mds razonable, siguiendo ese modelo elitista que ha
dominado la historia de las Matematicas y que ha excluido
de ella casi todo lo que se asocia a la necesidad en lugar
de al honor del espiritu humano?®, desterrar definitivamen-
te a su paisano Leonardo de Pisa, de la historia de las mate-
maticas? No era puro, no tenia nivel suficiente para su
época®, su obra no supuso un paso adelante en la cons-
truccion del edificio matematico.

Es evidente, a estas alturas, que lejos de proponer seme-
jante barbaridad nuestra propuesta pase por incluir en ella
el Liber abacci pero también el Libro de Arismética que es
dicho Alguarismo (por ejemplo) y todas esas «otras» mate-
maticas surgidas al amparo de la necesidad de sus usuarios
para que nos sirvan, precisamente, para saber mas de ellos
y menos de ellas. Llevamos tanto tiempo mirdndonos nues-
tro eurocentrista ombligo matematico desde la perspectiva
del formalismo que hemos perdido la necesaria amplitud
de miras que requiere la vista para poder ver.

Pero podemos seguir obcecados y apoyarnos en E. Colerus?!
para continuar diciendo, como lo hace usted en su articulo,
que: Es innegable que los drabes anadieron relativamente
poco al contenido material de nuestra ciencia» y no seguir
leyendo hasta que, en la pagina 145, diga aquello de: Puede
decirse que Leonardo es el primer matematico de valia de la
edad moderna». Se puede ir mas alld en esa ceguera argu-
mental y afirmar, como lo hace C. B. Boyer??, que: «..en la
obra de Leonardo de Pisa, la Europa Occidental alcanzo6 a
rivalizar con las restantes civilizaciones en el nivel de sus
progresos matematicos». Al fin y al cabo, si usted no necesi-
ta pruebas para matar, ;por qué va a necesitar extraerlas de
la historia para mantener sus afirmaciones?
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Notas

1 Més oscuro si cabe tras la polémica del siglo XIX. La que suscitara la pre-
gunta formulada por Masson de Morvilliers en 1782 y que prefendié cerrar
Rey Pastor en 1913 aprovechando el discurso inaugural de la Universidad
de Oviedo.

2 Unos siglos que cambiaron el mundo (I y 1l). Nomeros 34 y 35 de SUMA.

3 Hacemos referencia al articulo del dia 1 de octubre aparecido en el diario
El Mundo.

4 Tradicional visién de las cosas que niega cualquier poso cienfifico en suelo
hispano, especialmente si era de «origen» musulmén.

5 Decir los averroismos seria mas correcto.

6 En frase de Rey Pastor: «... [a él] corresponde el honor de introducir en
Europa la numeracién india».

7 «El primer reflejo de cuanto anteriormente habia producido el espiritu occi-
dental» E. Colerus, 1972. Breve historia de las Matemdticas. Madrid.
Doncel.

8 Tan directa como que J. lomba considera al Liber Abacci inspirado en el
Liber embadorum de Abraham bar Hiyya. Sin despreciar, por supuesto, el
contacto directo o la via siciliana de influencia.

9 Ya de por si, un autor que «muestra una competencia matemdtica muy esca-

sa» C. Boyer H de la matemética.
10 J. Lomba, 1997. La raiz semitica de lo europeo. Akal. Madrid.

11 «la verdad de las cosas consiste en su rectitud y en su conformidad con el
Verbo, que las dice eternamente» R. Grosseteste (1175, 1253).

12 B. Caunedo del Potro, obra citada en la Bibliografia.

13 Destacado hasta hace unos afios.

14 El de Abraham ben Ezra, Pedro Alfonso, Abraham bar Hiyya y con ellos la
difusién por Europa.

15 Por esa opcién parece inclinarse J. Samsé.
16 Producto, suma, divisién, resta y raiz cuadrada (en este orden).
17 La sombra griega es alargada.

18 Una exigencia justificada més por la tradicién que por la complejidad de sus
contenidos.

19 Fruto posiblemente de la disponibilidad negada por la historiografia tradi-
cional. J. Lomba estima que, de las obras traducidas, un 68% eran cientifi-
cas, y de ellas el 43% lo fueron de matematicas.

20 Colerus (obra citada): «el primer matemético de valia de la edad modernas.
H¢ General de las Ciencias coordinada por R. Taton: «El mayor matemético

de la Edad Media».

21 Hace uso de tres tipos de fracciones: las comunes, las sexagesimales y las
de numerador uno pero no las decimales. Negando asi una de las princi-
pales ventajas de la numeracién posicional.

22 En realidad, la primera edicién estd escrita en catalan. Unos afios mas tarde
se imprimiria la version castellana.

23 Boecio, ben Ezra, bar Hiyya, Liber Mahameleth. Fibonacci, Sacrobosco...,
son algunas de las referencias.

24 Hacia el 776.
25 De la mano de los matemdticos magrebies y nazaries.

26 Aunque el culto a la originalidad sea una creacién renacentista, al-Biruni (s. X)
ya se quejaba de la ausencia de ella en algunos textos de sus contemporéneos.

27 En occidente sus Rubaiyat le han hecho mas famoso como poeta que como
matemdtico.

28 Las comillas son contradictorias con nuestra linea argumental pero la pasién
nos impide evitarlas.

29 Parafraseando a Jacobi.

30 A nivel internacional, claro esté.

31 Ibidem, pag. 136

32 H?de la Matemdtica. A. U. 1968. Madrid.
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RECENSIONES

Grupo Cero, ¢nostalgia?

MATEMATICAS DE BACHILLERATO. VOLUMEN 1

Grupo Cero: Eliseo Borras, M.* Elisa Carrillo, Joaquin D’Opazo, Francisco
Hernan, Magda Morata, Luis Puig, Angel Salar, Adela Salvador, Vicente Talens.
Obra grafica: Antén Diez, Maria Llum y Daniel Torres

Edita: Roberto Guillén

Valencia, 1977

Matematicas de Bachillerato. Volumen 2

Grupo Cero: Eliseo Borras, M.*? Elisa Carrillo, Joaquin D’Opazo, Miguel
Gonzalez, Daniel Gozalbo, Francisco Hernan, Magda Morata, Luis Puig, Adela
Salvador, Vicente Talens, Pepe Casany

Obra grifica: José Saez, Jorge Garcia, Margarita Baikauli, Alberto Parra, Maria
José Cardona, Jorge Sempere, Nieves Barbera y Daniel Gil

Edita: Roberto Guillén

Valencia, 1978

Estamos a mediados de los sefenta y un importante grupo de jévenes recién licenciados nos
incorporamos a las tareas docentes en los nuevos bachilleratos. Nuestra formacién universitaria
estd fuertemente influenciada por el formalismo matematico derivado de la corriente bourbakis-
ta. En las escuelas e institutos se ensefia la llamada «matematica modernax, la matemética que
prioriza las teorias conjuntistas y las estructuras algebraicas, marginando una ensefianza tradi-
cional cuyos pilares eran la aritmética y la geometria. El sistema educativo, apoyéndose en una
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interpretacion sesgada de las teorias piagetianas, dice que los
curriculos se organizan de acuerdo con las etapas de desarrollo
cognitivo de los alumnos. Los libros de texto asumen los plantea-
mientos gubernamentales:
el bachillerato debe tender a la organizacién progresiva racio-
nal de la Matemética como ciencia deductiva; la evolucion inte-
lectual del alumno le ha puesto en condiciones de poder seguir
un proceso deductivo racional; se ha seguido la linea estructura-
lista, por la simplificacién que supone su utilizacién en el trata-
miento de los conceptos matemdticos...

Desde estos posicionamientos, parecen darse todas las condi-
ciones para que los profesores ensefien las mateméticas que se
necesitan en la nueva sociedad, y para que los alumnos com-
prendan y utilicen lo que se ensefa. Pero los mundos idilicos per-
tenecen a los cuentos de hadas; lo que demostré la realidad de
las aulas distaba mucho de las expectativas levantadas: las ideas
y conceptos matematicos se justificaban y presentaban en orden
deductivo, sin que ello significase que el alumno, que no habia
desarrollado la capacidad de abstraccion que se le suponia, los
organizase y estructurase cognitivamente de esta forma. Los
resultados eran poco alentadores: los profesores constataron la
falta de comprensién de sus alumnos, los alumnos percibieron
que sus esfuerzos por enfender las nuevas mateméticas resulta-
ban baldios, y la sociedad también constaté que las asignaturas
de matemdticas alcanzaban altos indices de fracaso escolar.

Es en este contexto que asistimos a la formacién de movimientos
de profesionales de la educacion matemdtica que apuestan por
el abandono de las llamadas «mateméticas modernas», y la
«vuelta a lo basico». Asi, surgen grupos de renovacién pedagéd-
gica que se organizan en torno a las materias curriculares; en el
caso de las matemédticas se formaron grupos de profesores como
el Equipo Granada-Mats, el Grupo Cero de Valencia, el Grup
Zero de Barcelona, el Colectivo de Didéctica de las Matematicas
de Sevilla, el Colectivo Rosa Sensat, el Grupo Azarquiel de
Madrid, etc. Estos grupos se preocuparon de analizar los conte-
nidos de los programas de mateméticas vigentes, de proponer
nuevos objetivos para la formacién matemética de los futuros ciu-
dadanos, y de experimentar metodologias alternativas en edu-
cacién matemdtica.

El Grupo Cero de Valencia

El inicio de las actividades publicas del Grupo Cero de Valencia
puede situarse en septiembre de 1975 con la publicacién del
articulo zPara qué las matematicas@ que aparece, firmado por
seis profesores de bachillerato, en el nimero 2 de la revista
Escuela 75; revista editada por el Seminario de Pedagogia del
Colegio Oficial de Doctores y Licenciados de Valencia. Estos pro-
fesores toman en consideracién, entre otros, los trabajos sobre la
naturaleza de la matemética de Lakatos, la fenomenologia del
conocimiento matemdtico de Freudhental, y la resolucién de pro-
blemas de Polya. Asi, construyen una critica a los curriculos de
matematicas del nuevo bachillerato sustentada en cuatro ideas
principales: se necesitan distintas perspectivas para el aprendi-
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zaje de las matemdticas, el rigor de las
matemdticas admite distintos niveles, las
mateméticas de los alumnos no pueden
quedar reducidas al uso de técnicas, y el
destino de la ensefianza de las matemati-

cas no es el de la divisién social.

Pero estas ideas no eran el resultado exclu-
sivo de una reflexién tedrica, también esta-
ban influidas por los resultados de experi-
mentar en el aula materiales y métodos de
trabajo alternativos; algunos de los resulta-
dos de esta experimentaciéon, asi como el
andlisis de los mismos, aparecieron publi-
cados por el ICE de la Universidad de
Valencia. A través de titulos como Es posi-
ble o Estrategias, conjeturas y demostracio-
nes, se pudieron conocer las infenciones
que guiaban al Grupo Cero en su propues-
ta alternativa a la ensefianza tradicional de
las matemédticas: la resolucién de proble-
mas como motor del aprendizaije, el valor
educativo del trabajo en grupo, la impor-
tancia y utidad del razonamiento plausible,
la viabilidad de afrontar problemas de dis-
tintas disciplinas cientificas, la necesidad de
integrar la teoria y la préctica, efc.; y tam-
bien se pudieron observar los modos de tra-
bajo y las respuestas que ofrecian los alum-
nos a las tareas propuestas: en el aula apa-
recen distintas estrategias de resolucién de
problemas, las mateméticas informales tam-
bién son eficaces para redlizar las tareas,
los procesos inductivos estan més cerca de
los alumnos que los procesos deductivos, la
socializacién del aprendizaje agiliza la
bisqueda de soluciones, etc.

Ademés, el Grupo Cero desarrollé una am-
plia difusion de sus materiales, y de las ideas
con las que los construyeron, dictando cursos
de escuelas de verano y asistiendo a reunio-
nes organizadas por colectivos de profeso-
res. En uno de estos cursos, impartido en la
Escola d'Estiv que organizaba la Associacié
de Mestres Rosa Sensat, surgié, a finales de
1975, la idea de que profesores de mate-
mdticas de bachillerato de Valencia y Barce-
lona trabajaran conjuntamente en la elabo-
racién de materiales; pero motivos de infra-
estructura y organizacién llevaron a que los
profesores de cada comunidad decidiesen
proseguir el trabajo por separado dando lu-
gar a la formacién del Grup Zero de Barce-
lona como colectivo auténomo.



Las ideas y materiales del Grupo Cero y del
Grup Zero, difundidas en buen nimero de
publicaciones y encuentros con profesores,
ayudaron notablemente a apaciguar el
desasosiego de los profesores noveles, y de
los no tan noveles; ayudaron a abrir nuevas
perspectivas en la educacién matemdtica y
reorientaron gran parte de los contenidos y
métodos de los curriculos posteriores.

En el afio 1978 se publican los dos libros de
texto que se resefian al inicio de este traba-
jo. Es la apuesta del Grupo Cero por ofrecer
a profesores y alumnos una propuesta
didactica global para los dos cursos de
matemdticas obligatorias de bachillerato. Es
la culminacién de los trabajos previos de
disefar, probar y reformular materiales utili-
zados en ambitos locales. Es el momento de
atender las demandas de los profesores que
quieren llevar a sus alumnos una alternativa
completa a la ensefianza tradicional.

Para muchos profesores la aparicion de
estos libros resulté impactante, tanto por los
contenidos como por la forma de presentar-
los. Transcurridos 25 afios de su publica-
cién, se pueden considerar como libros de
texto clésicos. Puesto que se me ha encar-
gado hacer una revisién de estos textos, se
me ocurre hacerla en clave de recordar las
sensaciones que me produjo.

La primera impresion

Al mirar por primera vez la portada de los
libros Grupo Cero pensé que estaban mas
préximos a portadas de comics que a las por-
tadas de los libros de texto de matemdticas;
éstas solian contener formas geométricas (o,
con menor frecuencia, férmulas matematicas)
sobre fondo monocolor y textos escritos con
letras de imprenta «formales»: eran portadas
poco llamativas. Sin embargo, los ilustrado-
res de los libros del Grupo Cero introducian
formas humanas, simbolos mateméticos con
carécter decorativo, reproducciones de ma-
nuscritos de alumnos y fextos escritos con
letras de imprenta «informales».

Al abrir el libro encontré una maquetacién
muy alejada de los libros de texto de la
época, tanto por la estructura como por los
recursos utilizados. Sin entrar en valoracio-
nes estéticas, recuerdo algunos aspectos
que, por comparacién con los libros de texto
usuales, me resultaron llamativos:
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Cada una de las lecciones se inicia con el enunciado de un
buen nimero de problemas; ademés, hay otros problemas
infermedios y también al final. Esta distribucién se corres-
ponde con la finalidad para los que estén propuestos: hay
problemas de introduccién, para que aparezca algin aspec-
to parcial del concepto, y de consolidacién de los conceptos
abordados en la leccién.

Después de los enunciados de algunos problemas aparece
una letra t, de tamafo destacado y trazo «informal», que
indica alguna de las nociones aparecidas al resolver el pro-
blema, o alguna consideracién sobre las mismas.

La presentacion formal de los conceptos matemdticos suele
aparecer en el epigrafe Resumen, que estd escrito con tinta
de color, o bien en fextos incluidos en el «bocadillo» que sale
de una boca humana. Este epigrafe no encabeza las leccio-
nes, como en los libros tradicionales, sino que se sitia des-
pués de los enunciados de un buen nimero de problemas.

Aparecen, bajo el epigrafe Aclaracién y con letra de color,
comentarios sobre algin concepto para delimitar sus inter-
pretaciones; también se incluyen reflexiones sobre alguna de
las técnicas que han surgido, resimenes de las ideas que
han aparecido, finalidad de las tareas que se van a propo-
ner o posibles inferpretaciones erréneas.

Con el enunciado de Problemas de manipulacién se propo-
nen ejercicios para que los alumnos se adiestren en el uso
correcto de las técnicas. Esta disposicién no concuerda con
el habitual listado de problemas y ejercicios que se entre-
mezclan, en los textos habituales, al final de cada leccién.

En el desarrollo de las lecciones se encuentran ilustraciones
variadas que aportan informacién sobre algin problema, ofre-
cen alguna ayuda o, simplemente, gratifican la vista. No era
habitual encontrar en los libros tradicionales ilustraciones que
pudiesen distraer la supuesta seriedad de las matemdticas.

El tipo de la letra utilizada en los textos no es uniforme, ya que
se enfremezcla la letra de imprenta tradicional, con el de las
letras de tipo manual, y con la de tipo «informalg. Resultaba
extraiio esta licencia para quienes estdbamos habituados a

una presentacién convencional de los textos matemdticos.

Las intenciones

En el prologo del libro del primer volumen se ponen de mani-

fiesto las intenciones educativas del Grupo Cero sobre la educa-

cién matematica en los dos primeros cursos de bachillerato. Alli

figuraban ideas importantes para reflexionar sobre la préctica

educativa, y para entender mejor la secuenciacién y organiza-

cién de los distintos bloques de contenido de los libros.

Para preparar a los jévenes para lo desconocido, el apren-
dizaje debe primar sobre la ensefianza.

Se postulaba un cambio respecto de una préctica educativa

en la que el profesor se situaba como el actor principal de la



clase; la propuesta era la de colocar a los alumnos como el
principal foco de inferés. Y las razones parecian evidentes:
la sociedad en que viviamos estaba sometida a cambios ver-
tiginosos en todos sus dmbitos y, por tanto, la formacién
matemética de los futuros ciudadanos debia potenciar el

desarrollo de hébitos y capacidades.

Este posicionamiento obligaba a modificar los roles tradiciona-
les que se jugaban en el aula, de modo que debia ser el alum-
no quien realizase las actividades propuestas, aprendiese desde
su propia experiencia, indagase en la bisqueda de significa-
dos, planificase la resolucién de los problemas, etc. Por el con-
tario, el papel del profesor pasaba a ser el de quien guiase el
aprendizaje, estimulase al alumno para el trabaijo, sugiriese dis-
tinfos enfoques para los nuevos conocimientos, ofreciese distin-
tas propuestas para buscar regularidades y formular conjeturas,
animase a los alumnos que se bloqueaban en el camino...

En una clase activa de mateméticas la tarea primordial es
hacer matemdticas, es decir, matematizar.

Desde nuestra formacién univeritaria entendiamos que en las
ensefianzas de bachillerato habia que potenciar el método
deductivo, que debiamos apostar por una practica educati-
va basada en la presentacion formal de las mateméticas.
Pero la propuesta iba en el sentido de Freudhental: los alum-
nos tienen que matematizar situaciones de la vida real, pero
matematizar las mateméticas debe situarse al final del pro-
ceso, cuando los alumnos estén en disposicién de hacerlo
porque tienen un buen conocimiento de las mateméticas.

En consecuencia, la propuesta del Grupo Cero era una lla-
mada para que los profesores apostésemos por invertir la pre-
sentacién habitual de los conceptos; se sugeria que en vez de
empezar por las definiciones se comenzase resolviendo pro-
blemas, y que fuesen las ideas surgidas de esta actividad las
que permitiesen la formalizacién de los conceptos.

Lo que queremos es estudiar los mismos fenémenos que estu-
dian las ciencias sin dejar de seAalar la peculiaridad del tra-
tamiento matemdtico.

Es cierto que habia una tendencia a destacar el cardcter ins-
trumental de las mateméticas, tanto en lo que concierne a la
formacién del individuo, como en lo que se refiere a su caréc-
ter de ciencia auxiliar de otras disciplinas cientificas. Pero
este cardcter de ciencia auxiliar era mds tedrico que real: los
problemas que se resolvian habitualmente en las clases de
matemdticas no afectaban a ofras disciplinas cientificas.

La aportacién del Grupo Cero fue la de poner de manifies-
to, ante los profesores y los estudiantes de bachillerato, que
es posible y deseable una ensefianza integral de las mate-
méticas, una ensefianza en la que la teoria y la préctica se
integrasen al resolver problemas del mundo real. Por tanto,
habia que modificar el tipo de problemas que se proponian
a los alumnos, formulando enunciados provinientes de otras
muchas disciplinas cientificas como la fisica, la biologia, la

economia, la medicina, etc.
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planificase
la resolucion
de los problemas,
elc.

e Proponer problemas que muestren al
alumno, desde éngulos diversos, el tipo
de cuestiones que conducen a ver la
necesidad de una aproximacién unitaria.

La ensefianza de la matemdtica arrastra-
ba una dilatada practica en la que los
conceptos se mostraban en su formula-
cién actual, y nuestra formacién universi-
taria habia incidido fodavia més en esta
practica. No es exirafio, por tanto, que
los profesores noveles nos aferrasemos a

la forma tradicional de ensefianza.

Ante esta situacion, el Grupo Cero nos
recordd que los conceptos matematicos
no surgieron tal y como se presentaban a
los alumnos; su génesis se sitba en la reso-
lucién de situaciones problemadticas reales
que se plantearon en momentos histéricos
concretos, asi como en un largo periodo
de aproximaciones parciales, de supera-
cién de errores, de generalizacién, de
abstraccion, de precision terminolégica,
etc. Y también nos recordaron que la sim-
ple presentacion de un concepto matemé-
tico no garantiza que los alumnos lo cap-
ten en foda su complejidad, que hay que
abordar el concepto desde distintas pers-
pectivas y que hay que admitir las infer-
prefaciones incompletas que, en el proce-
so de aprehension de los conceptos, pue-
dan hacer los alumnos.

El contenido

Primer Curso

Los temas que se abordan en este libro los
agrupan los autores en tres bloques: nimero
real, funciones y azar; ademas, hay un fas-
ciculo en el que aparece el Apéndice | dedi-
cado a ecuaciones, inecuaciones y progra-
macién lineal, y un Apéndice Il dedicado a
los nimeros complejos.

1. Nomero real

En una primera parte, Introduccién, se pre-
senta un plano de la ciudad de Valencia dibu-
jado en papel milimetrado, y sobre el que se
piden respuestas numéricas a cuestiones rela-
cionadas con la medida. Se persigue, entre
ofros objetivos, que los alumnos hagan una
reflexion sobre el uso de expresiones decima-
les aproximadas de los nimeros ¢2 y #, asi
como sobre la imprecisién de la medida.



La segunda parte se dedica a refrescar no-
ciones conocidas sobre los nimeros racio-
nales incidiendo en la idea de equivalencia
de fracciones y en la conexién entre las nota-
ciones fraccionaria y decimal; concluyendo
con una presentacién de los nimeros irracio-
nales partiendo de la escritura de expresio-
nes decimales infinitas y no periédicas,
dejando la prueba de la irracional de ¢2
criterio del profesor.

Finalmente, se presentan los nimeros reales,
tercera parte, como la unién de los nimeros
racionales e irracionales. De esta manera ante
el alumno aparece el nimero real fuertfemente
vinculado a la medida de magnitudes conti-
nuas y a simbolizacién del resultado de la
medida con expresiones decimales, dejando
al margen toda referencia a las estructuras
algebraicas, asi como las técnicas operatorias
con radicales. Ahora bien, al focalizar esta
presentacion en la medida se obstaculiza la
aparicién de los nimeros negativos, y de
hecho los autores soslayan las referencias
tanto a su origen como a su significado; sim-
plemente se limitan a utilizarlos como entes
supuestamente conocidos por los alumnos.

La Gltima parte del tema, Estimacion, se justi-
fica por la necesidad de resolver problemas
reales de medida en los que hay que traba-
jar con nimeros decimales, con expresiones
decimales con un nimero finito de cifras. Por
ello se abordan cuestiones referidas a las téc-

nicas de redondeo y a las cotas de error.
2. Funciones

Comienza con ejemplos y ejercicios intro-
ductforios cuyo objetivo es el de presentar
correspondencias entre conjuntos numéricos
en forma gréfica, como tablas de datos o
expresadas mediante relaciones simbolicas
con férmulas mateméticas. Se utilizan pro-
blemas enunciados en contextos que corres-
ponden a distintas disciplinas, como medici-
na, economia, fisica, etc.

Después aparecen las funciones reales de
variable real como casos particulares de las
correspondencias entre conjuntos numéri-
cos; se presentan mediante propuestas de
inferpretacién de gréficas y de representa-
ciones gréficas de fenémenos de naturaleza
variada. las funciones que aparecen, sin
que se haga mencién alguna, son continuas
o con discontinvidades de salto finito.

La incapacidad
de las funciones
estudiadas
para resolver
la relacion
entre presion
y volumen
obliga a
introducir
la funcion de
proporcionalidad
inversd. ..

A partir

del ejemplo
del crecimiento
de las bacterias
de una colonia,

se presentan
las progresiones
geométricas. ..

Una vez presentadas las ideas generales sobre las funciones, los
autores inician el estudio de casos particulares, profundizando
en el estudio de diversos tipos de funciones:

Las funciones cuya gréfica es una recta, focalizando el estudio
en los conceptos de pendiente y ordenada en el origen.

Las sucesiones aritméticas como caso particular de las funciones
cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales.

Funciones cuya gréfica no es una recta, funciones polinémicas,
que se presenfan como funciones adecuadas para ajustar las
gréficas que proceden de representar fenémenos reales; en este
estudio se realiza una revisién de las técnicas operatorias con
polinomios y se hace un andlisis pormenorizado de la funcién
polinémica de segundo grado.

La incapacidad de las funciones estudiadas para resolver la rela-
cién entre presidn y volumen obliga a introducir la funcién de
proporcionalidad inversa; de forma similar, al estudiar la divisién
celular mediante el ntmero de bacterias en el transcurso del tiem-
po lleva al estudio de la funcién exponencial.

A partir del ejemplo del crecimiento de las bacterias de una colo-
nia, se presentan las progresiones geométricas como funciones
cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales, y como
sucesiones que tienen caracteristicas de las progresiones aritmé-

ticas previamente estudiadas.

El blogue termina con el estudio de las funciones circulares, aun-
que su posicién en el libro parece indicar que su importancia
curricular es secundaria. Estas funciones se introducen con un
andlisis de la catéstrofe del barco «Urquiola», andlisis centrado
en los problemas que surgen al fijar la posicién de un barco
sobre una carta marina.

Hay aspectos de este bloque, como puede ser la presencia de las
progresiones aritméticas y geométricas, que podrian cuestionar la
coherencia del mismo; pero hay ofros aspectos, como la presenta-
cion de las funciones y la variedad y calidad de los problemas que,
en su momento, resultaron de gran inferés y utilidad, y que han ejer-

cido una notable influencia en los libros de texto posteriores.
3. El azar

Los ejemplos introductorios sirven para que el alumno se aproxi-
me a las ideas que se trabajan en este bloque, y para que el pro-
fesor conozca el grado de conocimiento de sus alumnos sobre la
utilizacién correcta de la conjuncién y disyuncién inclusiva, el
célculo de porcentajes y el empleo de diagramas de arbol.

El tema de la probabilidad se presenta con el estudio de sucesos
elementales asociados a los juegos de azar; posteriormente, el
trabajo con tablas de contingencia y diagramas de érbol permi-
te presentar la probabilidad condicionada y la resolucién de pro-

blemas de naturaleza muy variada.

La combinatoria se introduce para simplificar el célculo de pro-
babilidades, justificandose por la economia de trabajo que supo-
ne obtener con rapidez el nimero de grupos que cumplen deter-
minada caracteristica.



El bloque termina con el estudio de las variables aleatorias, de las
funciones de frecuencia y de probabilidad, y de las medidas de
centralizacién y dispersiéon, incluyendo un tratamiento elemental
de la esperanza matemdtica y de las curvas de distribucion.

Resulta de gran interés la aportacién del Grupo Cero al verte-
brar, desde planteamientos probabilisticos, la combinatoria y la
estadistica; ademads, hay que reconocer el planteamiento nove-
doso de introducir las funciones de frecuencia y de probabilidad
en el estudio de las medidas de centralizacién y dispersién.

Apéndices

En un fasciculo anexo al libro aparecen dos temas: en el
Apéndice | se abordan las ecuaciones, inecuaciones y sistemas,
y en el Apéndice Il se abordan los nimeros complejos.

El hecho de que aparezcan estos dos temas al margen de los res-
tantes induce a interpretar el sentir de los autores de que se trata
de temas de interés menor, bien sea porque prima el aspecto pro-
cedimental sobre el conceptual, en el caso del Apéndice |, o bien
sea porque el contenido del tema no es pertinente en la forma-
cién matemdtica de los alumnos de bachillerato, Apéndice Il. Es
més, el tralamiento que se da a estos dos temas se corresponde
con la presentacién tradicional, no parece que corresponda a los
mismos autores de los temas anteriores.

Segundo Curso

En este libro se presentan siefe bloques temdticos, uno dedicado
a la geometria vectorial y los seis restantes corresponden a dis-
tintos temas de andlisis matematico.

1. Gréficas

Se comienza por recordar las tres principales formas de presen-
tar una funcién: como tabla de valores, como una relacién sim-
bélica y como una gréfica. Seguidamente se muestran gréficas
de funciones de distintos fenémenos para que las interpreten los
alumnos. En la tercera parte de este bloque se proponen proble-
mas que permiten estudiar grdficas de caracteristicas diferencia-
das: rectas, pardbolas, cibicas, cuarticas, en escalera, de pro-
porcionalidad inversa y periédicas.

Resulta admirable el proceso de bisqueda y seleccién de los pro-
blemas que se enuncian en este bloque; ninguno de los distintos
tipos de grdficas se presenta descontextualizado, siempre hay
problemas, relacionados con disciplinas cientificas de distinta
naturaleza, que ilustren al alumno de las caracteristicas de las
graficas que se quieren estudiar.

2. Derivadas

El estudio de la gréfica que representa la trayectoria de un mévil
servird para introducir el concepto de tasa de variaciéon de una
funcién en un intervalo. Partiendo de los ejemplos y problemas
propuestos en el apartado anterior, se infroducen las nociones de
velocidad instanténea y pendiente, lo que permite alcanzar el
concepto de funcién derivada y, posteriormente, el célculo de
derivadas. El bloque termina con el estudio del crecimiento y
decrecimiento y el célculo de méximos y minimos.

...Siempre hay
una situacion
problemadtica
que aproxima
a la nocion
matemdtica
que se pretende
ensenar,

y solo después
de resolverla
hacen
Su aparicion
las definiciones
y resultados
expresados
en el lenguaje
Sformal.

A lo largo del tema se observa el papel prin-
cipal que, en el proceso de introduccién de
los conceptos matemdticos, los autores con-
ceden a los problemas; en efecto, siempre
hay una situacién problematica que aproxi-
ma a la nocién matemdtica que se pretende
ensefiar, y sélo después de resolverla hacen
su aparicién las definiciones y resultados
expresados en el lenguaje formal.

3. Estudio sistemdtico de las gréficas

La evidencia de que las representaciones
grdficas a partir de tablas de datos resultan
laboriosas, justifica la conveniencia de
hacer un estudio sistemético de los aspectos
que mds influyen en la representaciéon de
funciones: interseccién con los ejes coorde-
nados, asintotas verticales, comportamiento
de la funcién para valores de x alejados de
cero, dominio e imagen, simetrias y creci-
miento y decrecimiento.

Es de destacar el esfuerzo de los autores por
anticipar los conceptos a las técnicas, asi,
por ejemplo, los alumnos tienen que dibujar
figuras simétricas respecto a alguno de los
ejes, determinar por dénde hay que doblar
una gréfica para que la mitad de una curva
coincida con la otra mitad, calcular los valo-
res de la funcién para pares de valores de
la variable simétricos y, finalmente, caracte-

rizar las funciones simétricas.
4. Vectores

Las trayectorias de objetos situados en la
pantalla del radar o en en un mapa permi-
ten introducir la idea de representar los des-
plazamientos mediante flechas orientadas.
El mismo ejemplo les permite introducir la
idea de fraslacién, nocién que refuerzan
con el estudio de los motivos que, mediante
traslaciones, generan azulejos y ofros moti-
vos arquitecténicos; después se incide mas
en este aspecto dedicando una leccién al
estudio de los mosaicos y a las redes crista-
linas. Los vectores aparecen haciendo abs-
traccion de las caracteristicas comunes a
todas las situaciones en las que se utilizaban
flechas, se presentan como el conjunto de
todas las flechas equivalentes a una dada.
Las relaciones y operaciones con vectores se
justifican desde la resolucién de problemas
sobre velocidades y fuerzas.

En el bloque se incluye un estudio formali-

zado de los espacios vectoriales y de la geo-



metria descriptiva. La presumible aridez de
estos temas queda suavizada por la habili-
dad de los autores de situar los vectores
sobre figuras geométricas, lo que permite al
alumno hacer abstracciones desde la visua-
lizacién sobre objetos familiares.

5. Sucesiones y limites

Ejemplos sobre la reproduccién de algas o los
resultados del lanzamiento de una moneda sir-
ven para infroducir la idea de sucesién de
nimeros reales. Un completo trabajo con pro-
blemas de naturaleza muy variada, permiten
alcanzar la definicion de limite de sucesiones
de nimeros reales y profundizar en su signifi-
cado desde una perspectiva més formal.

Frente a la préctica habitual de primar el
estudio de las técnicas de cdlculo de limites,
en la propuesta del Grupo Cero se observa
una clara intencionalidad por centrar el tra-
bajo en los conceptos de sucesion y limite
de una sucesién, asi como en destacar la
presencia y utilidad de estas nociones en
aspectos de la vida real.

6. las funciones exponencial y logaritmica

Como consecuencia del estudio de la repro-
duccién celular surge la idea de funcién expo-
nencial, asi como el estudio de sus propieda-
des. La funcién logaritmica surge, en el mismo
ejemplo, al estudiar el significado y propieda-
des de la funcién inversa de la exponencial.

Los ejercicios de consolidacién destacan por
la temdtica que abordan, como la desinte-
gracién nuclear, la ley de Malthus o la velo-
cidad de una reaccién quimica; constituyen
una clara muestra de las infenciones del
Grupo Cero de potenciar el tratamiento in-
terdisciplinar de la matemdtica.

7. Integrales

Los problemas del céleulo de areas limitadas
por gréficas de funciones constituye el no-
cleo introductorio de este bloque, y la suma
de las éreas de recténgulos de igual base
permite infroducir una estimacién del érea
buscada. La integral definida se obtiene con
el paso al limite de las sumas de las areas,
finalizando el bloque con el teorema funda-
mental del cdlculo integral.

Este bloque puede considerarse como un
ejemplo del quehacer educativo del Grupo
Cero, de cémo se pueden acercar los alum-
nos a temas complejos buscando la respues-

Influyeron
notablemente
en un cambio

de actitud

del profesorado

de matemdticas. ..

ta a situaciones problemdticas conocidas y de cémo se puede
lograr una primera foma de contacto con un tépico matemético
sin necesidad de agotarlo.

A modo de sintesis

Con la edicién de éstos, y de ofros libros, el Grupo Cero puso a
disposicion de los profesores y alumnos de bachillerato el mate-
rial, que consideraron més adecuado, para que se produjesen
cambios sustanciales en los métodos y fines de la educacién mate-
mdtica de la época. Influyeron notablemente en un cambio de
actitud del profesorado de matemdticas, que se tradujo en una
nueva practica educativa caracterizada por valorar la iniciativa
de los alumnos, por fomentar el trabajo cooperativo, por integrar

la teoria y la préctica y por potenciar la interdisciplinariedad.

Ahora bien, si hubiese que destacar algin aspecto de las apor-
taciones del Grupo Cero a la educacion matemdticas, ese seria,
sin duda, el de haber impulsado en Espafia la corriente denomi-
nada Resolucién de Problemas. Los dos libros que hemos comen-
tado son una buena muestra del interés y viabilidad de situar la
resolucién de problemas en el centro de la actividad mateméti-
ca; en ellos se puede observar cémo usar los problemas en la
construccién del conocimiento matemdtico y cémo utilizarlos
para evidenciar la utilidad de las mateméticas en la vida real.

Jose Maria Gairin

GEUP. UN PROGRAMA DE
GEOMETRIA INTERACTIVO
Ramoén Alvarez Galvan
Descargas: http://www.geup.net
Direccion electronica del autor:
rag@geup.net

GEUP es fundamentalmente un programa para aprender y hacer
Geometria a fravés de las posibilidades que nos ofrece el ordena-
dor, de manera inferactiva y visual. Basicamente permite la reali-
zacién de construcciones geométricas que cumplirén con los pos-
tulados de la Geometria Euclidea Plana (dentro de los limites
impuestos por la precision limitada del célculo en coma flotante,
presente en fodos los programas de Geometria dindmica actuales).

Su caracteristica fundamental es que los elementos que se crean
en un proceso constructivo pueden depender de ofros elementos
previamente creados, estableciéndose entre ellos relaciones mate-
maticas que conseguimos a través de las distintas herramientas de
construccién; ademds, algunos de los elementos pueden ser modi-
ficados después de ser construidos sin que varien las relaciones
de dependencia entre todos los elementos que componen la cons-
truccién: al modificar un elemento en concreto la construccién se
reformard, manteniéndose estas relaciones. De esta manera, con

GEUP podemos estudiar gréaficamente un problema general y



obtener dindmicamente muchos casos particulares (Geometria
dinémica), pudiendo comprobar propiedades geométricas de
manera precisa y descubrir nuevas propiedades a través de la
exploraciéon, experimentando interactiva y visualmente.

Ademds, la capacidad de poder definir elementos tales como medidas de
longitud y distancia, de éreas, de dngulos y las coordenadas de puntos,
ecuaciones de rectas y circunferencias respecto a un sistema de coordena-
das, asi como la posibilidad de definir funciones de los elementos numéri-
cos (comportandose esfas funciones como un elemento més en el proceso
consfrucfivo), pudiendo, ademds, representarlas en unos ejes de coorde-
nadas, nos permite abordar aspectos de Geometria analifica as como estu-
diar funciones que se obtienen de consfrucciones geométricas.

Otras caracteristicas de GEUP son:

e Su gran velocidad de célculo nos permite reformar répidamen-
te la construccién, facilitando la visualizacién de propiedades.

® Representa lugares geométricos.

¢ Implementa las transformaciones geométricas simetria central
y axial, traslacién, giro, homotecia e inversién.

e Es una herramienta de gran utilidad en el estudio de la
Trigonometria.

e Es posible definir cualquier nimero de sistemas de coorde-
nadas simultaneamente.

e Trabaja con coordenadas rectangulares y polares.

e Utilizando la calculadora incorporada permite obtener fun-
ciones de medidas realizadas sobre la construccion y utilizar
los valores de la funcién en cualquier proceso constructivo o
como variable de una nueva funcién.

® Representa gréficamente funciones tanto en coordenadas
rectangulares como polares (puede representar n funciones
en cada sistema de ejes).

® Es posible abreviar el proceso de construccion utilizando macros.

e Es mds que un programa de geometria: posee versatilidad
para abordar problemas de distintas areas de las mateméticas
(destacando el andlisis y el estudio de funciones) y también en
otros campos, como por ejemplo, la simulacién de mecanis-
mos, la dptica geométrica, el dibujo y disefio grafico, efc.

¢ En cualquier momento podemos modificar la apariencia de cual-
quier elemento de la construccién, cambiar su color y forma, asi
como afiadirle una etiqueta o nombre, o incluir textos.

e Capacidad de impresion de cualquier parte de la construccion.

® El programa es totalmente configurable, incluyendo soporte
multilenguaije.

Todo esto junto con su facilidad de uso lo convierten en una
herramienta versatil y muy il en la ensefianza y préctica de las
Matemdticas a cualquier nivel.

GEUP se ha disefiado con la idea de que
sea un programa en confinua evolucién,
infentando ampliar su funcionalidad hasta
donde sea posible; en esta primera versién
se han implementado las funciones basicas
para empezar a trabajar; con el uso de este
programa no sélo se obtiene una poderosa
herramienta para el aprendizaje y la crea-
cién en Matemdticas, también se contribuye
al desarrollo de futuras versiones.

Luis Balbuena

CD del Aifio Mundial
de las Matemaiticas

La pagina web del Comité Espafiol

para el Aio Mundial de las Mate-

méaticas CEAMM2000 <http://

dulcinea. uc3m. es/ceamm/> fue
recogiendo las actividades mas importantes
que se celebraron durante ese afo, asi
como enlaces a las paginas de los Comités
Locales y a ofros sitios de inferés. Ofreciéd
todos los documentos relacionados con el
AMM2000, desde las declaraciones de la
UNESCO vy la IMU anunciando el evento,
los apoyos parlamentarios habidos en el
Congreso, Senado y en las distintas CC.AA,
hasta el acta de cierre y las conclusiones
més importantes que la comunidad matemé-
tica espafiola ha sacado de este
AMM2000. Ademds de este aspecto testi-
monial, casi ya histérico, la web del
CEAMM?2000 es una importante fuente de
ideas y recursos -listados de videos, de peli-
culas, de fotos, de exposiciones matemati-
cas...— cuya validez va més alld del afo
2000. Por tanto, y dado que la pagina serd
cerrada en breve, el CEAMM2000 ha deci-
dido volcarla en un CD, en el que se ha
incluido también el contenido de la mayor
parte de las paginas de los Comités Locales.

Hay al menos un ejemplar de este CDROM
en fodas las Sociedades, aunque se estd estu-
diando la mejor manera de ponerlo a la venta
para fodas las personas que estén interesadas
en guardar este recuerdo del afio 2000.

Maria Jesis Luelmo
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Dentro de la coleccién de nomeros
monogréficos Temas que edita la

revista Investigacién y Ciencia (edi-

cién espafola de la revista Scientific
American) el nimero 23 correspondiente al
primer frimestre del 2001, estd dedicado al
estudio del tema del Infinito desde el punto de
vista de las matemdticas, la légica, la geo-
metria y la pintura.

Aunque sea innecesario sefialar el interés de
todos y cada uno de los 16 articulos de los
que consta este nimero monogrdfico, y
como un breve comentario, me atrevo a
sefialar los siguientes:

El infinito matemdtico (Javier de Lorenzo) en
el que se nos muestra al evolucién desde el
infinito potencial que aparece, por ejemplo,
en los Elementos de Euclides al establecer que
«hay més nimeros primos que cualquier can-
tidad propuesta de nimeros primos» hasta el
infinito actual que aparece al admitir la exis-
tencia de los cardinales transfinitos como X .

Thabit ibn Qurra y el infinito numérico (Tony
Lévy) donde se nos presenta al matemético
arabe Thabit ibn Qurra, fallecido en el 901,
que admite que hay un infinito mas grande
que ofro (en concreto el de los nimeros
pares y los enteros) con el cual refuta el
argumento, hasta entonces aceptado, de
que no hay un infinito més grande que ofro
derivado del principio de que el todo es
necesariamente mds grande que una parte.

El carécter paradéjico del infinito (Jean-Paul
Delahaye) en él se nos van presentado las
diversas paradojas que van surgiendo al
enfrentarse al estudio del infinito. La para-
doja del Hotel de Hilbert, hotel que nunca se
llena aunque esté lleno. La paradoja de la
reflexividad por la que podemos poner en
correspondencia los puntos de un segmento
y los de una semirrecta infinita, que sirve a
Cantor para poner en correspondencia los
puntos de una superficie plana con los de

una curva cualquiera. La paradoja de Russell sobre los conjuntos
que no son miembros de si mismo. La paradoja de Banach-Tarski
en la que se demuestra que una esfera puede ser descompuesta
en un nimero finito de piezas, las cuales por desplazamiento sin
deformacién, permiten recomponer dos esferas idénticas a la
esfera de partida...

Eusebio Rodriguez

EULER. EL MAESTRO

DE TODOS LOS MATEMATICOS
William Dunham

Ed. Nivola libros y ediciones S.L.
Madrid, 2000

ISBN: 84-9079-6-X

280 paginas

La siempre interersante coleccion la mate-
mética en sus personajes, de editorial Nivo-
la, dedica su sexto nimero a la vida y obra
de una de los mas impresionantes genios
que ha dado la humanidad y no sélo el pensamiento matemati-
co: Leonhard Euler. Sin lugar a dudas, se trata del matemético
més prolifico de la historia que publicé6 mas de 800 libros y tra-
bajos, pero también uno de los mds influyentes tanto entre sus
contempordneos como en las generaciones que le siguieron.
Para este fitulo el autor elegido no es espafiol, como en el resto
de la serie, sino que se ha recurrido a una obra ya publicada en
lengua inglesa por la Mathematical Association of America. De
su autor, William Dunham ya han aparecido ofras obras en cas-
tellano —Viaje a través de los genios y El universo de las mate-
mdticas— que le acreditan como un gran divulgador. En el libro
que nos ocupa demuestra su admiracién por el genio suizo asi
como los grandes conocimientos que tiene sobre su obra.
No parece que la vida de Euler fuese muy excitante. Aunque
pasé gran parte de su vida dentro de las cortes de Berlin y San
Petesburgo, preferia la tranquilidad de su gabinete de trabajo
dentro de su entorno familiar. Aparte de su impresionante inteli-
gencia y memoria, su dominio de las técnicas algoritmicas y su
tremenda capacidad de trabajo, quizé el aspecto humano mas
relevante de su larga y bastante apacible vida lo proporcione la
entereza que mostré ante la desgracia de perder completamen-
te la vista a la edad de 60, que no pudo frenar su ingente pro-
duccién matemdtica que continué a un ritmo imparable hasta su
muerfe cuando tenia 76 afios.
W. Dunham no se detiene demasiado en contar las peripecias
vitales de Euler: se despacha el relato de su vida en un corto
capitulo al inicio del libro. El resto de la obra lo dedica a lo que
realmente le inferesa, su actividad matemdtica. A lo largo de
ocho capitulos desgrana una seleccién de teoremas obtenidos
por Euler en las diversas ramas de las matemdticas puras.



La estructura de los capitulos centrales del libro es similar: todos
se dividen en tres apartados. En el primero, el Prélogo, se da una
visién de lo que se conocia sobre el tema, al que Dunham dedi-
ca el capitulo, antes de Euler, dando pie a que hagan su apare-
cicién grandes predecesores y algunos de sus resultados. Asi por
ejemplo, en el capitulo 2, titulado Euler y los logaritmos, muestra
cémo Napier y Briggs descubren los logaritmos y explica los
complejos céleulos que se necesitaban para construir sus tablas;
luego sigue describiendo los avances que aportan algunos de
sus sucesores —Mercator, Gregory y Newton— que con la intro-
duccién de las series infinitas facilitarén notablemente la cons-
truccién de las tablas de logaritmos.

El segundo apartado, Aparece Euler, es el nicleo del capitulo en
el que se examina con detalle alguno de los grandes resultados
obtenidos por Euler. Este examen detallado ahonda en los méto-
dos que empleé el suizo y muestra el gran desarrollo que hicieron
posible sus hallazgos. Siguiendo con el segundo capitulo como
ejemplo, en él, Dunham andliza la sistematizacién que Euler intro-
dujo en la teoria de los logaritmos, sus avances en los desarrollos
en serie de las funciones exponencial y logaritmica, asi como sus
aplicaciones a la confeccién, mas simple, de las tablas de loga-
ritmos y la obtencién del diferencial de In x. En la exposicion de
los métodos empleados por Euler, que trata de ser fiel al original,
se puede constatar la ausencia de rigor en el sentido que le
damos en la actualidad lo que no impide, sino todo lo contrario,
que obtuviese resultados correctos y de gran calado.

En la parte final de cada capitulo, el Epilogo, el autor elige una de
dos opciones (a veces ambas): mostrar las consecuencias y desa-
rrollos que Euler hizo a partir de los resultados que se han comen-
tado, o describir cémo ofros mateméticos desarrollaron las ideas de
Euler. Finalizando con el capitulo 2, en su epilogo se relata cémo
Euler encontré una relacién entre los logaritmos y la serie arménica
y cémo en el camino descubrié la llamada constante de Euler.

El autor afirma que las mateméticas precisas para leer el texto
son elementales y que se sittan al nivel de las de bachillerato.
Creo que seria deseable que los alumnos de bachillerato estu-
viesen en condiciones de leer fextos como el presente, aunque
dudo que la mayoria lo puedan hace con comodidad.
Probablemente, las culpas no haya que echérselas a la dificultad
de los razonamientos o métodos empleados por Dunham sino a
las deficiencias de nuestro sistema educativo que no hace posi-
ble que una parte importante de los alumnos del bachiller se sien-
tan cémodos con este tipo de fextos.

Dunham se responsabiliza de la seleccion de los temas a los que
dedica los capitulos del libro asumiendo lo que tienen de elec-
cién personal. Con ella se abarcan muchas de las ramas de la
matemdtica pura en las que Euler dejé su huella: la teoria de
nimeros, el andlisis, el dlgebra, la geometria, la combinatoria,
la teoria analitica de nimeros, la variable compleja... Dice que
ofros cincuenta autores que hubieran seguido las mismas premi-
sas que él a la hora de escribir sobre Euler probablemente hubie-
ran hecho oftros cincuenta libros distintos y que a él le hubiera
inferesado leerlos todos. Desde luego que si esos hipotéticos

autores hubieran acertado de manera tan
rotunda como ocurre con este libro, no cabe
duda de que se trataria de obras muy ape-
tecibles y de cuya lectura se podria difrutar
tanto como yo lo he hecho con ésta.

Ademés de la calidad de la obra hay que ala-
bar también la de la edicién que hace agra-
dable la lectura y la facilita con las anotacio-
nes y comentarios infroducidos por Antonio
Pérez.

Julio Sancho

INICIACION A LA INVESTIGACION
EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA.
HOMENAJE AL PROFESOR
MAURICIO RICO
Pedro Gomez y Luis Rico (eds.)
Universidad de Granada
Granada, 2001
ISBN: 84-338-2752-9
371 paginas

Dentr6 del programa Alfa de la U.E., el
Departamento de Didéctica de la Matemé-
tica de la Universidad de Granada promo-
vié el proyecto «Formacion de investigado-
res en educacion matemdtica para América
Latina» (FIEMAL). En una fase del desarrollo
del proyecto becarios de los distintos paises
involucrados realizaron estudios de doctora-
do fuera de su pais de origen, Entre ellos, el
profesor colombiano Mauricio Castro se
incorporé a la Universidad de Granada el
curso 1998-99. Cuando iba a volver de
Bogoté tras las vacaciones muri6 asesinado,
victima inocente de una accién violenta.
Como homenaje a Maurico Castro, se acor-
dé realizar una publicacién que recogiera
trabajos realizados por profesores y alum-

nos de la red FIEMAL.

El resultado es este libro que contiene 25
articulos sobre la investigacién en didéactica
de las matematicas agrupados en tres apar-
tados: reflexiones institucionales y estudios
comparados, herramientas y momentos rele-
vantes y estudios concretos.

Julio Sancho
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Los comienzos

La historia de esta Olimpiada comienza cuando Claudia
Lazaro, Tesorera de la FESPM y Secretaria de la SMPC, en
una de las Juntas de la Federacion del ano 2000 ofrecio la
posibilidad de que nuestra Sociedad la organizara. Previa-
mente lo habfamos hablado varias veces y pensamos que
ya era hora de que nuestra Sociedad aportara alguna cola-
boracion a la Federacion, después de cinco anos de per-
tenecer a ella.

En junio de 2000 Claudia, Marfa José Madrazo, Angel Garcia
y YO nos reunimos para empezar a planificar la Olimpiada.
Claudia nos traia el primer borrador de proyecto que sirvio
como punto de partida para empezar a trabajar. Ella siempre
nos ha servido de punto de referencia pues ha sido la per-
sona que ha asistido a las cuatro Olimpiadas Nacionales
anteriores acompanando a nuestros participantes.

Colaboraciones

Una de las primeras cosas que fijamos en esa reunion fue
determinar los posibles patrocinadores o colaboradores.
Concretamente la sede de la Olimpiada, parecia la mas
adecuada, el Centro de Programas Educativos de Viér-
noles, para lo que la colaboracion de la Consejeria de Edu-
cacion era fundamental. Este lugar permite tener un con-
tacto mds directo con la naturaleza y disponer de instala-
ciones adecuadas para actividades propias de la olimpia-
da, facilitando asi cubrir uno de los objetivos primordiales
como es el de potenciar la convivencia entre todos. Nos
alojaron en tres pabellones de los muchos que tiene el
centro, dos del CRIE (Centro Rural de Innovacion Edu-
cativa) y uno del CEAM (Centro de Educacion Ambiental).



Claudia también nos informé de que habia llevado el pro-
yecto a la Federacion de Municipios y que algunos alcaldes
se habian mostrado interesados en colaborar. Concre-
tamente los de los Ayuntamientos de Santander, Torrela-
vega, Castro Urdiales, Los Corrales de Buelna y San Vicen-
te de la Barquera. También pensamos pedir la colaboracion
de la Consejeria de Cultura para poder realizar algunas
exposiciones traidas de otras sociedades. Como es sabido,
el Consejero de Cultura, José Antonio Cagigas, es profesor
de Matemadticas y socio, lo que supone su sensibilizacion
hacia la actividad. Y como no, pensamos también en las
entidades financieras, Caja Cantabria y La Caixa.

Después de la ardua tarea de solicitar las diversas colabo-
raciones podemos decir que los patrocinadores de esta
Olimpiada han sido la Consejeria de Educacion y Juven-
tud, que nos ha proporcionado el alojamiento y manuten-
cién y ayuda econdmica y la Consejeria de Cultura y
Deporte que nos ha proporcionado las salas de exposi-
ciones y los gastos de transportes y seguros de las mismas
y ayuda economica. Ambas instituciones del Gobierno de
Cantabria han sido sensibles a nuestras peticiones y ade-
mas de las ayudas expresadas han acudido a los diversos
actos publicos de la Olimpiada.

Los ayuntamientos citados también han colaborado signi-
ficativamente en las actividades de la Olimpiada, aunque
la ofrecida por el de Castro Urdiales no ha sido posible
por incompatibilidad de fechas.

Otras instituciones y entidades han colaborado como: la
Universidad de Cantabria, CPR de Viérnoles, CPR de San-
tander, ONO, ZOOM, RJB, IES M. Gutiérrez Aragon, IES
Santa Clara, IES Ricardo Bernardo, IES Alberto Pico, IES La
Albericia, Libreria Estudio, Editorial SM, Anaya, Nivola y
Santillana, La Caixa y Caja Cantabria.

No puedo dejar de nombrar a Enrique Carpintero. Para los
participantes en la Olimpiada es desconocido, pero para
los organizadores ha sido fundamental. El ha disefado y
ejecutado el cartel anunciador y el folleto informativo de la
Olimpiada. La idea y diseno de la banda o cinta de Mobius
también fue idea suya. Es un artista, profesor de Diseno y
Dibujo, asesor del CPR de Camargo. Gracias Enrique.

El acto de presentacion a los medios de la XII Olimpiada
Matemdtica Nacional tuvo lugar el pasado 10 de abril, en
la Escuela Superior de Marina Civil y tuvimos el honor de
contar no sélo con la presencia de la Consejera de
Educacion y Juventud del Gobierno de Cantabria, Sofia
Juaristi, sino ademds con nuestro companero de la
Sociedad Canaria de Profesores de Matemadticas Isaac
Newton, Luis Balbuena.

Participantes y asistentes

Los participantes han sido estudiantes de segundo curso
de Educaciéon Secundaria Obligatoria de las diferentes

comunidades auténomas conforme al
siguiente reparto fijado por la Federa-
cion Espanola:

Andalucia
Andorra

Asturias

Canarias
Cantabria
Castilla-Lla Mancha
Castilla-Leén
Catalufia

Galicia
Extremadura

La Rioja

Madrid

Marruecos
(Colegios espafioles)
Melilla

Murcia

Navarra

Valencia
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En total participaron 54 estudiantes y 18
profesores acompanantes de los mis-
mos. Hay que destacar como novedad
respecto a anos anteriores la participa-
cion de Melilla, los colegios espanoles
de Marruecos y la Comunidad de La
Rioja a través de la Sociedad A Prima.

En esta ocasion hemos de constatar que
los chicos (39) eran mas del doble que
el nimero de chicas (15). Cabe resaltar
su colaboracién para que se cumplieran
los objetivos del programa y la buena
convivencia entre ellos, facilitando que
la olimpiada fuera un éxito.

Los dieciocho acompanantes y otros
invitados mostraron en todo momento



un alto nivel de colaboraciéon en todas
las tareas, destacando siempre lo positi-
vo y obviando los contratiempos o
inconvenientes que pudieran encontrar.
En este ambiente de amistad y com-
prension nos resulté mucho mas facil y
agradable asumir la responsabilidad
organizativa.

Programa

Viernes, 22 de junio

Llegada de los participantes, acto de
apertura en el salén de actos del IES
Manuel Gutiérrez Aragén de Viérnoles
con la asistencia del Director General de
Educacion, José Antonio del Barrio y el
Secretario General de la FESPM, José
Luis Alvarez.

En el propio acto de inauguracion tuvo
lugar la primera sesion matemdtica a
cargo del grupo Huellas de Paz forma-
do por los artistas colombianos Andrés
Osorio y David Murillo titulada «Cuenta
Cuentos Matematicos». El mismo grupo
desarrolldé una sesion de Dindmica de
Grupos que sirvid para empezar a cono-
cerse y para formar los equipos de tra-
bajo. Reparto de camaras fotograficas a
los grupos y a los profesores.

Sabado, 23 de junio

Salimos hacia Santander para realizar la
prueba por equipos en la peninsula de
la Magdalena.

De excursién por los Picos de Europa...

Conferencia de Carlos Sudarez

A continuacion, asistimos a la conferencia JdLas matemati-
cas también tienen historia» impartida por Carlos Suarez de
la SAEM Thales y visitamos la exposicion «Filatelia Mate-
matica», ambas actividades en la Escuela Superior de Mari-
na Civil de la Universidad de Cantabria en Santander.
Mis tarde salimos hacia el Parque de la Naturaleza de
Cabdrceno donde comimos y pudimos admirar, no sélo los
animales que viven alli en semilibertad, sino su paisaje
cdrstico tan peculiar.

Por la tarde nos desplazamos a Torrelavega, donde visita-
mos la exposicion dnstrumentos y Unidades de Medida
Tradicionales de Extremadura» en la Casa de Cultura de
Torrelavega.

Por la noche cenamos en el Monasterio de las Caldas de
Besaya invitados por el Ayuntamiento de Los Corrales de

...y de «guiris» en Cabérceno



Es obvio... los profesores

Buelna y terminamos la jornada en la verbena de la noche
de San Juan en esta localidad cantabra.

Domingo, 24 de junio

Salimos temprano hacia Fuente Dé, donde subimos en el
teleférico que acerca a los Picos de Europa. En un dia en
que lucia un sol espléndido recorrimos 15 kilometros
andando por los senderos de alta montana realizando la
comida en el refugio de Aliva. Bajamos hasta Espinama
donde nos esperaba el autobus para que, antes de dejar-
nos en la residencia de Viérnoles, pudiéramos dar un
paseo por Potes, pueblo muy tipico de la regién lebanie-
ga. Al llegar a la residencia recogimos las camaras foto-
graficas para poder tener listas las fotos al dia siguiente.
Los grupos terminaron de realizar las tareas que les pro-
pusimos en la prueba por equipos.

Lunes, 25 de junio

Durante la manana se celebré la prueba individual en las
aulas del TES Manuel Gutiérrez Aragén. Después nos des-
plazamos a San Vicente de la Barquera, pueblo costero de
gran belleza paisajistica, donde comimos invitado por su
Ayuntamiento y donde pudimos visitar las exposiciones
«Geometria Mudéjar en Aragon» y «Chistes Matemadticos» en
el Castillo del Rey. Mis tarde el autobus nos llevé a visitar
la villa de Santillana del Mar que es monumento histérico
artistico.

Por la noche, en la residencia de Viérnoles, después de la
cena tuvimos la fiesta de despedida. En ella pudimos escu-
char un recital de rabel, instrumento tipico de Cantabria,
ofrecido por nuestro companero de Reinosa, Tomas
Macho. Como sorpresa y fuera de programa, Albert
Violant, profesor acompanante de los participantes catala-
nes dio un pequeno concierto de violin acompanado de
explicaciones sobre la relacion entre la musica y las
Matemadticas.

Las fotografias se expusieron para que
los participantes pudieran aportar los
titulos de las mismas. El fin de fiesta lo
organizaron Esther Lopez, profesora de
Castilla la Mancha, Miguel Angel Here-
dia, profesor de Melilla y Alejandro
Gonzilez, profesor de Madrid, con glo-
bos, refrescos y musica para bailar.
Martes, 26 de junio

Esta dia nos permitimos no madrugar,
pues el ritmo que llevabamos era bastan-
te agotador. A las diez tuvimos la confe-
rencia de nuestro compafero José
Antonio Cordén, profesor de la Facultad
de Matemdticas de la Universidad de
Cantabria, titulada «Una de ndmeros (;nu-
merales?)» en el salon de actos del IES
Manuel Gutiérrez Aragon de Viérnoles,
donde a continuacion se celebré el acto
de clausura y la entrega de premios.
Todos esperaban ansiosos este momento
que resulté emotivo, entranable y triste a
la vez, por cuanto suponia la despedida
de la Olimpiada. La mesa del acto la for-
maron la Presidenta de la FESPM, Maria
Jesus Luelmo, la Jefe de Servicio de Pro-
gramas e Innovacion Educativa de la
Consejeria de Educacion y Juventud del
Gobierno de Cantabria, Carmen Lopez-
Rendo y el Director del IES Manuel
Gutiérrez Aragon, Joaquin Barber.

Después de los discursos de los compo-
nentes de la mesa salié de forma espon-
tanea uno de los alumnos participantes,
Amadeo Jiménez, que también habia

Acto de clausura



preparado un discurso de despedida y
que gusté mucho a todos.

Después de comer salieron los primeros
grupos y los dltimos lo hicieron el miér-
coles 27 por la manana.

Pruebas

Siguiendo con la tradicion, no podian
faltar la clasica prueba individual, el
concurso de fotografica matematica y la
prueba por equipos.

La prueba individual constaba de cinco
problemas seleccionados por un equipo
de cinco profesores, con la finalidad de
conseguir enunciados adecuados a los
participantes.

Se propuso un problema geométrico,
otro de estrategia, otro numérico, otro
de tanteo y otro de azar, con la inten-
cion de abarcar distintos ambitos de las
matemdticas y procurando un enuncia-
do asequible a la mayoria de los alum-
nos. Nuestro deseo era facilitar que
todos los participantes con sus peculia-
res habilidades pudieran resolver algin
problema, pero manteniendo el nivel
necesario para este tipo de pruebas.

Como ya es habitual, la prueba por
equipos se realizo al aire libre, esta vez
en la Peninsula de la Magdalena con su
Palacio. Se les reparti6 a cada equipo
una carpeta con un mapa de la penin-
sula, donde se senalaban unos ejes
coordenados, unas hojas informativas
de la historia del Palacio y de los distin-
tos tipos de hojas de los arboles de la
peninsula.

Se trataba de seguir un recorrido dando
las coordenadas de los distintos lugares,
hacer algunas medidas, recoger algunas
hojas de arboles, hacer algin dibujo y
contestar a unas preguntas sobre la his-
toria del palacio. No habia que comple-
tar los trabajos en el momento, sino
hacerlo el domingo por la noche en la
residencia.

En el proximo nimero de SUMA apare-
ceran publicadas las pruebas planteadas,
tanto la indicidual como la de equipos.

El concurso de fotografia matemadtica,
como ya viene siendo habitual, consis-

Prueba individual

tio en la entrega a cada equipo de una cdmara fotografica
de un solo uso para que captaran, en los distintos ambitos
y espacios visitados, imdgenes con algin sentido o refe-
rencia matemadtica. Lugares y oportunidades no faltaron, y
asi quedo reflejado en la variedad y belleza de las foto-
grafias presentadas.

Prueba
por
equipos

Exposicién de los trabajos realizados en la prueba fotogréfica



Premios y regalos

De todos es sabido que el hecho mismo de haber podido
acudir a la Olimpiada es un premio digno de mencion.
Pero ademds de esa satisfaccion de haber sido elegido
para asistir a este evento, se les obsequi6 a todos partici-
pantes y profesores acompanantes con diferentes regalos.
En la recepcion del dia 22 se le entrego a cada participante
una camiseta con el logo de la Olimpiada junto con el pro-
grama detallado de la Olimpiada y una carpeta turistica de
Cantabria. La noche del lunes 25, después del concierto de
rabel se repartieron regalos a todos los participantes y a sus
profesores acompanantes: carpetas, libros de Cantabria,
plumas, libros de juegos matemdticos y de lectura, y videos
de Cantabria. A los profesores participantes y a los colabo-
radores se les hizo entrega de la banda de Mobius. Por su
parte, de todas las comunidades hemos recibido regalos de
todo tipo, carteles, carpetas, camisetas, revistas, pins, juegos
matematicos, etc. Gracias a todos ellos.

Posteriormente, se ha enviado a todos los participantes
una copia de la orla que se ha elaborado con la foto de
cada uno de ellos.

A los ganadores del concurso de fotografia matemadtica se
les obsequi6 con un lote de libros. A los de la prueba por
equipos una calculadora cientifica y libros. A los cinco
finalistas, una calculadora cientifica, un diccionario y libros
y a los cinco ganadores de la prueba individual una cal-
culadora grafica programable y libros. En los premiados
individuales, tanto en los cinco finalistas como en los
cinco ganadores, no establecimos ningin orden, sus nom-
bres figuran por orden alfabético.

A todos los participantes se les entregé un diploma en el
acto de clausura, pero a los cinco ganadores de la prueba
individual se les hizo un diploma especial en el que se
plasmaba la hazana conseguida.

Los premiados posan para SUMA

PREMIADOS EN LA XIlI
OLIMPIADA MATEMATICA
NACIONAL

Fotografia Matemadtica

Equipo «Patatas al cubo» formado por:
e Alejandro Alcalde (Murcia)

e Alexiares Bayo (La Rioja)

® Eneko Ezquerro (Navarra)

e Verénica Menéndez (Asturias)

® David Moral (Castilla-Leén)

Prueba por equipos

Equipo «Cuadrados» formado por:
e Victor Albeza (C. Valenciana)

e Patxi Gémez (Andorra)

e Amadeo Jiménez (Madrid)

® Ana Leén (Canarias)

® M. Francisca Pérez (Extremadura)

Finalistas Prueba individual
* Miguel Aguilera (La Rioja)

® Antén Fente (Galicia)

® Hugo Garcia (Cantabria)

® lon Mendoza (Navarra)

e Alejandro Mifién (Canarias)

Ganadores Prueba individual
e Anas El Barkani (Marruecos)

® Diego Gonzdlez (Castilla-Ledn)

e Francisco Jurado (Andalucia)

e Aznar Ledn (La Rioja)

e Carlos Sénchez (Extremadura)

Exposiciones

Con el objetivo de popularizar las
Matemdticas y también de hacer partici-
pes a todos los estudiantes de Cantabria
del acontecimiento que ha supuesto en
nuestra region la Olimpiada Nacional,
hemos tenido abiertas simultineamente
seis exposiciones matemdticas durante
los meses de mayo y junio.

«Filatelia Matemdtica» en el Centro Cul-
tural La Rasilla de Los Corrales de Buel-
na y en la sala de exposiciones de Ma-
rina Civil; «Geometria Mudéjar en
Aragoén» en la sala de la ONCE y en el
Castillo de San Vicente de la Barquera;



dnstrumentos 'y Unidades de Medida
Tradicionales de Extremadura» en la
Casa de Cultura de Torrelavega; «Gra-
bados de Escher» en el CPR de Viér-
noles; «Chistes Matematicos» en el IES La
Albericia y en el Castillo de San Vicente
de la Barquera; y Fotografia Matema-
tica» en el IES Santa Clara.

En estas exposiciones quiero destacar la
ayuda de José Antonio Cagigas, Con-
sejero de Cultura y Deporte, de Pedro J.
Martinez de la SAEM Thales, de Javier
Gomez de la Universidad de Cantabria,
de Ignacio Argumosa Concejal de Edu-
cacion, Cultura y Festejos del Ayun-
tamiento de Los Corrales de Buelna, de
Carlos Sudrez de la SAEM Thales, de
Alfred Molla de la Sociedad de Educacion
Matematica Al-Kharizmi, de Pablo Flores
de la SAEM Thales, de Evaristo Gonzilez
de la SAEM Thales, de Florencio Villa-
rroya de la Sociedad Aragonesa de
Profesores de Matematicas Pedro Sanchez
Ciruelo y de Cipriano Sianchez de la
Sociedad Extremena de Educacion Mate-
matica Ventura Reyes Prosper.

Evaluacién

Nuestra Sociedad Matematica de Profe-
sores de Cantabria consta en estos mo-
mentos con 60 socios, es una de las
menos numerosas de la Federacion
Espanola de Sociedades de Profesores
de Matematicas, pero en la organizacion
de esta Olimpiada hemos participado
25, esto es un 41,6%, todo un récord.

Pero tengo que decir también que sélo
Cantabria no hubiera hecho nada sin la
colaboracion de los numerosos compa-
neros del resto de las sociedades de las
que se compone la Federacion.

Y hay que destacar a los protagonistas,
a los estudiantes. A todos, a los de
Andalucia, Andorra, Asturias, Canarias,
Cantabria, Castilla La Mancha, Castilla
Le6n, Cataluna, Extremadura, Galicia,
Madrid, Marruecos, Melilla, Murcia,
Navarra, Rioja y Valencia. Todas las
fases previas, sus preparaciones, su en-
tusiasmo, su aficion a las Matematicas.

Si hablamos de las diferentes tareas que
hemos desempenado a lo largo de este

Mudéjar aragonés:
una de las muchas exposiciones

curso para llegar a culminar en la Olimpiada hay que
recordar, reuniones, gestiones, visitas, montajes y desmon-
tajes de exposiciones, guardias en algunas salas, transpor-
tes, preparacion de pruebas, llamadas telefonicas, miles de
correos electrénicos... Han sido horas de trabajo y esfuer-
zo sin detrimento de nuestro trabajo habitual...

Segun la encuesta realizada a los alumnos y profesores, el
dltimo dia de la Olimpiada, en la que podian responder de
muy mal a muy bien (5 categorias en total) en diversos
aspectos, la mayoria valoré bien la organizacion y las
pruebas, las visitas desde regular a bien y muy bien, y las
actividades y alojamiento de regular a bien.

Valoramos positivamente estos dias de convivencia, de
intercambio, de vivir las matematicas de otra manera y ver
como los participantes se entusiasmaban con sus peque-
nos y significativos logros matematicos. Como en toda
obra humana, a la que no somos ajenos, a buen seguro
que algin error habremos cometido, de ahi que nuestro
agradecimiento a todos los coordinadores y participantes,
por su amable comprension, sea mayor. Deseamos un
futuro de éxito a las proximas olimpiadas, brinddndoles a
los futuros organizadores nuestro apoyo.

Como colofén de esta XII Olimpiada matematica quiero
hacer llegar mi gratitud a todos los que han colaborado en
la organizacion, de una u otra forma, haciendo posible
con su ayuda el desarrollo y éxito de la misma. De todos
ellos es el mérito.

Angela Nifiez Castain
Coordinadora de la XII OMN

Web de la Olimpiada, donde se presentan todas las actividades y muchas
fotografias:

http://platea.pntic.mec.es/~anunezca/Sociedad/Soci.htm



Preparando el material

Sin ellos no hubiesen salido adelante las JAEM...

...y sin Javier Pola, tampoco

X Jornadas para el
Aprendizaje

y la Ensefanza de las
Matematicas

7, 8 y 9 de septiembre de 2001. Han
pasado nueve meses desde que el 2000,
Ano Mundial de las Matematicas, diese
sus ultimas campanadas pero los profe-
sores de matemadticas seguimos tan acti-
vos como el ano pasado.

Al menos eso es lo que hemos podido
comprobar en estas Jornadas para el
Aprendizaje y la Ensefanza de las
Matemadticas, las décimas de las que
cada dos anos convoca la Federacion
Espanola de Sociedades de Profesores
de Matematicas (FESPM) y que cumplian
con esta edicion los 20 anos de existen-
cia, edicion celebrada en Zaragoza y
organizada conjuntamente por la Socie-
dad Aragonesa de Profesores de Mate-
maticas Pedro Sinchez Ciruelo» y el Ins-
tituto de Ciencias de la Educacion de la
Universidad de Zaragoza.

Mis de 700 profesores y profesoras de
todas las comunidades cuténomas,
junto a colegas de Portugal, Francia,
Bélgica e Hispanoamérica hemos disfru-
tado de tres intensos dias de conferen-
cias, ponencias, comunicaciones y talle-
res con una idea comun: la mejora de la
ensenanza de las matematicas, en todos
sus niveles, desde la escuela infantil
hasta la universidad.

Porque, en efecto, tres conferencias ple-
narias, 32 ponencias, 20 talleres y mas de
60 comunicaciones han contribuido a
que los profesores asistentes a las
Jornadas retornen a sus aulas en este
principio de curso con dos ideas claras:

e Las Matematicas son una ciencia
viva, presente en casi todas las
manifestaciones de nuestra vida
cotidiana: en la Naturaleza, en el
Arte, en la Musica, en los medios de
comunicacion, en la tecnologia... |Y
asi hay que mostrarla a los alum-
nos!

e Existen otras formas de ensenar
matematicas. El centenar largo de
actividades ha mostrado otras tantas



experiencias concretas desarrolla-
das por profesores en sus aulas. A
través de ellas hemos podido com-
probar que la ensenanza de las
matemdticas no debe reducirse a
contar férmulas, algoritmos, técni-
cas y rutinas que poco o nada sig-
nifican para los alumnos. Que utili-
zando nuevos recursos informati-
cos, audiovisuales, calculadoras
graficas... y otros no tan nuevos,
materiales manipulables, el periodi-
co, la historia de las matematicas...
se puede conseguir un aprendizaje
mas motivador, mas atractivo para
el alumno y sobre todo mds eficaz.

Diario de un asistente

Asistir a unas JAEM y no perderse nin-
guna ponencia, comunicacion, exposi-
cion o actividad que nos interese es
iimposible! Para minimizar las pérdidas
hay que aplicar con celo todas las estra-
tegias conocidas de resolucion de pro-
blemas: seleccionar la informacion, ela-
borar un plan para poder estar en el
maximo de actividades, hacer un esque-
ma espacio temporal de la distribucion
de las mismas, calcular velocidades de
los desplazamientos, distancias entre
dos actos consecutivos, contemplar
tiempos para saludar a los amigos y
conocidos, paréntesis para ver materia-
les y exposiciones situadas fuera del
recinto de la Universidad, tiempos para
el café... y ademds estar en una exce-
lente forma fisica para poder enfrentar-
se a los cambios de edificios y aulas con
una rapidez endiablada. Aun trabajando
en el problema con varios dias de anti-
cipacion siempre habrda una comunica-
cioén interesantisima de la que nos ten-
dremos que enterar al leer las actas.

La acogida tanto de los organizadores
como de las autoridades municipales fue
fabulosa. Los que llegamos el jueves 6
por la tarde tuvimos la ocasion de asistir
al acto organizado en el Ayuntamiento
para dar la bienvenida a los asistentes y
disfrutar de las excelentes tapas de los
bares mds emblematicos de Zaragoza.

La presidenta de la Federacién presentando a Luis Balbuena

Javier Pérez pronunciando su conferencia plenaria

Pilar Plaza recibe el Il Premio Gonzalo Sanchez Vazquez



Una de las
comunicaciones
en el Aula de
Informética

Francisco Martin
en su ponencia
de Geometria

La conferencia
de José Garay,
dentro del
Programa
Cultural,

fue acompafada
por la Orquesta
Pentagruel

No viene mal hacer acopio de calorias
para los tres dias que nos esperan.

Viernes 7

El viernes y tras recoger la documenta-
cién a buena hora, el primer paseo para
tonificar los musculos, los actos de la
manana se celebran en el moderno
Auditorio.

Alli, asistimos al acto oficial de la inau-
guracion y a las dos primeras conferen-
cias plenarias.

El profesor Luis Balbuena nos puso ante
los ojos unas profundas reflexiones
sobre el papel del profesor de matema-
ticas en los albores del siglo XXI y sobre
los retos de la educaciéon matematica.
En una época con serios problemas y en
la que el desinimo parece hacer mella
en muchos docentes hizo un canto a la
esperanza de nuestra profesion y nos
mostré todo un arsenal para combatir
ese desanimo. Una de las mejores
armas: la solidaridad.

Por problemas familiares de Gltima hora
no pudimos disfrutar de la conferencia
del profesor Martin Kindt, que fue susti-
tuido por el profesor Javier Pérez que
nos deleité con un recreativo viaje en la
historia alrededor de un viejo amigo y
conocido de todos, el numero #.
jCuantas cosas nos sigue ensenando la
Historia de las Matematicas!

La manana se cerrd con la entrega del 11
Premio Gonzalo Sinchez Vazquez, que
recayo en Pilar Plaza Queralt, profesora
aragonesa que ha dedicado unos cuan-
tos anos de su vida en tareas educativas
en Hispanoamérica. El relato de las cir-
cunstancias en que desarrollo su labor
nos emociond a todos y nos demostrd
que las matemadticas también pueden
ser solidarias.

Y tras la comida, jempiezan las carreras!
En dos horas 12 ponencias mas 4 talle-
res que se realizan simultineamente. En
cada momento 8 actividades simultianeas.
Dificil eleccién. ;Cémo renunciar a algu-
no de los titulos tan atrayentes? Mientras
no resolvamos el problema de la ubi-
cuidad habra que resignarse.



Las ponencias y comunicaciones se
estructuran en torno a 8 nucleos temati-
cos que pocos huecos dejan en el pano-
rama de la ensenanza de las matemati-
cas:

e La modelizacion como actividad
matematicas
e ,;Qué pasa con la demostracion? El omnipoliedro

construido
en el taller

e  Funciones: una confluencia de len- de José Antonio
. Mora se expuso

guajes en el hall

e Lenguaje visual y geometria

e Azar: la matemdtica de lo posible de la Facultad
de Ciencias
e Numeros: significado y destrezas

e Algebra: jcuando? ;como?

e Medida: de la regla a la trigonome-
tria

Y en cada ntcleo 4 ponencias y muchas
mds comunicaciones. Y para complicar-
lo, a mi, como a casi todos los asisten-
tes nos interesan la mayoria de los
temas.

Selecciono una ponencia y un taller y,
dos horas mas tarde, con la sensacion
de haberme perdido 14 actos de interés Zoco matemdtico
me encamino a las seis y media a una
de las cuatro presentaciones simultineas
que tienen lugar a esa hora. Como soy
un fan de Euler me inclino por la
Introductio in Analysin Infinitorum,
publicado por las SAEM Thales. Por
cierto, que no se me olvide adquirir un
ejemplar en el stand de la Thales, antes
de volver a Madrid.

Al terminar hay que salir pitando al
hotel para dejar la documentacion,
refrescarse un poco porque a las 8 no
hay que perderse la inauguracion de la
exposicion de la Sociedad Extremena
dnstrumentos y unidades de medida tra-
dicionales en Extremadura» en el Para-
ninfo de la Universidad.

El taxi y el atasco, jcomo estd el trafico
en Zaragoza!, han merecido la pena. La
exposicion es espectacular y a buen
seguro que merece dedicarle mds tiem-
po y disfrutarla con calma.

Séabado 8

El stand

Madrugén y desayuno rapido. A las 9 de de la Federacion
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Unidades e instrumentos de medida de Extremadura

Exposicién de calculadoras.
jjHoracioll: que no se podian tocar

Explicando «2 elevado a n»

la manana comienzan las actividades y
hoy a las 5 ponencias y los tres talleres
se suma la videomaraton de videos
matemadticos, que se extiende durante
toda la jornada.

Entre 10 y 11 la eleccién es ain mads
complicada hay que elegir dos activida-
des entre 12 comunicaciones, dos talle-
res y los videos.

Se me estd ocurriendo una estrategia: la
asistencia a las JAEM hay que enfocarla
no como trabajo individual sino como
tarea de equipo, y de equipo de futbol.
iCon once jugadores y tres suplentes no
se nos escaparia nada!l Pero eso serd
para las préximas.

De 11 a 12 parece que se hace un poco
de calma: sélo hay cinco ponencias, tres
talleres y dos videos. Bueno, pues de
cabeza a una de ellas. Por cierto, no he
tenido tiempo de tomar un café y ya
llevo tres viajes del ICE a la Facultad de
Matematicas.

A las 12 no lo dudo, no me puedo per-
der el homenaje a Felipe Mellizo, el
entranable pionero de los programas de
divulgacion matemadtica en television y
un personaje muy proximo. Tendré que
leerme las 11 comunicaciones que hay
entre 12 y 1 en el libro de actas...

Ala 1 las matemadticas salen de las mate-
maticas y se adentran en otros univer-
sos, empiezan las actividades del pro-
grama cultural; lo malo es que no sé
que elegir: Matematicas y Vanguardias
artisticas, Matematicas y Musica,
Matemadticas y Poesia o Matematicas y
Arquitectura. Para complicarlo a esa
hora la presidenta de la Sociedad
Boliviana de Educacion Matematica,
Begona Grigoriu, habla sobre la educa-
cion matemadtica en su pais.

Por la tarde, al menos de 4 y media a 5
y media la organizacion me ha liberado
del trauma de elegir, y sin dudarlo me
voy a mi ponencia. Creo que no me
hubiesen perdonado si me meto en
otra.

Pero hay que acabar pronto porque a
las 5 y media en el programa cultural no
me quiero perder el Paseo matematico
por la Zaragoza mudéjar. Aunque ahora



que miro el programa, coincide con
otras dos actividades que habia marca-
do como imprescindibles: la presencia
de los ndmeros en la mdusica, con
orquesta incluida y Arte y nuevas tecno-
logias. jElegir es renunciar!

A las seis y media termina el videoma-
raton. Pero no podemos irnos sin ver las
diversas exposiciones que nos introdu-
cen las matematicas por los sentidos:

e Maiquinas de calcular. De la mano a
la electronica.

e Matemadticas 2000.

e 2eclevado a n

e Fotografia matematica.

e El mudéjar aragonés.

e Historia de las Matematicas.
e Matematicas y proporcion.

Lo malo es que cuatro estin en la facul-
tad de Ciencias, una el ICE y las otras
fuera del recinto de las Jornadas. Los
paseos nos despejardn la mente.

Domingo 9

iQué bien se duerme después de un dia
sin pararl Lo malo es que hay que
madrugar. A las 9 hay que estar en la
Facultad de Ciencias.

Antes de las 10:30 he tenido que deci-
dirme para seleccionar dos entre 20
comunicaciones y dos talleres. Por for-
tuna las marqué la noche anterior. Las
cabezas empiezan a estar desbordadas
ante tanta oferta.

En la hora siguiente, los organizadores
han mostrado un poco de clemencia
con nosotros y s6lo nos han preparado
5 ponencias y un taller al mismo tiem-
po. Pero ya somos unos expertos en la
toma de decisiones.

Estamos en la recta final y de 11:30 a
12:30, otra vez me ha quedado sin café,
selecciono dos de las 14 comunicacio-
nes que aparecen en el mend, dos de
las mds visuales.

Y, ya casi exhaustos, nos preparamos
para el acto final, la conferencia de
clausura a cargo de Maria Antonia

Maria Antonia Canals
en la conferencia de clausura

El dia de después
la Comisién
Organizadora

se relaja

Flores

de la Federacién
para

quienes hicieron
posible

la organizacién

de las X JAEM




Canals que con su tono coloquial pero profundo nos guia
por el fascinante mundo de la aproximacion y el apren-
dizaje de las matematicas de los alumnos en las edades
mas tempranas.

El acto de clausura, emotivo y entranable nos demostro
algo que todos habiamos sospechado: detrds de una
maquinaria compleja, y es complejo organizar unas jorna-
das para 700 personas, dando la apariencia de que todo
fluye de manera natural como las aguas de un rio, hay un
equipo humano extenso en cantidad y sobre todo en cali-
dad profesional y humana, imposible de enumerar aqui,
que hizo posible el milagro de que todo funcionase como
un reloj y de que a pesar del cansancio fisico y mental,
todos los asistentes nos despidiésemos deseando que los
dos anos que faltan para las siguientes JAEM que organi-
zard la Sociedad Canaria Isaac Newton pasen volando. En
representacion de ese fabuloso equipo humano damos las
gracias a Emilio Palacian, Jesis Antolin, José Marfa Gairin,
Ana Pola y Julio Sancho, cabezas visibles y pilares de la
organizacion. Gracias a ellos y a las varias decenas de per-
sonas que colaboraron en la organizacion estos tres dias
seran imborrables.

La television no estuvo ausente de las Jornadas.
Precisamente para reafirmar esta relacion estrecha entre
Matematicas y Television se desarrollé a lo largo de todo
el dia 8 una video-maraton de temas matematicos como
homenaje al periodista Felipe Mellizo, vinculado a TVE
durante muchos anos, y autor de una preciosa serie de
programas de divulgacion matematica, realizada en los
anos ochenta, titulada ;Un mundo feliz? Como ya ocurrie-
ra en Lugo, TVE cubri6 informativamente las JAEM y emi-
tié un reportaje sobre el tema el dia 9 de octubre en La
Aventura del Saber.

Tras tres agotadoras jornadas los participantes hemos
vuelto a nuestros pueblos y ciudades con el dnimo refor-
zado para hacer frente a los problemas de un nuevo
curso, con la conviccion de que para mejorar la situacion
de la ensenanza de las matemadticas no basta con enu-
merar en un programa todas las cosas que los alumnos
deberian saber, y sobre todo, convencidos de que el futu-
ro de la educacion matemadtica en nuestro pais estd en
nuestras manos.

No volvimos con las manos vacias, en sus bolsas de viaje
llevabamos materiales, recursos y sobre todo centenares
de ideas para aplicar la semana siguiente con nuestros
alumnos en colegios, escuelas, institutos y universidades
de todo el pais. Pero llevibamos un bien mas valioso: el
entusiasmo suficiente para seguir luchando dia a dia, a tra-
vés de la ensenanza de las matemadticas, por el gran sueno
de Felipe Mellizo: UN MUNDO FELIZ.

Antonio Pérez Sanz
Vocal de prensa de la FESPM
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VI Reunion de Didactica
del Cono Sur, RSEM 2002...

REUNION de Didactica de las
Matematicas del Cono Sur

Se celebrarda en Argentina del 22 al 27 de julio de 2002

organizada por la Sociedad Argentina de Educacion

Matemitica y el Instituto Superior del Profesorado Joaquin

V. Gonzilez». La Comision Organizadora estd presidida por

la profesora Nelly E. Vazquez de Tapia.

Se desarrollardn actividades como conferencias plenarias,

conferencias regulares, paneles, talleres, grupos de discu-

sion, comunicaciones breves y posters, estando previstos,

inicialmente los siguientes temas:

e Educacion matemdtica e investigacion en educacion
matematica.

e Ensenanza de la matemadtica en los distintos niveles
desde inicial hasta universitario.

e Diseno curricular de matematica.

e La formacion del docente en matematica. Educacion
continua.

e Didactica de la matematica.

e Educacién matematica a distancia.

e Educacion matematica de adultos.

e Educacién matemdtica de alumnos con dificultades de
aprendizaje.

e Historia de la matematica.

e Etnomatemadtica.

e Aportes de la tecnologia a la educacion matematica.

e Tecnologia: su ensenanza. Los trayectos técnico-profe-
sionales.

e Desarrollo y uso del software educativo en la ensenan-
za de la matematica.

e Aportes de materiales y juegos didacticos a la educa-
cion matemadtica.

e Revalorizacion de la geometria.



e Probabilidad, estadistica y combinatoria. Aplicaciones y
modelos.
e Modelos y modelizacion matematica.
e Visualizacion. Grafos.
e El aula virtual.
e Otros.
Para mas informacion dirigirse a:
Nelly Vazquez de Tapia
Echeverria 2019. Piso 10° «B»
1428 Buenos Aires (Argentina)
E-mail: nvtapia@giga.com.ar

RSME 2002

La Real Sociedad Matemadtica Espanola anuncia la celebra-
cion del Congreso RSME 2002, que se desarrollara en
Puerto de la Cruz (Tenerife) del 27 de enero al 1 de febre-
ro de 2002, organizado por la propia RSME vy la
Universidad de La Laguna. Se celebrardn conferencias ple-
narias, minisymposia, sesiones de posters y mesas redon-
das. Estdn invitados como conferenciantes los profesores
Charles Fefferman, Kristian Seip, Bosco Garcia, Jesus
Gonzalo, Maria Teresa Lozano, Gabor Lugosi, José M.
Munoz, Ricardo Pérez, Jordi Quer y Luis Vega.

Mis informacion en la pagina de Internet.

http://www.fmat.ull.es/rsme2002

X Concurso de Fotografia
y Matematicas

Coincidiendo con el Dia Escolar de las Matematicas, el
Departamento de Matemdticas del IES Viera y Clavijo de la
Laguna y la Sociedad Canaria Isaac Newton de Profesores
de Matematicas ha convocado la décima edicion de su ya
tradicional concurso de Fotografia y Matematicas, dirigido
a alumnos de ensenanza secundaria de Canarias.

Exposicion «Historia
de las Matematicas»

Esta muestra ha sido realizada en el
Departamento de Matematicas del IES
Elaios de Zaragoza, con motivo del Afo
Mundial de las Matemdticas. Consta de
40 paneles en formato A2 que cubren
un recorrido por las principales etapas
en la historia de esta ciencia (Mesopo-
tamia, Egipto, Grecia Cldsica, Edad
Media, Renacimiento, Siglos XVII-XVIIL
y Slglos XIX-XX), resaltando sus carac-
teristicas generales y desarrollando
semblanzas de los grandes matematicos
(su faceta humana, su obra cientifica, la
vigencia de sus aportaciones, etc.). A la
vez, en los paneles se propone un con-
curso de problemas relacionados con
cada época o personaje a dos niveles
(ESO y Bachillerato).

Esta exposicion se presta gratuitamente
a los centros educativos y culturales
que lo soliciten, debiendo éstos abonar
solo los gastos de transporte. Para mas
informacion, dirigirse a:

Departamento de Matematicas
IES Elaios
Andador Pilar Cuartero, n.° 3
50015 Zaragoza
Tf.: 976 527 500 y Fax: 976 525 968

FE DE ERRATAS N.° 37

En la seccion Crénicas del n.°
37 de SUMA (pdagina 140),
aparece una errata en el enun-
ciado del problema 2 de los pro-
puestos en la XXXVII Olimpiada
Matemética Espafiola. En la ter-
cera linea de dicho problema 2
debe poner AP = BP en lugar de
AB = BP.

La deteccién de este error se la
debemos a Ricardo Barroso, a
quien le agradecemos su comu-
nicacion.



NORMAS DE PUBLICACION

Los articulos se remitirdn por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningin caso seran informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejarén la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendarén posibles modificaciones, efc.

Los gréficos, diagramas y figuras se enviaran en hojas separadas (una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podran incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracion.

Adjunto al articulo se redactard un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio aparecerén los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

Si se usa procesador de fexto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
el articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La etiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta version 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que fengan formato EPS o TIFF.

En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

Los trabajos se enviardn completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
La bibliografia se dispondré al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, fitulo del
articulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y paginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.

En el caso de libros se indicard el autor(es), afio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicion.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades mateméticas, Labor, Barcelona.

En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autor(es), afo, fitulo del articulo (entre
comillas), fitulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos diddcticos de matemdticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicarén con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance (Hernandez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondrd entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segin Rico
(1993).

Posteriormente, se notificard a los interesados la aceptacién o no del artficulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se comprometerdn a retirar el articulo de ofras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendré correspondencia sobre las causas de no aceptacién de un articulo.
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BOLETIN DE SUSCRIPCION
Tarifa

Suscripcién Nomero

anual suelto

Particulares 21 ¢C 10 €
Centros 30 ¢ 10 €

Europa 38,5 C 13,5 €
América y resto del mundo $50 USA $17 USA

Fotocopiar y enviar a: Revista SUMA. ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009-ZARAGOZA

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Direccion:. . . . Tho.t o
Poblacion: ... ... CPe
Provincia/pais . . ... ... CIF/NIF: ..
Importe
| Suscripcién a partir del n.° (3 ndmeros)

[ ] N.os sueltos:

Total

|| Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto).
[J Transferencia bancaria (Ibercaja: 2085-0168-50-03-000415-98).

] Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista Suma. Firma y fecha:

[ | Giro postal dirigido a Revista Suma.

Nombre y apellidos: . . . ... .
Cédigo Cuenta Cliente

entided | | | | | Ofieina | | | | Ipc| | Jcuema | | | [ [ [ [ ]

Banco/Caja . . .o
Agencia N . . Direccién: . ... ... ...
Poblacion: ... .. . Provincia: .. ................

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que periédica-
mente les presentard la Federacién Espaniola de Sociedades de Profesores de Mateméticas (FESPM) para el
pago de mi suscripcién a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firmay):
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